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4. Oscillations forcées et résonance
4.1. Oscillations mécaniques forcées sur un systeme non amorti

Dans le chapitre précédent, nous avons simplenampemé lI'ensemble ressort-masse puis
laissé le systeme osciller librement. Il s'agisdaihe excitation "statique" si on peut dire qui
déterminait les conditions initiales du mouvement.

Nous allons maintenant considérer wmitation permanenteet l'oscillateur fournira une
réponse de régime permanent précédée d'une réfranséoire que nous n'étudierons pas
iCi.

Nous allons considérer que l'oscillateur constitieé I'ensemble masse-ressort subie une
excitation sinusoidaleliée a un dispositif extérieur comme, par exempddyi représenté sur
la figure n°36 : on est dans le cas d'un osciltateécanique ewibrations forcées.

Ce phénomene d'oscillations forcées est d'une gramgportance dans la pratique et
intervient sur tous les types d'oscillateurs : mépzes, acoustiques, €électriques, optiques,
etc. Les ondes électromagnétiques captées parnieena mettent en oscillation forcée le
circuit électronique de notre téléphone portablel@motre récepteur de télévision.

I | ll ll’r
\1r|:} ][I'

M
"masse  ressort

IRMEL
| |
U diapason

en vibrations
entretenues

Figure 36 : Le diapason est mis en vibrations detiaes
grace a un bobinage électrique dans lequel circuleourant alternatif.
Ceci permet d'appliquer une force sinusoidale twriale a la masse reliée au ressort.

Le phénomene d'oscillations mécaniques forcéesque détaillons ici reprend le montage
du chapitre précédent a savoir un ensemble massertédorizontal non amorti mais, comme

lindique le schéma de la figure n° 36, la masse rebée a un diapason entretenu
électriquement. Grace a ce montage, on peut ampligia masse une forde horizontale

d'amplitudeFﬁ0 et de pulsatioruy(rd . $%).



Cette forceF d'excitation sinusoidale a pour expression

—

F=F sinw! (95)
Ainsi dans le bilan des forces appliquée a la massen a maintenant deux forces :

— force de rappel du ressort

- force sinusoidale
F sinw t
L'application de la seconde loi de Newton (ou ppgadondamental de la dynamique) : "la

somme des forces appliquées est égale au produd deasse par l'accélération” permet

d'écrire la relation : (on travaille en projectisur |'axe horizontabx car on a un mouvement
rectiligne).

d?x

-Kx+FR sinwt= m— (96)
dt

Ceci est I'équation typique d'un mouvement osoillat"forcé". On peut la réécrire sous la

forme :

R sinw 1 (97)
m

@ =21 fo :\/E (98)

en se rappelant que, = 2'1fo est la frequence propre de l'oscillateur liboa@ amorti.

avec

L'équation différentielle (97) a le méme premiemmbee que celle décrivant le mouvement
de l'oscillateur libre non amorti (voir relation3(].
Nous pouvons la résoudre par des techniques dessimais intuitivement, il est assez
naturel dimaginer que la masse va étre obligésciller & la pulsation w de la force
appliguée, c'est pourguoi nous allons essayer, @satution de (96) I'expression :

X = Asint+¢) (99)
Le choix de cette solution revient a dire qu'il ysynchronisation entre I'excitateur et
l'oscillateur.
Dans les annexe 3 et 4, nous proposons deux "tpetsii pour trouver I'amplitude A et la

phase ¢ telles qu'elles apparaissent dans (99). L'une istens conserver la notation



trigonométrique et a remplacer dans I'équatiorédbfitielle (97) puis a égaler les coefficients
de sinwt et coswt, respectivement, des deux cotés de I'équation.
L'autre méthode décrite dans I'annexe 4 utiliseotation imaginaire.

Grace a l'une ou l'autre de ces méthodes, on aldoutie phasé = o et a une amplitude A

égale a 20 > d'ou la position x de la masse en oscillatiortde en fonction du
m (- o?)
temps
R .
X = —— sinwt (100)
m (wh ~o?)

On remarque que la phase initiale ne dépend péa plgisation w de la force d'excitation
par contre, ce n'est pas le cas de I'amplitude @wement.

La figure 37 représente l'allure de la variation'dmplitude en fonction deo. On note que
cette amplitude présente un comportement asymptotigrs une valeur trés grande autour

de la fréquencex.
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Figure 37 : Allure de la variation de I'amplitude
d'un oscillateur amorti en oscillation forcée emd¢tion
de la pulsation de la force sinusoidale appliquée.
Lorsque la fréquence w de la force appliquée pdtexcitateur (ici le diapason
électriguement entretenu) est égale a la fréequprag@e w, del'oscillateur, on dit qu'il y a
unerésonanced'amplitude. Dans ce cas, sans amortissement cette résonanggitlde est
infinie, ce qui indique que ce cas ne doit pas &t&e réaliste. En effet, dans tout systeme

oscillant réel il existe toujours des forces déténment qui dissipent de I'énergie.

4



4.2. Oscillations forcées d'un systeme avec amortis  sement

4.2.1. Etude de la dynamique du mouvement

Dans beaucoup d'applications, les forces d'amenisest sont proportionnelles a la
vitesse du mobile comme c'est le cas pour les phénes de viscosité. Nous considérons
gue cette force de frottement proportionnelle &itasse est produite par un amortisseur
constitué d'un cylindre contenant un piston baigmtams I'huile et relié & la masse comme

l'indique la figure 38.
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Figure 38 : mise en vibrations forcées d'un ensembl
mécanique masse-ressort-amortisseur
Le bilan des forces est :

— force de rappel du ressort
—Kx
— force sinusoidale de mise en oscillation forcé&eifateur)
Fo sinwt
— force d'amortissement proportionnelle a la vitefiseterme a est souvent appelé

"coefficient d'amortissement")

~av (a>o0)
On remarque que tous ces vecteurs forces sontondaizx, c'est pourquoi nous allons, a
partir de maintenant, considérer uniquement leajeption algébrique sur un axe horizontal

et finalement la seconde loi de Newton appliquieraasse m en projection donne :

2
-Kx + K, sinwt- a% = mﬂ (101)
dt dt?



L. . K
ce que I'on peut écrire encore en divisant par eméénant compte okeg =—
m
#?x a dx o _F
— + — — +wf x=-2 sinw (102)
dtZ  m dt m

Comme dans le cas de l'oscillation forcée sans tssement nous résolvons de fagon
“intuitive" cette équation différentielle du secoadire a coefficient constant en supposant
une solution sinusoidale pour le déplacement dealsse :

x=Asint+¢) (103)
Ce qui revient a dire, la encore, qu'il wynchronisation entrel'excitateur et l'oscillateur
(masse-ressort-amortisseur). La masse sera oldiggeller avec la pulsation de la force
appliguée. On remarque aussi guaeprésente la phase de I'élongation de la masse pa
rapport a la valeur de la force d'excitatigysk wt au méme instant.
La solution de la relation (102) peut étre troupaela méthode trigonométrique, mais, a titre
d'exemple, nous allons montrer comment les cakuté simplifiés par I'emploi de quantités
complexes.

La solution x = A singt + ¢) est la partie imaginaire de I'élongation complexe

X = Aelet+e) (104)
La force est la partie imaginaire de :
« =F d« (105)
L'équation différentielle de I'élongation comple@crit :
X, a &, 2, Fo jo
ZA L2 Ay =0 d 106
dt2 m dt “o X m (106)
soit :
A{—wz + j%*) + w2 }ejq’ ot :F—rg ot (107)

en divisant palej‘*Jt on obtient :

2 2 .aw b R
A[ -+ ]— } er =—= 108
Wo - - (108)
conformément a ce que nous avons vu lors des mpgeimathématique sur les nombres

complexes on peut écrire la relation précédente koforme :



it - i si ) =0 . 1
Ae A (co® +jsip ) - 0 (109)

- + ]
Wo Jm

4.2.2. Etude de I'amplitude de la masse

Nous allons multiplier le numérateur et le dénorrgoa du deuxiéme membre de

. aw
I'égalité (109) par le nombre complexe conjuguédénominateuru)(%—oo2 - m ; ce
qui donne :
2 2
W —wW — ] —

A (cosp +simp ) =0 . (110)

2 2\2, a2
(05 — %) +(m)

dans le membre de droite, on voit apparaitre unbmensomplexe dont le module donne
l'amplitude A du mouvement :
— I:0 1

" \/(wé -0+ (2?2

L'amplitude passe par un maximum lorsque la frégeieaxcitatrice est telle que le

(111)

dénominateur de I'expression (111) est minimum.

£l (] b A e

ce qui donne un maximum a une fréquence excitatjiégale a
2 2 1/(a 2

=t -3 (3
(113)

guand la fréquence excitatrice est égale a4 o dit que l'oscillateur entre e@sonance

grace a la force excitatrice.

On remarque que la fréquence de résonangelépend du coefficient d'amortissement, a fort

coefficient a on observe un décalage vers lesdsafréquences de l&sonarce au

contraire, quand l'oscillateur est faiblement aimarta une fréquence de résonance proche de

W, et une amplitude A du mouvement importante, c'estpic de résonance" tel qu'il

apparait sur la figure n°39 qui représente la tianade I'amplitude A du mouvement en

fonction de la pulsatiorw pour différentes valeurs du coefficient d'amodisnt a
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Figure 39 : variation de I'amplitude A des osciitats forcées en fonction de la pulsatian
de la force excitatrice pour différents régimes nadbmtissement. A mesure que
I'amortissement s'affaiblit, 'amplitude du mouvemdevient de plus en plus grande et le

maximum d'amplitude a lieu pow = « .
On montre que la forme de la courbe de résonandépend en fait que du facteur

_m
Q=T oy (114)

On peut d'ailleurs réécrire I'expression (111) sams forme ou n'interviennent que Q et la

variable sans dimensian'wy, .

1/2
A= (115)

4.2.3. Etude de la phase de I'élongation de la seagar rapport a la force

d'excitation
Cette étude est assez délicate et le plus singpldeereprendre la relation (108) sous

la forme

A (wﬁ - 2 +j%’j el =% (116)

On remarque que le second membre de cette égslit&ed, ce qui impose que le nhombre
2 2 ,.40 . A . A [0 .
complexe wf — w” +j— qui apparait dans le premier membre soit égal‘ace qui
m

indique quda phase de I'amplitude par rapport a la force exdatrice doit étre négative
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Ceci étant posé I'expression deepeut étre calculée a partir de la relation :
e =cos ) +jsintd )zf - P+ (117)
m

ce qui donne:

aw

C_sine0) _ m
tg (-9) cos (-0 ) |(,0(2) ~ (,02| (118)

d'ou pour la phase :
aw

La figure n°40 représente la variation de cettespha en fonction de la fréquence
d'excitation. On note par exemple que pour la vadew = w, 'amplitude X est en retard de

/2 par rapport a la force d'excitation.

phase¢ A

W
pulsations
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Figure 40 : variation de la phase de I'élongatiomld masse en
oscillations forcées en fonction de la fréquenexdtationw = 211 f.
Bien noter que le déplacement est toujours en dgpar rapport a la force excitatrice.

4.2.4. Examen détaillé des différents régimes dilbatons forcées suivant la valeur

de la fréquence d'excitation

4.2.4.1. Basse fréquena® << w,



Nous voyons que la pha¢edu déplacement est presque nulle. On dit queplanse
de l'oscillateur est "en phase" avec I'excitatidamplitude est presque complétement
contr6lée par la raideur du ressort (force de ragbestique) comme lorsque le
systeme, soumis a une force constante, est enbgqustatique :
S K

2:

A= o (120)
mw; K

4.2.4.2. Résonance® = w,

La résonance ou maximum d'amplitude se produigiada fréquence excitatrice est
tres proche de laéquence proprede l'oscillateur. En fait, le maximum correspond a
une pulsation un peu plus basse qyel'aprés I'équation (113) mais la différence, du
second ordre, est négligeable si I'amortissemefiaiéde.
L'amplitude maximum est Q fois plus grande que éplacement obtenu a basse
fréquence :

I:O

A= ——Q (121)
m wg

Plus l'amortissement de l'oscillateur est faibldyuspl'amplitude résonante est
importante. Cette "surtension" peut atteindre plus milliers pour un oscillateur
meécanique et entrainer la rupture si le systemexed a sa fréquence propre.

Une mésaventure de cet ordre est arrivée a unquspendu des environs d'Angers
vers 1880. Un tablier de pont suspendu peut aveux dypes d'oscillations : les
oscillations de flexion aux périodes de l'ordrelfecycles/minute et les oscillations
de torsion dont les périodes sont de 15 a 30 dyaieste. Ce pont suspendu a été mis
en résonance par le pas cadencé d'une troupeagtiedta une rupture catastrophique.
Depuis cette date, les troupes interrompent lecadgncé pour franchir les ponts —
méme non suspendus !!

Inversement, il faut exciter un oscillateur a urégience égale a sa fréquence propre
si on veut obtenir un mouvement de grande amplit@dest I'accord que I'on réalise

inconsciemment lorsque I'on pousse quelqu'un seibafancoire (figure 41)
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Figure 41 : dans le cas d'une balancoire, I'osd¢élar est constitué de la corde, du
siege et de la personne assise sur le siege, itbdéar" est la personne qui pousse.
On est dans le cas d'oscillations forcées. L'amgét prise par la balancoire est
maximale quand la fréequence avec laquelle la parsogui pousse est égale a la
fréquence propre de I'ensemble corde-siége-pers@ssese, dans ce cas on a le
phénomene de mise en résonance de l'oscillateur.

4.2.4.3. Haute fréquence w >> w,
L'amplitude est alors contrélée non plus par ldear du ressort, mais seulement par
I'inertie du systeme et tend vers 0 lorsque lauedge excitatrice devient trés éleveée :

I:0

m (.02

(122)

tandis que la phase tend verst= le déplacement et la force excitatrice sont en

opposition de phase. Cela résulte directemeng&dadtion dynamique simplifiée :

d%x 2
F:m—2 =— mw~ X (123)

dt
La discussion que nous venons d'esquisser s'apptigturellement a tout oscillateur
harmonique, en faisant correspondre les termeogued de I'équation dynamique.
Par exemple, la réponse d'un circuit électriqueillant est déterminée a basse
fréquence par la capacité tandis que la réponsmite iréquence est contrélée par la
self-inductante L, analogue a la masse. Nous rdvgrs sur les analogies qui existent

entre les oscillateurs mécaniques et électriques.
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4.3. Application : la modélisation biomécanique du corps humain pour les

vibrations.
La figure n°42 représente kmodélisation biomécaniquedu corps humain vis a vis des
vibrations. On distingue trois ensembles de masSgSes par I'équivalent de ressorts et

d'amortisseurs tels que nous venons de les étudier.

. SYMBOLES
Tete ¢ CA .....

Ressort

Amortisseur

Thorax
et bras

Bassin B rectiligne

et cuisses; i

Mouvement
de rotation

S

+

b tomanen
—~

Fesses ;

Coussin
du siege

Figure 42 : modéle biomécanique du corps humain

Cet ensemble de masse-ressort-amortisseur préasaiaiment une fréquence de résonance
autour d'une fréquence de 4Hz qui a été observédréglecine du travail comme étant une
fréequence correspondant a de nombreux "troublecutmsquelettiques”. (T.M.S.) comme

I'indique la figure n° 43.
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Rapport

d’'acceléeration :l!‘_‘lf_‘_’_{
4 Bassin
3
Courbes envellopes
7 obtenues sur 12sujeis
2 .
Courbe moyenne
1.
Frequence
u T T (HI)
0 2 4 6 8 "R

Figure 43 : trés schématiquement, on peut dire lguémal de dos" est directement lié au
rapport d'accélération (donc de force) que peutisid liaison thorax-bassin. Or, si on
mesure ce rapport pour un certain nombre de sijeitd2) présentant des troubles musculo-
squelettiques entre le thorax et le bassin, ones@pt qu'ils ont lieu dans une gamme de
fréquence entre 4 et 6 Hz ce qui correspond a gggiénce de résonance de la liaison entre
le thorax-bassin.

Les phénoménes de résonance d'un ensemble eratomedlforcées ne sont pas limités au
domaine de la mécanique mais apparaissent ausgiigue, électricite, etc...

Nous allons d'ailleurs aborder rapidement I'exendpleircuit résistance-self-apacité en série

alimentés par une tension alternative de fréquence

4.4. Autre exemple de phénomene d'oscillations forc ~ ées : le circuit résistance-
self-capacité en alternatif :
La figure n°44 représente un circuit constitué ttess composants passifs "de base" de
I'électronique a savoir uneésistance une capacité et une self disposés ensérie et
"alimentés" par une tension alternative V de pidsab

V =V, sinwt (124)
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résistance capacité self
R C L
A l B

qf\'r
D

F

VD—VF :VOSin(&:t
Figure 44 : circuit R-C-L série raccordé a une temssinusoidale de pulsatiaa

Le circuit représenté sur la figure n°44 représéntee maille" et I'on peut écrire que la
somme des tensions est nulle :

Vb—=Va+Va—-Vg+Vg—Ve+VE=Vp=0 (125)
si i désigne l'intensité instantanée du courdetratif qui parcourt le circuit, la loi d'Ohm
nous permet d'écrire que, entre les bornes dsistaace R (en Ohm), on a :

Vo—Va=Ri (126)

si g désigne la charge instantanée du condemstgarapacité C(en Farad), on a :
-9
Va—Vsg = — 127
a=Ve = o (127)

Entre les bornes de la self L (en Henry) la bi‘thduction appelée loi de Lenz donne :
Vg—Ve=L di (128)
B F dt
Finalement la loi des mailles (somme des différsrmepotentiel nulle) donne

Vb VA + VAo - VB +V8 ~VE=Wp - W (129,

Ri + g/C +Ldi/dt =\, sinwt (130

A ce stade, il faut choisir entre l'intensité i la charge q comme variable sachant que I'on
a la relation :

. dq
= - 131
= (131)

Or, il est beaucoup plus astucieux de choisir ge qgi car le choix de cette derniére
nécessiterait une intégration par rapport au temps.
D'ou en éliminant i dans (130) a partir de (18b)a :

2
L99, RI9L 9y s (132)
dt? dt C
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A ce stade, il est trés intéressant de compareel&ion (132) qui concerne la mise en
oscillations forcées d'un circuit R C L et la ridat(102) qui concerne la mise en oscillation
forcées d'une masse reliée a un ressort et uniassar.

En effet, il apparait un@nalogie entre les phénomenes mécaniques et élepies

Ecrivons l'une en dessous de l'autre les rela{ibd®) et (132)

2
mIX L g®X + Kx =F sinwt

dt2 dt
inertie amortisseur  ressort force appliqué
(Newton)

d’q dq q -

— + R— + = = LV gnm t

dt? dt C
induction résistance peaité tension appliqu
(self)

A travers ces deux relations on voit que :

- la masseen mécanique joue le méme réle quesdH en électricité : ceci traduit le
phénomene d'inertie qui en électricité se tradait la phrase que l'on prononce
toujours a l'occasion de I'étude de la loi de denduction (loi de lenz) "la f.e.m
induite s'oppose a la cause qui lui a donné naissan

- La force defrottement visqueux introduite pad'amortisseur correspond en
électricité a la résistance électrique, c'est demsleux cas des phénomenes liés a des
pertes d'énergie c'est-a-dire des phénomeénesatissip

- Laforce mécanique de rappelu ressort peut étre comparée &elasion entre les
armatures d'un condensateur Le condensateur en électricité est I'équivalent d
I'élasticité du ressort en mécanique. Dans le paphg 3.6.8. du chapitre 3 nous
avons dailleurs vu que l'on pouvait faire oscilercharge d'un condensateur en le
mettant dans un circuit comportant un self, ceudira pour équivalent en mécanique

une masse liée a un ressort (figure 45) e

*|

-
[ -
]

!
point fixe I
1 B

C
masse ressort |_ A
2 M
Figure 45 : la masse reliée a un ressort sans érotnt a pour équivalent électrique la
bobine de self L (role de la masse) reliée a urdeasateur de capacité C (role du ressort).
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Aprés cette remarque tres importante concernantatedogies entre les phénoménes
mécaniques et électriquesnous proposons de traiter sous forme d'un exeléeolution de

la charge g dans un circuit R L C série en caailh forcée. Nous allons partir de la relation
(132) et, pas a pas, nous allons reprendre dacesl€lectrique la méthode que nous avons

déja utilisée dans le cas de l'oscillateur mécanaquoscillations forcées.

4.5. Etude de la charge électrique dans un circuit R L C en régime alternatif.
On considere I'équation différentielle du secondre@ravec second membre telle qu'elle
apparait dans le cours (relation (132))

2
49 , gd9 .9 _ \, simo (133)
dt2 dt C

1°) on rappelle que la pulsation caractéristigyed'un oscillateur électrique constitué d'une

capacité C en parallele avec une self L est dopaée

2_ 1
TS

utiliser cette relation pour éliminer la capacitél@hs I'équation différentielle (124)

(134)

2°) En partant d'une solution du type :
=0 sin@t+0 (135)
et en utilisant la méthode des imaginaires, déteml'amplitude g de la charge et le

déphasagé de cette charge par rapport a la tension appliquée

3°) tracer l'allure de la variation de €t ¢ en fonction dew.
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ANNEXE 3

En remplagant

X=Asinp t4 )
dx .
et — =- A sin® t4
dt
dans l'équation différentielle
2
F :
d—;( +0f X =2 sim t
dt m
on obtient

A@ - w?)sing t )% sio

en utilisant l'identité trigonométrique (voir forihatre)
sin (wt+¢)=(sinwt).co$p +(cas tdind

on obtient finalement
A(wg - ooz) (cosd ) sinw t+A(®c2, - w? )(sip ) co t'——:o— sinwt
m

cette égalité sera vérifiée a tout instant t rsiidentifie de chaque coté de I'égalité les

coefficients de siiot et coswt :
2 2 K
Ay - w°)cop =—=
m
et A(oog - ooz) sip =0
pourw # w, ona :

sing = o dou¢p = o

et pour I'amplitude

et A=
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ANNEXE 4

En remplacant
Xx=Asin @wt+¢) et JF s
par leur représentation imaginaire
X=Aet d¢ et Fol @

et en tenant compte de cette nouvelle forme deignldans la relation

2
d—;(+w§ X:i Sinw 1
dt m
on aboutit a
Ac?eelt . dt sa . bt Jo g

m
le termeel®! disparait et il reste

A - b <P

égalité qui est vérifiée pour une phase ndile o
et une amplitude égale a
Fo
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