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3. Du vecteur a l'oscillateur
3.1. Rappel : Le vecteur

Le vecteur (figure 21) est un ensemble de deux points A deBespace tel que I'un correspond
a l'origine et l'autre & l'extrémité du vectedB (les mathématiciens disent qu'il s'agit d'un "bi-

point orienté")

droite
E support

extrémité

direction
origine

Figure 21
La notion de vecteur appartient au "monde mathéyuati de la géométrie.
Un vecteur a une origine, une extrémité et un reodu

Le vecteur est défini quand on connait

- sadirection : c'est la droite qui le porte

- sonsens: quel est le point d'origine et quelle est I'éxtité (désignée par une fleche)
- sonmodule (sa longueur)

Pour travailler sur les vecteurs, il faut les pr@jesur les trois axes d'wéférentiel qui sera

cartésien, cylindrigue ou sphérique suivant la sgiméu probleme a étudier.



3.2. Rappel : Le produit scalaire de deux vecteurs

Soient deux vecteurdB et CD quelconque de I'espace (figure 22)
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Figure 22
A partir de deux vecteur8B et CD dans I'espace, on fait coincider l'origine
des deux vecteurs en prenant, par exemple, leure@eD' "équipollent " acD

c'est-a-dire qui aura méme direction, méme senséete module quéD
mais dont I'origine coincidera avec le point A. Hite, on travaille uniguement

dans le plan défini par les deux vectedB et C' D

Aux deux vecteursAB et CD le produit scalaire AB « CD fait correspondre un scalaire
(c'est-a-dire un nombre réel) W tel que

W = AB . CD (59)
avec

w = [ag| | O com (60)
a est l'angle entrdB et CD (figure22)
En fait, en général, les deux vecteurs n'ont panenérigine. On fait coincider l'origine des
deux vecteurs en utilisant la notion mathématigeéacteur équipollent” c'est-a-dire que a
partir de l'origine d'un des deux vecteurs inteavgrdans le produit scalaire, on trace le vecteur
ayant méme direction, sens et module que l'autteeue et a partir de la, on travaille dans le
plan défini par les deux vecteurs ayant méme aigBur la figure 22, on travaille donc dans le
plan défini parAB et C'D. Dans ce plan on désigne par I'angle entreAB et C'D, on

appelle H la projection du point B (extrémité 48 ) sur C'D'.



Il est donc plus judicieux d'écrire :

w = [28] | €D com (61)
Cette derniere relation revient a dire queteduit scalaire est égal au produit de feorme
d'un des vecteurs ||,@|| par exemple, par lgrojection algébrique C'H de l'autre sur

C' D' (équipollent & CL figure 22) ce que I'on peut écrire

w = [AB| - cH (62)
On examinera avec profit les cas particuliers @l deuxvecteurs sont orthogonauxou
colinéaires.
La notion deproduit scalaire de deux vecteurs est fondamentale pour comprendre
- letravail d'une force au cours d'un déplacement

- I'énergie potentielleélectrique, de gravitation ou d'un ressort

3.3. Rappel : Produit vectoriel de deux vecteurs

Aux deux vecteursAB et AD quelconque dans l'espace on va "batir" une relatio
mathématique qui va faire correspondre un troisi&eeeur. Avec le produit vectoriel, on
reste donc dans le "monde" de la géométrie. Onoiraégalement que le produit vectoriel est,
par définition, a trois dimensions".

Soient deux vecteur8B et AD ayant la méme origine.

On définit le vecteuAF produit vectoriel deAB et AD et on note

AF = AB A AD ou  AE AB x AD (63)

tel que

AF  estorthogonal au plan défini par les deux vecteur8 et AD

Le sens deAF est tels queAB, AD et AF pris dans cet ordre forment un triédre direct. On
peut utiliser la regle des trois doigts de la ndhimite (figure 23)

AB suivant le pouce

AD suivant lindex

AF suivant le majeur

Il existe d'autre régles pratiques (bonhomme d'Ampée bouchon, vis, etc.)
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Figure 23

Les vecteurs\B, AD et AF forment un triédre direct.
Pour les placer on peut utiliser la régle de la mdroite c'est-a-dire que le pouce est placé
suivantAB, l'index suivantaD et le majeur indique le vectewF qui est le résultat du
produit vectoriel AB A AD

La notion degoroduit vectoriel de deux vecteurs est fondamental pour comprendre :

- les systemes emtation ou le produit vectoriel apparait dans la défimtaies moments
de force par rapport a un point, vitesse anguldieerotation, moment cinétique,
théoreme du moment cinétique, etc...

- l'expression dichamp d'induction magnétique créé par des courants (loi de Biot et
Savart) et les forces magnétiques qui s'exercantlessi charges en mouvement ou des

courants placés dans un champ d'induction magméffqtce de Laplace).
3.4. Rappel de Mécanique. Lois générales

La mécanique est la science de I'équilibre (stajigt du mouvement (dynamique). Elle étudie

les forces motrices, les lois de I'équilibre etndouvement, ainsi que la théorie de I'action des
machines ; historiquement, la mécanique est umaseiintimement liée aux activités pratiques

manuelles de I'hnomme : la construction et 'emgimécanismes ou d'appareils techniques de
diverses sortes permettent une exploitation pluaptete des forces naturelles et des forces
humaines.

Cinématique, statique, dynamique, font partie dadéganique. La statique est un cas particulier

de la dynamique.



3.4.1. Force

La notion de force nous est suggérée par nos aitens, nos contacts, avec notre
environnement.

Nous savons, plus ou moins confusément, distingoiee deux types de forces déja considérées
et unifiées par Newton :

- actions de contactexercées par un ensemble matériel solide (défdenmabrigide) ou fluide
(liquide ou gaz) sur un autre ensemble matérieeqtien contact avec lui ;

- actions a distance magnétiques par exemple (attraction d'une bagréed par un aimant)
gravitationnelles (action attractive de la Terrelal_une) etc...

Du point de vue physique, il n‘existe aucune défifiee essentielle entre ces deux types de force.
Chaqueforce F a une certainmtensité (ou module), mais aussi ud@ection et unsensqui

lui sont propres. Elle a donc un caractére vedtormmme la vitesse ou l'accélération. Quand

une particule est soumise & deux forces simultafi¢est |, ces deux forces peuvent étre

remplacées par une force unique, la résultéte | + b.

3.4.2. Les lois de Newton
Nous voulons maintenant savoir comment sont étrate liées les deux notions fiece et de
mouvement
Cette connaissance s'appuie tout particulieremeries travaux et le raisonnement logique de
Galilée (1564-1642) et de Newton (1642-1727).
Axiomes ou Lois du mouvement la mécanique classique repose sur un systertreiddois
fondamentalesformulées par I. Newton sur la base des connaissaexpérimentales de son
époque :

* Loi d'Inertie

* Loi du Mouvement

* Loi d'égalité action-réaction
Nous nous limiterons, pour I'essentiel, a I'énates lois de Newton dans le cas d'une particule

de masse m, mais il peut étre étendu aux solidgsdés, etc...

3.4.3. Loi d'Inertie

Jusqu'au XVleme siecle, on considérait que si audarce ne s'exercait sur un objet mobile,
cet objet ralentissait, puis s'arrétait. Galiléérmf le premier que cette conception était
erronée. Il est exact qu'un palet glissant surpatimoire ralentit et finit par s'arréter ; maigst
faux qu'aucune force n'agisse sur le palet. Laasarfle la glace exerce sur le palet une force de

frottement qui le freine et I'oblige a s'arréter.
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La "premiére Loi de Newton", découverte par Galildie que si un corps mobile n'est soumis a
aucune force il continue éternellement a se dépldaas la méme direction et a la méme

vitesseC'est la Loi d'inertie.
= -y . .~ dp . .
F (Résultante générale) ™= entralnea =0 ou: p=p

C'est la relation de conservation de la quantité m@uvement.

Pour une particule de masse constante :

p=mv= =my signifie”v=y :taelération'sest dont nulle et le mouvement est
rectiligne uniforme.

Le cas du repos (statique) se présente simplenmmime un cas particulier : mouvement a

vitesse nulle.

3.4.4. Loi du mouvement. Quantité de Mouvement
Nous définissons la "quantité de mouvement" d'laréqule de masse m et de vitessepar le
vecteur :

p = mv (64)

La quantité de mouvement comme lavitessesonttoujours tangentesa la trajectoire.

trajectoire

<V

vitesst

_>
\'%

_>
mv

guantité de mouvement

Figure 24
Le vecteur vitess& du mobile comme le vecteur quantité de mouvemgnt m
sont toujours tangents a la trajectoire du mobile

La seconde Loi de Newtonappelée aussprincipe fondamental de la dynamique peut

s'‘énoncer comme suit :



La résultante F des forces appliquées & un mobile est égale & lrigée par rapport au

temps t de sa quantité de mouvemenp.

Ainsi la sommeF des forces appliquées a votre voiture sera éghdedérivée par rapport au

temps de la quantité de mouvem%%
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Figure 25
Si vous poussez votre voiture, la force appliqueetee voiture est egale
a la dérivée par rapport au temps de la quantitérdmivement de votre voiture

On peut écrire cette loi sous la forme
- dp
ot (65)
Si on suppose qua masse m de votre voiture estonstante la définition de la quantité de
mouvement groduit de la masse m par la vitess& de la voiture) et le fait que la masse ne

varie pas en fonction du temps permet d'écrire :

- dv
F=m— (66)
dt
dv e . . -
or E estl'accélération a de votre voiture d'ou, dans le cas d'un véhicelendsse constante,
la somme des forces appliquées est égale au pabaliatmasse m par I'accélératidn

—

F=mze (67)
Comment utiliser cette loi dans la pratique ?
- premiere étape : faire lBlan desforcesappliquéessur le mobile

— écrire la Loi de Newton sous forme vectorielle

., dp
somme des forces appllqueesd—t—

- silamasse m du mobile est constante, on a
L dp
somme des forces appllqueesn=a



- comme V = d(;_tM avec 0 point fixe de référence et M position dobite, cette relation
vectorielle permet donc théoriquement de trouveuoisition du mobile en fonction du temps.

- la derniére étape consiste a choisir un référle(datésien, sphérique ou cylindrique) bien
adapté a la symétrie de votre mobile et a projémgalité vectorielle.

Ainsi, on passe dhe égalité vectorielle a trois égalités scalairedans le cas général. Si le
mouvement est plan on en aura deux et s'il est reélagne une seule... c'est d'ailleurs dans ce
cas particulier que nous allons nous placer enigdttidine masse mise en oscillation par un

ressort.

3.4.5. La loi d'égalité
Action et réaction
"Tout corps qui exerce une force sur un autre cegissoumis de la part de ce dernier a une

force égale et de sens opposeé.

FasurB =~ Fesura ; Notation : kg = Iga
Exemple :Propulsion des avions a réaction et des fuséesdteur d'un avion a réaction ou
d'une fusée produit des gaz de combustion et feslleevers I'extérieur. La réaction des gaz

produit une force en sens inverse qui fait avat@eon ou la fusée.

Unité de force
1 force de 1 Newton (1 N) agissant sur l'unité dese, 1 kg, lui communique une accélération
de 1 m.8%

1 newton = 1 kilogramme 1 métre . &

Les lois de la mécanique permettent de détermasetrhjectoires, a partir de la connaissance
des forces appliquées a la particule (et des donditnitiales).

Avant d'examiner les conséquences de la seconddd.dlewton sur I'étude descillateurs
tres importants dans le domaine de I'analyse & deesure, le lecteur trouvera dans I'annexe 2
a la fin de ce chapitre un rappel de la "premiérelé Newton" aussi appelée loi de l'inertie. La
loi de conservation de la quantité de mouvemerdi ajoe le principe d'action-réaction sont
évoqués. Cette annexe 2 contient également despie®ihe forces tres importantes fdace

de gravitation et laforce de Coulomb



3.5. Un cas particulier fondamental : I'oscillateur mécanique libre non amorti

Les oscillations libres non amorties ont lieu quandysteme susceptible d'osciller a été mis en
mouvement puis ne subit aucune force d'excitatideree et n'a pas de frottement. Dans ce qui
suit, nous allons considérer le cas particulier&wement simple dupendule élastique"
constitué d'urressort a boudin de masse négligeable, fixé en un point fixe a deeses
extrémités. Unenasse ponctuelle m pouvant se déplacer horizontalemesainsfrottement

est fixée a l'autre extrémité (figure 26).

point fixe

masse ressort

Figure 26
Au repos un ressort est attaché a un point fixenetmasse m est placée a son autre extrémité.
Cette masse peut glisser horizontalement san®mett.

3.5.1. Mouvement de la masse liée au ressort
On comprime le ressort (figure 27). La diminutiom ld longueur du ressort correspond a une
variation de son élongation par rapport a sa longae repos. A l'instant t = 0 s on libére le

ressort, la masse m a cet instant n‘ayant pagedse initiale.

A

Figure 27
Le ressort est comprimé grace a une force extégiedercée sur la masse.
Le point d'attache du ressort est fixe.

La figure 28 résume l'évolution de la position d@de rhasse sur le plan horizontal et le
mouvement du ressort entre le moment ou il a &éhd" et l'instant ou il revient pour la
premiére fois a sa position de départ. On a chaési"photographier” le mouvement de
I'ensemble masse-ressort a 5 instants :

- audeépart (t=0)

- lorsque la masse passe a la position O qu'edle au repos (t = T/4)

- la masse est la plus éloignée du point d'attdahessort (t = T/2)

10



- lamasse repasse au point O (t = 3T/4)
- lamasse est revenue a sa position de dépaff)(t =

t=o
t=T/4
t=T/2
t=3T/4
t=T

Figure 28
Mouvement de I'ensemble masse-ressort entre tindeadépart (t = O) et I'instant ou la
masse revient a sa position de départ. Le lapgohgps$ T correspond a la période du
mouvement oscillatoire de la masse a l'extrémitéedsort.

Pour étudier le mouvement de la masse accrochéesaart, nous allons appliquerdencipe
fondamental de la dynamique tel que nous l'avons étudié au paragraphe 3.4.4ene
remarquant qu'ici la masse est constante au cawrgemps, d'ou : la somme des forces
appliguées a la masse est égale au produit dencaiee par son accélération.
Premiére étape : bilan des forces appliquées assen

poids + force du ressort = masseaccélération
La figure 29 représente les forces s'appliquantssorasse lors du mouvement. Initialement, le
ressort est comprimé, quand on abandonne le mabil@-méme, laforce de rappel lui
communique une accélération. Il dépasse la positeorepos et le ressort subit un allongement
et la masse va subir une force et donc une actiéléide sens contraire et ainsi de suite ...
La force de rappel est directement proportionnelle a I'élongati®n(comptée a partir de O

figure 29) et opposée & d'ou son expression :
force du ressort = force de rappeF== — KX (68)

Cette derniere relation typique d'uferce élastique est aussi appelé®i de Hooke La

constante K est la raideur du ressort en Newtorréhe

11
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Figure 29
Evolution de la force de rappeﬂ du ressort et de la vitesse
de la masse au cours de son mouvement oscillatoire.

Outre laforce de rappel dans le bilan des forces qui s'appliquent sumdase, il ne faut pas
oublier le poids P.

P=mg (69)
Il faut également tenir compte de la réact®ndu support telle que :

R=-P (70)
Finalement, le principe fondamental de la dynamigppliquée a cette masse est résumé dans
I'egalité vectorielle :

R+myg- Kx=m (71)
CommeR = - mgon a finalement
-KX=ma

Une remarque fondamentale consiste a noter queler@ment est rectiligne suivant I'ape

(figure 29) en projection sur cet axe I'égalitéteeelle (70) devient I'équalité scalaire :

2
—Kx=ma;(:my = X (72)
dt dt?

12



Ainsi I'application du principe fondamental de ymdmique nous conduit a résoudiéguation
différentielle du second ordrea coefficient constant de la forme

x LKoo (73)

> m
La résolution de cette relation va nous permettreahnaitre comment varie la position x de
la masse m au cours du temps t.
C'est I'équation caractéristique de topscillateur harmonique que vous devez savoir
reconnaitre du premier coup d'oeil.
sa solution est de la forme

X(t) = A cos (xt +¢) (74)

LS
W —\/; (75)

pulsation propre du systéme masse-ressort en rd . s

avec

La frequence f (en Hz) et la période T (en s) ad¢ oscillateur harmonique étant

1 |K m
fo= —,.|— et =2, |— 76
o= o\ m Jd 1/K (76)

A est I'amplitude du mouvement @t la phase. On détermine ces deux grandeurs a pesir

respectivement

conditions initiales

ce qui donne
X (t=0) = Acod =X, (77)
— (t=0)=- Aw, sinp =« (78)
d'ou
A=x, et ¢ =0
Finalement la relation donnant I'évolution de Iaipon de la masse en fonction du temps est
X(t) = X COSGy t (79)
Il est intéressant de tracer également I'évolutiera vitesse v(t) et de I'accélération a(t) de la
masse en fonction du temps

v(t) = % = = X Wy SiNwg (80)

ce que I'on peut écrire en utilisant les propriégs fonctions trigopnometriques

V(t) = X5 Wy COS @, t +% (81)
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la vitesse de la masse est donc "déphaséegi dear rapport a I'élongation de la masse au méme

instant et sa valeur maximale et égale exx

Pour 'accélération, on a:

a(t) :% == % w% Co%V, (82)

ce que l'on peut écrire en utilisant les propriéigs fonctions trigopnomeétriques.

a(t) = x co(z) COS®@, t I (83)
La figure 30 résume I'évolution de la positiondr,la vitesse v et de l'accélération a de lasma
en fonction du temps.
On remarque que les caractéristiques m et K odeillateur ne fournissent que la pulsation propre
W, (et donc la périodeg). Pour connaitre xet ¢ il faut préciser les conditions de lancement.

On remarque aussi que la périodee$t indépendante de I'amplitude ou mouvement (a condition

d'éviter que lors de la phase de compression domdes spires n‘entrent en contact entre elles).
Z._ pbosition
+XO'\'°°'/-\----- - - -
. , /\ :
/T
_XO - - - - - - - - - -— - - - - -

vV £ Vitesse
+WoXo 4 - - -

—wo XO - -
a ‘- accélération

+w32 X, /\----°

Figure 30
Evolution de la position x(t) de la vitesse v(tYletl'accélération a(t)
de la masse accrochée au ressort en fonction dpgem
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D'un point de vue expérimental il est plus fackefdire fonctionner cet oscillateur harmonique
a ressort verticalement comme l'indique la figute IBfaut alors tenir compte de la pesanteur
qui, a I'équilibre, communique un allongement alitau ressort. La mise en équation est la
méme que celle du ressort horizontal a conditiorcligsir pour origine le point d'équilibre

atteint sous l'effet de la force de pesanteur.

K
Figure 31
L'oscillateur harmonique constitué d'une masse
force suspendue a un ressort peut aussi
de b) fonctionner verticalement. A I'équilibre le poids e
rappel égal a la force de rappel du ressort.
m

poids

3.6.7. Le levier vibrant
Différents dispositifs de mesure et d'analyse comlem détecteurs infra-rouge ou les
microscopes a force atomique utilisent des pettsets (figure 32) qui, a partir de leur

vibration, permettent de mesurer la masse, la gaate chaleur ou la force entre les molécules.

S —
T

Figure 32
La flexion de I'extrémité d'un levier dont I'aug®trémité est fixé permet
de mesurer des forces, des masses, des quamtithaldur, etc...
La formalisation mathématique du levier vibrantieew a celle du ressort. Quand on place une
masse msur le levier (et a condition que ,nsoit supérieure a la masse du levier) I'ensemble

m, plus levier a une fréquence propre de vibratigrielle que

K
1
2 \mg (84)
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On voit apparaitre le facteur K qui est "la raidelu levier et on montreque

th3
473

K = (85)

avec

Y : module d'Young du matériau constituant le legié.m?)

w, / et t respectivement largeur, longueur et épaisselevier (voir figure 32)

~

L'utilisation a [I'échelle micrométrique des poutrgdrantes entre dans le cadre du
développement des "MEMS" (Micro Electrical and Macical Systems).

Parmi les autres oscillateurs mécaniques on ptartleipendule pesant, le pendule de torsion et
le pendule liquide. Dans le domaine de I'électicibus allons maintenant étudier rapidement

un exemple important d'oscillateur non amorti teui self-capacite.

3.6.8. Le circuit électrique oscillant paralléle

La figure 33 représente un circuit constitué d'énégateur continu de force électromotrice E
(en volts) d'un condensateur de capacité C (erdfatal'une bobine de self L (en Henry).
L'interrupteur en position 1 permet de chargerdpacité C, a linstant t = o on bascule
l'interrupteur de la position 1 & la position 2.

E
+*| -
| |
I Figure 33
1 B C Circuit oscillant parallele constitué d'une induntze L
QI P | l__ A et d'une_ capacité C o _
La tension E sert a I'excitation de I'oscillate

2 | L électrique

La charge du condensateur peut étre considérée edmmuantité variable. Sa variation en
fonction du temps produit un courant électriqueigduit un champ magnétique dans la self L.
L'énergie est alternativement emmagasinée dammigeasateur (analogue a un ressort) et dans
l'inductance (analogue a la masse inertie).

L'égalité des différences de potentiel ¥ Va aux bornes du condensateur et de l'inductance

donne :
(86)

di d?
VB—VA:—LE:—L?ZQ (87)

1 D. SARID, Scanning Force Microscopy (Oxford Unisiey Press, New York, Revised Edition, 1994)

16



2
d_;q +- 4 -4 (88)
dt LC

On retrouve une équation différentielle du secorndireo a coefficient constant qui
mathématiquement a la méme allure que la rela#8 rhais concerne cette fois I'évolution de
la charge q en fonction du temps. Si on désigne

®=CE (89)
la charge du condensateur a l'instant t = o ouf#i@rpasser l'interrupteur de la position 1 a la

position 2, la solution de I'équation différente(B8) est :

g =0 CoStyt (90)
avec - | (91)
o LC
et la fréquence caractéristique de l'oscillatetir es
1 |1
- - |—= 92
° a2nVLc (92)
et sa période
To = 21V LC (93)
L'intensité instantanée du courant qui parcoucirieuit est :
i=%:—oooo0 Sinw, t =@ w, co&(ot% (94)

. o I . R
L'intensité du courant est en "avance de phaseédeai'dlans" par rapport a la charge

Le circuit oscillant est un élément de base entd@eitjue. Associé a une antenne, il est

notamment utilisé pour la production de rayonnenéggdtromagnétique (figure 34)

antenne

@ Figure 34
: Un circuit oscillant résistance inductance

est a la base des émissions radio-élecies

onde par une antenn
C électromagnétique
4::
Jel
" L“ circuit
oscillantR C
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CONCLUSION

Ce chapitre nous a montré l'importance des grasdezgtorielles notamment dans le domaine
de la mécanique du point.

Grace a cette approche, nous avons pu étudieillbbsar mécanique libre non amorti qui est
une des formes les plus simples d'oscillateur at v@u nous permettre de comprendre
l'oscillateur avec amortissement puis l'oscillatewec amorti excité, tel qu'il apparait en

meécanique, électricité, optique, structure de ldars etc...
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ANNEXE 2

Exemples d'expressions "analytiques" de forces

Force gravitationnelle (ou newtonienne). Masses ptuelles M et m

- —
A FBA FaB
@ | - _1 ®
u B
Figure 35

deux masses M et m placées respectivement en subident
chacune une force d'attraction mutuelle gravitatielle

. ~ - Mm _ - .
Fc =g =-Fga =k— U rkAs b =
r
. _ M m
En module : Fe = kg "7
Dans le systéme international d'unités M et mpsiment en kilogrammes

r en metres
s en newtons
ks =6,7 .10 S.I.

Poids d'un corps
L'intensité de la force verticale attractive exergar la Terre (de masse M) sur un corps de

masse m situé a la distance R du centre de natnétel est le "Poids" de ce corps.
kg-M

Soit : s =p=m. 3
R

= m(

M 7 7 H n
G =k. — est "l'accélération locale" de la pesanteur.
r

En un lieu o g = 9,81 m% une masse de 1 kg est soumise a une force attrétt= 9,81
Newton (Poids). A la surface de la Lune, l'accé&trade la pesanteur est :
My

g =k .—5 =1,62m8
R{
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Force électrique (coulombienne). Charges électrigysonctuelles Q et g placées dans le vide.
Force attractive siQ .q<0

Force répulsive siQ.q>0
E__E o _ Qq -
Fag =~ FBa = F =K 2

En module : E = kEQ—Zq
;

Dans le systeme international d'unités Q et q giegmt en Coulomb, r = BA en metreg én
Newton.

1

kg = =918 s.

TEq

€ est la constante diélectrique du vide.
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