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5. Les phénomenes de propagation et les équations a  ux dérivées

partielles

5.1. rappel sur la propagation d'une onde progressi  ve transversale

@ temps

Figure 46 : Exemple d'onde progressive transversémde mécanique
se propageant sur une corde tendue. La déformatioest perpendiculaire a la vitesse.
On peut produire, en secouant I'extrémité libreel'corde tendue, une déformation u qui se
propage dans la corde a une vitesse déterminéebtmt ainsi unednde progressivé. La
corde constitue ici le milieu dans lequel 'ond@s®age.
A mesure que l'onde se propage, les segments de oarse trouve l'onde se déplacent dans
une direction perpendiculaire au mouvement de #oddu le nom ddnde progressive

transversalée'.
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Figure 47: L'élongation "transverse" de la cordease
représentée par une fonction de "l'espace" x dedips t: u(x,t)



L'élongation "transverse" de la corde sera reptésegpar une fonction de "I'espace” x et du
temps t : u(x,t). D'un point de vue mathématiqueddrgue u est une fonction des deux

variables x et t.

En physique, on montre que I'élongation u(x,t) &slution del'équation "des cordes

vibrantes"
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avec .

Vv . vitesse de propagation suivamt de I'ébranlement que I'on a donné a la corde.

On montre que la vitesse d'une onde transversakeqropage dans une corde ou un fil

v = F_ tension dg!a corde (137)
I masse par unité de longue

Dans le cas d'une onde a "trois dimensions" (déplaat suivanbx, oyet 0z) I'équation de

tendu est égale a

propagation devient :
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o x> 9 y?2 a8 2z
A désigne l'opérateur "laplacien” et u est ici fometion de X, y, z et du temps t.
On distingue en général deux types d'ondeles: ondes transversalest les ondes
longitudinales. Dans un@nde transversaldes mouvements des particules qui constituent la
matiere sont perpendiculaires a la direction deagation de I'onde ; dans le cas d'une onde
longitudinale ou onde de compression, les vibrations sont gdeallau sens de la
propagation d'onde. C'est dans ce dernier casaugeallons nous placer pour examiner plus

en détail comment I'onde se déplace dans la matiere



5.2. L'exemple de la propagation d'une onde dans la matiere

Nous allons caractériser I'état du milieu solide lgadéplacement de chaque élément de
volume, comme s'il s'agissait d'un milieu contiNeus considérons que lggrations sont
longitudinales: les déplacements ont lieu parallelement a lactioe de propagation.

Nous prenons pour axe des x la direction de gatoan. (figure 48). Dans un premier

temps x est la seule variable.
Soient deux sections A et A' distantes de dx mHatériau solide sans contrainte.
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Figure 48 : dans une barre constituée d'un matétiamogene on considére
une "tranche" d'épaisseur dx et limitée par dseations A et A' de surface S.

Comme l'indique la figure 49, si on applique lactoF perpendiculairement & I'extrémité de

surface, il y a déformation du matériau et la sech s'est déplacé en A' de telle sorte que la

distance AA' est :
X' —X=dX (140)
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Figure 49 : Une force est appliquée perpendiculairement
a la surface S ce qui crée une contrainte F/Shetdéformation dX/dx.
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On définit la déformation par unité de longueur

€= ax (141)
dx
et la contrainte appliquée (en Newtor)n
F
o=— 142
s (142)

La déformatione et la contraintec sont liées par une grandeur mécanique caracjéest

du matériau : lenodule d'Young Y défini par :

F
- _S
Y = ax (143)
dx
on peut écrire la relation (143) sous la forme
Y dx = £ dx (144)
S
ce qui donne apres intégration (on choisit la @mtstd'intégration égale a O)
X = x (145)
SY

On voit que plus lenodule d'Young est important c'est-a-dire plus le matériau sdua' et
plus le déplacement X de A sera faible sous l'erflze de la contrainte F/S.
Considérons maintenant la tranche d'épaisseudwmatériau de masse volumiqpe Cette
tranche infiniment "fine" a pour masse :

dm=p dV=p S (146)
A partir de maintenant on suppose daeforce et le déplacement X dépendent de la

distance x et du temps .t
2

Si on désigne paar—;< I'accélération de cette tranche lors de I'appboade la force dF, le
ot
principe fondamental de la dynamique (secondedadlewton) donne :
2
dF = dma—;( (147)
ot
or cette force infinitésimale est liée a I'épaissdxn par la relation :
dF = oF dx (148)
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d'ou finalement la relation qui décrit la "dynamajule cette tranche quand on applique une
force dF

2
9F ix = ps a2 (149)
0X o2
Oou encore .
2
oOF _ g 9°X (150)
0x ot2

dans la relation (143) on doit tenir compte qudisdance x n'est plus la seule variable mais
gu'il y a également le temps t, donc la dérivéeXdear rapport a x devient une dérivée
partielle, ce qui donne :

F=syX (151)
0Xx

d'ou en dérivant partiellement de nouveau par nd@Ep :

2
OF gy X (152)
0X 6x2
finalement, en tenant compte de (150) et (152hetimplifiant par S, on aboutit & :
2 2
Px Y X 159)
ot P ox

C'est une équation de propagation qui indique gugtésse de propagation de la déformation

X dans le barreau est :

module d’Young du matériau

v= \g « (154

\ masse volumique du matériau

Nous justifions bien dans le cas particulier dgrapagation d'une onde dans un matériau
que I'équation des "cordes vibrantes" que nous avons introduite dans le paragraphe 5.1.

décrit bien le phénomene.



5.3. Les ondes sinusoidales
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Figure 50 : Onde sinusoidale produite
par la vibration d'un diapason excité par un éteeadimant

2cC

Ce type d'onde a un grand intérét car :
—beaucoup de phénomenes physiques simples engeddsenides sinusoidales
—on montre que toute onde périodique peut étre septée comme kBuperposition d'ondes

sinusoidales
Dans le domaine de lanécanique il existe un grand nombr&'ondes élastiques

sinusoidalede différents types (figure 51).

x
(c)

e ~__~ <

Figure 51 : Ondes élastiques

(a) Onde mécanique sinusoidale et longitudinalprepageant le long d'un ressort tendu
(b) Onde acoustique sinusoidale et longitudinalpregageant dans une colonne de gaz
contenu dans un tube.

(c) corde vibrante : onde mécanique sinusoidaleagisversale

L'élongation transversalede la corde vibrante dans le cas d'ande sinusoidaleest
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ux,t) = AcodK (x-vt) (155)
Dans cette expression, outredigtance x, letemps t et lavitessede propagation v suivant

ox de l'onde sinusoidale on voit apparaitre le feoduvecteur d'ondeK :
— 201
HK” =K ="2 (156)

On vérifie que Elongation u de la corde est bien solution Keguation "des cordes

vibrantes" a une dimension :

02u 1 d42u
- 157
0 x2 v2 0t2 (157)
Dans l'expression de I'élongation
u = AcogK (x —vt)] (158)

A est lamplitude de I'onde sinusoidale et le terme K-(xt) désigne sa phase.
Comme lapulsation angulaire de I'onde w (en radian 8) est liée a lavitesse v et au

module dwecteur d'onde K par la relation :
w
V= — 159
" (159)
on utilise souvent une autre expression de I'élbmga
u = A cos (Kx- wt) (160)

Remarques cette derniére expression correspond a une ondsdidale se propageant de

gauche a droite. Pour une onde se propageant e drgauche on a :

u = A cos (Kxt+ wt) (161)
Manipuler une fonction trigonomeétrique comme le icos est assez "pénible”, il est

beaucoup plus astucieux d'utiliser les nombres texep

u = Acos (Kx-wt) - U =A expj(Kx—ux) (162)

forme réelle forme complexe

Les paramétres caractéristiques d'une onde sont :
— la période temporelle T en seconde

- la période spaciald ou longueur d'onde

- sa vitesse de phase v (M)s

- son vecteur d'onde K (M)

" on rappelle que exgj = cosp + j sind (formule d'Euler)



- sa pulsation angulaire> (rad.s?)

Ces différentes grandeurs sont liées par les oeksti
T=— A=— VI=A (163)

La fréquencev (ou f) de I'onde (enSou Hertz) est égale a l'inverse de la période.

5.4. La représentation complexe des grandeurs sinus  oidales
L'expression de I'élongation

u(x,t) = A cos (Kx —ut)
sous cette forme présente quelgues inconvénienddqul s'agit d'additionner ou de
soustraire les amplitudes de plusieurs ondes sidales. De méme il ne sera pas trés facile
de dériver ou d'intégrer I'amplitude de l'onde papport a une de ses variables, c'est
pourquoi, il est trés intéressant de "représeni@ntie dans le plan complexe en utilisant la

relation d'Euler :
(KX =0 = cog(Kx-w t) + jsin(Kx-w t) = & d4 (164)

avec

). 1=-

étant entendu que I'onde "physique" correspondeapartie réelle de ce nombre complexe.

L'intérét de cette représentation, qui semble §&au premier abord, réside dans le fait que
si I'on additionne ou si I'on soustrait des nomlz@splexes, la partie réelle de la somme est
la somme des parties réelles, et si I'on dérives{dion integre) des nombres complexes, la
partie réelle de la dérivée (ou de l'intégrale)astérivée (ou l'intégrale) de la partie réelle.

A la fin du calcul, et pas avant, on prendra laipaéelle de la fonction et I'on obtiendra la

solution cherchée.

Le plus souvent, il est d'ailleurs inutile de fame calcul auxiliaire, car, comme nous le

constaterons, c'est surtout I'amplitude qui jouedl| Donc, si on désigne par :
Ho(x.t) = Adx gl (165)

I'expression de I'élongation de l'onde sinusoidsdels forme complexe, le carré de
I'amplitude de cette élongation sera donné par :

A? = He H*¢ (166)

en appelangl; la forme complexe "conjuguée” de I'élongation ob&ean changeant j en -



5.5. L'onde électromagnétique classique
Si on se place dans un référentiel cartésien, d'ofldctromagnétique est constituée d'un

champ éIectriqueE, d'un champ'induction magnétique B et d'unvecteur d'onde K

tels queg, K etE pris dans cet ordre forment wnedre direct : il s'agit d'uneonde

transversale

—

E en Volt m*

B en Tesla

A : longueur d'onde en métre

c : vitesse de la lumiére dans le vide

T . période

Figure 52

I'onde électromagnétique
une vibration transversale c
E et B sont orthogonaux a
direction de propagatioK .

Figure 53

Le dessin représente une onde plane dont le champ
électrique E (r,t) est "polarisé" rectilignement suivant la
direction ox. Le plan contenant et B est appelé plan
d'onde

E (r,;t) et B (r,t) dépendent de I'espace et du temps et olnéiada relation
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62Y+62Y+62Y_i62Y
dx2 90y2 090z2 v2ot?

(167)

Y représentent les composantesﬁje)u E

v est la norme de la vitesse de I'onde (v =rnsdavide)

Cette équation de propagation peut s'écrire sows forme plus "compacte" grace a
'opérateur Laplacien note

1 0% Y

V2 og t2

! (168)

AY =

opérateur Laplacien

Sil'onde est planeon a:
Y (r,t) = A cos(Kr + wt) (169)
en notation complexe
Y(r,t) = A exp jKr = ot)
1 (170)
amplitude de I'onde
avec

pulsation fréquenc (171)

(rds?) (Hz)
Remarque l'intensité d'une onde est proportionnelle @arré de I'amplitude.
Dans le cas d'une onde plane se propageant sﬁafﬁgure 54) dans le vide, I'équation de

propagation correspondant au champ électrﬁmt :

02 Ey _ 92 Ey
a ZZ - U'O 80 a t2 (172)

€ et Yo €tant respectivement la permittivité et la perpiléé du vide qui sont liée a la
vitesse de propagation ¢ de lI'onde dans le \addgprelation :
1

vHo €0

c=

(173)
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avec

c = 3.16ms?
1

€= ——— S

° " 36M109

o = 4M 107 S.I

Figure 54 : onde plane polarisée rectilignement/ant&

L'équation de propagation précédente admet comiBmso

E, =Ep, cosw(% - tj (174)
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