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RESUME 

L’estimateur a noyau de Parzen-Rosenblatt a tendance a dtvier systtmatiquement de la vraie 
valeur de la densitt au voisinage de certains points critiques du graphe. Pour remtdier ?I cet 
inconvtnient nous proposons une extension de la mtthode de Rao-Blackwell s’appuyant sur des 
statistiques localement exhaustives. Nous Ctudions le risque quadratique de I’estimateur ainsi dtfini 
et dkmontrons sa convergence presque compltte. L’estimateur mis en pratique donne a chaque 
observation suffisamment iloignte du point d’intCrSt un poids fixe associt a I’estimateur global 
standard. Son intCrCt est mis en evidence par des simulations. 

ABSTRACT 

The standard Parzen-Rosenblatt kernel density estimator is known to systematically deviate from 
the true value near critical points of the density curve. To overcome this difficulty, we extend the 
Rao-Blackwell method by using locally sufficient statistics: we define a new estimator and study 
its asymptotic behaviour. The interest of the method is shown by means of simulations. 

1. INTRODUCTION 

Soit T un ensemble de probabilitds absolument continues par rapport B la mesure 
de Lebesgue sur (R, %), oh ‘& dtsigne la tribu bortlienne de R. On considkre un 
Cchantillon X I , .  . . , X n  issu d’une loi de probabilitk Q inconnue appartenant a T. On 
suppose que la densit6 de Q admet une version continue bornCefp. L’estimateur standard 
de Parzen-Rosenblatt de f~ s’Ccrit sous la forme 

oh K ,  appelC noyau, est une fonction rielle d’intigrale Cgale B 1, h = h(n) est une suite 
de riels positifs convergeant vers 0. Le comportement de fn (x )  a CtC largement CtudiC 
dans les dernikres dtcennies; on pourra se reporter a Berlinet et Devroye (1990) pour 
une synthkse ou B Bosq et Lecoutre (1987) pour de plus amples ditails. L’estimateur 
noyau f n ( x )  presente souvent l’inconvinient de ne pas estimer convenablement la densitt 

*Le travail du premier auteur a 616 subventionni par le CRSNC du Canada et par le FIR de I’Universite du 
Qutbec a Trois-Rivieres. 
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au voisinage d’un mode, d’un “creux”, d’un “plat” ou aux extrCmitCs du support de la loi 
lorsque celui-ci est bomt. Lorsque la courbure de la fonctionf~ est ClevCe au voisinage 
de x, le biais est lui aussie ClevC. I1 en est de mCme pour la variance lorsque la densit6 
prksente un mode voisin de x. Usuellement un estimateur bask sur une fen&tre h choisie 
par un critkre global sur-estime la valeur de la densit6 au voisinage des minima et la 
sous-estime au voisinage des maxima. Les expCriences numdriques montrent m&me que la 
recherche des extrema def,(x) considCr6e comme fonction de h a x fix6 ne permet pas de 
surmonter ce problbme sans dCgrader sirieusement I’allure gCnCrale def,. Ceci prouve que 
I’utilisation de fenstres dipendant du point d’estimation ne garantit pas une amklioration 
de I’estimateur def(x) si l’on veut conserver une information globale correcte partir 
de 5,. On peut Cgalement intervenir sur I’estimateur en choisissant un noyau dont les 
premiers moments sont nuls. Sous des hypothkses adCquates ceci permet de rCduire a 
la fois le biais et la variance (Berlinet 1993). Dans le prCsent article nous envisageons 
des corrections ponctuelles des estimateurs que nous justifions par des considirations 
thkoriques dCrivant de la Rao-Blackwellisation. Ces corrections peuvent s’appliquer a 
tout type d’estimateur de courbe ou de surface. Une approche heuristique du problbme 
conduit distinguer deux parties dans 1’Cchantillon en fonction de la distance entre le 
point d’intCrCt x et les observations. On se donne un intervalle U contenant x et on 
conserve la contribution de X i  a la valeur def,(x) suivant que X ,  appartient on non a U .  
On obtient ainsi un nouvel estimateur def(x) de la forme 

oh la fonction +,,, devra Ctra dCfinie a partir de l’estimateurfn de manikre a conserver 
une information de nature globale sur I’estimation de f ( x ) .  Les considCrations thCoriques 
de la section suivante montrent qu’un choix pertinent est celui qui fixe @” Cgale a la 
constante m(f,), valeur moyenne de la fonction K ( ( x  - . ) /h ) /h  sur le complCmentaire de 
U :  

On donne pour I’estimateur ainsi obtenu des rksultats de convergence en probabiliti et 
presque complkte. L’Ctude de son comportement a distance finie permet la ditermination 
pratique de l’intervalle U intervenant dans sa dbfinition. Des simulations permettent de 
juger de son int6rCt. 

2. FORME DE L‘ESTIMATEUR A NOYAU CONDITIONNE 

La correction locale def,!(x) peut &tre rCalisCe grice a la technique du conditionnement; 
technique introduite dans un cadre plus gCnCral par Berlinet (1984) et que nous particu- 
larisons a l’estimateur a noyauf,(x). Sous la seule hypothkse Q E P,  la connaissance de 
Q sur un sous-ensemble E de R tel que Q(E)  < I ne nous permet pas de dCterminer,fQ, 
tandis que la connaissance de sa restriction a un voisinage U d’un riel fix6 x entraine 
celle defQ(x). Le parambtrefQ(x) est dit localis6 par U .  Pour une definition plus gCnCrale, 
nous renvoyons a Bosq (1970) et Berlinet (1984). La consCquence de cette constatation 
sur I’estimation de ~ Q ( x )  au vu d’un Cchantillon X I , .  . . , X n ,  est que les observations 
tombant dans ou a proximiti5 de U foumiront l’essentiel de l’information apportee par 
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cet echantillon pour I'estimation de f ~ ( x ) .  D'oh I'idCe de considerer la statistique S qui 
retient les observations qui tombent dans U et qui censure les autres, i.e. S = (SI, . . . , Sn), 
avec 

Si on suppose que Q est connue sur U ' ,  le complkmentaire de U ,  alors la statistique S 
a la remarquable propriCtC de resumer I'information que I'on peut avoir sur la restriction 
de Q a U (notCe Qlu) ,  i.e. ce qui manque pour connaitre entikrement la loi Q. Ceci 
revient h dire que S est localement exhaustive ou U"-exhaustive: d'une faCon gCnCrale, 
une statistique est dite (I"-exhaustive si elle est exhaustive au sens usuel dans le modkle 
( W ,  BR, T(Q, U'))"' ob P(Q. U ' )  = { P E T : PIu( = Qlu,}. L'exhaustivitC locale de 
S dans le modkle (W, %, T)@" est etablie par Berlinet (1984). Par ailleurs, d'aprks le 
theoreme de Rao-Blackwell (voir Lehmann 1983), pour ameliorer un estimateur il suffit 
de le remplacer par son espCrance conditionnelle par rapport a une statistique exhaustive. 

Nous nous proposons d'Ctudier les effets du conditionnement par rapport A la statistique 
S sur I'estimateur B noyau f , (x) .  Pour simplifier, nous prenons pour U un intervalle 
symitrique autour de 1, i.e. U =]x - H , x + H [ ,  ou H est un paramktre positif, dCpendant 
du nombre d'observations n et dont le choix sera discutC dans la suite. I1 sera facile 
d'Ctendre les considkrations de cet article a un contexte beaucoup plus vaste. Notons f p  
une version continue de la densit6 d'une loi P telle que Qlu' = Pluc et P ( U ' )  > 0. 
La restriction f l u r  correspond B la partie supposCe connue de Q. En pratique, cette 
probabilitk proviendra en general d'une prC-estimation ou d'une information a priori; 
dans le cas d'une pre-estimation, la demarche ici envisagee revient a considirer que 
le prC-estimateur obtenu ne s'kcarte pas trop de la vCritable densite. Soit Bs la tribu 
engendrie par S. D'aprks un rksultat de Berliner (l984), une versionj,(x) de E$,, ( fn(x))  
est de la forme 

L'estimateurf,(x) peut Etre perpi, a son tour, comme un estimateur a noyau, avec un 
noyau de la forme 

K(u)  = K ( u ) l n ( u )  + m( P)lQ (u), 

ou on a posC Q =I  - H / h ,  H / h [ .  
Vu le contexte d'estimation locale en x que l'on s'est fixt, une Ctude globale defn 

aurait peu de sens. Ainsi, le fait que K ne soit pas toujours integrable et de ce fait m&me 
quefn ne soit pas une densid n'est pas un inconvenient pour notre Ctude. Pour ce qui 
est de I'amClioration obtenue en passant de f,,(x) a ,$(x), une application du theorkme de 
Rao-Blackwell nous donne: 

ou R(Q,  g n ( x ) )  = J L(Q, g & , x ~ , .  . . ,x,)) dQ@'"(x~,  . . . , x n )  est le risque associC a g,(x); 
L itant une fonction de perte definie de T x R dans R+ telle que VQ E T ,  L(Q, .) soit 
convexe. Nous n'avons considere ici qu'un risque ponctuel. I1 est cependant facile de voir 
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que I’on peut obtenir de la mCme faqon une amilioration de certains risques globaux. 
Par exemple lorsque la vraie densid est effectivement connue en dehors de U on a, pour 
tout sous-ensemble A de U et tout entier p 2 1 l’in6galiti 

Par la suite, on s’intkressera h la fonction de perk quadratique. 
Par ailleurs, en pratique on dispose uniquement de l’estimateur fn par lequel on 

remplacera fp dans les fonnules donnant f,,. On conviendra de noter f i ( x )  le nouvel 
estimateur ainsi obtenu. On a donc 

avec 

I1 est facile de virifier que pour H suffisamment grandf,*(x) coincide avec fn (x )  et que 
pour presque tout tchantillon lorsque H + 0, G(x) converge vers 

Donc, lorsque H varie de 0 a +oo, l’estimateur f,*(x) varie de gn = fn * Kh a f,,. ou 
* disigne l’op6rateur de convolution et &(’) = K ( . / h ) / h .  En fait,fn * Kh est aussi un 
estimateur de Parzen-Rosenblatt de noyau K * K .  Par consiquent, en faisant varier H on 
obtient une infinitt d’estimateurs 5 noyau f,* variant entre g, et fn.  Ensuite, si le noyau 
K est positif et borne par k E]O,oo[ alors If,’(x)l est born6 par k / h .  On en d6duit donc 
que s,(x) = j ~ ( x )  et = sup H s f ; ( x )  sont finis et vbrifient: - 

Le thCorhe suivant donne le comportement de f n ( x )  en fonction du paramhe H: 

THEOR~ME 1. On suppose que K est une densite‘ de probabilitt! paire dkcroissante sur 
[0, +m[. En Cant que fonction de H ,  f,*(x)(.) est continue sur 10, +oo[ sauf en chaque 
point Hi = [ x  - Xi [ en lequel elle est continue a gauche et prksente un saut positif dont 
la valeur est 

en notant lJi = ]x  - Hi,x + Hi[. 

et Hi = Jx - Xi( alors elle est diffkrentiable et d4croissante sur ] H i ,  H j ] .  
Si la fonction f i ( x ) ( . )  admet les d e n  points de discontinuitt! SuccessifS Hi = Ix - Xi 1 
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Posons H(1) = mini H ; .  Pour presque tout khantillon, H(1) est strictement positif et 
f , * (x ) ( . )  est diff6rentiable et dkcroissante sur 10, H( I )]. 
COROLLAIRE 1. Sous les hypothtses du thCortme 1, les bornes de f* , (x)  et T*(x) sont 
atteintes sur { H i  : 1 5 i 5 n } .  

Dkmonstration du thkorPme 1. Soit ] L I ,  L2] un intervalle de W+ ne contenant pas de point 
de la forme Ix -X; I. En rernarquant qu’une observation Xi appartient 9 U = ] x  - H ,  x + H [ 
si et seulement si Ix - X;l < H ,  on voit que lorsque H varie de L1 9 L2, les points X ;  
tombant dans U restent les rnzmes. Soit I = { i  : Ix - X;l 5 L I }  et N le cardinal de I. 
Pour H variant dans ] L , , L 2 ]  la fonctionf,*(x) s’Ccrit 

- 

La variable H n’intervenant que IinCairernent dans les bornes des intkgrales dkfinissant le 
nurnirateur et le dCnominateur de m(fn) ,  on en deduit que m(jJ  est dkrivable sur ] L I ,  L2[ 
et rnkrne continhent dCrivable si K est continu. Le signe de la dCrivCe de m(fn) par 
rapport 9 H est celui de la quantitC 

Les hypothkses faites sur K entrainent la nCgativitC de D(H) .  

voir que 
Soit j E { 1, . . . , n }  et J I’ensemble des indices i tels que Ix - Xi I < Hi. I1 est facile de 

et que 
n - #J 1 

fn*(x)(Hj - 0)  = - K (’$) + - n m(fn )(Hj 1- 
nh i E J  

On en deduit aisCment la valeur et le signe du saut def,*(x)(-) en H,. 

La figure 1 montre I’allure de f,*(O)/fe(O) en fonction de H pour des Cchantillons 
de tailles respectives 5 et 100, issus de la loi N(0, I ) .  La fentitre h nCcessaire 9 la 
construction de fn Ctant choisie Cgale 9 1.059n-4, valeur optimisant I’erreur quadratique 
intCgrCe asymptotique dans le cas d’une densit6 et d’un noyau N(0,I) (Bosq et Lecoutre 
1987). La faible taille d’ichantillon ( n  = 5) utillisie dans les figures 1 et 2 permet de 
mieux visualiser les conclusions du thCortme 1 pour les fonctions reprCsentCes. 

La repartition des points de discontinuit6 de f,*(O) traduit celle de la distance des 
observations au point x. Pour une Ctude plus fine de la position des observations au 
voisinage de x (en particulier pour des probltrnes de symCtrie) on pourra considirer la 
dCcomposition de f,*(O) en somrne de deux fonctions faisant intervenir respectivernent les 
observations tombant ?I gauche et 9 droite de x. On donne dans la figure 2 le cornportement 

0 
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Taille de I’echantillon n=5 Taille de I’echantillon n=lOO 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 
H H 

FIGURE 1: Cornporternent de f,(O)/f~(0) en fonction de H pour une loi N(0, I )  dans le cas d’un noyau 
gaussien et d’une f e n h e  h asymptotiquement optirnale. 

def,‘(0)/fQ(O) en fonction des deux paramgtres h et H. Comme on peut s’y attendre de 
par la dkfinition def,*(x), on constate que plus h est petit plus 1’Ccart entre E ( x )  etyi(x) 
est important. 

Une question importante est bien sQr celle de la probabilitt de la prksence de ~ Q ( x )  
dans I’intervalle [ - f*,(x),7i(x)]. Les considirations thCoriques associCes sont dtlicates. 
Cependant, le fait que f n ( x )  vCrifie (1) entraine qu’il existe au moins un H > 0 pour 

Dans la section suivante, nous donnons quelques rksultats thCoriques sur le risque 
quadratique associt ii z ( x )  ainsi qu’un thkorkme de convergence presque complkte. Ces 
rksultats peuvent &tre Ctendus ii f ,* (x)  au prix de difficult& techniques supplCmentaires 
qui ne sont pas dCtaillCes ici (Abdous et Berliner 1993). 

- 

h u e 1  If;(x) -fQ(x)l < I.h(x) -fQ(x)l. 

3. COMPORTEMENT DE L’ESTIMATEUR CONDlTlONNE 

On suppose que les lois Q et P appartiennent B P et que le noyau K est de carrC 
integrable par rapport B tout ClCment de P. Dans toute la suite, h dCsigne la mesure 
de Lebesgue sur R. Nous posons r = Q ( U ‘ ) / P ( U ‘ )  et lorsque la loi commune des 
observations est Q ,  nous notons E I’espCrance defn(x), V sa variance et R son risque 
quadratique. Les notations Eo, VO et Ro seront relatives B f n ( x ) .  Le thiorbme suivant 
compare les biais, les variances et les risques quadratiques associCs Bfn(x) et Bj , (x ) .  
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Taille de I'echantillon n=5 

FIGURE 2: Comporternent de f,,(o)/f~(O) en fonction de H et h pour une loi N(0, I )  dans le cas d'un noyau 
gaussien. 
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D'ou l'en dCduit les expressions de E - EO et de V - VO. D'autre part, I'inCgalitC de 
Schwarz entraine que 

ce qui permet d'obtenir la minoration de V - Vo. 

variance et du cam6 du biais. 

REMARQUES. 

(a) L'ensemble des ClCments de !P pour lesquels on a diminution du risque quadratique 
semble &tre difficile a dkterminer en toute gCn6ralitC. Cependant, le thCoreme de Rao- 
Blackwell nous en fournit une partie qui est { P E !P : Q@nl(~n)c  = P@"I(u.,.). Cette 
partie est Clargie par le thCor6me 2 puisque R 5 Ro sous la condition m( P) = m(Q). 

(b) L'hypothkse m ( P )  = m(Q) entraine que Ro 2 R et la quantitk Ro - R reste 
invariante si on remplace P par P' telle que m( P) = m( Z"). Si la restriction de K B U' 
n'est pas constante Q-presque siirement, alors RO > R i.e. I'amklioration est stricte. 

(c) Le thCor&me 2 n'est pas un rCsultat asymptotique, il est valide pour chaque n. 
D'autre part, sous la condition m ( P )  = m(Q), la rbduction du risque est un O((nh)- ')  
et elle dCpend de m(Q). En pratique, cette rkduction peut &tre estimCe en remplaqant f~ 
par f n .  

On se propose maintenant d'itudier le comportement asymptotique du biais et de la 
variance de fn(x) .  

THBOR~ME 3. (Comportement du biais). 

n -+ 00, alors: 

(ii): ImmCdiat a partir de (i) et du fait que le risque quadratique est la somme de la 
0 

Supposons que fa soit continue bornke. 

(i) Si IKI est intigrable, H = H ( n )  -+ 0, h = h(n) -+ 0 et H / h  + a E [0,00] lorsque 

(ii) si les versions ( f Q ) Q @  admettent une dkrivke d'ordre 4 en x, la fonction K est 
paire et satisfait sy'KJ(  y)dy < 00 pour j 6 { 1,2} et i E { 1,2,3,4}, alors 

{G<J; lCx))  - f e < ~ ) ) ~  = (1 - f Q < x ~ ) ~  

+ h2{1 - - f Q ( x ) ) { f l ( x ) I 2 1  &(x)J21) 
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: { I  -fQ(x)}{fg'I41 gj4'(x)J41}l 

+ h40( I ), ( 5 )  

ou, I k l  = JQykK'(  y )  d y ,  J k l  = JQc y k K ' ( y )  d y  pour k = 0,. . . ,4  et 1 = 1,2 et I = 

DPmonstration. (i): Considerons I'expression de &(fn(x ) )  fournie par (2) ,  f~ itant 
continue au voisinage de n, la fonction k( y u ~ ( x  - h y ) l ~ (  y )  converge A-presque partout 
vers f ~ ( x ) K (  y )  I ]-a,a[( y )  lorsque n -+ 00. Par ailleurs 

fQ(x>IOl + rfp (x)JOl. 

IK(ylfQ(x - h Y ) l n ( y ) (  5 M I K ( y ) l  (oh sup f Q ( y )  = M E]O, m[). 
Y 

Donc, une application du thiorkme de la convergence dominte donne 
r r 

Par un raisonnement analogue, on obtient 

Enfin, pour aboutir 2 (4), i l  suffit de remarquer que H -+ 0 entraine que r = 
Q ( U ' ) / P ( U c )  -+ 1. 

(ii): Les conditions imposees i fQ, fp et K et une application de la formule de 
Taylor-Young i I'ordre 4 permettent d'obtenir aistment (5). 

REMARQUES. 

0 

(a) Puisque J K (  y )  d y  = 1, nous avons 

par consequent f n ( x )  sera asymptotiquement sans biais si f p ( x )  = f ~ ( x )  ou bien si 
h-a,aic K ( y )  d y  = 0. Dans le cas ou f p ( x )  # f ~ ( x ) ,  le biais asymptotique de f n ( x )  
sera strictement plus petit I fp (x )  -fQ(n)I si et seulement si I &-a,a[. K (  y )  dyl < 1. 

(b) Nous avons suppose que H depend de n et converge vers 0 lorsque n -+ 00 car 
dans le cas contraire, il existe un reel p > 0 et une sous-suite (Hnk)k telle que Hnk 2 @, 
V k .  Ainsi, f n ( x )  et fn(n) sont trks voisins puisque dans le cas oh p = +00, U contient 
A-p.s. toutes les observations, tandis que dans le cas oh @ E 10, 00[, la quantiti m( P )  tend 
vers 0 lorsque nk -+ 00, par consiquent, les observations qui tombent hors de U auront 
un poids voisin de 0, i.e. f , ( x )  reste voisin de f n ( x ) .  

THEOR~ME 4. (Componement de la variance). Si f~ est continue born&, K 2  est inre'- 
grable, et si limn- h = limn- (nh)-' = 0 et limn+m H/h = a E [0,00], alors on 
a limn-m ?.'ar f n ( x )  = 0 et par conse'quent limn- R = {lim- E -f~(n)}~. Plus 

De'monstration. I1 suffit de reprendre I'expression de ?/ar fn(n) donn& par (3) et de 
proceder de la m&me manibre qu'au theorkme 3. 0 
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Le risque quadratique asymptotique associC B f , ( x )  est plus difficile A Ctudier que celui 
de f n ( x ) .  Afin d’obtenir une expression en o( 1 /nh + h4) [comme c’est le cas pour f , ( x ) ] ,  
il faut imposer au noyau K de vCrifier: sn K( y )  dy = 1 et sn. K( y )  dy = 0; ce qui 
prksente I’inconvCnient de devoir choisir un noyau qui dCpend des quantitCs h et H .  I1 
semble donc difficile d’utiliser le dkveloppement asymptotique de R afin de dCterminer 
le pas h et le parametre H asymptotiquement optimaux. 

Dans ce qui suit, nous allons Ctablir une condition suffisante pour que f n ( x )  converge 
presque completement (p.co.1 vers 7 g ( x )  = Iimn+m G(fn(x)). 

THEOREME 5 .  Supposons que f Q  et fp  soient continues au voisinage de x et qu’elles 
soient horne‘es. Si le noyau K est a variation borne‘e, si limn+m H = limn*m h = 
0, limn+m H / h  = ct E [0,00] et pour four y > 0, En,, - exp(-ynh2) < 00, afors f , ( x )  
converge presque complbtement vers f Q ( x ) ,  i.e. 

> 0, pr(ljt(x) -7Q(x) l  2 €1 < 00. (6) 
n> I 

Dimonstration. On af,(x) - f Q ( x )  = { f , ( x )  - ~ ( f , ( x ) > }  + { ~ ( J ; l ( x > )  - 7 Q ( x ) } .  Comme 
le second terme de cette somme converge vers 0 lorsque n tend vers l’infini, il suffit 
de montrer que f n ( x )  - ‘€Q($(X)) converge presque complttement vers 0. On a presque 
sGrement: 

- { F , ( x - H ) - F Q ( x - H ) }  - K  - - m ( P )  (L (3 1 

ou F, et FQ dCsignent les fonctions de ripartition empirique et thCorique respectivement; 
V(K) est la variation totale de K et k = sup,)K(x)l. On peut alors conclure en utilisant 
le fait que 

Vn 2 1, VE > 0, P(sup I F n ( z )  - F Q ( z ) ~  > E )  5 2 exp(-2nc2). 0 

REMARQLIE. La convergence presque complete de f , ( x )  peut Ctre aussi obtenue sous la 
condition nh/log n + 00, qui est moins forte que Vy > 0, exp(-ynh2) < 00. 

Cependant, nous avons opt6 pour cette dernikre condition pour la b r i b e t i  de la preuve. 

4. MlSE EN PRATIQUE ET SIMULATIONS 

Dans cette section on s’intkresse 21 la mise en pratique des estimateurs conditionnis. 
Pour se faire une idCe de l’intbret de l’estimateurf,*(x), nous prksentons quelques rssultats 
de simulations. Nous avons simulC quatre lois de probabilitk: N(0, I), 4 { N(- 1 .O, $)  + 
N(I.0, i)}, ;{N(-lS, i )  + N(1.5, b)} et l’exponentiellefQ(x) = e-xl(x>o).  De chacune 
de ces lois, nous avons tirC 500 Cchantillons de taille 100. Nous avons utilisC le noyau 
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FIGURE 3: Graphiques des proportions p .  

N(0, I )  et les fenCtres suivantes: hi = 1.059~~n-4, oh s,’ est la variance Cchantillonnale; 
et h2 = fenCtre de Hall el nl. (1991). Pour chaque fenCtre et chaque Cchantillon, nous 
avons CvaluC les estimateurs fn(x). C ( x )  et y,;(x), pour diffkrentes valeurs de x. Ensuite 
pour chaque type d’estimateur, nous avons calculC la proportion de fois (p) que cet 
estimateur est plus proche de la vraie valeur de la densitC f&x) que les deux autres 
estimateurs. Une premikre comparaison des estimateurs f f l ( x ) ,  - C ( x )  et yi (x )  peut Ctre 
realisCe a l’aide des graphiques de la figure 3. En effet, afin de bien situer le point 
CtudiC x, nous donnons pour chaque loi simulCe le graphe de sa densitd, ensuite pour 
chacune des fenCtres hl et h2 et chaque point x, nous prksentons un diagramme des 
proportions p associCes aux estimateurs fn(x) .  - C ( x )  et yi(x). Nous constatons que dans 

une proportion trks importante, I’estimateur fi(x) est plus proche de f ~ ( x )  que les deux 
autres estimateurs lorsque f ~ ( x )  est grand. I1 en est de mCme pour - sfl(x) lorsque f $ x )  
est faible et ce a I’exception de la loi exponentielle pour laquelle I’effet de bord joue un 
rBle specifique. Enfin, pour juger de la qualitt et de la variabilitt des estimateurs f f l ( x ) ,  

- 
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FIGURE 4: Loi N(0, I ) :  diagrammes en boite des estimateursf,(x), $ , (x )  etj,'(x) divisCs parfe(x). 

Y - c9 
0 

x=o.o 

". 
r 

9. 
r 

2, 
w 

.L 

8 e 
x=OS 

- 

I 
Y 

- 
a 

, . . ;  
I . .  

LLI w 

a b c d e f  
x=1.5 X=3.0 

FIGURE 5 :  Loi f {N(- I .O, %) + N( 1 .O, d)}: diagrammes en boite des estimateurs f , (x ) ,  _f,(x) et J,'(x) divisCs 
par fe ( x ) .  
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divisCs p a f ~ ( x ) .  
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- f l ( x )  et y:(x), nous avons construit pour chaque loi et chaque point x les diagrammes 
en boite (donnant les quartiles et les valeurs extremes) des 500 valeurs de f n ( x , h l ) ,  
fn(x9 h2). - f*n(x. hi), - f * n ( ~ ,  h2), .fi(x, h i )  et T:(x, h2) diviskes p ~ f p ( x )  (figures 4 B 7). Les 
estimateurs - f*,(x) et sont plus performants que fn (x )  aux voisinages des minima 
et maxima respectivement. Les qualitks des trois estimateurs se detkriorent lorsque x est 
situk dans la queue de la loi ktudike, phknombne inhkrant B la taille d’kchantillon retenue. 

L’ensemble des rksultats prkckdents et les considkrations de l’introduction conduisent a 
proposer une mkthode automatique de choix entref,(x), - f l ( x )  et.f:(x). On privilkgiera la 

valeur.f:(x) au voisinage des modes defn, et la valeur f l ( x )  au voisinage des “creux” ou 
des “plats” de f n .  Cette mkthode peut Etre utiliske de manikre interactive ou automatique 
en analysant les graphes defn et de ses deux premieres dkrivkes. 

- 
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