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L’ensemble P(N") des relations n-aires sur 1’ensemble N des nombres
naturels est, comme produit dénombrable d’espaces discrets finis, un espace
topologique compact et, comme produit dénombrable d’espaces de probabilité
finis, un espace de probabilité. De méme pour espace E = [ J«r P(NP#), ola
p: I — N est une fonction de domaine au plus dénombrable. Chaque permutation
de N induit une permutation de N*, puis une permutation de P(N™) et de E. Si I
est fini, on montre 'existence dans E d’une partie invariante (par rapport a ces
permutations) minimale qui est de mesure 1 et dont le complément est maigre.
Sans restriction sur I, on montre que tout borélien invariant de E est soit maigre,
soit de complément maigre et de plus soit de mesure 0, soit de mesure 1. On en
déduit qu'il existe dans le langage L, , des théories complétes et consistantes
mais qui n’admettent pas de modele. On conclut avec une application des
résultats précédents & la théorie axiomatique des ensembles.

1. ToPOLOGIE ET MESURE

Soit I un ensemble au plus dénombrable, p: I — N une fonction et N
I’ensemble des nombres naturels. Si on consideére 2 = {0, 1} comme un
espace topologique discret (et compact), 'ensemble P(N”) des relations
n-aires sur N, devient, via la topologie produit, un espace topologique
compact. Il en est de méme pour E(p) = T];; P(N*9), muni lui aussi
de la topologie produit. Une base d’ensembles ouverts et fermés pour
cet espace est constituée par les parties de la forme [];e; U;, ou U, est
un ouvert de P(N#*) défini au moyen d’un couple de relations p(z)-aires

finies (W, W,~) ainsi:
U, = [Wit, W] = {Re P((N"): W+CRet Wi- N\ R = ¢},
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ESPACES DE PROBABILITE 15

ces relations étant vides pour tous, sauf un nombre fini d’éléments de I.
Nous appellerons intervalles de Baire de E(p) les ensembles de la base
ainsi décrite.

On définit la trace d’un intervalle de Baire [],.; U; comme I’ensemble
des entiers appartenant au moins a un p(z)-triplet de W;+uU W,~. La
trace d’une réunion finie d’intervalles de Baire sera simplement la réunion
des traces. On notera que cet ensemble est toujours fini. Deux réunions
de tel type seront indépendantes si leurs traces sont disjointes.

On remarquera les formules évidentes:

[+, W-] N [V+, V-] = [W+ U 7+ W-u 7],
C[W+, W] = U [{a}’ ¢] v U [45, {b}]'

acw= bew+

Rappellons que dans un espace topologique, une partie est rare si
I'intérieur de sa fermeture est vide, maigre si elle est une réunion
dénombrable de parties rares et comaigre si son complément est maigre.
On dit qu’un espace topologique est un espace de Baire si 'intérieur de
toute partie maigre est vide. Dans un tel espace, une partie comaigre
est dense (et donc non-vide). Tout espace compact est un espace de
Baire. En particulier E(p) en est un.

Nous définirons une mesure sur E(p). Soit « un nombre réel tel que
0 <a < 1. En posant u{l} =« et u{0} =1 — o, on obtient une
mesure de probabilité sur 2 = {0, 1}, a4 partir de laquelle on peut
construire la mesure de probabilité produit u sur E(p). On notera que u
est la seule mesure telle que

pl1U: =11rUs) ot

i€l i€l
w(U) =1, si Uy=PN®), et

pWit, W] = of?¢I(1 — )%l autrement.

(On note | X | la cardinalité de I’ensemble X.)

Puisque toute mesure peut s’étendre canoniquement 4 une mesure
compléte, nous supposerons que u est compléte. On trouvera dans [3] les
détails de toutes ces constructions. On remarquera seulement que pour
tout ensemble mesurable M et pour tout € > 0 il existe une réunion
finie M, d’intervalles de Baire et deux ensembles mesurables E,, E,
tels que M = (M, U E,)) ~ E et uE, , uE, < ¢ (condition de Lebesgue).

607/17/1-2



16 BEAUCHEMIN ET REYES

LemMEe. St O,, O, sont deux réunions finies d’intervalles de Baire
indépendantes, alors p(O; N O,y) = pOy - un0, .

Preuve. On proceéde par induction, en employant les formules pour
'intersection et le complément d’intervalles de Baire, en plus du fait
(facile 2 montrer au moyen de la décomposition 4 = (4 N B) U (4 ~ B))
que u(0y UV 0y) = pOy + pOy — p(0O, N Oy) o O, O, sont deux
réunions finies d’intervalles de Baire.

2. INVARIANCE

Chaque permutation 7 € N! induit canoniquement une permutation
d’une puissance finie N* de N, puis une permutation de P(N") et de
E(p). En effet, 7R = {(ma, ,..., 7a,): (4, ,..., 4,) € R}, pour tout R € P(N")
et (R 1 = {TRDser, si (Rper € E(p). Cette derniére permutation
induite est un auto-homéomorphisme de 1’espace E(p), qui préserve
la mesure p.

Si ACE(p), on définit la fermeture invariante de A comme
Unent TR sert {Rser € A} Si A se réduit 2 un singleton {<R D},
la fermeture invariante de A s’appelle l'orbite de (R;;c; . Une partie de
E(p) est tnvariante si elle coincide avec sa fermeture invariante; d’une
fagon équivalente, si elle contient I'orbite de (R;>;;, chaque fois qu’elle
contient {R;>;,.;. On remarquera que les orbites sont des parties
invariantes minimales.

LemMME. La fermeture invariante d’un intervalle de Baire non-vide est
dense de mesure 1.

Preuve. Soit [;; U; un intervalle de Baire non-vide et {R;);, €
TLiez U; . Si [T;e; V; est un autre intervalle non-vide, il faut montrer que
[T;e; V; N fermeture invariante de [T,.; U; # ¢.Soient U, V'les traces de
TLie: U; et TTier V;, respectivement, et =€ N! telle que m(U)CN ~
(UUV). 8i (S8pir€llier Vs, alors (S;N VPO Ua(R N D))y,
appartient & [];; V; N fermeture invariante de [T, U; -

Pour la mesure, on suppose E(p) = P(N’) pour plus de clarté. Soit
[W+, W-] lintervalle de Baire en question. Construisons une suite
d’intervalles {{W,t, W, |},.n indépendants deux i deux tels que
W, NnW,-=¢, | W, | =|W+|, | W,~| = | W= | pour tout n € N.
Alors I’ensemble

O [Wn+) Wn_] = O [Wn+: Wn_] N ﬁl C[Wm+7 Wm_]

n=1 m=1 m=1
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a une mesure égale 4 x+x(l —x)+x(1 —x2+ =1 ou
x = u[W+, W-]. Mais cet ensemble est évidemment contenu dans la
fermeture invariante de [W+, W-].

COROLLAIRE. Tout ensemble invariant ayant la propriété de Baire
(i.e., dont la différence symétrique avec un ouvert est maigre) est soit maigre,
soit comaigre. En particulier cect est vrai pour les boréliens invariants.

Preuve. En effect pour tout ensemble invariant ayant la propriété de
Baire, il existe un unique ouvert régulier dont la différence symétrique
avec I'ensemble est maigre, car E(p) est un espace de Baire (voir [8]).
En plus, cet ouvert régulier est évidemment invariant (car les permu-
tations induisent des auto-homéomorphismes préservant les parties
maigres) et donc vide ou égal & E(p) d’aprées le lemme.

Le résultat correspondant pour la mesure est vrai.

LemMme. Soit K un ensemble mesurable invariant. Alors W(K N L) =
w(K) - u(L), pour tout ensemble mesurable L.

Preuve. Soit € > (0. Alors (condition de Lebesgue) il existe deux
réunions finies d’intervalles de Baire K, L, et des ensembles E| , E,,
F, , F, de mesure plus petite que ¢ tels que

K =(K,UE)NCE,, L =(L,UF)nCF,.

Soit we N! telle que m=(Trace(K,)) N Trace(Ly) =¢. On considére
K, = n(K,), E,' = n(E,), E,’ = w(E,) et on remarque que K, et L,
sont indépendants. On a les inégalités successives:
WK A L) — w(K) - (L)
S (KoY Ey) N (Ly U Fy)) — (€ — (KN — (L))
< Ky NLo) — wKy) - lLy)] + 3¢ — € + Ky + pL)
< 5¢ — €.

Comme e est arbitraire, w(K N L) << w(K) - u(L). L’inégalité de sens
contraire est semblable.

COROLLAIRE. Tout ensemble mesurable invariant a mesure soit 0, soit 1.
En particulier cect est vrai pour les boréliens invarianis.

Preuve. On pose L = K dans le lemme précédent: wu(K) =
w(K N K) = [(K)]? ie., p(K)est 0 ou 1.
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3. StrucTURES HOMOGENES, UNIVERSELLES

On considére des structures au plus dénombrables de type p: I — N
ou [ est au plus dénombrable.

Une structure infinie U est universelle si et seulement si toute structure
finie peut se plonger dans . Une structure infinie U est homogene si et
seulement si tout plongement dans U d'une structure finie B peut
s’étendre 4 un plongement dans U de toute surstructure finie de B
qui se plonge déja dans 21. On dit qu’une structure est saturée si elle est
en méme temps homogene et universelle.

Un simple argument de Cantor (‘‘back and forth”) nous donne:

ProPOSITION.  Une structure infinie W est homogéne si et seulement si
tout isomorphisme entre sous structures finies de W peut se prolonger & un
automorphisme de .

ProprosITION.  Deux structures infinies saturées sont isomorphes.

On dira qu’un point (R, de E(p) est umiversel (respectivement
homogeéne, saturé) si la structure (N, R;>;; est universelle (respectivement
homogéne, saturée).

THEOREME. Let points homogenes de E(p) constituent une partie dense.

Preuve. En effet, si [];; U; est un intervalle de Baire non-vide de
trace A, et {R,>;c; est un de ses points, on prolonge Wy = (N, R D, 4q
3 une structure d’univers N, suivant un argument bien connu (voir
e.g. [6]).

On remarquera que si dom p est fini, une base pour la topologie de
E(p) est constituée par les intervalles de Baire de la forme Q(¥) =
{{RDer | WC N, Ry} oit A est une structure finie de type p. En effet,
si {R,>;; appartient & un intervalle de Baire [, U, de trace 4, alors

{RDier €U C H U;, ol W =N, RDier 1 4.

el
Cette remarque nous permet de reformuler les définitions du début
de ce numéro en terme d’intervalles de Baire (de cette forme):
LemMME. Supposons que I = dom p est fini. Alors

(1) (RDer est universel si et seulement si (R, appartient & la
fermeture invariante de tout intervalle de Baire non-vide.
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(i) (R;Der est homogene si et seulement si {R;>,c; appartient a

U {#SDier: {Sp)se1€Qs)y ot

wEP

P ={m € N\ : = laisse chaque élément de la trace de Q, invariant}, pour tout
couple d’intervalles (O, , Q,) telles que Q, CQ,, chaque fois que (R;);
appartient a Q, ainsi qu’a la fermeture invariante de Q, .

THEOREME. Supposons que I = dom p soit fini. Alors Porbite d’un
point saturé de E(p) est comaigre de mesure 1.

Preuve. Ll’intersection des fermetures invariantes des intervalles
non-vides de Baire, ceux-ci étant en nombre dénombrable, est comaigre de
mesure 1, par le premier lemme de la Section 2. D’autre part, ’ensemble
des points homogénes est dense et G, (d’apreés (ii) du lemme précédent),
donc comaigre puisque E(p) est un espace de Baire. Il suffit de démontrer
que sa mesure est 1.

Pour plus de clarté, on étudiera le cas E(p) = P(N") ou r€ N,
seulement. On a Q, = [W+, W], O, = [V, V-] et V+C W+CN",
V—=C W-CN". Soit A = Trace(Q,) ~ Trace(Q,) # ¢ et soit (7,)pen
une suite de permutations de [V laissant chaque élément de la trace de Q,
fixe et telle que #n,4A N7, A =¢, si n = m. En définissant Q,* =
{Re N": W+ Cm,R et W- N m,R = ¢} on voit que ces ensembles sont
deux 4 deux indépendants. On en conclut que

w(Uer) = (U e~ U on))

neN neN mel
=x+x2( —x)+x(l —x* 4 =1,
od &= p(Q") = (1 — ).

D’autre part, 'ensemble ,ep {7S: S€Q,}, ot P ={me N!: = laisse
chaque élément de la trace de Q, fixe}, contient ..y O," et sa mesure
est bien égale 2 1.

CoroLLAIRE.  Supposons que I = dom p soit fini. Alors toute partie
invariante est soit maigre de mesure 0, soit comaigre de mesure 1.1

! On peut méme démontrer que toute partie faiblement invariante de E(p) (i.e., laissée
invariante par toute permutation qui laisse fixe un sous-ensemble donné fini de N) est
comaigre si elle a la mesure 1.
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Le fait que “presque’ toutes les relations (au sens topologique) sont
1somorphes est un cas particulier de [9].

Ces résultats ne sont plus valides, si / = dom p est infini.

En effet, on a le résultat suivant dont (iii) nous a été communiqué par

J. Mycielski.

TuforEME. Soit I = dom p infini.
(1) Dans E(p) il v’y a pas de point universel.
(if) Toutes les orbites dans E(p) sont maigres de mesure 0,

(i) Dans E(p) il y a un ensemble invariant qui n’est pas mesurable et
qut ne posséde pas la propriété de Baire.

(i) Est évident, car il y a un nombre non-dénombrable de types
d’isomorphismes de relations finitaires qui ne peuvent tous se plonger
dans une structure dénombrable.

(ii) Suit du

LEMME. Soit U une structure finie (non-vide) de type p. Alors I’ensemble
des (R tel que U se plonge dans (N, R;>,., est maigre de mesure 0.

Preuve. 1l suffit de montrer ceci pour U = {0}, S;>s;. Alors
I’ensemble en question est la réunion (dénombrable) de tous les ensembles
delaforme [T, [Wit, Wi ou | Wit | = 18|, | Wi | = {09 ~ S |
et Wt n W, =¢, pour tout iel. Mais chaque [, [W,F, W;7] de
cette réunion est fermé, rare, de mesure 0, d’ou le résultat.

(iii) Supposons que toute partie invariante soit maigre ou comaigre.
Alors on a une o-mesure non-triviale {0, 1} sur les parties de ’ensemble
des orbites. Comme ce dernier a la cardinalité du continu ¢, on en déduit
que ¢ est mesurable, ce qui est absurde (voir [2]). Il existe donc un
ensemble invariant B qui ne posséde pas la propriété de Baire. Un
argument analogue nous montre qu’il existe un ensemble invariant M
qui n’est pas mesurable. Si ni B ni M ne répondent i (iii), alors la
différence symétrique B A M est un ensemble invariant non-mesurable
et qui ne posséde pas la propriété de Baire.

11 faut remarquer que I'axiome de choix a été employé pour montrer
que la cardinalité de ’ensemble des orbites est c.

Supposons maintenant que I = dom p est infini et p() = 7, pour tout
iel
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TrEOREME. Dans E(p) il y a un borélien invariant maigre et de mesure 1.

Preuve. L’homéomorphisme canonique k,: 2N = (2V)N préserve la
mesure et établit une bijection entre les intervalles de Baire des espaces
en question.

Soit b = (b, ,..., b,) € N™. On définit

et o T F(by s by i
fezNH:,l,,lﬂzf(—lm—ﬁ-_—)—:a

=0

K(b) =

Si C,, est ensemble des f & 28" telles que

o § S i)

m+ 1 r<%désquem>q,
=0

alors K(b) = N, U, Cp,» ce qui montre que K(b) est un borélien car

Cpq est fermé. Si p, est un entier tel que 1/p, < «, alors C,, , est un
fermé rare pout tout ¢ et ceci implique que K(b) C{J, C,, est bien

maigre. D’autre part, en définissant X;: 2" — 2 par X,(f) =
f(by ..., b, , 7), pour tout 7€l on voit que <{X,;);.y est une suite de
variables aléatoires indépendantes dans leur ensemble, de méme moyenne
« et de méme distribution. Un théoréme de Kolmogorov (voir [1])
nous assure que K(b) a mesure 1. On en déduit que K = (yenn K(b) est
un borélien maigre de mesure 1. Son image par ’homéomorphisme
canonique 4, est un borélien invariant maigre de mesure 1.
Cet exemple a été suggéré en partie par J. Mycielski.

4. LANGAGES ET THEORIES INFINITAIRES

On définit L, un langage infinitaire (L,, ) de type p avec égalité, de la
fagon suivante: les symboles primitifs sont les symboles logiques
71, V, 3, =, les parenthéses (, ), les variables x, , x, ,... et les symboles
non-logiques de relations p(f)-aires R, , pour chaque i € I.

Les formules atomigues sont des suites de la forme R, -+~ ¢, et
t, = t,, ol chaque ¢ est une variable. Les formules sont définies & partir
des formules atomiques au moyen des clauses suivantes de fermeture:
si ¢ est une formule, alors 7] ¢ en est une; si I' est un ensemble au plus
dénombrable de formules, alors V I' est une formule; si ¢ est une formule
et ¢ est une variable, alors J#p est une formule. Un énoncé est une
formule sans variable libre. Les notions d’interprétation et de vérité
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s'étendent sans peine a ce contexte. En particulier V I' s’interpréte
comme la disjonction (dénombrable) des formules de I'. (Voir [4]).

Pour chaque énoncé o €L, soit Mod(s) = {{R ) o est vrai dans
<N, R p}. De telles parties de E(p) seront appelées ensembles définissables.
Il est évident que tout ensemble définissable est un borélien invariant.
On définit la théorie T (respectivement M) comme I'ensemble des
énoncés o tels que Mod(c) est une partie comaigre (respectivement de
mesure 1). Par les théorémes précédents, T et M sont completes. En
plus, toute partie dénombrable de I'une d’elles possede évidemment
un modéle et ceci entraine qu’elles sont consistantes, toute preuve dans
le calcul des prédicats L, , n’utilisant qu’'un ensemble dénombrable
d’énoncés (voir [4]).

TuforEME. Les théories T et M sont consistantes, complétes mais ne
possédent pas de modéles.

Supposons que T ait un modele A = (A4, R, et soit a e 4. Alors
Iénoncé 3w, A (A} {a})(x,/a), appartient & T ol A (U Ma})(xy/a)
est la formule obtenue en substituant la variable x, dans le diagramme
A (Ur{a}) de la structure A {a} = {{a}, R; N {a}*?);,. D’autre
part, Mod(3x; A (U 1 {a})(x,/a)) est maigre, étant ensemble de tous
les (R, tels que U {a} se plonge dans (N, R>,;, ce qui entraine
une contradiction.

Le méme argument montre que M n’a pas de modéle.

Il faut remarquer que ces deux théories sont différentes si J = dom p
est infini et p(f) = n, pour tout ¢ € I. En effet, on a déja montré dans ce
cas Pexistence d’un borélien invariant maigre de mesure 1. Le résultat
suit alors du fait que tout borélien invariant dans E(p) est un ensemble
définissable, comme le théoréme d’interpolation de Lopez—-Escobar pour
L, ., montre (voir [5]).

Un exemple de théorie compléte, consistante et sans modéle dans un
langage L, , a été donné par Ryll-Nardzewski (voir [10]). Les auteurs
ignorent cet exemple, encore inédit.

Soit L, CL le langage finitaire de type p avec égalité. Si I = dom p
est fini, la théorie finitaire Ty = T N L, = M N L, est y,-catégorique,
compléte et décidable (elle est méme complete dans le langage L). Si
I = dom p est infini, la théorie T, est compléte mais non x,-catégorique.
Aux types d’isomorphismes des modéles dénombrables de 7, corres-
pondent les orbites du sous-espace Mod T, de E(p). Ce sous-espace
étant comaigre, il est la réunion d’un ensemble non dénombrable
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d’orbites, c.a.d., T, posséde un nombre non-dénombrable de types
d’isomorphismes de modeles dénombrables.

Le deuxieéme auteur a employé le théoréme de cette section pour
donner un exemple d'un topos de Grothendieck booléen, ayant
exactement deux ouverts (c.a.d., deux sous-objets de I'objet terminal),
mais ne possédant aucun point.

5. UNE APPLICATION A LA THEORIE AXIOMATIQUE DES ENSEMBLES

Soit ZF la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel sans I'axiome
du choix; DC le principe des choix dépendants, i.e., si X est un ensemble
non-vide et R une relation binaire sur X telle que (Vx € X)(Iy € X) xRy,
alors il existe une fonction A:N — X qui satisfait la condition
h(n) Rh(n + 1), pour tout n € N.

On dénote par LM la proposition ‘“tout ensemble de réels est
mesurable au sens de Lebesgue” et par M la proposition “il existe un
ensemble X et une mesure o-additive, non-triviale, & deux valeurs,
définie sur tous les sous-ensembles de X’.

TuforkME [7]. ZF + DC FLM — M.

Preuve. 1l est bien connu (voir e.g. [3]) que la mesure de Lebesgue sur
Iintervalle [0, 1] peut s’obtenir i partir de la mesure produit sur 2V
induite par p{0} = § = pf{l}, et vice-versa.

(On remarquera que ces constructions de mesure ainsi que leurs
propriétés emploient DC). En identifiant (2V¥)¥ avec 2V, tous sous-
ensemble de (2V)N est mesurable, pourvu que tout ensemble de réels
soit mesurable au sens de Lebesgue. En particulier tout sous-ensemble
invariant a donc une mesure produit 0 ou 1, selon le théoréme de la
page 18. L’espace des orbites @ est '’ensemble cherché, avec la mesure
o-additive induite par la mesure produit d’une facon évidente.
On remarquera les propriétés suivantes de 0:

(1) O est un quotient de 2V
(2) 2N se plonge dans 0.

(3) O ne peut se plonger dans 2V (autrement, le théoréme de
Cantor—Bernstein montrerait que 2N est mesurable, ce qui est

absurde [2]).

(4) 0 ne peut étre totalement ordonné (voir [7]).
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