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L’ensemble P(N”) des relations n-aires sur l’ensemble N des nombres 
naturels est, comme produit dbnombrable d’espaces discrets finis, un espace 
topologique compact et, comme produit dknombrable d’espaces de probabilitk 

finis, un espace de probabilik De meme pour l’espace E = l&~ P(NW), oh 
p: I -+ N est une fonction de domaine au plus dbnombrable. Chaque permutation 

de N induit une permutation de N”, puis une permutation de P(N”) et de E. Si I 
est fini, on montre l’existence dans E d’une partie invariante (par rapport P ces 

permutations) minimale qui est de mesure 1 et dont le complkment est maigre. 
Sans restriction sur I, on montre que tout bo&lien invariant de E est soit maigre, 

soit de complt5ment maigre et de plus soit de mesure 0, soit de mesure 1. On en 
dCduit qu’il existe dans le langage LU1, des thkories complktes et consistantes 

mais qui n’admettent pas de modkle. On conclut avec une application des 
rksultats prOddents Q la thkorie axiomatique des ensembles. 

1. TOPOLOGIE ET MESURE 

Soit I un ensemble au plus dhombrable, p: I -+ fV une fonction et N 
l’ensemble des nombres naturels. Si on considhe 2 = (0, l} comme un 
espace topologique discret (et compact), l’ensemble P(W) des relations 
n-aires sur N, devient, via la topologie produit, un espace topologique 
compact. 11 en est de m&me pour E(p) = niEI P(kW), muni lui aussi 
de la topologie produit. Une base d’ensembles ouverts et fermCs pour 
cet espace est constituke par les parties de la forme &, U, , oh U, est 
un ouvert de P(kW) dCfini au moyen d’un couple de relations p(i)-aires 
finies ( Wif, I$?,-) ainsi: 

Vi = [Wi+, W,-] = {R E P(N”(“)): Wi+ C R et We- n R = $}, 

* Cette recherche a Ctk subvention&e en partie par le Conseil National de Recherches 
du Canada et par le Conseil des Arts du Canada. 
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ESPACES DE PROBABILITJ? 15 

ces relations &ant vides pour tous, sauf un nombre fini d’C1Cments de I. 
Nous appellerons interoaZZes de Baire de E(p) les ensembles de la base 
ainsi d&rite. 

On d&nit la trace d’un intervalle de Baire l&, 27, comme l’ensemble 
des entiers appartenant au moins h un p(i)-triplet de Wi+ u W.-. La 
trace d’une r.4union jhie d’intervalles de Baire sera simplement la &union 
des traces. On notera que cet ensemble est toujours fini. Deux r&unions 
de tel type seront indkpenduntes si leurs traces sont disjointes. 

On remarquera les formules Cvidentes: 

[ W+, W-1 n [V+, V-1 = [ W+ u V+, W- u V-1, 

cv+, w-1 = u H4 $1 ” u+ PI, @>I. (LEW- 

Rappellons que dans un espace topologique, une partie est rare si 
l’intkrieur de sa fermeture est vide, maigre si elle est une rkunion 
dhombrable de parties rares et comaigre si son complCment est maigre. 
On dit qu’un espace topologique est un espace de Bake si l’indrieur de 
toute partie maigre est vide. Dans un tel espace, une partie comaigre 
est dense (et done non-vide). Tout espace compact est un espace de 
Baire. En particulier E(p) en est un. 

Nous dkfinirons une mesure sur E(p). Soit 01 un nombre rCe1 tel que 
0 < 01 < 1. En posant ~{l} = c1 et ~(0) = 1 - OL, on obtient une 
mesure de probabilitk sur 2 = (0, l}, A partir de laquelle on peut 
construire la mesure de probabilitC produit p sur E(p). On notera que p 
est la seule mesure telle que 

PWi) = 1, si U, = P(FWo), et 

p$[wi+, wi-] = arl’yt+l(l - ayi7, autrement. 

(On note 1 X 1 la cardinal& de l’ensemble X.) 
Puisque toute mesure peut s’hendre canoniquement B une mesure 

complitte, nous supposerons que p est compkte. On trouvera dans [3] les 
d&ails de toutes ces constructions. On remarquera seulement que pour 
tout ensemble mesurable M et pour tout E > 0 il existe une r&union 
finie MO d’intervalles de Baire et deux ensembles mesurables El , E, 
tels que M = (MO u El) N E, et pE, , ALE, < E (condition de Lebesgue). 

607117/l-Z 
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LEMME. Si 0, , O2 sont deux r&unions jinies d’intervalles de Bake 
indbpendantes, alors ~(0, n 0,) = ~0, * ~0~ . 

Preuve. On pro&de par induction, en employant les formules pour 
l’intersection et le complement d’intervalles de Baire, en plus du fait 
(facile a montrer au moyen de la decomposition A = (A n B) u (A N B)) 
que ~(0~ u 0,) = pO1 + pOz - ~(0, n 0,) oh 0, , 0, sont deux 
reunions finies d’intervalles de Baire. 

2. INVARIANCE 

Chaque permutation 7~ E N! induit canoniquement une permutation 
d’une puissance finie IV n de N, puis une permutation de P(N”) et de 
E(p). En effet, mR = {(Tar ,..., ~a,): (al ,..., a,) E R), pour tout R E P(Nn) 

et 4Rih = <+h, si ( Ri)i,I E E(p). Cette derniere permutation 
induite est un auto-homeomorphisme de l’espace E(p), qui preserve 
la mesure j.4. 

Si A C E(p), on d&nit la fermeture invariante de A comme 
(JneNI {‘TT(R~)~.~: (R,)$,, E A). Si A se reduit a un singleton {(Ri)&, 
la fermeture invariante de A s’appelle l’orbite de (Ri)iEI . Une partie de 
E(p) est invariunte si elle coincide avec sa fermeture invariante; d’une 
facon Cquivalente, si elle contient l’orbite de (Ri)i,r , chaque fois qu’elle 
contient (RijiEI . On remarquera que les orbites sont des parties 
invariantes minimales. 

LEMME. La fermeture invariante d’un intervalle de Bake non-vide est 
dense de mesure 1. 

Preuve. Soit niEI ‘CJi un intervalle de Baire non-vide et (Ri)4EI E 
niel Ui . Si nIiEI Vi est un autre intervalle non-vide, il faut montrer que 
nIipl Vi n fermeture invariante de nisi U, # 4. Soient U, Vies traces de 
I&, Ui et J&, Vi , respectivement, et 7~ E N! telle que n(U) C N - 
(U u V). Si (Si)i.I E IJiG Vi , alors (& n Voci) u r(Ri n UP(~)))~~~ 
appartient a niel Vi n fermeture invariante de I&, U, . 

Pour la mesure, on suppose E(p) = P(W) pour plus de clarte. Soit 
[IV+, W-1 l’intervalle de Baire en question. Construisons une suite 
d’intervalles {[ Wn+, Wn-]}n.N independants deux a deux tels que 
W,+ n W,-- = +, 1 W,+ 1 = 1 W+ I, 1 W,- 1 = 1 W- 1 pour tout n E N. 
Alors l’ensemble 

Gl wn+, wn-1 = (j [wn+, w,-] n “ri’ C[W,+, w,-] 
m-1 VII=1 
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a une mesure Cgale a x+x(1 -X)+X(1-X)“+*** = 1 ou 
x = /.@V+, W-1. M ais cet ensemble est evidemment contenu dans la 
fermeture invariante de [W+, W-1. 

COROLLAIRE. Tout ensemble invariant ayant la proprie’te’ de Baire 
(i.e., dont la dz@-ence symttrique avec un ouvert est maigre) est soit maigre, 
soit comaigre. En particulier ceci est vrai pour les bore’liens invariants. 

Preuve. En effect pour tout ensemble invariant ayant la propriete de 
Baire, il existe un unique ouvert regulier dont la difference symetrique 
avec l’ensemble est maigre, car E(p) est un espace de Baire (voir [S]). 
En plus, cet ouvert regulier est Cvidemment invariant (car les permu- 
tations induisent des auto-homeomorphismes preservant les parties 
maigres) et done vide ou Cgal a E(p) d’apres le lemme. 

Le resultat correspondant pour la mesure est vrai. 

LEMME. Soit K un ensemble mesurable invariant. Alors p(K n L) = 
p(K) - p(L), pour tout ensemble mesurable L. 

Preuve. Soit E > 0. Alors (condition de Lebesgue) il existe deux 
reunions finies d’intervalles de Baire K, , L, et des ensembles E1 , E, , 
Fr , F, de mesure plus petite que E tels que 

K=(K,,uE,)nCE,, L =(L,uF,)nCF,. 

Soit 7r E N! telle que n(Trace(K,,)) n Trace(L,) = 4. On considere 
K,’ = n(KO), E,’ = r(EI), E2’ = n(EJ et on remarque que K,’ et L, 
sont independants. On a les inegalites successives: 

CL@ n 4 - CL(K) - 43 

Comme E est arbitraire, p(K n L) < p(K) * p(L). L’inCgalitC de sens 
contraire est semblable. 

COROLLAIRB. Tout ensemble mew-able invariant a mesure soit 0, soit 1. 
En particulier ceci est vrai pour les bore’liens invariants. 

Preuve. On pose L = K dans le lemme precedent: p(K) = 
p(K n K) = b(K)]“, i.e., p(K) est 0 ou 1. 
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3. STRUCTURFS HOMOG~NES, UNIVERSELLES 

On considere des structures au plus denombrables de type p: I --f N 
oh I est au plus denombrable. 

Une structure infinie 5X est zcniverselle si et seulement si toute structure 
finie peut se plonger dans 5X. Une structure infinie ‘$I est homogene si et 
seulement si tout plongement dans ‘$I d’une structure finie ?I!3 peut 
s’etendre B un plongement dans CLI de toute surstructure finie de !Z3 
qui se plonge deja dans 2l. On dit qu’une structure est satwee si elle est 
en mCme temps homogene et universelle. 

Un simple argument de Cantor (“back and forth”) nous donne: 

PROPOSITION. Une structure infinie ‘3 est homogene si et seulement si 
tout isomorphisme entre sous structures firties de 2l peut se prolonger B un 
automorphisme de a. 

PROPOSITION. Deux structures injinies saturkes sont isomorphes. 

On dira qu’un point (Rijier de E(p) est universel (respectivement 
homogene, suture’) si la structure (N, Ri)iol est universelle (respectivement 
homogene, saturee). 

THBOR%ME. Let points homogbnes de E(p) constituent une partie dense. 

Preuve. En effet, si nisi Ui est un intervalle de Baire non-vide de 
trace A, et (Ri)iel est un de ses points, on prolonge 2l, = (N, Ri)isl t’ A, 
a une structure d’univers N, suivant un argument bien connu (voir 
e.g. Fl). 

On remarquera que si dom p est fini, une base pour la topologie de 
E(p) est constituee par les intervalles de Baire de la forme Q(2l) = 
{@ihe, I a C 0% Rihd oh ‘8 est une structure finie de type p. En effet, 
si (Ri)i,r appartient a un intervalle de Baire nis, Ui de trace A, alors 

<Ri>i,~ E SW) C l-j vi , 
id 

Cette remarque nous permet de reformuler les definitions du debut 
de ce numtro en terme d’intervalles de Baire (de cette forme): 

LEMME. Supposons que I = dom p est fki. Alors 

(9 <WW est universe1 si et seulement si (RS>a.l appartient h la 
fsrmeture invariante de tout intervalle de Baire non-vide. 
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(ii) (Ri)i,l est homogbne si et seulement si (RJier appartient ci 

JJ tr<Si)<eI: (Sdie~ E 821, Oh 

P = (7~ E N! : rr laisse chaque e’le’ment de la trace de Q1 invariant}, pour tout 
couple d’intervalles (Q1 , Qz) telles que Q2 C QI , chaque fois que <Ri>i,r 
appartient d Ql ainsi qu’d la fermeture invariante de Qz . 

THI?OR&ME. Supposons que I = dom p soit jini. Alors l’orbite d’un 
point sat& de E(p) est comaigre de mesure 1. 

Preuve. L’intersection des fermetures invariantes des intervalles 
non-vides de Baire, ceux-ci etant en nombre denombrable, est comaigre de 
mesure 1, par le premier lemme de la Section 2. D’autre part, l’ensemble 
des points homogenes est dense et Gs (d’aprcs (ii) du lemme precedent), 
done comaigre puisque E(p) est un espace de Baire. 11 suffit de demontrer 
que sa mesure est 1. 

Pour plus de clarte, on Ctudiera le cas E(p) = P(Nr) oh r EN, 
seulement. On a Q2 = [IV+, W-1, Q1 = [V, V-1 et V+ Z W+ C Nr, 
V- 6 IV- C Nr. Soit A = Trace(QJ N Trace(Q,) # 4 et soit (7~,),,~ 
une suite de permutations de N laissant chaque Clement de la trace de Qr 
fixe et telle que rr,A n TT~A = 4, si n # m. En definissant Qsn = 
{REN? W+Cn,Ret W-n TT%R = 4) on voit que ces ensembles sont 
deux B deux independants. On en conclut que 

Oh x z p(Q2n) = &+‘+I(1 - a)‘“-‘. 

D’autre part, I’ensemble Unep (vS: S E QJ, 06 P = {rr E N! : rr laisse 
chaque Clement de la trace de Qi fixe}, contient (JnENQ2n et sa mesure 
est bien Cgale 8 1. 

COROLLAIRE. Supposons que I = dom p soit jini. Alors toute partie 
invariante est soit maigre de mesure 0, soit comaigre de mesure 1.l 

1 On peut m&me dAmontrer que toute partie faiblement invariante de E(p) (i.e., lair&e 
invariante par toute permutation qui laisse fke un sous-ensemble don& fini de N) est 
comaigre si elle a la mesure 1. 
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Le fait que “presque” toutes les relations (au sens topologique) sont 
isomorphes est un cas particulier de [9]. 

Ces resultats ne sont plus valides, si I = dom p est infini. 
En effet, on a le resultat suivant dont (iii) nous a ettc communiquC par 

J. Mycielski. 

THBORBME. Soit I = dom p in&i. 

(i) Duns E(p) il n’y a pus de point universel. 

(ii) Toutes les orbites dans E(p) sont maigres de mesure 0. 

(iii) Duns E(p) il y a un ensemble invariant qui n’est pas meswable et 
qui ne possBde pas la proprit!te’ de Baire. 

(i) Est evident, car il y a un nombre non-denombrable de types 
d’isomorphismes de relations finitaires qui ne peuvent tous se plonger 
dans une structure denombrable. 

(ii) Suit du 

LEMME. S’oit 9l une structure jkie (non-vide) de type p. Ahs E’ensemble 
des (Ri)iEI tel que % se plonge dans (N, Ri>i,l est maigre de mesure 0. 

Preuve. 11 suffit de montrer ceci pour 2l = ((O}, Si)i.r . Alors 
l’ensemble en question est la reunion (denombrable) de tous les ensembles 
de la forme &, [Wi+, IF,-] oa j wi+ 1 = 1 s, I) 1 Iv,- 1 = I{O)p(i) - s, 1 
et Wi+ n IV,- = 4, pour tout i E 1. Mais chaque JJdsl [Wi+, IT,-] de 
cette reunion est ferme, rare, de mesure 0, d’oti le resultat. 

(iii) Supposons que toute partie invariante soit maigre ou comaigre. 
Alors on a une a-mesure non-triviale (0, l> sur les parties de l’ensemble 
des orbites. Comme ce dernier a la cardinalite du continu c, on en deduit 
que c est mesurable, ce qui est absurde (voir [2]). 11 existe done un 
ensemble invariant B qui ne possede pas la propriete de Baire. Un 
argument analogue nous montre qu’il existe un ensemble invariant M 
qui n’est pas mesurable. Si ni B ni M ne repondent a (iii), alors la 
difference symetrique B b M est un ensemble invariant non-mesurable 
et qui ne possede pas la propriete de Baire. 

11 faut remarquer que l’axiome de choix a CtC employ6 pour montrer 
que la cardinalite de l’ensemble des orbites est c. 

Supposons maintenant que I = dom p est infini et p(i) = n, pour tout 
i E I. 
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TH~O&ME. Duns E(p) il y a un bore’lien invariant maigre et de mesure 1. 

Preuve. L’homeomorphisme canonique h,: 2N”+1 q (2”“)” preserve la 
mesure et Ctablit une bijection entre les intervalles de Baire des espaces 
en question. 

Soit b = (b, ,..., b,) E W. On d&nit 

Si C,, est l’ensemble des f E 2”“+l telles que 

ah-s K(b) = np U, C,, , ce qui montre que K(b) est un borelien car 
C,, est ferme. Si p, est un entier tel que l/p0 < 01, alors Cp,* est un 
ferme rare pout tout Q et ceci implique que K(b) C U, Cpop est bien 
maigre. D’autre part, en definissant Xi: 2@’ -+ 2 par X,(f) = 

f@ r ,..., b, , i), pour tout i ~1, on voit que (Xi)ieN est une suite de 
variables aleatoires independantes dans leur ensemble, de m&me moyenne 
Q! et de meme distribution. Un theoreme de Kolmogorov (voir [l]) 
nous assure que K(b) a mesure 1. On en deduit que K = fibEN,, K(b) est 
un borelien maigre de mesure 1. Son image par l’homeomorphisme 
canonique h, est un borelien invariant maigre de mesure 1. 

Cet exemple a Ctt suggere en partie par J. Mycielski. 

4. LANGAGES ET THEORIES INFINITAIRES 

On d&nit L, un langage infinitaire (I+,) de type p avec CgalitC, de la 
faGon suivante: les symboles primitifs sont les symboles logiques 
1, V, 3, =, les parentheses (, ), les variables x1 , xg ,... et les symboles 
non-logiques de relations p(i)-aires R, , pour chaque i E I. 

Les formules atomiques sont des suites de la forme R$, a** t,(i) et 
t, = t, , oh chaque t est une variable. Les formules sont definies a partir 
des formules atomiques au moyen des clauses suivantes de fermeture: 
si y est une formule, alors 1 q~ en est une; si I’ est un ensemble au plus 
denombrable de formules, alors V P est une formule; si 9 est une formule 
et t est une variable, alors 3tp, est une formule. Un &once est une 
formule sans variable libre. Les notions d’interpretation et de vCritC 
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s’etendent sans peine a ce contexte. En particulier V I’ s’interprete 
comme la disjonction (denombrable) des formules de F. (Voir [4]). 

Pour chaque CnoncC u EL, soit Mod(u) = ((R,),,,: u est vrai dans 
(N, li,),,,}. De telles parties de E(p) seront appelees ensembles dcifinissubles. 
11 est evident que tout ensemble definissable est un borelien invariant. 
On d&nit la theorie T (respectivement M) comme l’ensemble des 
CnoncCs CT tels que Mod(u) est une partie comaigre (respectivement de 
mesure 1). Par les theoremes precedents, T et M sont completes. En 
plus, toute partie denombrable de l’une d’elles possede Cvidemment 
un modele et ceci entraine qu’elles sont consistantes, toute preuve dans 
le calcul des predicats L,, n’utilisant qu’un ensemble denombrable 
d’enonces (voir [4]). 

THBORBME. Les the’ories T et M sont consistantes, compl&es mais ne 
poss2dent pas de modhles. 

Supposons que T ait un modele ‘3 = (A, Ri)i,r et soit a E A. Alors 
I’CnoncC 3x, a (a r (a})(x,/a), appartient a T oh n (‘2l r {a})(xI/a) 
est la formule obtenue en substituant la variable X, dans le diagramme 
A (a r (4) de 1 a structure ‘% r {a} = ({a), Ri n (a)P(i))ior. D’autre 
part, Mod& A (a r {%%/4) es maigre, Ctant l’ensemble de tous t 
les (R4)aEI tels que % r (a} se plonge dans (FY, RS)(E, , ce qui entraine 
une contradiction. 

Le m&me argument montre que M n’a pas de modele. 
11 faut remarquer que ces deux theories sont differentes si I = dom p 

est infini et p(i) = n, pour tout i E I. En effet, on a deja montre dans ce 
cas l’existence d’un bortlien invariant maigre de mesure 1. Le resultat 
suit alors du fait que tout borelien invariant dans E(p) est un ensemble 
definissable, comme le thCor&me d’interpolation de Lopez-Escobar pour 
Lul, montre (voir [5]). 

Un exemple de theorie complete, consistante et sans modele dans un 
1angage L1, a CtC don& par Ryll-Nardzewski (voir [lo]). Les auteurs 
ignorent cet exemple, encore inedit. 

Soit L, CL le langage finitaire de type p avec CgalitC. Si I = dom p 
est fini, la theorie finitaire T,, = T n L, = M n L, est x0-categorique, 
complete et decidable (elle est m&me complete dans le langage L). Si 
I = dom p est infini, la theorie T,, est complete mais non x0-categorique. 
Aux types d’isomorphismes des modeles denombrables de TO corres- 
pondent les orbites du sous-espace Mod T,, de E(p). Ce sous-espace 
&ant comaigre, il est la &union d’un ensemble non denombrable 
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d’orbites, c.a.d., T,, possede un nombre non-denombrable de types 
d’isomorphismes de modeles denombrables. 

Le deuxieme auteur a employ6 le theoreme de cette section pour 
donner un exemple d’un topos de Grothendieck booleen, ayant 
exactement deux ouverts (c.a.d., deux sous-objets de l’objet terminal), 
mais ne possedant aucun point. 

5. UNE APPLICATION A LA THBORIE AXIOMATIQUE DES ENSEMBLES 

Soit ZF la theorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel sans l’axiome 
du choix; DC le principe des choix dependants, i.e., si X est un ensemble 
non-vide et R une relation binaire sur X telle que (Vx E X)($ E X) xRy, 
alors il existe une fonction h: N +- X qui satisfait la condition 
h(n) Rh(n + l), pour tout n E N. 

On denote par LM la proposition “tout ensemble de reels est 
mesurable au sens de Lebesgue” et par M la proposition “il existe un 
ensemble X et une mesure o-additive, non-triviale, B deux valeurs, 
definie sur tous les sous-ensembles de X”. 

THEOR~ME [7]. ZF + DC t- LM + M. 

Preuve. 11 est bien connu (voir e.g. [3]) que la mesure de Lebesgue sur 
l’intervalle [0, l] peut s’obtenir a partir de la mesure produit sur 2N 
induite par ~(01 = $ = p(l), et vice-versa. 

(On remarquera que ces constructions de mesure ainsi que leurs 
proprietes emploient DC). En identifiant (2”)” avec 2”, tous sous- 
ensemble de (2”)” est mesurable, pour-vu que tout ensemble de reels 
soit mesurable au sens de Lebesgue. En particulier tout sous-ensemble 
invariant a done une mesure produit 0 ou 1, selon le theoreme de la 
page 18. L’espace des orbites 0 est l’ensemble chercht, avec la mesure 
a-additive induite par la mesure produit d’une facon Cvidente. 

On remarquera les propriMs suivantes de 0: 

(1) 0 est un quotient de 2N. 

(2) 2” se plonge dans 0. 

(3) 0 ne peut se plonger dans 2N (autrement, le theoreme de 
Cantor-Bernstein montrerait que 2N est mesurable, ce qui est 
absurde [2]). 

(4) 0 ne peut 6tre totalement ordonne (voir [7]). 
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