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SOMM*IRE. - -  Le probldme des tgldcommunications peut se poser de la /ar suivante : on a al~aire ~t un ensemble de 
causes possibles (par exemple signaux dmis) et ~ un certain nombre d'observations /aites (par exemple signaux 
refus). II s'agit, une de ees observations grant acquise, d'en dgterminer la cause la plus probable. 

La , probabilit~ des causes , ddpend non seulement de l'action aldatoire de la vole de communication ou de 
l'instrument de mesure, mais encore de la probabilitd a pr ior i  de la cause. 

On applique le thgordme de B~Y~s au calcul de l'ambigu~tg I t r ( x  ) de SHAnnON, et ~t celui de l'adaptation 
d'une source h une (( vole avec bruit )~. 

1.  I N T R O D U C T I O N  

Depuis quelques ann6es, on a fait de r6els progr~s 
dans l ' interpr6tation de l 'op6ration - -  mentale ou 
mat6rielle - -  qui permet de passer, par voie d' inj~-  
fence, d 'un signal re~u au signal effectivement 
transmis correspondant. 

Notamment ,  dans la technique du radar, 
MM. P. M. WOODW~D [1] et D. M,nnL~TON [21 
ont montr6 la vraie position du probl6me : 6rant 
donn6 un aspect ~lu (~ scope A ~), quelle est la proba- 
bilit6 pour que, dans tel intervalle de distance, il y 
ait un 6cho ? 

Nous allons essayer d'appliquer cc moyen d'inves- 
tigation au domaine des signaux discrets de t616com- 
munications, tel que Sm~r~NON l'6tudie dans son 
m6moire fondamcntal  [3] dont on est encore loin 
d'avoir tir6 routes les cons6quences. 

Les lois de la physique permettent ,  connaissant le 
symbole appliqu6 ~ l'entr6e et les conditions de 
bruit de la ligne, de calculer les probabilit6s respec- 
fives des symboles re~us. Mais le vrai probleme des 
t616communications est tout  autre, ainsi que les 
auteurs pr6cit6s l 'ont montr6. La r6alit6 sur laquelle 
on travaille, c'est l 'observat ion (le signal regu, en 
t616communications). Le travail  de l 'observateur 
consistera tt at tr ibuer h chacun des symboles 6mis 
une probabilit6 : le syst6me sera bon si l 'un des 
symboles possibles h l'6mission se volt attribuer une 
probabilit6 net tement  sup6rieure h qelles des autres, 
parfait  si cette probabilit6 a posteriori  est 6gal h ~. 

Nous n6gligerons, bien entendu, les erreurs syst6- 
matiques. Si "h l 'observation Obk correspond une 
distribution de probabilit6s a posteriori  avantageant  
net tement  l '6v6nement Ej nous appellerons cctte` 
observation Obj, et nous en serons quittes, si le 
tableau des correspondances est d6jh convenu 
l 'extr6mit6 r6ceptrice, h publier un code de correc- 
tions bi-univoque et exempt de tout  caract6re 
al6atoire. 

C'est lh, au fond, une limitation de la th6orie de 
l ' information : nous sommes capables, devant  un 

texte imprim6 ..... un article de journal par exemple 
- -  de calculer la (c quantit6 d ' information , que 
comporte le tirage au sort des symboles qui auraient 
pu le composer. Cela, r6p6tons-le, ne n6cessite qu'une 
connaissance pr6alable de la liste des roots possibles 
avec leurs probabilit6s a priori .  Mais notre th6orie 
ue nous rend pas capables de discerner si l 'article 
du journal est tout  h fair conforme h la v6rit6 ! 

Le th6or6me central de la th6orie des probabilit6s 
des causes est celui de BAYES. Bien qu'il s'agisse 
d 'un th6or6me classique, nous allons en reprendrc 
ici la d6monstration, qui 6clairera les d6finitions 
des diverses probabilit6s raises en jeu. 

2.  L E  THI~.ORI~.ME D E  B A Y E S  

2.1. Le cas discret. 

Soit une s6rie d'6v6nements E~ dont  les proba- 
bilit6s P(E~) sont connues a pr ior i  et consti tuent 
ainsi une donn6e du probl~me. Ces 6v6nements, darts 
le probl6me qui nous occupe, ne sont pas directe- 
merit observables mais peuvent conduire h u n  
certain nombre d'observations Obk sans qu'il y ait 
entre les 6v6nements E~ et Ob~ de relations stric- 
tement bi-univoques. On est ainsi amen6 h d6finir : 

P(Ob~IE~), la probabilit6 pour que, E~ 6tant, Obk 
soit celle des observations possibles qui a 6t6 r6elle- 
ment effectu6e, et 

P(E~IOL~), la probabilit6 pour que Obk ayan t  6t6 
constat6e, la cause en soit Er C'est 1~ le probl~me 
bien connu : (( Mon adversaire au jeu de l'6cart6 tire 
dix fois de suite un roi. Quelle est la probabilit6 
pour que cc soit uu tricheur ? )) 

Le th6or6me de BAYES 6tablit uric relation entre. 
P(E~), P(Obk[E~) ct P(E.zIObk). On l'obt'ient t',n 
calculant de d e u x  fa~ons diff6rentes la probabilit6 
II~k pour que l 'on ait h la /o i s  E~ et Obk. 

1 ~ II~k est 6gale au produit de P(,E~[Ob~) par la 
probabilit6 globale de Obk. Ob~ peut, nous le savons, 
~tre r6alis6e en par tant  de t o u s l e s  6v6nements Ei 
et sa probabilit6 e s t :  

P(Obl~ ) = ~ P(Ej) P(ObklE~). 

[ ] Pour t o u t  renvoi entre crochets, se reporter  h la bibliographic in fitw. 
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1"[~-= P(EiIOb~) ~ P(E~) P(Ob~IE~) 

II~ = P(E~). P(Ob~!E~). 
D'ofl le th6or~me : 

P(E~) P(Ob~tEi) 
(1) P(E~lOb,) = ~. 

P(E~) P(ObklE~) 

Dans la formule (1) les deux cat6gories de quan- 
tit6s figurant au second membre sont connues: 
celles du premier membre sont les inconnues qu'on 
a ainsi r6ussi h calculer. On peut d'ailleurs remar- 
quer que la formule (1) ne pcrmet gu~re de r6soudre 
ie probl~me du tricheur, car elle suppose connues les 
probabilit6s a priori P(F~). I1 faudrait ainsi 
connaltre, avant de commencer h ]ouer, combien de 
chances on a de se trouver en pr6sence d'un tricheur. 

Dans les applications techniques que nous allons 
envisager, nous aurons toujours h faire une hypo- 
th~se, parfois arbitraire, sur les probabilit6s a priori 
des causes possibles E~ Nous chercherons cepen- 
dant h voir comment varie le r6sultat en [onction 
de P(Ed. 

2.2. Lc cas continu.  

Soit X la variable al6atoire et Y l'observation. 
Soient : 
P(x)dx" la probobilit6 (a priori) pour que la variable 

al6atoire X soit entre x at x + dx, 
Px(y)dy la probabilit6 pour que X Oant donn6 et 

6gal h x, Y soit compris ~mtre y e t  y + dy, 
Q~(x)dx la probabilit6 des causes cherch6es: Y 

&ant donn6 et 6gal fi y, quelle est la 
probabilit6 pour quc X soit entre x et 
x + d x ?  

P(y)dy la probabilit6 que Y soit entre y e t  y + dy 
(en tenant compte de toutes ies possibilit6s 
de X). 

Utilisant la mgme m&hode que ci-dessus, nous 
exprimons de deux facons la probabilit6 pour que, 
la fois 

x < X < x + d x ,  
y <  Y < y + d y .  

Nous obtenons : 
P(y) d u Q, (x) dx == P(x) dx Pz (y) d u. 

Or 

v(y) du =Iv(z) dz P. (u) du 

(prise dans tout le domaine de variation de x). 
D'ofi la nouvelle formu]e de BAY~.s. 

P(~) P, (y) 
(2) Q,(x) = f  p(x) P~ (y) d(v' 

3. LES CAS DE S I M P L I F I C A T I O N  

On est, a priori, tent6 de cenfondre P(EiIOb~ ) et 
P(Ob~IE~). En g6n6ral, ce n'est pas permis, mais il y 
a des cas particuliers tr~s importants off cette identi- 
fication devient licite. 
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3.1. Cas discret. 

Examlnons d'abord les relations globales 
auxquelles satlsfont les probabilit& mises en jeu. 

On a d'abord : 

(3) ~ P(E~) = I. 

Puis, l'~quatlon 

(4) ~ P(ObkIE~) = 1 

indique que la cause E~ donne forc6ment lieu h l'une 
des observations O ~  (ces observations sont exclu- 
sives l'une de l'autre). 

Inversement, il n'est pas obligatoire que l'obser- 
vation Oik ait pour cause l'un des 6v6nements F~ 
qui s'excluent. Cependant il sera int6ressant 
d'6tudier un cas assez fr6quent off nous aurons 
affaire h c e  que nous appellerons un groupe causal. 

Un nombre fini de  causes Ft est associ6 h u n  
hombre fini d'observations O[~, de tellc sortc que 

(5) ~ P(ObkIU, ) = i. 

3.1.1. Les deux cotldlttotts de rdversibtltt6. 
L'6quation (l) montre que, si (5) est vraie, et 

si de plus les probabilitds P(E~) sont dgales, 

(6) P(E,) = P(Ej) . . . . .  JIM 
(M &ant le nombrc total des E~), 

on obtient la loi de r6versibilit6 : 

(7) P(ObklEj) =~ P(E~iObk). 

I1 faut bien remarquer que l'6quation (5) est une 
hypoth&e suppl6mentaire, et ne provient pas du 
th6or~me des probabilit6s compl6mentaires. Ce n'est 
qu'a posteriori que l'application de l'6quation (7) 
permettrait d'6crire : 

~ P(E~lOb~) = 1, 

qui, intuitivement, signifie que l'une des causes de 
O]ck se situe obligatoirement parmi les E~. 

Il y a un autre cas off cette r6versibilit6 existe, 
quelles que soient les P(E~). C'est celui off h chaque 
Ei ne correspond qu'une seule observation possible, 
que nous notons Obj. Dans l',6quation (1), en effet, 
toutes ]es probabilit6s P(O]2~IF4 ) sont nulles, sauf 
P(OI~,IE, ) qui est 6gale h t. On a alors : 

(8) P(E,IOb~) = P(Obk]E,) = ~ .  

Nous avons ainsi d6fini les cas off la r6versibilit6 
est 16gitime. On la volt parfois invoquer dans les 
textes sans qu'elle soit accompagn6e des justifi- 
cations n6cessaires. 

Lorsque la r6versibilit6 n'a pas lieu, on constate 
une sorted '  (( attraction )) vers les valeurs les plus 
probables des P(Er Prenons par exemple la lecture 
du voltage du secteur 110 V. Mgme si, par suite 
d'une accumulation presque impossible d'erreurs, 
on llt 80 V sur le voltm&re, c'est tout de mgme une 
tension voisine de t10 V qui zeta la cause ta plus 
probable au sens de Bxyrs.  

i 6 - -  
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3.1.2o Bxerap le s  d'nppHcntion des  r6sul tn t s  
c i=dessus .  

On peut  citer un cas id6al dans lequel les deux 
hypotheses (6) et (7) ci-dessus sont v@ifi6es. 

Reprenons l 'exemple de codage, donn6 par 
SHANNON [3], d 'un  c< langage )) compos6 de 4 symboles 
A, B, C, D de probabilit6s in 'gales,  et cod6 en binaire 
de telle sorte que les nouveaux symboles 0 et t soient 
6quiprobables. 

Supposons que ces nouveaux svmboles soient 
transmis sur une ligne off l 'on ne peut  discerner que 
deux niveaux : 

0 sera le niveau d 'un  signe indiscernable du bruit,  
t sera le premier niveau discernable du bruit. 
On a bien affaire h u n  groupe causal, car un 0 ou 

un 1 requs ne peuvent  avoir d 'autres causes qu 'un 0 
ou un I transmis. 

La prat ique ordinaire du t616type domw un 
exemple qui s'6carte d6jh du module simplifi6 ci- 
dessus. A chaque symbole 6mis correspond bien l 'un 
des symboles requs, et r6ciproq,ement ,  mais ici les 
P(E~) nc sont plus 6gales. 
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3.2.  Le cas c o n t i n u .  

Le-sch6ma du cas continu scra le suivanl : 
Une grandeur h mesurer X peut  avoir toutcs les 

valeurs comprises entre 0 et ]. Pour  chacmle de cos 
valeurs, la quanti t6 observ6e Y a une loi de r6par- 
tition : 

(9) P| dy = probabilit6 pour que, 
X 6rant donn6 et 6gal a x, Y soit entre ye t  y + dy. 

OH a e n  g6n6ral 

(10) f Px(Y) dy = t. 

Nous allons supposer maintenant ,  comme pr6c6- 
demment ,  que la r6part i t ion des x est 6quiprobab]e : 

p ( x )  = 1 .  

L'6quat ion 2 devient : 

P~(Y) 
Qu(x" - f p~(y) dx 

L'int6grale du d6nominateur ne pourra 6tre prise 
6gale h t que si on en fait express6ment l 'hypothbsc. 
Lh encore, il y a par d6tinition, un ,< g~oupe causal )). 
On en d6duit la loi de r6eiprocit6. 

(U) Q~(~) = P~(y). 

L '6qual iou (IA) est v6rifi6e en particulicr si P~(g) 
garde la m;mm valeur si on remplace x par y. Prcnons 
par exemple ]e cas oh la vole introduit  une erreur 'h 
r6part i t ion gaussienne : 

P,(y) = ( J l ~  V 2 - ~ = ) e - ~ - - ~ , : / ' - ' ~ "  - Q~(x) ; 

c'est ]h le type  d 'un  <( genre causal )~. 

3.2.1.  E x e m p l e  de cas  contintt .  

x est un voltage ~ h mesurer, suppos6 ici constant,  
y est la d6viation du voltmOre.  
C'est seulement siv a une r6partitioil 6quiprobable 

que l 'on peut  intervert i r  la probabilit6 directe, 
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donn6e par l 'application des lois de la physique, et la 
probabilit6 des causes. 

En partieulier, si, comme dans l ' a r t ide  de 
l 'auteur  [41, le voltage inconnu a une autre loi de 
r6partition, elle-m~me gaussienne dans le cas trait6, 
la valeur du voltage r h d6duire d 'une lecture y est 
diff6rente de celle qu 'on aurait  inf6r6e darts le cas 
d 'une r6parti t ion 6quiprobable des x. 

4. A P P L I C A T I O N  
A U  C A L C U L  D E  L A  C A P A C I T ~  D ' U N E  V O I E  

S E L O N  S H A N N O N  ( C A S  D I S C B E T )  

Si (voir [3]) l 'ambiguit6 H~(y) se calcule directe- 
merit en fonction des probabilit6s P(Ob~]E~), en 
fait, on utilise surtout  l 'ambiguit6 H~(x) construite,  
elle, h part ir  des probabilit6s des causes P(E~[Obk). 
En effet, c'est cette derni~re qu'il faut  retrancher  
de H(x), l 'autre donn6e du probl~me, pour avoir la 
capaeit6 d 'une vole avec bruit. 

l)ans son m6moire [3], C. E. SHANNON d6finit 
conm,c capacit6 r le luaxilllUln de t l ( x ) -  H~,(x) 
pour toutes les r6partitiuns en probabilit6s des E~ 
c5t6 x )~. On sait bien que H(x) est maxinmm pour 
une r6parti t ion 6quiprobable reals, jusqu'ici, 
SIIANNON II'H pas indiqu6 , 'omment Hv(x) varie cn 
fonction des probabilit6s P(Ed.  C'est ce que nous 
allons chercher h calculer maintenant .  

4.1. Cas de deux symboles (voir fig. 1). 

Pour  commencer, nous allons examiner le cas de 
deux 6v6nements E1 et E2 pouvant  chacun produire 

X 

~ �9 a __ �9 Ob 1 

/+ no 

E~ �9 - -  �9 Ob 2 

Fro.  1. - -  T a b l e a u  des  p robab i l i t 6 s  r e l a l i v c s  h d e u x  6v6ne-  
merits eL a dmlx observations. 

t'une de deux observations Obl et Obj. Les donn6es 
du problSme sont : 

a := e(Ob11E1) = P(ObdE2) 
(12) l - - a  = P(ObdE1) P(ObdE2). 

4.1.1.  Galcul des  probabiHt6s  des  t;auses.  

Nous devons d 'abord d6terminer les probabilit6s 
des causes : 

x = P(E,IOb d, 
y = P(E2IOb~), 
z = P(EdOb~), 

t =  P(El[Ob2). 
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Le param~tre variable est q : 

t q = P(E,), (13) I --  q=  P(E,). 

Co~nme nous supposons tout  de suite qu'il s 'agit 
d 'un groupe causal, conforme au sch6ma de la figure 2, 
nous tirons de (1) les ~quations (14) et (15) : 

qa 
(14) x =  

qa + (1 - -  q) (1 -- a)" 
(14') P(Ob,) = qa+ ( i - -q)  ( l - - a ) ,  

( l  - q) q 
(i 5) y = (1-- q)a + q ( t -  a)' 

05 ' )  P (Ob, )  = q ( l - -  ~) + (1 - -  q)~, 

(16) z = l - - x ,  

(17) t = t - - y .  

Nos inconnues x, y, z, t d6pendent : 
des ]ols de la physique : probabilit6 a de voir 

la cause Ex produire l 'observation Obx, 
de la r6partition en probabilit6 a priori des 

causes E~ et E~, cette r~partition 6taut souvent 
subjective. 

t2 = I 

L - ,~  

q : 0 a 

Fro. 2.--Variation de x =  P(EtlObl) en [onction de 
a =~ P(ObalEl} pour diverses valeurs de q ~ p(E1). 

La figure 2 donne x en fonction de a pour les 
diverses valeurs de q. 

Les courbes h q constant  sent des hyperboles 
6quilat~res passant par O et par B ( a =  1, x =  1). 
Elles ne d6g6n6rent en la droite OB que pour la 
vMeur remarquable q -= ~ 12. 

On a alors, mais alors seulement : 

x = y = a ,  
z =  t = l - - a ,  

P(Ob,) = P(Ob,) = t/2. 

4.1.2. ~aicul do I'ambigu~t6 solon Shannon. 

L'ambiguit6 Hw(x) sert, en d6finitive h mesurer, 
statistiquement, le nombre des suites compos6es des 
symboles 6mis qui restent discernables malgr6 le 
bruit dent  la vole est le si~ge. Si N e s t  le nombre des 
tirages au sort, on a 

J .  L O E B  [ A N N A L E S  DI~$ T~L~COMMXYNICAT|ONS 

suites discernables parmi les 2 zcu(~} suites possibles 
& l'6mission. 

Pour calculer H~(x), refaisons avec SHANNON lc 
raisonnement clans le cas de deux symboles. Prenons 
d 'abord une suite revue qui ne comporte que des 
observations Obl. 

Le nombre des suites du c0t6 6mission qui lui 
correspondent est 

')~N[P{IgtIObt)I~ + P(Et~ObDIogP(E'IObDI ; 

cette expression doit gtre construite au moyen des 
probabilitds des causes. Le reste du calcul se pour- 
suivra de la mani~re indiqu6e par SHANNON. On 
pourrait,  i les t  vrai, construire H~(y) avec les proba- 
bilit6s directes, mais cela ne ferait que d6placer le 
probl6me, car il faudrait  alors introduire H(y) qui se 
construit au moyen des P(E~) et des P(Ob~lEt ). 

Reprenons, en le ramenant  au cas de 2 symboles, 
l 'exemple du w 15, p. 415, [3] oh les quantit6s p e t  q 
correspondent, suivant nos  notations, i~ a et t - - a ,  
et off P et Q doivent gtre remplac6es par q et l ~ q 
(ici, il y e n  a une de moins). SHANNON a suppos6 
implicitement que los probabilit6s de transit ion du 
groupe des causes Et i~ celui des observations Obk 
pouvaient gtre renvers6es. 

Nous venom de voir que ce n'est vrai que dans la 
mesure off q = t12 (6quiprobabilit6 a priori des 
c a u s e s ) .  

Or il y a des probl~mes - -  et celui, capital, de  
l 'adaptat ion en est un - -  off on doit calculer los 
variations des entropies avec q. La r6versibilit6, 
admise implicitement par SHANNON, ne nous paralt  
pas devoir gtre conserv6e dans los calculs qui vent  
suivre. 

En introduisant ainsi los probabilit6s des causes, 
on obtient pour H~(x) l 'expression : 

(18) H,,(x) = --{ P(Obx) [xlogx + (1 --x) log (1 --x)] 

+ P(Ob,) [ylog y + (1--y) log (1--y)] I" 

Pour q = 1/2, on trouve : 

Hu(x) = --  [a log a + (t --  a) log (1 --  a], 

ee moment  H ( x ) =  1. 
La capacit6 de la vole est, par unit6 de bande 

passante : 

(19) C = H(x) - -  H,(x). 

Nous v6rifions imm6diatement que si, h sou tour, 
a = 1/2, ce qui donne h Hy(x) la valeur maximum 
6gale h t ,  la capacit6 (q = 112) de la voie devient 
nulle. 

I1 s'agit maintenant  de r6soudre le probl6me 
suivant : 

La quantit6 a 6tant donn6e, comment va varier C 
avec q ? 

Nous savons que, en l'absence de bruit, ia eapacit6 
passe par un maximum pour q = 112. 

Est-ce encore vrai pour la quantit6 C de l'6qua- 
t ion (19) ? 

Cherchons h tracer, pour une valour donn6e de a, 
la courbe des variations de Hy(x) en fonction de q. 

M 1 8 - -  
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Nous pourrons d'ailleurs, sans restreindre la g6n6ra- 
lit6, supposer a > 112. Cette courbe est sym6trique 
par rapport h l 'axe q = t l2 .  Pour q = 0, on , 

x = 0 ,  y = ~ ,  z = t ,  t = 0 ,  
P(Ob~) = :! -- a, P(Ob~) = a, 

d'ofi 
H,(~) ~ O. 

Comme la courbe est sym6trique par rapport h 
l 'axe q = 112 , et comme il n 'y  a pas de point angu- 
leux pour cette valeur, Hv(x) passe par une valeur 
stationnaire en M (fig. 3). 

t~--a) log t,-.cOj / .  tHz) 

o q ~[~ 

Fro.  3 . -  V a r i a t i o n  de H(x)  e t  de H~(x) en  fonc t ion  de 
q = p(Ex) p o u r  une  v a l e u r  de a = P ( O b l l E ~ ) .  

La courbe marqu6e H~(x) sur la figure 3 a 
d'ailleurs 6t6 trac6e arbitrairement. 

Nous n'avons pas d6montr6, en effet, que C passe 
effectivement par un maximum pour q = 1/2. Tout 
ce que nous savons au point actuel de l'6tude, 
c'est que : 

i ~ La courbe H~(x) ne passe pas au-dessus de la  
courbe H(x). En effet la muhiplicit6 des suites 
appar tenant  au domaine des signaux 6mis et causes 
possibles des suites revues, ne saurait en aucun cas 
d6border la multiplicit6 de routes les suites de ce 
domaine. 

2 ~ Les diverses courbes Hv(x) correspondant aux 
valeurs croissantes de a se placent l 'une au-dessus 
de l 'autre, car l'ambigu~t6 ne peut qu 'augmenter  
lorsque a approche de 1/2. 

3 ~ H~(x) est une fonction croissante de q c~ pour 
0 < q < 112 ~, car l 'ambiguit6 ne peut que croltre 
lorsque, /t l ' incertitude sur l'effet de la vole (proba- 
bilit6a, se joint l ' incertitude sur les E~ (probabilit6q). 

Si l 'afflrmation jusqu'ici intuitive (( C passe par 
, n  maximum effectif lorsque q = 1/2 ,) regoit un 
jour une confirmation math6matiquement  6tablie, 
on pourra donner une r6ponse complete h la question 
suivante : 

Dansle w 13 de [3], on d6finit la capacit6 C comme 
6taut (( le maximum de l'expression H(x) - -  H~(x), 
pour routes les sources qui pourraient gtre appli- 
qu6es h l'entr6e de la vole )~. 

Quelle est effectivement la r6partition en proba- 
bilit6s qui rend C maximum ? 

Jusqu'ici nous pouvons juste dire que pour la 
r6partition 6quiprobable, C est stationnaire. 

Mais rien de ce que nous savons de racoon certaine 
n'empgche l'existence de courbes telles que la courbe 
en pointill6 de la figure 3, selon lesquelles C O ne 
serait pas la valeur maximum de H(x) - -  H~(x). 

5/5 

(20) 

a v e c  

4.2.  Cas gfin6ral. 

Un mgme raisonnement donne p o u r -  Hv(x) la 
VI[]('|ll' 

-- H~,(x) = ~ P(Ob 3 ~ P(EklOb~) log P(EklOb,), 

P(Ob~) = ~ P(ObtlE~) P(~) ,  

P(E~lOb~) = P(Ek) P(Ob~lEk) 
P(Ob~) 

Donc 
P(E~) P(Ob~lE~) 

--  H~)(x = ~ P(E~) P(Ob~lEk) log 
PtOb~) 

Cette expression est invariante devant  le groupe 
des permutations entre les E~. Cherchons Ies valeurs 
des P(Ek) qui rendcnt s t a t i o n n a i r e -  H~(x). Ces 
P(Ek) sont  soumise h la liaison : 

P(Ek) = 1 

La m6thode classique du caloul des variations 
indique les valeurs de P(Ek) v6rifiant la condition 
de s ta t ionnari t6:  ce sont celles pour lesquelles 

(21) 3H,(x) _ 3H~,(x) _ = 3H,(x) . 
5 P(E,) 5 P(E,) . . . . .  5 P(EM) 

Un (( point )) dans l'expace "h M dimensions des 
P(E~) satisfaisant h (20) est justement  celui off une 
(( surface )) Hy(x)~  C te vient h ~tre tangente h 
l 'byperplan ZP(E~)=  l ,  car (21) exprime que la 
(( normale )) h la (( surface )~ a, comme la (( droite r D 
d'6quation P(E~)=  P(E2) . . . .  = P(EM), tous ses 
eosinus directeurs 6gaux. 

Comme H~(x) ne change pas par la permutat ion 
des P(E~), ce point est forc6mcnt sur la (( d r o i t e ,  D. 

Cette valeur stationnaire est-elle un vrai maxi- 
mum ? Est-clle la seule ? 

Des recherches effeetu6es dans ce sens permet- 
traient de consolider le travail  fondamental  [3] de 
SHANNOn, en confirmant (ou en infirmant) l 'opinion 
intuitive selon laquelle la r6partltion 6quiprobable, 
qui donne un maximum pour H(x) donne aussi un 
maximum pour t I (x ) - -H, (x ) .  

Manuscrit rer le 8 octobre 1953. 

B IBLIOGRAPHIE 

[1 i WOODWXRD (P. M.). Information theory and the 
design of radar receivers. (Utilit6 de la th6orie 
de l'information pour l'6tablissement des plans de 
r6cepteurs de radar.) Proc. Inst. Badio Engrs, 
U. S. A. (d6c. 1951), 59, n ~ 12, pp. i521-1524. 

[2] MmDLETON (D.). Statistical criteria for the detec- 
tion of pulsed carriers in  noise. (Crit%res statis- 
tiques pour la dftection de courants porteurs 
impulsionnels dans le bruit.) J. appl Phys., 
U. S. A. (avril i953), 24, n o 4, pp. 371-378. 

[3] SHANNON (C. E.) .  A mathematical theory of commu- 
nication. (Une th6orie math6matique des t616com- 
munications.) Bell Syst. techn. J., U. S. A. (juil. 
1948), 27, n ~ 3, pp. 379-423. 

[4] I~OEB (J. M.). Une th6orie (( informationnelle ~) de la 
mesure et de la t616mesure. Ann. T~lgcommunic., 
Ft. (avril t951), 6, n ~ 4, pp. 90-92. 

- -  1 9 - -  


