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INTRODUCTION 

Ce recueil d’exercices corrigés complète le livre Probabzlzté de Ph. Barbe et 
M. Ledoux édité dans la même collection. I1 regroupe l’ensemble des énoncés des 
chapitres I à VI11 (excepté l’un d’eux du chapitre VIII) ; les références au cours 
sont notées en caractères gras et gardent la même numérotation. 

Je remercie très sincèrement Philippe Barbe et Michel Ledoux de l’accueil qu’ils 
ont fait à ce projet de rédaction. 

,T’espère que cet ouvrage constituera une aide efficace et agréable aux étudiants, 
en leur rappelant que la recherche active de solutions d’exercices est indispensable 
ii l’assimilation de notions nouvelles et qu’elle apporte souvent plus que la solution 
elle-même. 

Je remercie les éditions EDP Sciences et D. Guin, directeur de la collection, d’avoir 
accepté et accompagné la publication de cet ouvrage. 
Merci eiifiri à Patrice Lassère pour SOKI aide et se5 encouragements. 
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Hervé Carrieil 





I 

THÉORIE DE LA MESURE 

Énoncés 

1.1 Soit E une partie (fixée) d’un ensemble R, et soit 

& = ( A € P ( R ) :  A C E }  

Déterminer l’algèbre de Boole engendrée par 1. 

1.2 Si Al et A2 sont des tribus sur R? on pose 

Démontrer que a ( J )  = a(A1 U Az) = o(U).  

1.3 Soit (R = R1 x R2,A = A1 @ A2) un espace mesuré produit. Si A E A, 
montrer que pour tout w1 E 01, la section A,, = { w2 E 0 2  : (w1, w2) E A } est 
mesurable. 

1.4 Soit (fn)ntN une suite de fonctions mesurables de (0,A) dans un espace 
métrique ( E , d )  muni de sa tribu borélienne. On suppose que f n  converge ponc- 
tuellement vers f (i.e. pour tout w E R ,  limn-ocjfTL(w) = f ( w ) ) .  Montrer que f 
est mesurable. 

Indlctrttorr : pour fout  o u i l (  r t  I r  dr E ( f I’ E W torricdr:r( I U, = { I’ E U : ( / ( I .  I-; \ 
I T )  > il1 1. 1 7 c 7 / f i p r  f - l ( r ; )  = u, 1 1 1  nli>ll, j,;~(v,). 



CHAPITRE I. THI~ORIE DE LA AIESURE 

1.5 Si x = (21,. . . ,xn) E IRn,  on note +(x) le vecteur x ordonné par ordre 
croissant, i.e. dans le cas où tous les x2 sont distincts, on a +(x) = (XI,,, . . . , xn,,), 
où XI,, = min1121n x, et 

x,,,=min({x, : i < z < n } \ { x J , ,  : i < j < z - 1 } ) ,  2 5 i ~ n .  

Montrer que + est mesurable. 

Indiccit~oii 
tout 1 5 2 5 71 mi c o n s i d i r a n t  I C  3 c.nsrrrili7e~ { I I ,, 5 ( I  } .  ( I  E R. 

o r 1  poirrrci conirrifr1(cr par r r r m t r c i  q i i c  I t-) r ,) c s t  rnr~surab l t~  pour 

1.6 
Sur IR on définit la relation d’équivalence z N y si 2 - y E Q. En utilisant 
l’axiome du choix (si A est une fonction sur un ensemble I telle que A(x )  # 0 
pour tout x de I ,  il existe une fonction f telle que f ( x )  E A(x )  pour tout x E I ) ,  
construire un ensemble A C [ O ,  1 [ qui contient exactement un point de chaque 
classe d’équivalence. Supposons A mesurable, et soit a = X(A) sa mesure de 
Lebesgue. Montrer que si T , S  E Q et T # s ,  alors ( A  + s) ri ( A  + r )  = 0, où 
A + x = { y  + x : y E A } ,  et que X(A + s) = X(A). Remarquer que 

Un exemple d’ensemble non mesurable. 

1 = X( [0 ,1 ] )  I X(  u ( A + T ) )  I X ( [ - 1 , 2 ] )  = 3 .  

En utilisant la 0-additivité de A, montrer que cette inégalité conduit d’une part 
à a = O, d’autre part à a > O. Conclure. 

ram]  -1,1[ 

1.7 Théorème d’Egorov. 
Soit (Q, A, p)  un espace mesuré tel que p(R) < 00 ; on considère des applications 
f ,  f,, n E N, de R dans IR, telles que f, + f p-p.p., c’est-à-dire, telles que 

P ( { W  : f n ( 4  7 4  f ( 4  >) = 0 .  

a) Pour n E N et E > O,  soit G,,, = { w  E R : I fn(w) - f ( w ) l  2 E }  et 
E,,, = Urn>, Gm,E. Démontrer que pour tout E > O, 

et en déduire que limn+m p(E,,+) = O. 

11) Déduire de la question précédente que pour tous ~ , b  > O, il existe no E N 
et BE,6 E A tels que p(B,,b) < 6 et pour tout w E R \ BE,6 et tout n 2 no, 
I f n W  - f ( 4  5 E .  
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c) Soit a > O ; pour tout entier p 2 1, on pose E, = l/p, 6, = a / 2 p ,  A, = BEp,b, 
et A = Up>i A,. Démontrer que p ( A )  5 a et que f n  + f uniformément sur 
O\A. 

1.8 Soit (0, A, p)  un espace mesuré. Une partie N C R est dite pu-négligeable si 
elle est contenue dans un ensemble mesurable A tel que p ( A )  = O. La tribu B est 
dite complète pour p si elle contient’ tous les ensembles négligeables. 
Si N désigne l’ensemble des parties p-négligeables, soit 

,A,= { A u N ;  A E A ,  N E N } .  

Montrer que A, est une tribu, appelée la tribu p-complétée de A. 

1.9 Soient X et Y deux espaces topologiques munis respectivement des tribus 
boréliennes Bx et B y ,  p une mesure sur Bx, et f : X -f Y une fonction continue 
p-p.p., c’est-à-dire telle que l’ensemble N = { z E X : f discontinue en x} soit 
p-négligeable. Démontrer que f est mesurable de ( X ,  Bx) dans (Y, B y )  où ax est 
la tribu complétée de Bx par rapport à p. 

3 



Solutions 

1.1 
toutes les parties de E et toutes les parties de R contenant Ë, c’est-à-dire : 

Notons A l’algèbre de Boole engendrée par &. I1 est clair que A contient 

{ A  E P ( f l ) ,  A c E ou A 2 Ë}. 

Et ce dernier ensemble de parties est une algèbre de Boole. Ainsi 

A = { A  E P(G),  A c E OU A 3 E } .  

Remarque : c’est aussi l’ensemble de toutes les parties A de 0 vérifiant 

A n E = E  OU A n E = 0 .  

1.2 Remarquons que les complémentaires d’ensemble de J, c’est-à-dire les 
ensembles de la forme (Al n A z )  = Al U A2, sont dans U .  Cela implique que 
a ( 3 )  c a(U).  Par le même argument on a l’inclusion réciproque et donc l’éga- 
lité de ces deux tribus. 
De plus, puisque J contient Ai et A2 (car A = A n n ) ,  on a a(A1üAz) C a ( 3 ) .  
Enfin, une tribu étant stable par union, l’inclusion de Ai et A2 dans o(A1UA2) 
montre que a(U)  c a(A1 U A2). Ainsi 

- -  

a ( 3 )  = a(A1 u A2) = a(U) .  

1.3 Soit M l’ensemble 

M = { A  E A, V W ~  E Ai, A,, E A2}. 

I1 est clair que M contient tous les pavés de A1 8 A2. 

Vérifions que M est une tribu. 

~ S2 E M car 0 2  E Az. 

- Pour tout A E M et tout w1 E 01, on a (A),, = (Awl )  E A2. 

- Pour toute suite (An)n  de parties de M et tout w1 E R I ,  on a 

Par définition de la tribu dl @ Az, on en déduit que M = A. O 

4 



1.4 On suppose donc que b’w E Q, f n ( w )  -f f ( w ) .  Par la Proposit ion 1.1.14, 
il suffit de vérifier que, quel que soit l’ouvert U c E ,  f - ’ (U) E A. Or pour 
tout w E R : 

w E f - y U )  f ( w )  E u 
* iimfn(w) E U 

n 

3r E IV*, fn(w) E Ur à partir d’un certain rang rn 

++ E un K ( W .  
r,m n 

Or quels que soient n et r ,  fi1(&) E A, donc j - ’ (U) E A. O 

1.5 Pour tout a E IR, 

où I parcourt l’ensemble des parties à i éléments de l’ensemble { 1,2,  . . . , n}. 
La fonction z H 
t ion 1.1.14). 

est alors mesurable (voir Excrriples 1.1.8 et Proposi- 

Enfin, par la Proposit ion 1.2.1, qi est mesurable. 

1.6 S’il existe z,y E A,  distincts, tels que z + r = y + s ,  alors z et y sont 
dans la même classe d’équivalence, ce qui contredit la définition de A.  D’où 
( A  + r )  n ( A  + s )  = 0. On en déduit que la réunion 

est une réunion de parties disjointes deux à deux. 
D’autre part, la mesure de Lebesgue étant invariante par translation, quel que 
soit T ,  X(A + r )  = X(A) = cy. D’où 

5 



CHAPITRE I.  THGORIE DE 

on a nécessairement 

et la somme dans (1.1) est donc bornée, d’où a = O. 
Enfin, par construction de A,  

d’où 

Ce qui contredit l’assertion û: = O. Donc la partie A n’est pas mesurable. 

I. 7 

a) Notons E l’ensemble mesurable sur lequel la suite d’applications converge 
et soit E strictement positif. Par définition, on a 

MW E E ,  3n E N, MVL 2 n, I fm(W)  - f ( ~ ) l  < E.  

Autrement dit 

Prenant l’évènement contraire, on a 

Remarquons que cet évènement de mesure nulle est décrit comme l’inter- 
section d’une suite décroissante d’évènements, car la suite Gm,e)n 
est décroissante, et la mesure p étant finie, on a (voir Proposition 
1.4.3.(iv)) : 

6 



s O L  11'1 I ON S 

11) Soit 6 > O et no E N vérifiant 

On pose B,,J = E,,,, et donc p(BE,6) I 6. 
D'autre part si w E R \ B,,6 alors, quel que soit n 2 no, w E G,,, et donc 

- 

WAJ E a \  BE,& VT2 2 720, I f n ( 4  - f(4l < E.  

c) L'ensemble mesurable A vérifie : 

Montrons alors que la suite ( f n ) )  converge uniformément sur R \ A. 
Soit E > O et soit po E N vérifiant l / p o  < E.  On a 

w$A===+'dp,  WE&. 

En particulier w E A,, et donc par construction de A,, il existe un no E N 
tel que : 

1 

P 
'dw E R \ A, 'dn L no, If,(w) - f(w)l I - < E .  

Donc la suite ( f , )  converge uniformément vers f sur R \ A. 

1.8 Soit (An),€= une suite de parties de Ap. On pose alors 

A, = A; ü NA, avec A: E A, NA c N: E A et p(Nn)  = O. 

On a 

E d  EN 

où u,NA E N car 

On en déduit que UA, E A,,. 
Concernant le passage au complémentaire, pour A élément de A,, on pose 

A = Al ü Ni avec Al E A, Ni C N2 et p(N2)  = O. 

7 



On a 

I1 est clair que Al E A et d'autre part 

K=ZU(%\K). 
_ _  

Or Ni \ N2 = N2 \ Ni E N car inclus dans N2. On obtient donc 
- 
A = (&nx)  u (&n (K\%)) E A,. -- 

EA EN 

Enfin, il est évident que R E A,, donc A, est une tribu. O 

1.9 
dans Y ,  f - l (W)  est un voisinage de z dans X .  
Pour tout ouvert O de Y ,  on a 

On rappelle que f est continue en z si quel que soit W ,  voisinage de f ( z )  

Si f continue en 2 avec, de plus f ( z )  E O, alors O étant un voisinage de f ( z ) !  
f - ' (O) est un voisinage de z. Donc f - l (O)  fl ( X  \ N )  est un ouvert. 
D'autre part f - l (O)  n N est p-négligeable car inclus dans N .  
Par (I.2), f-l(O) est la réunion d'un ouvert et d'un p-négligeable, donc est 
mesurable. O 

8 



II 

INTÉGRATION 

11.1 Un exemple de fonction Lebesgue intégrable qui n’est pas Riemann inté- 
grable : f(z) = llQn[o,l](II:), II: E [ O ,  11. Montrer que J f d X  = O mais que f n’est 
pas Riemann intégrable sur [ O ,  11. 

11.2 
Examiner le lemme de Fatou sur l’exemple suivant : f 2 n  = n A ,  fzn+1 = 1,. 

Soit (Cl, A , p )  un espace mesuré, et soient A et B deux éléments de A. 

11.3 Soit p une mesure de probabilité sur I = [ O ,  11. On note 

m = JI &+), ‘u = J+ - mI2 dP.(II:), 

a = JI I I : ~  dp(x )  - m2, b = (i - m )  + Sr x(1 - x) d p ( x ) .  

Exprimer 2i et b en fonction de a.  En déduire que a 5 1/4 et que a = 1/4 pour 
line unique mesure p que l’on déterminera. 

7J.4 
positives intégrables. On suppose que 

Soit ( R , A , p )  un espace mesuré, f, fn, n E N, des fonctions mesurables 

En utilisant l’inégalité (f - f n ) +  5 f ,  démontrer que limn+m J(f - fn)+ dp = O. 
En déduire que fn + f dans L1(p). 



CHAPITRE II. INTÉGRATION 

11.5 Soit C,"(IR) l'ensemble des fonctions sur IR, infiniment différentiables, à 
support compact. Montrer que si A est intervalle ouvert, alors n A  est limite simple 
de fonctions dans Cy(IR), majorées par 1. 

Iridirti t iorr or) pour d'nbortl  torr,id(+ I l i i i trri inll f  [ 0 ,  I ]  c t  les  fonctioris 

cxp(-~/n.(i  - J)) 
O 

. si .x' E ] O, 1 [ 

. si 1' # ] O .  1 [. 

En déduire que a(CK(IR)) = B(R) et qu'une mesure p est caractérisée par la 
donnée de J f dp pour toute fonction f E C#(IR). 

11.7 Cet exercice montre que le dual topologique de L"([O,l],B([O,l]),A) = 
Lm n'est pas L1([O,l],B([O,l]),A) = L1. En effet, C [ O , l ]  C LW C (L1)* où * 
désigne le dual. La masse de Dirac So est dans le dual de C[ O,  11 par la dualité 
(do, f )  = J f dd0 = f ( 0 ) .  De plus la norme de 60 E C[O, l]* est 1. Par le théorème 
de Hahn-Banach, montrer que l'on peut prolonger So en une forme linéaire A sur 
Loo, de norme 1. Prouver que A n'est pas dans L1. 

11.8 
de Lebesgiie A sur [ O ,  11. On considère la suite de fonctions 

a,@) = 2 + sin(nt) , 

Soit L1 ([ O, 1 1 ,  A) l'espace des fonctions réelles intégrables pour la mesure 

t E IR, n E N. 

a )  Démontrer que pour toute fonction f de L1([ O, 11, A) ,  on a 

où p = (2,)-l JF(2 + sinu)-ldu. 

10 



11.9 Sur un espace mesuré ( f l ,A ,p ) ,  soient f et g deux fonctions intégrables 
positives ou nulles telles que J f d p  = J g d p  = 1. On définit les mesures (de 
probabilité) P et Q de densités f et g par rapport à p. Si IIP - QI1 désigne la 
distarice en variation totale définie par 

démontrer aue 

11 



CHAPITRE II. IÏVTÉGII imox 

Solut ions 

II. 1 L’ensemble Qn [O, 11 est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle. 
La fonction f est nulle A-presque partout donc son intégrale de Lebesgue est 
nulle. 
En revanche si E désigne l’ensemble des fonctions en escaliers sur [O, 11, on a 

Ce qui prouve que la fonction f n’est Riemann intégrable sur [O, 11. o 

11.2 Pour la suite ( f n )  définie par f2n = n A  et f zn+l  = IB, on a 

Le lemme de Fatou : 

donne donc ici : 
P ( A  n B )  5 inf{ P(A) ,  P ( B ) } .  

11.3 Par des calculs élémentaires, on obtient 

1 
4 

v = a  et b = - - a  

D’autre part JI x(1 - x) dp(x) 2 O car la mesure p est portée par [O, 11. Donc 
b est positif et a 5 i. 
Si p = $(ao + 6,) alors m = 1/2 et on a 

m)2 + J; z(1 - x) d p ( x )  = O. 
1 
2 

b =  ( - -  

Pour prouver l’unicité de p7 il suffit de remarquer que a = 1/4 implique b = O 
et par suite 

m = i / 2  et x(1 - x) dp(x) = O. 

Ainsi, la mesure p est portée par l’ensemble {O,  1 }. D’autre part II z dx = 1/2,  
JI 

donc p(0) = p(i) ,  d’où p = +SI). O 

12 



11.4 On applique ici le théorème de la convergence dominée à la suite 
( f  - f n > +  : 

( f - f n ) +  -O n-tcc et l ( f  - f n ) + l  = ( f  - f n ) +  5 f intégrable 

d'où 

Le même raisonnement vaut aussi pour (f - fn ) -  et donc 

11.5 On pose E = l/n et on définit la suite de fonctions ( f n ) n  par : 

Toute limite simple de fonctions mesurables est mesurable, donc ]O, 1 [ ~  
a(Cg(IR)). On en déduit que tout intervalle ]a, b[ est dans a(Cg(IR)) car : 

Donc a(Cg (IR)) contient tous les intervalles ouverts. De plus tout ouvert est 
réunion dénombrable de ses composantes connexes qui sont des intervalles ou- 
verts donc a(CK(IR)) 3 B(IR). Le caractère minimal de a(C#(IR)) implique que 

Par convergence dominée, on a 
a(Cg(R) = B(IR). O 

La connaissance de f dp pour toute fonction f E Cg(IR) nous donne p ( I )  
pour tout intervalle ouvert et donc pour tout intervalle. On connaît ainsi la 
mesure p sur l'algèbre de Boole des réunions finies d'intervalles : p est alors 
fixée sur la tribu des boréliens. (voir Proposition 1.4.7) 

13 



CHAPITRE II. INTBC:R.L\TION 

11.6 Notons g = 2 et f = 8. On peut écrire : 

Pui < P2 -43 P3. 
9 f  

(11.1) 

Pour tout évènement A, on a 

D’après la Proposition 1.2.7, la fonction g est limite d’une suite croissante 
de fonctions étagées qu’on note ( g n ) n .  Pour n fixé, gn s’écrit Cia,nAi où la 
somme est finie. On a : 

D’autre part, toujours par convergence monotone, on a 

Donc 

Dans le cas où p3 est elle-même absolument continue par rapport à ~ 1 ,  l’as- 
sertion (11.1) devient 

Pui < P2 3c P l .  
s f  

dP2 
dpl (E)-” 

O 

Et le résultat précédent donne f ( t ) . g ( t )  = 1. On a donc bien - = 

14 



SOLTJTIONS 

11.7 La forme linéaire 60 : C[O, 11 + IR, f H f ( 0 )  est continue de norme 1 
et, d’après le théorème Hahn-Banach, elle se prolonge en une forme linéaire 
continue sur L”, que l’on note A. On va montrer par l’absurde qu’il n’existe 
pas de fonction h E L1 telle que 

Vf E L“, A(f)  = J” f ( t ) h ( t )  d t .  
O 

On suppose donc l’existence d’une telle fonction et on considère la suite de 
fonctions ( f n )  définies par 

1 - n t  , O l t < i / n  
, t > i /n .  

Quel que soit n ,  la fonction f n  est continue et donc pour tout n E N, A(fn) = 
f n ( 0 )  = 1. Or la fonction f n  h converge simplement vers O sur ]O, l] et 

V n  E N, Ifnhl 5 Ihl. 

D’où, par convergence dominée, 

n 

ce qui contredit A(f,) = 1. 
On en déduit que A ne peut être identifiée à un élément de L1 et donc que 

L1 c (Lrn)*. 
# 

11.8 

a) Pour f E C1([0, I]), on a 
1 

f ( t ) a n ( t )  d t  = 2 f ( t )  d t  + Ju f ( t )  sin(nt) d t ,  1’ 
et par une intégration par parties, on obtient 

O 

On obtient donc 1’ f ( t )  sin(nt) d t  - 0, 
n-++co 

15 



et finalement : 

Soit maintenant f E L1([O, 11, A) et une suite (fk)k 2 O d’éléments 
de C’([O,l]) vérifiant Ilf - f k l l l  5 (par densité de C1([O,l]) dans 

En remarquant que llunllco 5 3, on écrit : 
L1([0, 11, A>). 

d’où 

Soit E strictement positif. On considère l’inégalité 

et, observant que f k ( t )  d t  __+ J; f ( t )  d t ,  on peut écrire : 
Ic-tcc 

pour IC et n suffisamment grands. On déduit de (11.2) que 

(11.2) 

O 

1 ) )  Étudions au préalable l’intégrale s,” -& d t .  Par le changement de va- 
riable u = nt et utilisant la périodicité de la fonction t H l /un(t) ,  on 
a :  

1 
du = - du 

2 + sinu n o  2 + sinu 

du > O car et, observant que JO 2n 1 1 > O, 

1 n(b-a) 1 du, 

16 



où 1.1 désigne ici la partie entière. Or nO donc 

du. 2.rr 1 
2 + sinu 

Pour f en escalier sur [O, 11, c'est-à-dire constante égale à ai sur ]ai,  aisi  [, 
où uo = O < a1 < . . .  < UNS1 = 1, on a 

du 
n+CO 

i 

du 1' f ( t )  d t .  
27r 

Pour f E L1([O, 11) on utilise la densité des fonctions en escaliers dans 
L1([O, 11) et on procède comme dans la question a). 

c) La première des égalités suivantes vient des propriétés élémentaires de la 
fonction sin : 27r-périodicité, imparité et sin(7r - t )  = sin(t) 

d t  d t  

11.9 Soit A E A vérifiant P(A)  2 Q(A). On a alors : 

- Q ( A ) I  = P(A)  - Q(A)  = J f ( t >  - d t )  dt .  
A 

Observant que J f ( t )  - g ( t )  d t  = O ,  on obtient 

Le cas où P(A)  5 Q(A) se traite évidemment de manière analogue. On a ainsi 
montré que 
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CHAPITRE II. INTEGRATION 

d’où 

IIP - Q I 1  I f 1 If@> - dt>l  dt -  

Pour montrer l’inégalité inverse, on considère les parties mesurables 
- 

E+ = {f 2 g }  et E- = {f < g }  = E+ 

On a 

On en déduit 

d’où l’égalité $ J If(t) - g ( t ) l  d t  = IIP - QI[. 
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III 

MESURE DE PROBABILITÉ 

Énoncés 

111.1 Un tiroir contient n paires de chaussures. On choisit au hasard 27- chaus- 
sures (2r 5 n).  Quelle est la probabilité qu'il n'y ait parmi ces 2r chaussures 
aucune paire complète ? Quelle est la probabilité qu'il y ait exactement k paire(s) 
complète(s) (1 5 k 5 r ) ?  

111.2 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble M muni de la 
tribu de ses parties, telle que P { X  = z} > O pour tout z E M .  Montrer que M 
est fini 011 dénombrable. 

111.3 (Paradoxe de Bertrand). Soit C le cercle de centre O et de rayon 1 dans 
R2. On cherche à déterminer la probabilité pour que la corde AB de ce cercle, 
choisie << au hasard », soit plus grande que le côté du triangle équilatéral inscrit 
dans le cercle. Faire le calcul dans les différents cas suivants : 

a )  On fixe un point I du cercle ; on choisit un point M sur le segment 01 selon 
la probabilité uniforme ; on lui associe la corde AB perpendiculaire à 01 et 
passant par M .  

1)) On fixe A sur le cercle et on choisit B selon la probabilité uniforme sur le 
cercle. 



c) On choisit M dans le disque selon la probabilité uniforme ; AB est alors la 
corde passant par M et perpendiculaire à O M .  

111.4 La plupart des ordinateurs disposent d'un algorithme permettant de simu- 
ler des variables aléatoires uniformes sur [ O ,  11. Supposons donc savoir tirer une 
variable aléatoire de loi 24[0,1~. Utiliser la Proposition 111.2.7 pour simuler une 
variable aléatoire de loi 

a) exponentielle de paramètre 1, 

1) )  de fonction de répartition F ( z )  = 1 - z-" si 2 2 1, et F ( z )  = O si z 5 1 
(loi de Paréto), 

c) de Cauchy de densité 1 / ~ ( 1 +  z2) . 

111.5 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N telle que 

où a > O. Déterminer la valeur de a. Calculer l'espérance et la variance de X en 
remarquant que 

1 3 
4 4 

P { X  = k }  = -P{Y = k }  + -P{T = I C }  

pour tout k ,  où T = 2 + 1 et Y et 2 sont deux variables de loi de Poisson de 
paramètre 2. 

111.6 Soit f2 l'ensemble des n! permutations CT des entiers de 1 à n muni de la 
probabilité uniforme. Soient { C I , .  . . , en}  et {u~,. . . ,un}  des nombres réels. On 
définit S ( a )  = c~u,(I;) .  Posons 

- 

1 - 1  - 

2 -  1 2 -  1 

= C I l k i n  1 u = ; C l < k l n  U k  , 
sc - x C i < k < n ( ~ k  - 'I2 > su - x C l < k < n ( U k  - 'I2 

a) Montrer que l'espérance de S est égale à ncü. 

1,) Calculer la variance de u c ( k ) ,  puis la covariance de u0(q et uc(l) ( I C  # 1 ) .  

Indication : noter que u,(k) = Cllkln uk. 
c) Déterminer la variance de S en fonction de sc et s i .  
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111.7 Soit X une variable aléatoire de loi n / ( O , l ) .  Montrer que 2 = ex est de 
densité f Z ( z )  = (2.ir)-1/2z-1e-('0g2)2/2 si z > O et f Z ( z )  = O si z 5 O. La loi de 
2 s'appelle la loi log-normale. 
Pour a E [- l , l] ,  soit f a (x )  = fZ(x) ( l  + asin(2nlogz)), z > O. Montrer que 
si 2, est de densité f a ,  alors 2, et 2 ont les mêmes moments, et donc que les 
moments ne caractérisent pas une loi de probabilité (comparer avec 111.5.7 et le 
Théorème III. 5.8). 

111.8 On dit qu'un vecteur aléatoire X = (XI , .  . . , Xd) est échangeable si la loi 
de X est invariante par permutation des coordonnées, i.e. pour toute permutation 
7r de { 1 , 2 , .  . . d } ,  X a même loi que (X,,,), . . . , X,,,)). Soit donc X un tel vecteur 
aléatoire, échangeable, de carré intégrable, tel que de plus X1 + . . . + Xd = 1. 
Montrer qu'alors E(X,) = l / d  et 

VarXl 
d - 1  ' C0V(X,,Xj) = -~ i # j .  

111.9 Soit X une variable aléatoire réelle sur (O, A, P )  

i l )  On suppose que X est de carré intégrable. Démontrer qu'il existe un unique 
réel zo tel que la fonction g(z) = E((X - z)') soit minimum en ce point. 
Déterminer zo et g(z0). 

1)) On appelle médiane de X un réel m tel que 

Démontrer qu'un tel réel existe toujours, mais qu'il n'est pas nécessairement 
unique. Prouver que si X est intégrable et m est une médiane de X, 

E ( I X  - ml) = inf{ E ( I X  - al) : a E R } .  
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CHAPITRE III. ~ I E S U R E  DE PROBABILITÉ 

111.10 
et soit X E ]  O, 1 [. Démontrer que 

Soit X une variable aléatoire positive de carré intégrable sur (n, A, P )  

(1 - X ) E ( X )  I E(XqAE(x ) , co[ (X) )  > 

et en déduire, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, que 

111.11 Si P est une mesure de probabilité sur {1,2,. . . , n}, on définit l’entro- 
pie de P par H ( P )  = -C15k<npklogpk - où p k  = P ( { k } ) ,  avec la convention 
OlogO = o. 
Montrer que H est à valeurs dans IR’ et trouver P telle que H ( P )  = O. Démontrer 
que la mesure uniforme sur { 1,2,  . . . , n}  réalise le maximum de H .  
Si P est une mesure de probabilité sur N, on définit de mênie son entropie par 
H ( P )  = - xnEW p ,  logp,. Montrer que H est à valeurs dans R+ U { cc }. Quand 
s’annule-t-elle? Démontrer que la loi géométrique de paramètre p ,  O < p < 1, 
réalise le maximum d’entropie sur l’ensemble des mesures de probabilité sur N de 
moyenne inférieure ou égale à (1 - p ) / p .  
Si P est une mesure de probabilité sur (R,B(R)) de densité f par rapport à la 
mesure de Lebesgue, on note H ( P )  = s f (z )  log f ( z )  dz lorsque cette intégrale a 
un sens, H ( P )  = cc sinon. Calculer l’entropie de la loi normale N(0,l). Démontrer 
qu’elle minimise l’entropie de toute mesure de densité f vérifiant sR xf(z)  dx = O 
et JR x2f(z)  dz = 1. 

Indication : on p o w m  commencer p n ~  mosi t lcr .  yu‘: pour toute  c l e ~ ~ ~ s l t k  $1 

1 log(f(x)/g(x))f(.r) dr 2 o. 

puis prendre p u r  ,y lu densité gauss i fmir : .  

111.12 Montrer que la fonction p(t) = ( 2 ~ ) - l / ~  JR e i tx-x2/2  dz, t E R, est solu- 
tion d’une équation différentielle du premier ordre. En déduire la. fonction carac- 
téristique de la loi N(0,l) ainsi que tous les moments de la loi N(0,l). 

111.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit X une variable aléatoire réelle, de 
densité f .  Montrer que limt+co pX(t) = O. 

Ir&xlikm : o n  powmu considérer d ’abord uric densité iiriiforine, de la  forme 
l [ ( L , b ] / ( b  - a ) ,  puis uric densité en, esr:alier, et approcher dnr1.s L1 une demi t6  
qu,elconque par m e  fonction en e:scnl%er.. 
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En déduire que si f admet des dérivées f('), . . . , f(') intégrables, alors Ipx(t)l = 
o(ltlp') lorsque t + 00. 

111.14 Soit P la mesure de probabilité sur Z définie par 

C P=C- n2 log n (6, + L) 
n>2 

où c est la constante de normalisation faisant de P une probabilité. Cette mesure 
admet-elle un moment d'ordre l ?  Soit cp la transformée de Fourier de la niesure 
P. Pour tout entier N 2 2, on définit 

Démontrer que f ~ ( t )  5 t N  et que g N ( t )  5 l / tN logN.  Trouver une fonction 
t H N ( t )  de [ O ,  00 [ dans N telle que 1imt-o fN( t )  ( t )  = 1irnt-o g N ( t )  ( t )  = O. En 
déduire que cp est dérivable en O. 

111.15 Soit f une densité sur Et, paire (i.e. f(z) = f ( - z ) ) ,  de fonction caractii- 
ristique y .  Pour z > O, soit g(z) = J," t p ' f ( t )  d t  et poser g(-z) = g(z). Montrer 
que g est ilne densité dont la fonction caractéristique est t-' Ji p(s) ds .  
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CHAPITRE III. ~II. :SLIJIIC DE P R O ~ ~ A I ~ I L I T J ?  

Solut ions 

111.1 On peut supposer que toutes les parties à 2 r  éléments de l’ensemble 
des chaussures ont la même probabilité d’être choisies. Cette hypothèse 
nous conduit à modéliser cette expérience aléatoire par l’espace probabilisé 
(O, ?(a), P), où O désigne l’ensemble de toutes les parties à 2 r  éléments d’un 
ensemble à 2 n  éléments et où P est la probabilité uniforme (équiprobabilité). 
Si A c O représente l’évènement { il n’y a aucune paire complète parmi les 27- 
chaussures choisies } alors 

(Dans la formule précédente, le (E) exprime le fait de choisir 2 r  paires et le 
22r celui de choisir, dans chaque paire, une chaussure). 
Si B représente l’évènement { il y a exactement k paires complètes parmi les 
27- chaussures choisies }, alors 

(”) ( n-k )22T-2k 
card(B) k 2r-2k P(B) = 
card(R) 

(Ici, le (i) exprime le fait de choisir les paires complètes, celui de choi- 
sir les paires non complètes et enfin 22r-2k celui de choisir une seule chaussure 
parmi ces dernières). 

111.2 
si ml , . . . , m k  sont k éléments distincts de Mn, 

Le cardinal de Mn est nécessairement strictement inférieur à n. En effet 

P { X  E (1711’. . . 

Donc k < n,  en particulier Mn est fini. Par hypothèse 

M = U M n ,  
n>l  

l’ensemble M est donc une réunion dénombrable d’ensembles finis. I1 est donc 
au plus dénombrable. O 

111.3 Tout triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité est de côté fi. 
a) On note 11 le milieu du segment 01. Pour que la corde soit plus grande 

que f i , il faut et il suffit que le point M soit sur le segment 011. On 
trouve donc une probabilité de 1 / 2 .  

24 



1)) On fixe A sur le cercle et, partant de A, on {( coupe >> le cercle en 3 arcs 
d'égales longueurs. On note les deux autres points Al et A2. On choisit 
un point B au hasard sur le cercle. Pour que la corde AB soit plus grande 
que 4, il faut et il suffit que le point B soit sur l'arc de cercle (A1A2). 
On trouve donc une probabilité de 1/3. 

c) Lors de cette construction, pour que la corde AB soit plus grande que 
4, il faut et il suffit que le point M soit dans le disque centré en l'origine 

et de rayon 1/2. On trouve ici une probabilité de - = 1 /4. 

111.4 Pour les ezemples qui suivent, la fonction F' se calcule facilement. 
On rappelle que si U désigne une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 
]O, 1[, alors F+(U) suit la loi ayant F pour fonction de répartition. 

a) Pour F ,  fcnction de répartition d'une loi exponentielle de paramètre 1, 

, on a F + ( y )  = - ln(1 - y) pour y €]O,l[. 
s i x 5 0  

F ( x )  = 

s i  u suit'la loi uniforme sur IO,  I[, - ln(i - U )  suit la loi exponentielle 
de paramètre 1. (On peut mentionner que - ln(U) suit alors aussi la loi 
exponentielle de paramètre 1.) 

11) Pour F ,  fonction de répartition d'une loi de Paréto, 
1-x-" s i x  > 1 

s i x 5 1  F ( x )  = , on a ~ ' ( y )  = (1 - y)-'/" pour y €10, I[. 

Si U suit la loi uniforme sur ]O, 1[ ,  (1 - U)-l /"  suit la loi de Paréto. 

c) Pour F ,  fonction de répartition d'une loi de Cauchy, F ( x )  = 
1 7r (arctanz + z ) ,  on a ~ + ( y )  = tan(.iry - ;) pour y €10, I[. Si u suit la 
loi uniforme sur ]O, 1[, tan(.irU - 2) suit la loi de Cauchy. 

111.5 La variable X est à valeurs dans N et donc CkEN P{X = k }  = 1. Or 

Donc a = 3 /2  et 

i eë2zk  3 eë22'-lk 
4 k!  4 I C !  P { X  = I C }  = -- + -  

On peut écrire 
1 3 
4 4 P{X = I C }  = -P{Y = k )  + -P{T = k } ,  

25 



où on a posé 
e-22k- 1 k 

et P{T=k}= 
k! k! 

e-22k 
P{Y = k }  = - 

Autrement dit T = 1 + 2 et 2 suit une loi de Poisson de paramètre 2, tout 
comme Y. On sait alors 

E(T)  = 1 + E ( 2 )  = 3, E(Y)  = 2 et Var(T) = Var(2) = Var(Y) = 2. 

On en déduit E ( X )  et E ( X 2 )  : 
1 3 

E ( X )  = -JkP{Y = I C }  + &“{T = k }  
IC20 k 2 0  

1 3 1 9 11 
4 4 2 4  4 
1 3 1 3 

4 4 

= -E(Y) + -E(T)  = - + - = -, 

E ( X 2 )  = - IC2P{Y = k }  + - 
k 2 0  k 2 0  

k2P{T = I C }  = -E(Y2) + -E(T2). 

Or E(Y2) = JT(Y)~ + Var(Y) = 6 et E(T2) = E(T)2  + Var(T) = 11. 

6 33 39 39 Donc E ( X 2 )  = - + - = - et Var(X) = - - ( y )2  = E. 
4 4  4 4 

111.6 Signalons l’abus de notation utilisé ici pour désigner la variable aléa- 
toire u ~ ( ~ ) .  On pourrait noter celle-ci X k ,  définie sur R,  l’ensemble des permu- 
tations de (1,. . . , n}, en posant X k ( a )  = u u ( k ) .  

a) S = C l l k < n  C ~ C  un(r~) et donc E ( S )  = Cl<k<n - ck E(un(k)) avec 

La dernière égalité se justifiant par le fait que l’ensemble EL := 
{T tels que ~ ( k )  = i} est de cardinal (n - l)!. On obtient donc 

b) Remarquons que quel que soient i et j distincts, un(i) et uo(j) suivent la 
même loi. En outre, il est clair que la loi du couple (u,(i), ua(j)) avec i # j 
ne dépend pas du couple ( i , j ) .  D’autre part, la somme Cljklnua(k) ne 
dépend pas de a ;  elle est égale à x l < k l n ~ k ,  - c’est-à-dire à nü. On en 
déduit que 
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ou encore, en vertu de la remarque préliminaire, 

nVar(uu(1)) + (n2 - n)Cov(uu(l),u,(2)). 

Via le théorème du transport 

(111.1) 

En utilisant (111.1)’ on obtient alors 

On peut désormais calculer la variance de S.  On a 
n 

k=l  
n 

k = l  k<l 
n. 

Or la dernière expression entre parenthèses n’est autre que la variance 
d’une variable aléatoire uniforme sur les c k ,  qui est égale à sc(n - l ) /n .  
On a donc 

Var(S) = (n - 1) sus,. 2 2  

111.7 
on a 

La variable aléatoire 2 ne prend que des valeurs positives et pour t > O, 

P{Z 5 t }  = P { X  5 lnt} = Q>(lnt), 
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où CP désigne ici la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La 
fonction de répartition de 2 est donc 

Q(1nt) si t > O 
sinon. 

F Z ( t )  = 

Elle est continue sur R, dérivable sur R*. La variable 2 admet donc une densité, 
obtenue en dérivant F Z .  On obtient 

s i t > O  

sinon. 

Pour a E [-1, 11, la fonction fa définit bien une densité de probabilité sur R+ 
car elle est positive et su'" fa(t) dt = 1. Pour vérifier cette dernière égalité, il 
suffit d'écrire 

f z ( t )  sin(27r In t )  dt = E ( s i n ( 2 ~  In 2)) = E(sin(27rX)) = O. J I , , - -  (*I 

L'égalité (*) étant la formule de transport (voir Théorème 11.4.1) et la der- 
nière espérance est nulle car la densité de X est paire. 
Soit alors une variable 2, ayant fa pour densité. On vérifie sans difficulté que, 
quel que soit l'entier k ,  2, et 2 admettent un moment d'ordre k .  De plus 

E ( Z t )  = t k f f z ( t ) ( l  + asin(2.irlnt)) dt 

= E ( Z k )  + a i+OO t k f z ( t>  s i n ( 2 ~  In t )  dt. 

Or cette dernière intégrale vaut zéro : 

t k f z ( t )  sin(2.ir lnt)  dt = E(Zk  sin(27r In 2)) = E ( e k x  s i n ( 2 ~ X ) )  

28 



Les deux variables 2 et 2, ont donc les même moments mais ne suivent pas la 
même loi car leur densités respectives sont distinctes. Cet exemple illustre le 
fait que les moments ne caractérisent pas la loi dans le cas où la variable n’est 
pas bornée. 

111.8 On note 7r1 la projection sur la première composante du d-uplet 
( 2 1 , .  . . , zd). I1 est clair que 7rl(X1, X2, X3, .  . . , Xd) suit la même loi que 
7r1 (X2,  X I ,  X3, . . . , Xd) et donc que X1 et X2 suivent la même loi. On montre- 
rait de la même façon que quels que soient i , j ,  Xi et X j  suivent la même loi 
et donc E ( X i )  = E ( X j ) .  
De l’identité X I  + . . . + Xd = 1, on déduit que 

O 
1 

E ( X 1 )  + . . . + E ( X d )  = 1 = d E(X1) ,  donc E ( X i )  = -. d 

De même X I  ( X l  + . + Xd) = X1 et donc, en prenant l’espérance, 

1 
- = E ( X 1 )  + E(X1X2) +. * + E(X1Xd) = E ( X 1 )  + (d - 1) E ( X i X j ) .  (111.2) d 

La dernière égalité se justifiant par le fait que X1X2 suit la même loi que XiXj  
quel que soit i # j .  (I1 suffit de considérer l’application 

et de remarquer que 

suivent la même loi pour toute permutation a.) 
On obtient alors 

c o v ( x ~ ’  X j )  = E(X2Xj)  - E ( X i ) E ( X j )  

E ( X 3  1 par (111.2) 
1 - - 

d(d-1) d - 1  d2 
- d - d2 E ( X S )  - (d - 1) 
- 

d2(d - 1) 
l -d2E(XS)  1 ( 1  ) 

- - E(XS)  - - - - 
d2(d- 1) d -  1 d2 
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111.9 

a) La fonction g définie par g(x) = E((X - x ) ~ )  = x2 - 2E(X)x + E(X2) 
atteint son minimum en xo = E(X) .  Le minimum de g vaut alors 
g(x0) = E ( ( X  - E ( X ) ) ~ )  = Var(X). 

11) Notons F la fonction de répartition de X. La fonction F est croissante, 
continue à droite, limt-t-,F(t) = O et limt++,F(t) = 1. Observant 
alors que { t : F ( t )  2 1/2} est non vide et minoré, on déduit l’exis- 
tence de inf{ t ,  F ( t )  >_ 1/2  } := m. Par continuité à droite, on obtient 

D’autre part P { X  2 m} = 1 - P { X  < m} = 1 - F(m- ) .  On peut alors 
distinguer les cas F continue en m et F discontinue en m pour conclure 
que P { X  2 m} 2 1/2. I1 suffit d’observer que dans le cas F continue en 
m, F ( m )  = F ( m - )  = 1/2 et que dans le cas F discontinue en m, on a 
nécessairement F ( m - )  < 1/2. 

Pour se convaincre de la non unicité en général, il suffit de considérer X 
suivant la loi uniforme sur { O, 1 } et observer que tout réel de ]O, 1 [ est 
une médiane. 

F ( m )  = P{X 5 m} 2 1/2. 

Montrons maintenant que si a < b : 

E ( I X -  bl) - E ( I X - a ( )  = /u P{X I x}-P{X 2 x } d x  = /u $(z )dx .  

Pour cela, on considère les applications 

b b 

n[t,+,[(x(w)) et nl-,,tl(X(w)) définies pour ( t , w )  E [a,  b] x R 

auxquelles on appliquera plus bas le théorème de F’ubini-Tonelli. Aupa- 
ravant, on observe que : 

, si X ( w )  2 b 

, si X(w) 5 a 

, si X ( w )  5 a 

, si X ( w )  2 b 
U-l-m,t](X(~)) d t  = - bl 7 si X ( W )  € ] a ,  b[ , 

puis que 

( X  - bl - IX - al , si X € ] a ,  b[ 

la - bl 
IX - bJ - IX - ûl = , s i X > b  

, si X 5 a. 

30 



SOLCTIONS 

On obtient alors : 

et 

On soustrait et on obtient 

E(IX-b\)-E(IX-al)  = P { X  <: t } - P { X  2 t } d t  = $ ( t ) d t .  O Jr Lb 
Pour conclure, on remarque : 

- La fonction $ est évidemment croissante avec lim-m $(t)  = -1 et 
lim+, $(t)  = 1. 

- Si m est une médiane de X et, si x > m en supposant de plus que 
z n’est pas une médiane, alors $(z) > O. II est en effet clair que 
P { X  2 x} < 1/2 et donc P { X  5 x} 2 1/2  et donc $(x) > O. 

Si z < m, en supposant de plus que z n’est pas une médiane, alors 
$(x) < 0. 
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- Si m < m’ sont deux médianes, alors $(t)  = 0,’v’m < t < m‘. En 
effet les évènements { X  5 m} et { X  2 m’} étant disjoints, on a 
P { X  5 m} = 1/2 et P { X  2 m‘} = 112 et donc P { m  < X < 
m’} = O, donc si rn < t < m’, on a P { X  5 t }  - P { X  2 t }  = O. 

Par conséquent si m et m’ sont deux médianes 

E ( ( X  - ml) - E ( ( X  - m’l) = $(t)  d t  = O, Lrn‘ 
L 

et si m # a, (m < a, par exemple) avec m médiane, alors 

$(t)  d t  2 O. E(IX - a ( )  - E ( ( X  - mi) = 

Finalement 
E ( ] X  - ml) = in f{E(IX - Q I )  ; a E X}. O 

111.10 Quel que soit a ~ ] 0 , 1 [ ,  on peut écrire 

x = Xn{X>aE(X)} + x n { X < a E ( X ) }  et E(Xn{X<aE(X)})  i a E ( X ) ,  

d’où 

Or il est clair que E(X2Il{x>,E(x)}) - 5 E ( X 2 ) ,  donc 
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S O L I ’  1 I O h S  

111.11 
leurs dans IR+. D’autre part 

L’expression H est une somme de termes positifs donc elle est à va- 

H ( P )  = (-pkinpk) = O ssi l’un des pk vaut 1. 

Si P est la loi uniforme sur (1, . . . , n}, alors H ( P )  = in(n). On vérifie main- 
tenant que si Q est une mesure de probabilité sur (1,. . . , n} alors H ( Q )  = 

q k  In q k  I ln(n). Pour cela, en utilisant la concavité de la fonction In, 
on remarque que, quelles que soient les distributions (pk) et ( q k )  sur (1,. . . , n}, 

l<k<n 

c’est-à-dire 

l < k < n  l < k < n  

qui donne pour pk = i / n  

H ( Q )  = - q k  In(qk) 5 1n(n). 
l<k<n 

On considère maintenant une mesure de probabilité sur N,  notée P. L’expres- 
sion H ( P )  est encore à valeurs positives (éventuellement 00 si la série diverge) 
et 

H ( P )  = pk In pk = O ssi l’un des pk vaut 1. 
k / O  

Si P est la loi géométrique de paramètre p, alors (en posant q = 1 - p) 

k 2 0  

4 = - lnp - - lnq. 4 = - lnp - plnq 
(1 - d2 P 

On observe maintenant que l’inégalité (111.4) est valable pour des sommes infi- 
nies. Plus précisément, si pour tout k entier, P ( k )  = pk et Q ( k )  = q k  définissent 
des mesures de probabilité sur N) alors 

(III. 5) 
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Pour montrer ceci on utilise l’inégalité ln ( l+z)  5 z, valable pour tout z > -1. 

(En remarquant que, quel que soit k ,  7 2 -1.) On considère maintenant 
P loi géométrique de paramètre p et donc d’espérance q/p et Q mesure de 
probabilité quelconque sur N. On a alors, d’après l’inégalité précédente 

0 I Qk ln(qk) - Qk WPk) 
k20 k 2 0  

= -H(Q)  - q k  ln(P> - qk kin(!!) 
k>O k>O 

= - H ( Q )  - ln(P) - qk kln(q) 
k 2 0  

P 
- < -H(Q)  - ln(p) - 1n(q). 

Concernant la loi normale, rappelons que si X y+ N(û, i) alors E(X)  = 0 et 
E(X2)  = 1. On en déduit que si P est une mesure de probabilité de loi normale 
N(0, I), on a 

Soient f et g deux densités de probabilité. En s’inspirant de la preuve de 
(111.5) : 

D’où 
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En particulier si g est la densité de P suivant une loi N(0,l) et si 
JR x2 f ( x )  dx = 1, on obtient par (111.6) : 

H ( P )  = - in (6) - 5 J In ( f ( z ) )  f ( x )  dz. O 1 
R 

111.12 On pose pour ( x , t )  E IR2, 

Cette fonction + est de classe C1 sur IR2 avec de plus 

D’où par dérivation sous le signe intégral, on obtient 

cp‘(t) = 1 s, i x  eitx-x2/2 dx. 

À l’aide d’une intégration par parties (en dérivant ie i tx  et en intégrant 
x e ë x 2 j 2 ) ,  on obtient 

On en déduit que cp(t) = K eët2I2 pour une certaine constante K .  Or p(0) = 1 
(car cp est une fonction caractéristique), donc cp(t) = eët2l2. 
En utilisant le développement en série entière de cp au voisinage de zéro, 
on obtient la valeur de cp(”(0) = i k E ( X k )  quel que soit k ,  (cf. Proposi- 
tion 111.5.6). 

On en déduit donc 

111.13 
pour toute fonction f E L’(IR), on a 

Ce résultat est le théorème Riemann-Lebesgue. À savoir 

+W 1, eitZ f ( z ) d x  4 O.  
t4cc 
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Si est f est l’indicatrice i[a,b],  d’un segment (ou de tout intervalle borné), on 
obtient le calcul : 

) -+ o. i t b  - cita 
t+co 

+m b 
eitx f ( x )  d x  = 1 eitx 

On peut étendre ce cas particulier à toute combinaison linéaire finie d’indica- 
trices d’intervalles bornés (appellée fonction en  escalier). 
Dans le cas général, pour f E L’(Et), on considère une fonction en escalier qui 
approche f dans LI. (Par densité des fonctions en escaliers dans (L’(Et), 11.11i).) 

( O n  remarquera qu’une indicatrice d’un ensemble mesurable ou qu’une fonc- 
taon étagée intégrable est un objet a priori beaucoup plus compliqué qu’une 
fonction e n  escalier et que le cas de telles fonctions rentre dans le cas général 
des fonctions L’ .) 

Soient alors E > O, g en escalier vérifiant JR If(.) - g ( x ) l d x  < ~ / 2  et t o  tel que 

On a 
eitx g ( x )  dz l  < ~ / 2  pour tout t > t o .  

5 ~ / 2  + ~ / 2  = E pour t > t o .  

Le réel E étant arbitraire, on en déduit que pour toute fonction intégrable f : 

L e i t x  f ( x ) d x  -+ O. 
t+m 

En particulier limt+m vX(t)  = O. cl 
On suppose désormais que la densité f admet une dérivée f’ intégrable. Ceci 
implique que, nécessairement, f ( x )  --+ O. En effet la fonction 

t-tco 

x ts lx f ’ ( t )  d t  

admet une limite quand x tend vers +CO, donc f admet une limite en +00 et né- 
cessairement cette limite est nulle pour que f soit intégrable. Le même raison- 
nement est valable pour -00. Une intégration par parties dans JR eitx f ( x )  d x  
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donne 

Ces calculs se généralisent sans difficulté si les dérivées f(’), . . . , f(’) sont in- 
tégrables pour obtenir le résultat 

pX(t) = o(JtJ- ’ )  quand t -f 00. O 

111.14 Notons X une variable aléatoire dont la loi est donnée par la me- 
sure P. La série (de Bertrand) c & est divergente et donc X n’est pas 
intégrable : 

c n  
E(lXl> = = 00. 

nGZ, In122 

Donc X n’admet pas de moment d’ordre 1. Néanmoins, sa fonction caractéris- 
tique <p est dérivable en O comme le prouvent les calculs suivants : 

par conséquent 

- - c(cos(tn) - 1) c sin2(nt/2) d i >  - d o )  ‘ 2 C  = -4>: 
t n2 lnn  n22 tn21nn 7122 t 

- 4C(fN(t) + gN(t))’ 
où N est un entier quelconque. Utilisant l’inégalité I sinzl 5 1x1, on obtient 

(111.7) 

D’autre part 

(III .S) 
i i J ‘ ” $ d u =  1 

t l n N  N t N ln(N) * 
’ et N(t)  = L$(t)J (partie entière de $(t)). I1 est t&G@ On pose alors $(t)  = 

clair que limt,o $(t) = +m et qu’on a donc aussi $(t)  - N(t).  
t-to 
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Utilisant les inégalités (111.7) et (111.8), on obtient 

De plus 
I 

et 

donc QN(t) (t) t7'o 0. 
Finalement 

cp(t) - = -4c(fN(t)(t) + gN(t)(t)) tzo 0, t 
et donc cp est dérivable en O avec cp'(0) = O. O 

111.15 On remarque que g est bien définie et positive sur IR+*. En effet : 

f (t) < fo va > O, Y t  2 a ,  O 5 - 7 t -  U 
donc t ++ t f(t) est intégrable sur [a, +CO[ et ainsi, g est définie en a et g(a) 2 O. 
La fonction g étant paire, pour vérifier qu'elle est une densité de probabilité, 
il faut vérifier que so" g(z) dz = 1/2. D'après le théorème de Fubini-Tonelli 
(voir Théorème 11.5.1) 

1'" f ( t )  dt = 1/2, 

en désignant par A l'ensemble {(z , t ) ,  O 5 II: I t}. 
La fonction g est donc une densité de probabilité et si Y est une variable aléa- 
toire admettant g pour densité, sa fonction caractéristique, qu'on notera $, est 
définie par 

$(t) = E ( e i t Y )  = 1 eitYg(y)dy = 2 1  cos(ty)g(y)dy, 
f" 

R O 

car g est paire. On a 
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et à nouveau par le théorème de Fubini-Tonelli : 

I1 reste à vérifier que 

(111.9) 

En invoquant le théorème de dérivation sous le signe s, on remarque que la 
fonction de t définie dans le premier membre de l’équation (111.9) est dérivable 
et sa dérivée vaut 

+W 

t H 2 1 cos(tx) f ( x )  dx = p(t) 

D’autre part, p étant continue, la dérivée du second membre vaut p(t) .  L’iden- 
tité (111.9) étant valable pour t = O, on en déduit que 
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IV 

INDÉPENDANCE 

Énoncés 

IV.1 Une urne contient T boules rouges et b boules blanches. On tire ces boules 
une à une, sans remise, jusqu’à épuisement. Pour O 5 k 5 b, quelle est la proba- 
bilité pour qu’exactement k boules blanches soient tirées avant la première boule 
rouge ? 

IV.2 Deux joueurs A et B jouent une suite de parties indépendantes. Lors de 
chacune d’elles, ils ont respectivement les probabilités p pour A et q = 1 - p  pour 
B de gagner. Le vainqueur final est celui des deux joueurs qui IC premier obtient 
2 victoires de plus que son adversaire. Quelle est la probabilité pour que A soit 
vainqueur ? 

IV.3 
sur [ O ,  il. Soit, pour tout n 2 1, 

Soit R = [ O ,  11 muni de sa tribu borélienne et P la mesure de Lebesgue 

Montrer que la famille est mutuellement indépendante. 
- 

IV.4 Soient X et Y deux variables définies sur (O, A, P ) ,  ne pouvant prendre que 
deux valeurs distinctes. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement 
si E ( X Y )  = E ( X ) E ( Y ) .  



CHAP ITRE IV. IN LI I? P E N D A N c' 1; 

IV.5 Soit X une variable aléatoire réelle et soient f et g deux fonctions crois- 
santes de IR dans R. On suppose que E(f(X)2) < 03 et E ( g ( X ) 2 )  < 00. Démontrer 
que 

E( f (X)g(X) )  2 E ( f ( X ) ) E ( d X ) )  . 

IV.6 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendant>es, de même loi ex- 
ponentielle de densité f e ( x )  = Beëezll~o,co[(x), 6' > O. Déterminer les densités des 
lois de X 3 ,  IX - YI, m in(X, Y 3 ) .  Même question lorsque X et Y suivent la loi 
uniforme sur [ - 1,1 1 .  

IV.7 Soient F et G deux fonctions de répartition et U une variable aléatoire de 
loi uniforme sur ] O, 1 [. Montrer que V ( x ,  y)  = min(F(z), G(y)) est la fonction de 
répartition du vecteur aléatoire (F'(U), G+(U)) .  En particulier, V est de marges 
F et G. 
Montrer que si W est une fonction de répartition sur R2 de marges F et G, alors 
H 5 V .  

IV.8 Soient Xi, 1 5 i 5 n, des variables aléatoires indépendantes, Xi  étant 
de fonction de répartition Fi. Soit m, = min1ri5,Xi et 111, = maxl<i<,Xi, _ _  

Montrer que la fonction de répartition de Ad, en x est Fi(x), que celle de 
rn, est 1 - n,,,,,(i - Fi(.)) et que 

- 

_ -  
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IV.9 
de paramètre 1. Montrer que P{ 3 i ,  j : Xi = X j  } = O. On pose 

Soient XI, . . . , X ,  des variables indépendantes de même loi exponentielle 

2 = min Xi  et N = min{ 15 i 5 n : Xi  = Z} 
l_<isn 

Déterminer la loi de 2. Établir que 

P ( N = / ~ , Z > t } = e - ~ ~ l n ,  k = l ,  . . . ,  n ,  t > O .  

En déduire que Z et N sont des variables aléatoires indépendantes et préciser la 
loi de N. 

IV.10 Soit P une loi sur R dont on suppose qu'elle admet une transformée de 
Laplace L ( t )  = J etx dP(z)  pour It1 petit. Soit P*, la n-ième convoluée de P 
avec elle-même, définie par P*' = P et P*, = P*(,-') * P (i.e. P*, est la loi 
d'une somme de n variables aléatoires indépendantes de loi P ) .  Soit t tel que 

L( t )  existe et soit Pt la loi définie par sa densité - = -. Montrer que Pt7' dPt etx 
dP L ( t )  . .  

etx . Montrer que - - 
dP;" 

admet une densité par rapport à P*" donnée par - 
dP*" L ( t p  

~ * ' ~ ( [ z ,  oo 1) 5 eëtxL(t)nPtn([z, cc [) pour t > O (comparer cètte inégalité avec 
celle de Chernoff, Exemples III.4.lO.iii). 

I V . l l  On appelle loi gamma de paramètre p > O et on note rp la loi de densité 
yp(z) = (r(p))-lzP-leëX sur R+, où qP) assure que J "i?>(z) dz = 1. Montrer que 
r ( p )  = ( p  - l)l?(p - 1) et que pour p entier, r ( p )  = ( p  - l)!. 
Montrer que rp * r4 = rptq. En déduire la loi de AI + + .  . + A, où les A, sont des 
variables aléatoires indépendantes et de loi exponentielle de paramètre 1. 
Montrer que la fonction caractéristique de la loi 
Soit maintenant (X,),,, une suite dc variables aléatoires indépendantes et de 
même loi exponentielle. Soit S, = XI + . . . + X, leur somme. Pour t 2 O, soit 
N ( t )  = card( i : S, 5 t }. En évaluant P{ N ( t )  2 k } ,  montrer que N ( t )  suit une 
loi de Poisson de paramètre t .  

est (1 - i t ) - p .  

IV.12 Soient X I ,  . . . , X,, Xn+i des variables aléatoires indépendantes de loi ex- 
ponentielle de paramètre 1. Calculer la loi de la somme Sk = X I  + . . .  + X k ,  
1 5 k 5 n + 1. Démontrer que la loi du vecteur ( U I ,  . . . , Un) défini par 
Ui = Si/Sn+l, i = 1,. . . , n, a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue 
sur Rn donnée par n! ID, où 

D = { z = (21,. . . , z,) E IRn ; O 5 21 5 . . . 5 2, 5 1 } . 
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CHAPITRE IV. INDlh'ENDXNCE 

IV.13 Soient XI , . . . , X, des variables aléatoires réelles, indépendantes, de 
mérne loi de fonction de répartition F ayant une densité f .  Ces variables, or- 
données par ordre croissant, sont notées XI,, < Xz,,  < . . .  < X,,,. Claire- 
ment les Xi,,, 1 < i < n, ne sont pas indépendantes puisque par construction 
xi,, I Xi+l,n. 

a )  Montrer que la probabilité que IC des variables XI, .  . . , X ,  soient inférieures 
à z et n - IC soient supérieures à est C:F(z)'(l - F(z))"-'". En déduire 
que P{ Xi , ,  5 z} = ~iCkI,C:F(z)'(l - F ( Z ) ) ~ - ' ,  et que Xi,, admet une 
densité 

fz,,(z) = ic, f(z)F(z)'-l(i - q q - 2 ,  J: E IR. 

1)) Montrer par un argument analogue que pour z,y E IR 

P{ xi,, I z; Xifl,, > y } = C",(.)Z (1 - F ( y ) y  . 

( a )  En déduire la fonction de répartition du couple (Xi,,, &+I,,). 

(1) Montrer que le couple (Xi,,, admet une densité 

c )  Soit &+I,, = Xi+l,, -Xi,,. Montrer que le couple (Xi,,, ,!$+I,,) admet pour 
densité 

n-2-1 
g(z, s) = i(n - i>C.,f(.)f(z + s)F(..)Z-'(l - F ( z  + s ) )  , 

z E R ,  s > o .  

f )  Supposons les Xi  de loi exponentielle de paramètre 1. Montrer qu'alors 
&+I,, est de loi exponentielle de paramètre n - i .  

IV.14 Soit (X,)nEN une suite de variables aléatoires indépendantes, de même 
loi de Bernoulli de paramètre p .  Pour tout n 2 1, on définit par récurence, 
T, = inf{ IC > T,-I ; XI, = 1 } si cet infimum est fini, T, = CO sinon, et To = O. 
Démontrer que les variables aléatoires TI, T2 - T I , .  . . , T, - T,-I,. . . sont indé- 
pendantes et de même loi. Calculer la loi de TI et sa fonction caractéristique. En 
déduire la loi de T,. 
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IV.15 Versions du lemme de Borel-Caritelli. 

P(A ,  i.s. ) = 1 (Rényi). 

Iridttntiori 
poiir tocif ri 2 i poiir df'rnorrtrrr q i t r  Ci>, n 1, = x p 5 

Si 
i # j ,  alors P(A,  is . )  > O (Kotska). 

applrqucr b'in4qdttk (16 l'crtrricr III.6 10 (i X = Clsi<,,  n 1, 

P(A,) = 00 et P(A ,  n A J )  5 cP(A,)P(A,) pour un c > O et tous 

- 

IV.16 Inégalité de Kolmogorov. Soient X I ,  . . . ? X ,  des variables aléatoires in- 
dépendantes d'espérance O et de variance finie. Soit s, = X I + .  . . + X,. Montrer 
l'inégalité de Kolmogorov, 

IV.17 Trouver une fonction h de J R  dans J R  et un réel c > O tel que la fonction 

( X ? Y )  E JR2 ? 

soit la densité de la loi d'un vecteur non gaussien de IR2, dont les lois marginales 
sont gaussiennes. 
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CHAPITRE IV. I x u ~ + ~ s u ~ ~ c e  

IV.18 
covariance C = ( 8  F!). Démontrer que X et Y sont proportionnelles. 

Soit ( X ,  Y )  un vecteur gaussien, centré, à valeurs dans IR2, de matrice de 

IV.19 Soit X une variable aléatoire suivant une loi N(0, 1), et soit E une variable 
de Bernoulli telle que P{ E = 1 } = P{ E = -1 } = 1/2, indépendante de X .  
Démontrer que E X  et ~1x1 ont même loi que X .  Le couple ( X ,  E X )  est-il gaussien? 

IV.20 Soit X un vecteur gaussien centré, à valeurs dans IR’, et soit Y une copie 
indépendante de X .  On pose Xe = X cos O + Y sin O et Xé = -X  sin O + Y cos O ,  
O E [ O ,  27r 1 .  Démontrer que pour tout 8, X e  et Xg sont indépendantes, de même 
loi que X .  

IV.21 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de IR‘, indépendants et de même 
loi, tels que X + Y et X - Y sont indépendants. On désigne par p la fonction 
caractéristique de la loi de X .  

a) Montrer que pour tous s ,  t E Rd, 

En déduire l’existence d’une fonction continue 11, sur IRd telle que p = e$ 

1,) On pose +p(t) = $(+( t )  + +(-t))  et +%(t) = $ ( ~ ( t )  - ~ ( - t ) ) ,  t E P. 
Démontrer qu’il existe rn E Rd tel que &(t)  = i (m, t ) ,  t E IRd. 

( 3 )  Soit &(s , t )  = &(s + t )  - gp(s) - g p ( t ) ,  s , t  E IR’. Démontrer que Q est 
réelle, symétrique négative. Établir que Q est bilinéaire. 

(1) Déduire de ce qui précède que la loi de X est gaussienne. 

IV.22 (Lois infiniment divisibles) Soit X une variable aléatoire réelle sur un 
espace probabilisé ( O , A , P ) ,  de loi p ;  on dit que p est infiniment divisible si, 
pour chaque entier n 2 1, il existe des variables aléatoires réelles  XI,^, . . . , Xn,n 
indépendantes et de même loi un telles que la loi de la somme  XI,^ + . . + + Xn,rL 
soit p. 

a) Démontrer qu’une loi p est infiniment divisible si et seulement si sa fonction 
caractéristique p est, pour tout entier n 2 1, la puissance n-ième d’une 
fonction caractéristique. 

b) p est-elle infininient divisible dans les cas suivants? 
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(i) p = 6,, a E R. 
(ii) p est la loi gaussienne de moyenne m et de variance g 2 .  

(iii) p est la loi de Poisson de paramètre A. 

(iv) p est la loi de Cauchy (on rappelle que la fonction caractéristique de 
la loi de Cauchy est donnée par ëltl). 

c) Soit X de loi p de Bernoulli sur { O ,  1 } de paramètre O < p < 1 ; soient 
également Y et 2 des variables aléatoires indépendantes de loi commune v 
telles que la somme Y + 2 soit de loi p. 

(i) Si B est un intervalle ne contenant pas O et 1/2,  démontrer que 
p ( B + B ) = O  (où B + B  = {“ :+y  : z,y E B } ) .  En déduire que 

(ii) Déduire de la question précédente que Y ne peut prendre que les valeurs 

(iii) Conclure que p n’est pas infiniment divisible. 

v @ v (B  x B )  = o. 

O et 1/2. 

(1)  Soit cp une fonction caractéristique et soit X > O. On définit 

@(t)  = ,X(p(t)-1) , t E R .  

Sur (Cl, ,A, P ) ,  on considère une suite (XrL)nEW de variables aléatoires indé- 
pendantcs de même loi de fonction caractéristique c p ,  ainsi qu’un variable 
aléatoire N suivant une loi de Poisson de paramètre A, indépendante de la 
suite (Xn),EN. Pour chaque w E C2, on pose 

1 < k  5 N (w) 

(avec la convention Ci<k<o = O).  Démontrer que Y est une variable aléa- 
toire de fonction caract&&ique @. Montrer que la loi de Y est infiniment 
divisible. 
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CHAPITRE IV. INDI?PEKDANC‘E 

Solutions 

IV.1 On note Bi l’évènement {la ie boule tirée est blanche}. L’évènement 
considéré s’écrit alors BI n Ba n - - n BI, n Bk+l. Les tirages se faisant sans 
remise, les évènements Bi ne sont pas indépendants. Néanmoins, on a : 

P ( B ~ ~ B ~ ~ .  . .nBknEkS1) = P ( B ~ )  P ( B ~  I B ~ ~ B ~ ) .  . . P ( B ~ + ~  I .nBk). 

La probabilité cherchée est donc 
b - k + l  r . . .  b b - 1  

b + r b + r - 1  b + r - k + l b + r - k ‘  
O 

IV.2 Le vainqueur ne peut être désigné qu’après un nombre pair de parties. 
On considère les évènements Ç = { A gagne}, g2, = { A gagne après 2n par- 
ties ), puis 
&2k = {après 2k parties aucun vainqueur n’est encore désigné}. 
On a alors 

Ç = U 62, = U ( ~ 2 k  n { A  gagne les parties 2/c + î et 2k + 2 }) 

On en déduit que P ( Ç )  = CI ,>oP(€2k )p2 .  D’autre part, on a facilement 
P(&21,+2) = P(€21,)2pq, donc quel que soit k 2 O, P ( & 2 k )  = ( 2 ~ q ) ~  et 
finalement 

n2 l  k 2 0  

IV.3 Pour n E N*, on pose 

2 ( k -  1) 2 k -  1 

15lc52n-l 

Par définition, la famille des évènements A, est indépendante si pour toute 
partie finie J de N, on a 

j €  J j €  J 

I1 suffit alors de remarquer que, quel que soit i E N”, P(A,) = 1/2 et que, 
pour tout k et quel que soit le k-uplet j 1  < - .  + < j k ,  on a 

1 

En effet, une partie du type Ajl n Aj, n . . . n Ajk-l est une réunion d’intervalles 
deux à deux disjoints de longueur 1 / 2 j k - 1  et construire son intersection avec 

P(Aj,  n Aj2 n n A j k )  = P(Ajl  n Aj2 n . . . n A j k P l ) .  
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Aj, consiste à (( couper )) chacun de ces intervalles en son milieu et à éliminer 
le (( morceau )> de droite. 
On obtient alors, par récurrence, 

O 
1 

P(Aj ,  n Aj, n. - * n Aj,) = - = P ( A j i )  P(Aj,)  1 . .  P(Aj,) .  
2 k  

IV.4 
couple ( i ,  j )  : 

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour tout 

P { X  = xi ; Y = y j }  = P { X  = X i }  P { Y  = Y j } .  

E ( ( X  - X i ) ( Y  - Y j ) )  = E ( X  - xz)E(Y - Y j ) .  

De l’hypothèse E ( X Y )  = E ( X ) E ( Y ) ,  on déduit, par linéarité de l’espérance : 

Et cette dernière égalité s’écrit 

(Xj-Zi)(yi-yj)P{X = x j ;  Y = yz} = (Xj-xz)P{X = Zj} (y i -y j )P{Y = Yi} 

P { X  = xj  ; Y = yz} = P { X  = Xj} P { Y  = Y i } ,  
d’où 

et les variables X et Y sont bien indépendantes. O 

IV.5 Les fonctions f et g étant toutes les deux croissantes, quels que soient x 
et y ,  f ( x )  - f ( y )  et g(x )  - g ( y )  sont de même signe et donc, pour tous 2 ,  y E R 

( f (4  - f ( d )  ( 9 ( 4  - dd) 2 0. 

Soient alors X et Y indépendantes et de même loi. Après avoir remarqué que 
f ( X ) g ( X )  E L1 (car f ( X )  et g ( X )  sont dans L2) ,  on utilise le fait que 

( f ( X )  - f ( Y ) )  ( d X )  - d Y ) )  L 0. 

E ( ( fW - f ( Y ) )  ( S W )  - 9 ( Y ) ) )  2 0. 
On a donc : 

(IV.1) 

On rappelle que f ( X )  et g ( Y )  sont indépendantes et qu’on peut alors écrire 
que E ( f ( X ) g ( Y ) )  = E ( f ( X ) )  E ( g ( Y ) ) .  I1 en est de même des variables f ( X )  

On rappelle aussi que E ( f ( X ) )  = E ( f ( Y ) )  et E ( g ( X ) )  = E ( g ( Y ) ) .  L’inéga- 
lité (IV.l) devient 

et f ( Y ) ,  9 ( X )  et g ( Y )  et f ( Y )  et 9 ( X ) .  

E (f(nm) 2 E ( f ( X ) )  E ( d X ) )  . El 
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On applique ce résultat à la variable X vérifiant (XI < 1 et aux fonctions 
f(x) = i/(i - x) et g(z) = -1/(i + z) qui sont croissantes sur 1-1, i[. On 
obtient 

c'est-à-dire 

IV.6 Les différentes variables aléatoires considérées ont une fonction de ré- 
partition continue et dérivable sauf en un nombre fini de points (ici au point O). 
On vérifie, de plus, que cette fonction de répartition est de classe C1 sur les 
intervalles sur lesquels elle est dérivable (ici It+" et K*). Dérivant cette fonc- 
tion de répartition, on obtient une densité de la variable aléatoire par rapport 
à la mesure de Lebesgue, (i.e. F ( z )  = j:, F'(t)  dt). 
Dans le cas où X suit la loi exponentielle de paramètre 19, X prend, presque 
sûrement, des valeurs positives, et donc X 3  aussi. D'autre part pour tout t > O, 

P { X ~  5 t> = P { X  5 = i -e-@%. 

6% s i t  > O, 
La fontion de répartition de la variable X 3  est donc t H 

Elle est continue et de classe C1 sur IR+* donc X 3  admet la densité (obtenue 
en dérivant sa fonction de répartition) : 

{:-e- sinon. 

On pose 2 = min(X,Y3). Les variables X et Y 3  étant indépendantes, on a 
pour t > O : 

P{Z > t> = P ( { X  > t> n {y3 > t>> = P { X  > t }  P { Y ~  > t> = e-'' e-*%. 

On en déduit la densité de 2 : 

19(i + $-2/3) e- w+%) si t > O, 
t H  { O  sinon. 

On pose W = IX -YI. Pour t > O, {W 5 t }  = {(X,Y) E A,) où 

At = {(w) E R2, Ix - YI 5 L I .  
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Les variables X et Y étant indépendantes, on connait la loi du couple (X, Y) : 
il admet la densité 

Pour le calcul de P { ( X ,  Y) E At} = JJA, p(x, y) dx dy, il convient de N par- 
titionner >> At en posant At = A, ü A2, où A, = At f l  {O 5 x 5 t }  et 
A, = At n {t < x}. On a alors : 

Donc IX - YI suit la loi exponentielle de paramètre O. 
La méthode est identique dans la cas où X suit une loi uniforme sur [-l, l] : 

, - l < t < l .  % + 1  P{X3 5 t }  = P{X 5 fi} = - 
2 

Ainsi X3 admet la densité 

1 t-2/3 si - 1 < t < 1, 
sinon. 

Si Z := min(x3 ,y ) ,  on a pour -1 5 t 5 1, 

l - t l - f i  
P{Z > t }  = P({X > t }  n {y3 > t } )  = P{X > t }  p{y3 > t }  = - -. 

2 2 

On en déduit la densité de 2 : 

La variable W := IX - YI, prend ses valeurs dans [O, 21 et le couple ( X ,  Y) suit 
une loi uniforme sur le carré [-1, 11 x [-1, 11, c'est-à-dire à densité constante 
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CHAPITRE IV. IND~PE:N DANCI.: 

sur [-1, 11 x [-1,1]. Pour O 2 t I 2, on a (avec, pour A,, la même définition 
que précédemment) : 

1 t2 
-dxdy = t - -. 

P{W I t }  = /J A,n[-i,i]x[-i,i] 4 4 

D'où la densité de IX - YI définie par : 

S(2 - t )  si O < t < 2, 
sinon. 

IV.7 

déduit 

Pour tout u E IR, on a F(F'(u)) 2 u. En effet si 2i = F'(u), 
= inf{a, F ( a )  1 u} donc F ( v )  >_ u car F est continue à droite. On en 

{F'(U) I .} c {F(F'(U)) I F ( z ) }  c {U I F ( z ) } .  
On peut bien sûr écrire les mêmes inclusions pour les évènements concernant 
la fonction G et on obtient 

P{F'(U) 52 ,  G'(U) I Y} i min(F(z),G(y)). 

D'autre part, par définition de la fonction quantile F', pour tout réel z, 

F'(F(z))  I z. (IV.2) 

On a alors 

{U 5 F ( z ) }  c {F'(U) 5 F + ( F ( z ) ) }  car F' est croissante, 

puis 

Utilisant les mêmes inégalités pour la fonction G', on a 

{U 5 F ( z ) }  c {F'(U) I x} par (IV.2). 

{U I F ( z ) }  fl {U I G(Y)) = {U I min(F(4 ,  G(Y))} 
c {F+(U)  i .} n {G'(U) I Y}, 

et, passant aux probabilités, on obtient l'inégalité 

min(F(z),G(y)) i P{F'(U) 52,  G'(U) I Y}. O 

Donc V est bien la fonction de répartition du couple (F'(U), G'(U)). Ses 
marges ont F et G pour fonction de répartition (voir Proposition 111.2.7). 

Soit H la fonction de répartition d'un couple ( X ,  Y ) ,  avec F et G fonction de 
répartition respectives de X et Y .  On a { X  5 z} n {Y I y} c { X  I z} donc 
H(z ,y )  2 F ( z ) .  On a la même inégalité pour la fonction G et ainsi H 5 V .  

O 
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IV.8 Pour tout réels x ,  X I , .  . . , xn, on a l’équivalence 

max xi I x ’di, xi I x .  
l<i<n 

On en déduit l’égalité des évènements 

{Mn I.> = n (xi 1x1,  
l<i ln  

et, les variables Xi  étant indépendantes, on obtient 

Pour le min des X i ,  l’équivalence 

min xi > x a V i ,  xi > x 
i<i<n 

donne l’égalité des évènements 

{mn > X )  = n {xi > x>,  
l<i<n 

IV.9 Le vecteur ( X I ,  X 2 , .  . . , X n )  admet, par rapport à la mesure de Le- 
besgue sur IRn, la densité f, où f ( x1 , .  . . , x,) = e-”l . . . eëZn, donc pour i # j 

car Ai,j := { ( x i , ,  . . ,x,), xi = x j }  est un hyperplan, donc de mesure de 
Lebesgue nulle. Ainsi P(3 i ,  j : Xi  = X j }  = O car 

P { - J i , j  : xi = X j }  = P{ U { X z  = X j } }  I C P { X ,  = X j }  = o. O 
i# j  i# j  
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D’autre part Z Y-) €xp(n) car P{Z > t }  = P{ n i { X i  > t } }  = e-nt et N suit 
une loi uniforme sur (1, . . . , n}. En effet 

P{N = l} = P{X1 5 x2,. . . , X n }  

P { N  = l,z > t }  = / . S,, f ( ~ 1 , .  . . , xn )  . dxn 

De même, pour tout 1 5 k 5 n, on a 

P { N  = k , Z  > t }  

Donc N et Z sont indépendantes. 
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IV.10 Pour toute fonction borélienne bornée 4, on a 

tx On obtient donc dP*2 dpt+ - - &. Ce résultat se prolonge aisément par récurrence 
à tout n 2 2 : 

cl 
dPtn - etx 
dP*n L(t)n ' 
-~ - 

Pour tout t > O, suffisamment petit, 

P,*" ( [x ,  +CO[) = & ./7+, et" dP*n(u) 

etx > l+, dP*n(u) = - P*n ([x, +CO[). 
- L(t)n wn 

On en déduit l'inégalité 

P*n ([x, +CO[) 5 ~ ( t ) ~  eëtX P,*" ([x, +CO[).  (IV.3) 

O 
D'autre part, P*n ([x, +CO[) peut être majoré par l'inégalité de Chernoff (voir 
Exemple 111.4.10.(iii)) : 
on considére (X i ) i  une suite de v.a. indépendantes de même loi P. Pour t > O, 
suffisamment petit : 

On obtient alors 
P * ~  ([z, +CO[) 5 ~ ( t ) ~  e-tx. (IV.4) 

L'inégalité (IV.3) est donc plus fine que l'inégalité (IV.4). 
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IV. l l  
tion par parties dans l'intégrale 
cette relation jusqu'à p = 1, on obtient î ( p )  = ( p  - l)! r(1) = ( p  - l)!. 
Pour montrer que r, * rQ = l?p+g, on peut procéder de deux façons : 

La relation de récurrence ï ( p )  = ( p  - l)r(p - 1) vient d'une intégra- 
zp-' e -" dz. Pour p entier, en réitérant 

- La première utilise les fonctions caractéristiques : la fonction caractéris- 
tique de la loi r,, que l'on calculera plus bas, étant pp(t) = -, ' on 
vérifie que 

On déduit de cette relation et des propriétés des fonctions caractéris- 
tiques que r, * r4 = rp+q. 

tion des deux densités 7, et T ~ .  Pour z 1 O, on a 

( P p ( t ) ( P * ( t )  = (P*+q(t)- 

- La deuxième est calculatoire : il suffit de calculer le produit de convolu- 

1' up-' (z - u)QP1 du. 

(IV.5) 
En posant u = z'u dans la dernière intégrale J:up-'(z - u)q-'du, on 
obtient 

e-" +" 
r(P)r(q) 

(Yp *YQ>(4 = 1, Yp(u)Yq(z - 4 du = 

up-'(. - u)Q-l du = zP+Q-' vP-'(l - .)Q-' du. 6" 6' 
L'intégrale J: vp-'(i-v)q-' dv est la fonction Béta, notée ~ ( p ,  4 ) .  L'éga- 
lité (IV.5) devient alors 

"-2 

Utilisant l'identité classique(') B ( p ,  q)  = w, on obtient 

(Yp * YQ) = Yp+n- O 

On déduit alors de ce résultat que si XI,. . . ,A, sont des variables aléa- 
toires indépendantes suivant la même loi exponentielle de paramètre 1, alors 
A1 + 
La fonction caractéristique de la loi rp, notée pp(t), vaut 

+ A, suit la loi I?,. 

Pour p réel strictement positif, le calcul de cette intégrale peut se faire par la 
méthode des résidus(2). 

("Voir par exemple << Principles of Mathematical Analysis », W. Rudin, McGRAW-HILL. 
'"Voir par exemple (( Intégration et  probabilités, Analyse de Fourier », G. Letac, MASSON. 
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Remarquons néanmoins que, pour p entier, une intégration par parties donne 

Et réitérant ce calcul jusqu’à cpl(t) = A, on obtient le résultat 

La suite (Sn)n étant croissante, on a {Sk+1 5 t }  c {SI,  5 t }  et remarquant 
que 

W(t)  = k }  = { S k  I t < S k + l > ,  

on a 
P { W )  = k }  = P{Sk 5 t }  - P{Sk+l 5 t} .  

D’autre part 

- - + ( k  - 1) uk-2e-u d u  par intégr. par part. 

t k - 1  -t t k - 2  -t 
- . . .  - e - e 

( k  - l)! ( I C  - a) !  

Et par conséquent 

tk 
k !  

P { N ( t )  = I C }  = P{Sk 5 t }  - P{Sk+I 5 t }  = -e-t, 

soit N ( t )  ?c) P(t) .  O 

IV.12 
chapitre IV. La variable Sk suit la loi r k  et admet donc la densité : 

La loi de SI, = X1 + . . . + XI ,  a été calculée dans l’exercice 11 du 

si t 2 O, 

sinon. 
fk(t) = 

Pour calculer la loi du vecteur (?YI,. . . ,Un),  calculons d’abord la loi de 
( S I , .  . . , Sn). On vérifie que le vecteur ( S I , .  . . , Sn) admet pour densité la 
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fonction e-'" sur E, := {SI,. . . , s,), s1 5 . . . 5 s,}. On peut procéder de 
deux façons : 

- Par récurrence sur n, en utilisant le fait que la loi de S, sachant 
(Si,. . . , S,-i) = (SI , .  . . , s,-1) est la loi de s,-1 + X, (voir Exemple 
VI.6.5.(ii)). La densité de (SI, .  . . , S,-l, S,) est donc donnée par : 

fn(sl,. . . ,s,) = fn-l(sl,.  . . , ~, - l )e -~n+~n- l  
- e-Sn-le-~n+Sn-l - -Sn - - e par hyp. de réc. 0 

- En considérant une fonction borélienne bornée q5 définie sur Rn, ou plutôt 
sur E,, et en calculant E(q5(S1,. . . , S,)). 

E(q5(S1, * , Sn)) = 

q5(zt.i, ICI + z2,. . . , z1 + 2 2  t a . .  + z,)eëZ1 . e-"" dz1. dz,. 

( 31 = 21 

s2 = 21 + 2 2  
Par le changement de variable , dont la valeur ab- 

(sn=z1+.-+ICn 
solue du jacobien vaut 1, on obtient 

s, 
Sn+l Sn+l -, Sn+d 
Si La densité du vecteur aléatoire (Ul,. . . ,Un, Un+l) := (-, . . . , 

est 

sur En+, = { O  I u1 I u2 5 . .  . I u, 5 1 et u,+1 2 O}. 
En effet pour tout fonction borélienne bornée @ définie sur 

( ~ 1 , .  . . , un, u,+1) ++ eëUn+l 

on a 

ds1. . . dsn+l. 
Sn+i  

E(@(Ul, .  . . , U,+1)) = / @ (-+ . . . , 
En+i Sn+i 

La transformation 

de jacobien uE+l donne 

@(ul, .  . . , un+l) e-un+lun+l du1 du,+i. O 
= /EL+l 
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S Pour obtenir la densité du vecteur (snt;, . . . , e), on intègre par rapport à 
la dernière variable : 

uE+le-un+ldun+l = n!. Ju+m 
Donc la densité de (e,. . . , &) est constante, égale à n! sur { O  5 u1 5 

o . . .  5 un 5 1 j. 

IV.13 

a) La probabilité que << XI, . . , XI, soient inférieures à z et Xk+l,. . , X n  
soient supérieures à J: >) est, par indépendance des variables X i ,  égale 
à F(z)'(l - F ( z ) ) ~ - ' .  On en déduit que la probabilité que << k va- 
riables soient inférieures à z et n - k soient supérieures à z >> est égale à 

On peut alors écrire 

(i)F(z)"l - F(z))"-k .  

{Xi,n 5 J:} = u { k variables sont inférieures à J: j 
k z i  

= u { k variables sont inférieures à z 
k z i  

et n - k sont supérieures à z } 

pour en déduire 

P{XZ,, 5 x} = F(z)"l  - F(z))n-k.  
i<k<n 

On dérive par rapport à z cette dernière expression : 

n 

k=i 
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où a k  désigne le réel (n , l )Fk(z ) (n-k) ( l -F(z ) )" -k- l  . On obtient ainsi 

Ce résultat peut aussi s'interpréter physiquement de la façon suivante : 

on choisit une variable au hasard (n choix possibles) qui soit dans 
[z, z+dz] (ce qui arrive avec une probabilité de f ( z )  dz) ,  parmi les autres 
variables on en choisit au hasard i - 1 ((7::) choix possibles) au plus 
égales à z (avec donc une probabilité de F ( x ) ~ - ' ) ,  puis on veut les (n-i) 
autres variables plus grandes que z (avec une probabilité ( 1  - F ( Z ) ) " - ~ ) .  
On obtient : 

b) L'évènement {Xi,n 5 z, Xi+l,+ > y} n'est autre que l'évènement { i va- 
riables sont inférieures à z et n - i sont supérieures à y }. Sa probabilité 
se calcule par un raisonnement analogue à la question précédente et vaut 
(S)F(z)i(l - F(y))"-i. 

c) En notant F la fonction de répartition du couple (Xi,n,Xi+l,n),  on a 
pour z I Y' 

(1) I1 suffit de vérifier que, quels que soient -00 < z 5 y < +CO, on a 
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Or 

= J-, (JT+m i(n - i) ( ; ) f ( u ) f ( u ) F y u ) ( l  - F(u))n-i-l d u )  d u  

= i(n - i )  (:> 1, f (u)Fi - l (u)  d u / + m  f ( u ) ( l  - F(u))n-i-l du 
Y 

= (7) Fi(.)(l - F(y))n-i = P{Xi, ,  5 2 ,  Xi+l,n > y}. o 

e )  Le couple (Xi,n,  S ~ + I , ~ )  prend ses valeurs dans R x R+ et pour (z, y)  E 
R X R + :  

(avec le changement de variable w = u - u dans la 2ème intégrale). 

De cette dernière expression, on déduit que le couple (Xi,,, S ~ + I , ~ )  admet 
pour densité la fonction f définie par 

f )  Si les X i  suivent une loi exponentielle de paramètre 1, le couple 
(Xi,,, Si+l,,) prend ses valeurs dans IR+ x IR+ et la variable Si+l,, admet 
pour densité la fonction h définie par h(s) = s-"," g(z, s) dx. Pour s 2 O, 
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on a donc 

h(s)  = i+m i(n - i )  ( y )  (l - e-z)i-l(e-z-s)n-i-l)  dx 

) dx = Jil+m i(n - i )  (‘2”) e-2z-s (l - e-z).i-l(e-z-s)n-z-l 

En notant Ii cette dernière intégrale et en intégrant par parties, on ob- 
tient facilement la relation Ii = $& Ii-1. Réitérant cette identité jus- 
qu’à 11 = $, il vient 

( i  - l)! (n - i ) !  1 1  I2 = Il=---- 
(n - l)! (:I;) n’ 

puis 

(n  - i ) ! ( i  - l)! 1 - n! 
(i - i)!(n - i - i)! 

h(s) = i(n - i) 
(n  - l)! n 

et finalement S ~ + I , ~  €xp(n - i ) .  O 

IV.14 Pour (il, i 2 ,  . . . , in) E Nn, l’évènement {Ti = i l ,  T2 -TI = 22, . . . , Tn - 
Tn-l = in} s’écrit 

Les variables Xi  étant indépendantes, 

D’autre part, pour tout k entier, 
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On déduit de ce dernier calcul que les variables T I ,  T2 - T I ,  . . . , T, - T,-1 
sont indépendantes et de même loi. La variable Ti suit la loi géométrique de 
paramètre p et sa fonction caractéristique vaut 

Remarquant que Tn = Ti + (T2 - T I )  + . . . + (T, - T,-1) et utilisant l'indé- 
pendance des Ti - Ti-1, on a 

La variable T, suit la loi binomiale négative de paramètre ( n , p ) .  

IV.15 

a) On pose X n  = Cili5, Ildi et on lui applique l'inégalité démontrée dans 
l'exercice 111.10 

On rappelle que E(X,) = Ci<i5n P(A,) -+ 00. Soit alors M un réel 
positif et soit N E N vérifiant pour tout n entier 2 N ,  aE(X,) > M .  
Dès que n 2 N ,  { X ,  2 M }  2 { X ,  

n - 

aE(X,)} et donc 

D'autre part 

Soit E strictement positif fixé. Pour n suffisamment grand, on a alors : 

P{X,  _> M }  _> (1 - a)2(i  - E ) ,  
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et par conséquent 

P(U,{X, 2 M}) 2 (1 - a>yi - E ) .  

Cette inégalité est valable quels que soient O < a < 1 et E > O. En fai- 
sant tendre Q et E vers O, on en déduit P(U,{X, 2 M } )  = l, M étant 
arbitraire. 

En particulier pour tout entier N, P(ü,{X, 2 N}) = 1 et donc 

P(nN Un { X n  2 N } )  = 1. 

La suite (X,), étant croissante, on en déduit que X, converge presque 
O sûrement vers l'infini. Donc P(A, i.s. ) = 1. 

b) On peut supposer que quel que soit i, l'(Ai) # O et donc, quitte à 
remplacer c par 

m u {  P-'(Al), PP1(A2), . , P-'(A,), c } ,  

on peut supposer que 

vi,$ P(Ai n A j )  5 cP(Ai)P(Aj). 

On reprend les notations et le raisonnement précédents, on a 

Il s'ensuit que pour tout entier N ,  l'inégalité 

est vérifiée si n est suffisamment grand. 

On note alors ON l'évènement U n > ~ { X n  - 2 N } .  La suite (ON)* est 
décroissante, donc 

(1 - a)2 P(nNON) = limP(ON) 2 
N C 

> o. ( l - f f ) 2  On en déduit P(A, i.s. ) 2 O 

64 



SOLLITIONS 

IV.16 
et qu'on a : 

Remarquons que les évènements Ak sont bien disjoints deux à deux 

(IV.6) 

(IV.7) 

E(S2 1.4,) = J, Si dP 2 X 2  P(Ak). 
IC 

En utilisant alors (IV.6),(IV.7),(IV.8) et (IV.9), on obtient 
n. n 

Étant donné que E(S;) = Var(Sn) 

(IV.9) 

IV.17 On prend c = 1, on pose 
1 

271 
f(z, y) = - ë ( " 2 + y 2 ) / 2  + h(z)h(y) ,  

et on cherche alors h pour que les conditions requises soient réalisées. 
L'hypothèse JR h(t)  d t  = O impliquera que 

- JJRZ f(X, Y) dXdY = 1 ; 

- les lois marginales seront gaussiennes, centrées, réduites. 
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On pose alors 
t si (tl 5 a, 
O sinon 

h(t) = 

et on choisit a pour que f ainsi définie soit positive. La fonction f est donc 
la densité de probabilité d'un couple qui coïncide avec la densité N(0, I d )  en 
dehors du carré [-a, al2, mais distincte de celle-ci dans [-a, al2. I1 est clair que 

O 
À noter que d'autres fonctions h conviennent. 
ce couple ne peut être gaussien. 

IV.18 Le vecteur ( X ,  Y )  prend ses valeurs sur une droite (presque sûrement) 
car sa matrice de covariance C est non inversible. Elle admet pour noyau la 
droite IR. (2, -1). On a : 

Var(2X - Y )  = (2 -1) (6 12) (-1) = O. 

La variance de la variable 2X - Y est donc nulle. Par conséquent 2X - Y est 
constante presque sûrement et elle vaut zéro car son espérance est nulle. O 

IV.19 Pour tout borélien de IFS, noté A,  on a 

P{éX E A }  = 1/2 P I X  E A }  + 112 P { X  E - A }  1 P { X  E A }  

car X est symétrique. Donc E X  suit la même loi que X .  On procèderait de 
même pour prouver que &]XI suit la même loi que X .  
Le couple ( X , & X )  ne peut être gaussien car sa loi est portée par la réunion 
des deux droites y = x et y = -x. 

lV.20 
ristique : 

Soit l? la matrice de covariance de X et <px = <p sa fonction caracté- 

v(u> = E(e'("J)) = e- i / z tu . ru ,  u E p. 
On peut calculer la fonction caractéristique de Xe, notée ve 

Le calcul de la fonction caractéristique de Xé donne le même résultat, donc 
Xg et Xe suivent la même loi que celle de X .  
D'autre part, il est clair que le couple (Xe ,  X é )  est un couple gaussien en tant 
que transformation linéaire du couple gaussien ( X , Y ) .  On va montrer que 
Xe et Xg sont indépendantes en montrant que la matrice de covariance de 
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(Xe, Xé) est diagonale par blocs. Plus précisément, la matrice de covariance C 
de (Xe,Xé) étant une matrice de MPd(R), Xe et Xé sont indépendantes si et 
seulement si C s’écrit sous la forme : 

Soit A E Md(R) vérifiant AtA  = r. Les vecteurs X et Y suivent alors la même 
loi que le vecteur AG, où G y+ N(0, Id). 

, il est clair que le couple (Xe,Xé) suit la 
cos 6.1, sin 6.Jd 
- sin 6.Id cos 6.Id Notant A4 = 

même loi que le vecteur aléatoire de 

des vecteurs indépendants suivant la loi N(0, Id). 
La matrice de covariance de (Xe, Xé) est donc 

111 . (t A) . (n:), où les G~ sont 

M .  (ti) - ‘ ( M .  (fi)) = M .  (‘O;) .t111= (‘O;), 
Donc Xe et Xé sont indépendantes. O 

IV.21 

a) On va résoudre cette première question pour des variables aléatoires 
réelles. Le cas de variables aléatoires à valeurs dans Rd se traite de ma- 
nière analogue sans difficulté supplémentaire. 

p(s  + t)p(s - t )  = E ( e  ) i( s+t)X )E(  ei( s- t )X 

- - E(ei(s+t)x)E(ei(S-t)Y) 

= E(ei(s+t)xei(s-t)Y) 
car X et Y ont même loi 

car X et Y sont indépendantes 
= E(e  is (X+Y) , i t (X-Y))  

= E(eiS(X+Y))E(ei t (X-Y))  

= E(eisx)E(eisY)E(eitX)E(e-itY) 
car X + Y et X - Y sont indépendantes 

car X et Y sont indépendantes 
= v2(s>cp(t)v(-t> = cp2(s>lcp(t)l* O 

‘dt7 cpw = v(t)21v(t)12’ 

En prenant t = s dans la relation précédente, on obtient 

puis, en remplaçant t par t/2 et en réitérant l’opération n fois, il vient : 

‘dt E R, ‘dn E N, cp(t) = cp ( - ;n)2n Iv (;) I Z n  
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CHAPITRE IV. INDÉPENDANCE 

On déduit de cette relation que quel que soit t ,  cp(t) # O. En effet, si cp 
s’annule en un certain a, alors ~ ( a )  = O et donc : 

trn E N, cp (g) = O .  (IV. 10) 

En rappelant que cp est continue en O et que cp(0) = 1, un passage à la 
limite dans (IV.10) donne la contradiction. 

L’application 

est continue (où U désigne l’ensemble des complexes de module 1). Par 
un argument topologique (théorème de relèvement), on obtient l’exis- 
tence d’une application continue f : R -i R telle que cp(t)/lcp(t)l = 
On a 

cp(t> = ~cp(t>l . e i f ( t )  = elnlV(t)l+if(t). 

D’où l’existence d’une application + continue de R dans C telle que 
p ( t )  = e+(t). O 

b) Soient gP et +i les parties paire et impaire de +’ c’est-à-dire 

II, = + $+ avec paire et II,i impaire. 

Utilisant le fait que cp(-t) = cp(t), la relation établie à la question a) 
donne 

- 

+(s + t )  + +(s - t )  = 2+(s) + +(t) + +(-t). (IV.11) 

En identifiant les parties impaires, il vient 

+i(S + t )  + + i ( S  - t )  = 2+i(S). (IV. 12) 

Pour t = s, on obtient quel que soit s, sii(2.5) = 2+i(s). Pour t et s 
quelconques dans IRd, en posant t = SI- ti et s = SI+ t i ,  on obtient par 
(IV.12) 

Si(S1) + II,i(tl) = +i(Sl +t i ) .  

La fonction $ étant continue, on en déduit par un raisonnement classique 
(pour tout s E Rd et 1 E R, $+(Zs) = l+i(s), via une décomposition du 
réel 1 en base 2) que II,i est linéaire. Et II,i étant à valeurs dans @, il existe 
alors m et m’ E tels que 

vt E Rd, +i(t) = (t,  m’) + i ( t ,  m). 
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- 
La relation cp(-t) = cp(t) donne 

l ip@> - liiw = l i p @ )  + lii(t> (IV. 13) 

et donc &(t) = S($( t ) )  et &(t)  est un complexe imaginaire pur. Par 
O 

c) On utilise à nouveau la relation (IV.11) et, identifiant les parties paires : 

l i p b  + t )  + $ p ( s  - t )  = 2 ( l i p ( s )  + l i p @ > > .  (IV.14) 

Remplaçant dans cette relation le couple ( s , t )  par les deux couples 
(s + tl + t 2 ,  s )  puis ( s  + t l ,  s + tz) ,  il vient 

conséquent m' = O et pour tout t E I W ~ ,  +i(t> = i ( t ,  m). 

2 s I p  ( s> + 2 l i p  ( s + t 1 + t 2  ) - l i p  (ti + t 2  ) = 2 l i p  ( s  + t 1 ) + 2 l i p  ( s + t 2  ) - &I (t 1 - t 2  ) . 

l i p ( t 1  - t 2 )  = 2 l i p ( t 1 )  + 2 l i p ( t 2 )  - l i p ( t 1  + t 2 )  

Utilisant à nouveau la relation (IV.14), on peut remplacer &,(tl - t 2 )  par 

et obtenir la linéarité par rapport à la deuxième variable de Q(s ,  t ) .  Fina- 
lement Q est bien symétrique et bilinéaire. Par (IV.13), 7+!+, est à valeurs 
réelles. 

Enfin, pour tout t E IRd, (cp(t)( 5 1 et Icp(t)l = e $ p ( t )  donc lip(t) 5 O et 
O 

d) D'après la question précédente, lip est une forme quadratique négative. 

donc Q est bilinéaire, symétrique et négative. 

La fonction caractéristique de X s'écrit : 

cp(t) = ei ( t m ) + s ' p ( t )  

C'est la fonction caractéristique d'une loi gaussienne. 

IV.22 

O 

a) Soient XI,,, X,,,, . . . , X,,, n variables aléatoires indépendantes, de 
même loi v, et de fonction caractéristique $. Si la loi de  XI,^ + Xz,, + 

+ X,,, est celle de X ,  notée p, alors 

cpX(t) = cp X1,n+X2,n+-+Xn,n ( t )  = 9x1," ( t )  f * . cpX">" ( t )  = $"(t) 

(voir Proposition IV.2.3). 

Réciproquement, si cpX(t) = $E(t), et si 2 1 , ~  . . . , Z,,, sont n variables 
indépendantes de même loi et de fonction caractéristique sin, alors la 
loi de 21,~ + - e 1  + Z,,, est p (voir Théorème 111.5.2) et donc p est 
infiniment divisible. 
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1,) (i) Dans le cas où p = Sa, pX(t) = cita. Remarquant que 

et utilisant (a), on déduit que 6,  est infiniment divisible : si 
X I ,  . . . , X ,  sont indépendantes et de même loi Sa/,, alors X i  + 
. - + X ,  suit la loi Sa. 
On peut aussi remarquer p = Sa signifie que X est presque sûre- 
ment constante égale à a. On peut alors écrire X = X I  + . . . + X n  
avec X i  presque sûrement constante égale à a / n .  

(ii) Si x - N(m,a2) alors 

Donc X suit la même loi que X I +  . +X,, où les v.a. X ;  sont indé- 
pendantes et de même loi N(rn/n, Donc X est infiniment 
divisible. 

(iii) Si X P(A) alors 
e ~ ( e z t - l )  = ( e $ ( e t t - l ) )  n . 

(PX(t) = 

Donc X suit la même loi que XI + + X,, où les v.a. Xi  sont 
indépendantes et de même loi P(A/n ) .  Donc X est infiniment divi- 
sible. 

(iv) Si X suit une loi de Cauchy, 
n px(t) = e - 1 '1  = (e- l t / / " l )  . 

Donc X suit la même loi que X I  + . . . + X ,  où les v.a. Xi sont in- 
dépedantes et suivent la même loi que X / n .  Donc X est infiniment 
divisible. 

c) (i) Si B est un intervalle ne contenant ni O ni 1/2, alors, pour tout 
z E B et y E B,  on a nécessairement J: + y # O et z + y # 1. Donc 

P(Y + 2 E B + B )  = p ( B  + B )  = o. 
D'autre part 

(Y E B )  n (2 E B )  c (Y + 2 E B + B )  
v @ v(B x B )  5 p ( B  + B )  = o. donc 
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(ii) Si B est l’un des intervalles ] - co, O[, ]O, 1/2[ ou ]1/2, +m[, d’après 
c) (i) et l’indépendance de Y et 2, 

P ( ( Y  E B )  n (z E B ) )  = P(Y E B > ~  = o. 
On en déduit P(Y E {O, 1/2}) = 1. 

(iii) En posant P(Y = O) = a et P(Y = 1/2) = b, et toujours sous 
l’hypothèse << Y et 2 suivent la même loi et sont indépendantes », 
on a P(Y + 2 = 1/2) = 2ab. Donc Y + 2 ne suit pas la même loi 
que X et p n’est pas infiniment divisible. 

d) On pose 2 = eitY et donc (pY(t) = E ( 2 ) .  D’autre part 2 = 

&O - q N = k )  et 

E(zn{N=k})  = E(eitxl . . eitxk . I{,=,}) 
= E(eitxl) .  . .  E(eitxk)E(n{N=k}) 

= p(t)kPP(N = I C } .  

Par convergence dominée, on obtient alors 

Observant que 

on conclut que Y est infiniment divisible. Plus précisément, soient 

N ,  N ~ ,  N ~ ,  . . . .  N ~ , x ~ , x ; , x ~ ,  . . .  ,x,”,x2,x,1,x,2,. .. ,x;, . . . . . . . . . . .  
. . . . . . .  X k ,  x;, x;, . . .  , X E , .  . . . . .  

une suite de variables aléatoires indépendantes, où les Xi  et les Xa 
suivent la même loi, où N suit la loi de Poisson P(A) et où N1, N 2 ,  . . .  N n  
suivent la même loi de Poisson P(X/n). On pose 

alors Y1 + . . .  + Y, suit la même loi que Y .  
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CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES 
ALÉATOIRES 

Énoncés 

V.1 Soit (Xn)nEW une suite de variables aléatoires réelles sur un espace proba- 
bilisé (a, A, P )  ; on suppose qu'il existe une suite de réels (un)nEW telle que les 
séries 

n n 

soient convergentes. Démontrer que la série E, X ,  est p.s. convergente 

V.2 
variance ( c T : ) , ~ ~  convergeant en loi vers une variable aléatoire X .  

Soit (Xn)TLEw une famille de variables aléatoires gaussiennes, centrées, de 

a) Montrer que la suite ( c T ; ) , ~ ~  est convergente et en déduire que X suit une 
loi gaussienne. Étudier le cas où les X ,  ne sont pas centrées. 

1 ) )  On suppose que X ,  + X en probabilité. Démontrer que X ,  converge vers 
X dans tous les espaces LP. 

V.3 Montrer que pour J: > O, 



Soit maintenant (Xn)nEW une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes 
de même loi N(0,l). Montrer que 

lim sup x, = 1 p-s. 
n+cc J27ogn 

Montrer également que 

V.4 Soit (X i ) iE I  une famille de variables aléatoires réelles sur (a, A, P )  ; on sup- 
pose qu'il existe une fonction G : [ O, 00 [- [ O, oa [ vérifiant limt+oo G(t) / t  = cc 
telle que supiEI E(G(IXi1)) est fini. Démontrer que la famille (X i ) iE I  est unifor- 
mément intégrable. 

V.5 
(0, A, P )  convergeant en loi respectivement vers X et Y. 

Soient (Xn)nEN et (Y,),EN deux suites de variables aléatoires réelles sur 

a) On suppose que pour tout n, X ,  et Y, sont indépendantes et que X et Y sont 
indépendantes. Démontrer que X ,  + Y, converge en loi vers X + Y .  Donner 
un exemple montrant que l'hypothèse d'indépendance est indispensable. 

I ) )  O K ~  suppose que Y = O. Prouver que X, + Y, converge en loi vers X et 
X,Y, corivergc en loi vers O. 

V.6 Soit (an),,-- une suite de nombres appartenant & [ O ,  11 ; on lui associe 
une suite (X71)nEW de variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé 
(R,  A, P )  dont les lois vérifient 

si t < O, 
+ (i -a,)tn si t E [0 ,1] ,  

si t > 1. 

À quelles conditions sur (a,),,-N, la suite (X,)nEN converge-t-elle en loi, en pro- 
babilité, presque sûrement ? 

V.7 Montrer que la probabilité P, converge étroitement vers la probabilité P 
si et seulement si 1ini7L+cc J 4 d ~ ,  = J 4 d~ pour toute fonction 4 infiniment 
différentiable, à support compact. 
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V.8 Une formule d’inversion de la transformée de Laplace. 

a )  Soit ?(A) = CnEW e-’$& la loi de Poisson de paramètre A. Montrer que si 
X ,  est de loi P(A8) alors ( X ,  - M ) / A  converge en probabilité vers O lorsque 
X -$m. En déduire que 

1)) Soit ~ ( t )  = eë tX dP(z)  la transformée de Laplace d’une loi P sur IR+. 
Montrer que L ( t )  est dérivable. Montrer que si P est de fonction de répar- 
tition F ,  alors 

lim o - X k L ( k ) ( A )  = F ( z )  
,--a k!  

k i X X  

en tout point de continuité de F .  

V.9 
Soient X ,  Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Notons f X  la densité 
de X .  

Une formule d’inversion de la transformée de Fourier. 

a )  Montrer que ~ ( e - ~ ~ ~ c p ~ ( ~ ) )  = E ( ( ~ ~ ( x  - t ) ) ,  t E IR. 

1)) Prendre Y de loi N(0,a2)  et supposer (px intégrable par rapport à la nie- 
+ CO, montrer la formule donnée au sure de Lebesgue. En considérant 

ThCorèrrie 111.5.4 : 

f x ( ~ )  = & ë i t x p X ( t )  dt .  

c.) Montrer que pour tous z,y et m > O, 

(Px (4 d t  . 

oo sin(tx) On rappelle que JO 

En déduire que si J: et y sont des points de continuité de F‘, alors 

d t  = signe(z)~/2.  

ce qui donne une formule d’inversion de Fourier, et montre que px caracté- 
rise F X  et donc Px. 
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CHAPITRE v. CONVERGENCE DE SLJITES DE VARI.4BLES ALÉATOIRES 

V.10 Soit (Xi ) i2 l  une suite de variables aléatoires, de loi uniforme sur [ O ,  11. 
Soit N,  une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p)  et indépendante des X i .  
Montrer que nminl<i<N, _ -  Xi  converge en loi, lorsque n --f 00, vers une variable 
aléatoire exponentielle de moyenne l/p. 

V . l l  Appliquer le théorème limite central à une suite (X,),,, de variables 
aléatoires indépendantes de même loi de Poisson de paramètre 1 pour trouver la 
limite de la suite 

un = e-n c $ n E N .  
o g < n  

V.12 Soit (Xi)i2l une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et de 
même loi P. On appelle mesure empirique de X I ,  . . . , X ,  la loi de probabilité 
P, = n-' C1siIIL 6xi (cette mesure est aléatoire puisque les Xi  le sont). Montrer 
que presque sûrement P, converge étroitement vers P. 

Indication : uhliser la définlition 4.l . i  et lu loi forte des grands norrrbres. Si F,, 
(resp. F )  est ba fmict:ion de  répa,rtition de P,, ('ESP. P ) ,  on  prendra garde nu ,fait 
q'ue l 'ensemble de  mesure nulle sur  lequel 1irnTL+= FrL(t)  # F ( t )  doit  pouvoir être 
pris iridkpesidant tif, t : 6 cette fin, on peut  utiliser ln m,»noton,ie et In borriitude 
de  F .  

V.13 Notons U(P) la variable aléatoire réelle ci>' L-ZX, où les X i  sont in- 
dépendantes, de loi B(1,p) et soit L ( P )  la loi de UTp).  Soit J: E [ O ,  11. Notons 
z = Ci>l 2-izi son développement en base 2. - 

a) En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que sous L@),  pour 
presque tout 5 ,  la proportion de 1 dans le développement en base 2 (i.e. 
n-l xi) tend vers p .  En déduire que les lois L(P) sont étrangères les 
unes par rapport aux autres. 

b) Montrer que L(1/2) est la mesure de Lebesgue sur [ O ,  11 (loi uniforme sur 
[0,11). 

Montrer que les lois L(P) n'ont pas de parties discrètes. Donc si 
p # { O ,  1 /2 ,1  } la fonction de répartition de C ( P )  est continue, mais pas 
absolument continue. 
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ÉNONC‘ÉS 

V.14 Au Théorème IV.3.1 nous avons vu comment construire une suite infinie 
de variables aléatoires indépendantes. Donnons ici une construction plus explicite 
sur IR. Soient X,, n 2 1, les variables aléatoires de loi i?(1,1/2) construites à 
l’Exemple IV.l.7.ii. En utilisant l’exercice V.13 et l’Exemple V.1.3.i’ montrer 
qu’on peut construire une suite (Un),>l de variables aléatoires uniformes sur 
[ O, 1 1 ,  indépendantes. 

Iii,dicati»n : conside‘rer la constr?iction en tnu,riglc 

- 

ui = 2-1x, + 2-‘x2 + 2 P X 4  + 2PX7 + . . . 
u2 = 2r1x:< + 2-’x5 + 2-“xx + . . . 
u:3 = 2r1xrj + 2-’& + ’ ’ .  

l i d  = 2-’Xlo + . . . 

Montrer alors que si l’on se donne une famille de loi Pi, i E N, sur IR, on peut 
construire une suite de variables aléatoires réelles ( Zi) iEN,  indépendantes, telles 
que Zi est de loi Pi. Nous avons donc dans ce cas une preuve constructive du 
Théorème de Kolmogorov IV.3.1. 

V.15 On considère une marche aléatoire sur Z, partant de l’origine, représentée 
par une suite (X,),,, de variables aléatoires sur un espace probabilisé (fl, A, P ) ,  
mutuellement indépendantes, et de même loi de Bernoulli sur { - 1 , l }  de para- 
mètre O < p < 1 (autrement dit P{ X ,  = 1 } = 1 - P{ X,, = -1 } = p pour tout 
n). On pose S, = Xi + + . .  + X,, n 2 1, et par convention So = O. La variable 
aléatoire S, représente donc la position au tenips n du marcheur parti de O. On 
s’intéresse à la probabilité de revenir une infinité de fois à son point de départ, 
c’est-à-dire à la probabilité de l’évènement 

A = { S, = O pour une infinité de n } . 

a) Démontrer que S,/n converge presque sûrement vers une limite que l’on 
précisera. 

11) Déduire de la question précédente que P(A)  = O si p # 1/2. 

c )  On suppose à présent que p = 1/2.  

(il Pour tout k 2 O, soit Z, = (sp+i - ~p)/d‘ iF.  Prouver que z I ,  a 
même loi que S2k/&. En déduire, en faisant usage du théorème limite 
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CHAPITRE V. C‘ONVERGENC‘E DE SUITES DE VARIARLEC> .m?AroIrtIils 

central, que pour tout réel M ,  

P{ ZI, 2 M }  = 00 .  

(ii) Conclure de la question précédente que P{ supk 21, 2 M } = 1 pour 
tout A l ,  puis que P{ supk IZkI = 00 } = 1. En déduire que 

(iii) Démontrer avec la loi du 0-1 que l’évènement BS = { supnL1 S’,/fi = 
+CO} est de probabilité 0 ou 1. Soit B- = { inf,>i S T L / f i  = -00) .  

Démontrer que P ( B f )  = P(B-) .  Conclure, à l’aide de la question 
précédente, que P(B+) = P(B-)  = 1. 

(iv) Déduire de ce qui précède que P(A)  = 1. 

V.16 
On appelle distance en variation totale la quantité 

Soient p et v deux mesures de probabilité sur un espace mesurable ( E ,  a). 

Soient X et Y deux variables aléatoires sur (n, A, P )  de lois respectives P” et 
PY . 

a) Montrer l’inégalité I(Px - PYll <_ P{ X # Y }. 

1)) Soient Y et E deux variables aléatoires indépendantes sur (n, A, P ) ,  Y de 
loi de Poisson de paramètre O < p < 1 et E de loi de Bernoulli de paramètre 
1 - (1 - p ) e p .  Soit X = 1 - li(E=Y=O>. Calculer la loi de X et démontrer que 
l’on a P { X  # Y }  < p 2 .  

c )  Soit S une variable aléatoire de même loi qu’une somme de n variables 
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli de paramètre p,,  O < p ,  < 1, 
i = 1, .  . . , n. Démontrer qu’il existe une variable aléatoire 2 suivant une loi 
de Poisson de paramètre X = Cl<z<np2. telle que _ _  

d) Retrouver le Théorème V.5.6 pour pi = X/n, X > O ,  1 5 i 5 n (n 2 A). 
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ci OLT TT I O N  s 

Solutions 

V.l  On considère les évènements {X, # a,> que l’on note A,. Étant donné 
que C,P(A,) converge, d’après le lemme de Borel-cantelli, P(A,  i s )  = O. 
Donc pour presque tout w E R, X,(w) = a, à partir d’un certain rang (dé- 
pendant de w ) .  Pour un tel w, la série C,X,(w) converge car par hypothèse 
En a, converge. 

O Donc E, X ,  est presque sûrement convergente. 

v.2 

a) Soit (X,) une suite de variables aléatoires de loi N(0, a:) avec 

La suite des fonctions caractéristiques (pXn ( t ) )  , converge simplement 
sur R vers pX(t), donc 

On en déduit que la suite (a,), est convergente vers un réel a positif. 
Dans le cas où a > O, pX(t) = ëu2t2/2 et la variable X suit donc la loi 
gaussienne N(0,a2) .  En revanche, le cas a = O donne une convergence 
en loi vers la variable constante égale à O qui n’est pas gaussienne. 

On suppose désormais que X ,  suit la loi N(m,, a:). On a 

et donc, en prenant les modules, 

Comme précédemment, on en déduit que la suite (an), est convergente 
vers un réel a. 

La suite (X,), étant convergente en loi, elle est uniformément tendue 
(voir par exemple la suite du Théorème V.4.4 page 128). Par consé- 
quent, en considérant les évènements { X, E [m, - a, M, + a] }, on 
obtient que la suite (m,), est nécessairement bornée. 
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CHAPITRE v. CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES ALÉATOIREY 

Si (rn,), admet deux points d'accumulation distincts, alors la suite 
(eitmn), ne peut converger pour toute valeur de t. En conclusion (rn,), 
converge vers un réel rn et 

eitmn-ant2/2 -3 eitm-02t2/2 
n 

La suite (X,) converge en loi vers la loi de Gauss N(m, a2),  dans le cas 
où O # O, ou bien vers la constante rn si n = O. 

b) Par le résultat du a), X est gaussienne centrée et de variance cr2. D'après 
le Corollaire V.3.6, il suffit de montrer que la suite ( E ( ~ X , ~ ~ ) )  est 
majorée. On pose X ,  = a,.Y, et Y, suit donc une loi normale centrée 
réduite. De plus 

n 

E(IXnIp) = .nE(IYnIP) = .n.E(IYolP) I K p ,  

où KP est une constante indépendante de n dont l'existence est assurée 
par la convergence de la suite (on),. La suite (X,) converge donc dans 
LP pour tout p .  

V.3 Montrons que pour tout x > O, 

Pour la première des inégalités, une intégration par parties donne 

_ _  
t 2  t-l t e - 5  d t  = - - dt .  l+cc e-$ d t  = I+* 

X 

On écrit 

et on en déduit : 
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SOLUTIONS 

Soit alors O < E < 1. On pose 

Xn > (1 - €)} = {xn 2 2/21nn(1- E ) } .  

On a alors 

t 2  
e - 7  d t  

1 
P(An) - / J27F v 5 G ( l - & )  

J2lr J G ( 1  - €) Jinn 
1 , - i n n ( i - ~ ) ~  1 1 

N- -K-- 

On reconnaît le terme général d’une série de Bertrand divergente. Les évè- 
nements A, étant indépendants, par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient 
P(A, i.s) = 1. 
Pour E strictement positif, on considère maintenant les évènements 

Xn B, := { ~ > (1 + &) x, 2 G ( l + & ) } ,  J2lnn - 
pour lesquels 

1 , - i n n ( i + ~ ) ~  1 1 

J27; J G ( 1  + E )  Jinn . 
N- -K-- 

On reconnaît ici le terme général d’une série de Bertrand convergente. À l’aide 
du lemme de Borel-Cantelli on obtient P(B,i.s) = O. 
De ces deux résultats on déduit que : 

Xn 
d G  limsup ___ = 1 p.s. 

Montrons maintenant que 

c’est-à-dire 

< 1 + E }  -+ 1. maxi<i<n Xi 
J2irin n 

Pour cela on montrera 

O 
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1,) P(1- E < m z }  n’ 1. 

Tout d’abord 

et les variables Xi étant indépendantes 

n 

<l+E}=J-JP{xi5(l+E)d5Kz} i=l 

= (P{Xi 5 (1 + E ) G } ) n  

par l’équivalent (V.2) 

D’autre part 

d’où 

max Xi 
n-tm 

ce qui prouve a). 
Pour montrer b), on montre que P{ ms 5 1 - E }  -t O. 
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En effet : 

= ( 1 - P { Xz > dzG( 1 - &) } ) 

par l'équivalent (V.2) 
1 

- o. 
n++m 

Ce qui prouve b). 
En remarquant que P(An n Bn) -+ 1 dès que l'(An) -+ 1 et P(Bn) -f 1 on 
obtient le résultat. O 

V.4 Sans perte de généralité on suppose les X i  positives et on 
note que pour tout réel a ,  J{xt>nr XidP = J:"tdPxt(t). On pose 

Soit A > O arbitraire et a0 tel que t > a0 + y > A. 
Si a > ao, on a 

M = S U P ~ E ~  E(G(Xi)) < 00. 

1 M 
dPXz( t )  5 - A E(G(Xi)) 5 -. A 'di E I ,  ./l+m t dPXz( t )  5 ./l+" 

On en déduit 
Xi  dP O. SUP iEZ 1 {Xi>.} a++m 

La famille ( X i ) i E ~  est donc uniformément intégrable. 

v.5 

a) On utilise les fonctions caractéristiques : 

E(eit(x"fyn) > =  E(eifXX,)E(eityn) car X et Y indépendants 

-+ E ( e i tx )  E ( city) 
n 

= E(eit(X+Y)) car X et Y indépendants. 

O 
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CHAPITRE V. CONVERGENCE DE SLJITES DE VARIAHLES ALÉATOIRES 

Donc X ,  + Y, converge en loi vers X + Y .  
Pour se convaincre de l'importance de l'hypothèse d'indépendance, il suf- 
fit de considérer une variable aléatoire X suivant une loi normale N(0,l) 
et poser : 

x,=x, Y,= -x. 
On a ainsi 

X n  + X ,  Y, - + X  et X,+Y, = O .  C C 

n n 

b) Pour tout IL: E R et tout E > O, 

{xn F x - E }  n {IKl I E }  c {xn + y, i x}. 
En considérant les évènements contraires, puis les probabilités respec- 
tives, on obtient : 

FX"-(z  - E )  5 FXn+Yn(z) + P{)Y,) > E } .  

De même : 

{ X ,  > + E }  n > E }  c { X n  + Yn > IL:}, 

puis 
F X n  +un (IL:) F F X " ( z  + E )  + P{(Y,I > E } .  

De ces deux inégalités, on obtient 

F X " ( z  - E )  - P{IY,I > E }  5 FX,+Yn(z) F X q z  + &) + P{IY,I > E } .  

La fonction F X n  étant croissante, on déduit l'encadrement : 

IFXnfYn(IL:) - Fx"(z)I 5 F X " ( z  + E )  - F X " ( z  - E )  + P{IY,I > &}. 

On considère alors IL: point de continuité de F X .  On peut choisir E aussi 
petit que l'on veut avec de plus z - E et z + E points de continuité de 
F X  et F X ( z  + E )  - F X ( z  - E )  arbitrairement petit. Pour de tels IL: et E ,  

on a : 

limsup ( F ~ ~ + ~ ~ ( I L : )  - F ~ ( ~ ) I  5 ~ ~ ( z  + E )  - F ~ ( I L :  - E ) .  
n 

C On en déduit Fxn+yn(x) -$ F x ( z )  et X ,  + Y, t X .  

On va montrer que le produit X ,  Y, converge en probabilité vers O. Pour 
tout entier k 

{IXnl < k }  n {IYnl < $1 c {IX, Ynl < i }  
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S o  L I IT IONS 

et donc 
{IXnYnl 2 c {IXnl L k }  u {IYnl 2 $ 1 .  

I1 s’en suit 

P{IXn Y,l 2 ;} I P{IXnl 2 k }  + P{IY,I 2 $1. 
Soit E > O. La suite (X,), étant convergente en loi, elle est tendue. 
Donc quel que soit n, P{IX,l 2 k }  < E si est k est suffisamment grand. 
D’autre part la suite (Y,) convergente en loi vers une constante converge 
en probabilité vers cette constante (voir Exemples V.4.2 (iv)), donc 
P{IYnI 2 -&} < E si n suffisamment grand. Finalement 

La variable ( X ,  Y,) converge en probabilité, et donc en loi, vers O. 0 

V.6 
pour lequel la suite ( P { X ,  5 t } ) ,  soit convergente. 

Pour que la suite (X,), converge en loi il faut qu’il existe un t ~ ] 0 , 1 [  

ier cas. Si la suite (a,) ne tend pas vers O, alors quel que soit t ~ ] 0 , 1 [  

P { X ,  5 t }  = a, + tn + antn N an. 

Dans ce cas, il est nécessaire que (an) soit convergente. Si a, -+ a,  la 
suite (X,) converge en loi vers la loi de Bernoulli a60 + (1 - cy)&. 
2e cas. Si la suite (a,) tend vers O, alors la suite (X,) converge en loi 
vers X = 1. 

En conclusion, pour que (X,) converge en loi, il faut et il suffit que a, soit 
convergente vers un réel a, et (X,) converge alors en loi vers a60 + (1 - a)&. 
Pour pouvoir affirmer que la convergence soit une convergence en probabilité, 
il faut et il suffit que la limite X soit constante presque sûrement, c’est-à-dire 
a, -+ O ou a, --f 1. 
De même pour pouvoir affirmer que x X ,  -+ O (resp. 1) presque sûrement, 
il faut et il suffit que C P { X ,  > E }  < 00 (resp. CP{i - X ,  > E }  < w) 
pour tout E (voir Proposition V. 1.2, Lemme de Borel-Cantelli), c’est-à-dire 
si C(i - a,) < 00 (resp.Ca, < w). 

V. 7 L’ensemble des fonctions infiniment différentiables à support compact, 
noté CK, est dense dans Co(R), muni de la norme uniforme. On va montrer, 
dans un premier temps, que 
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CHAPITRE v. CONYERGEWCE DE SUITES DE VARI.4BLEÇ .4Ll?AT011lES 

Soit (+p)p  une suite d’éléments de Cg convergente vers + dans (Co(R), 1 1 . 1 1 ) .  
On a : 

Ces deux derniers termes sont aussi petits que l’on veut, pourvu que p soit 
suffisamment grand pour le premier, et que n soit suffisamment grand pour le 
second. On a ainsi montré (V.3). 
Soit désormais cp E (espaces des fonctions continues bornées) et ( f k ) k  

une suite croissante de fonctions positives dans Cg vérifiant 

0 5 j k  5 1 et Vx E R, f k ( X )  + 1. 
k 

Quel que soit cp E cb(R), on a 

5 llpll/(1 - f k )  dPn -t- 1 / cp f k  d P  - 1 f k  dPn 1 + I/(flI - f k )  dP. 

le dernier terme est aussi petit que l’on veut pourvu que k soit suffisamment 
grand et le deuxième terme, pour k alors fixé, est aussi petit que l’on veut 
pourvu que n soit suffisamment grand. Enfin, concernant le premier terme, on 
remarque 

I1 est donc aussi petit que l’on veut 

V.8 

a) Soit E strictement positif. 

J f k  dPn) n+w l(<pI( /(I  - f k )  dP 

si n suffisamment grand. 
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SOLLITIONS 

La majoration utilisée étant l'inégalité de Tchebitchef appliquée à X x .  
On en déduit que converge en probabilité vers O et donc converge 
en loi vers O. 

Pour x > O, on a 

x -AB 

CI 1 si x > O, 
k !  x++w { O s i z < O .  

donc 
-xe (Wk e 

k<Xx 

b) Par utilisation des théorèmes de dérivation sous le signe intégral('), la 
fonction L est dérivable sur RS. En effet : 

(i) t H eë tx  est dérivable sur Rs pour tout x 2 O. 
(ii) Si a > O, pour tout x 2 O et tout t 2 a, Ize-tXl 5 Ixe-""I E 

Donc L est dérivable sur [a, +m[ avec L'(t)  = &+oc)(-x) e-tx dP(x).  Le 
réel a > O étant quelconque, on en déduit que L est dérivable sur R;. 
On peut réitérer ce raisonnement pour prouver que quel que soit IC E N, L 
est k fois dérivable sur R; avec 

L'(P) ,  car bornée. 

Pour prouver l'égalité demandée, on utilise le résultat montré en a). On 
remarque 

et donc par convergence dominée 

'"Voir par exemple (< Calcul intégral », J. Faraiit, EDP Scierices 
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CHAPITRE v. CONVERGENCE DE SIJITES DE VARIABLES ALÉATOIRES 

Si II: est un point de continuité F alors 
part pour tout II: > O : 

I[,,,[dP(8) = F ( z ) .  D'autre 

On obtient donc pour tout II: > O, point de continuité de F 

Concernant le cas particulier II: = O, la somme précédente vaut L(X) et à 
nouveau par convergence dominée 

lim L(X) = I{,} dP(8) = F(0) .  
X++m s 

v.9 

a) On utilise le théorème de Fubini (voir Théorème 11.5.1) 

E(eëi ty  px(Y)) = E(e-ztY / eiyxfx(II:) dx)  

= E ( / ei(Yxc-tY f x O d X )  

E ( e i Y ( x - t ) f x ( z )  dx, par le thm. de Fubini 

O 
= J  
= E ( p Y ( X  - t ) ) .  

b) On rappelle que si Y suit une loi normale N(0, u2), on a p Y ( t )  = eëa2t2/2. 
L'identité montrée précédemment devient alors 

(V.4) vt, E(e-Zty px(y)) = E(e-$(x- t )2)  

et cette dernière expression n'est autre que l'expression au facteur LL J2n 
près, de la densité d'une variable X + 2, avec 2 indépendante de X et 
suivant la loi N(0, ' / a2 ) .  (voir Exemples IV.2.4.(iv)). 
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SOLUTIONS 

D’autre part, lorsque a -+ +oo, la variable aléatoire 2 converge en loi 
vers O (regarder par exemple la convergence des fonctions caractéris- 
tiques), et d’après le résultat établi à l’exercice V.5.b)’ X + 2 - X ,  
en loi. On a donc pour toute fonction continue à support compact $ : 

U-++CC 

En utilisant (V.4), on obtient 

D’autre part, sous l’hypothèse << px intégrable », et par convergence do- 
minée : 

s Y2 
V t ,  /e-ztYpx(y) e - s  d y  ---+ U-t+CC e-ZtYpX(y) d y .  

À nouveau par un argument de convergence dominée, on a 

$(t)  (1 eëitYpX(y) e-$ d y )  d t  
27r 

Et de l’identité 

J 

valable pour toute fonction continue à support compact, on déduit que 

27r 1 e-ZxYpX(y) d y  p s .  o 

c) On suppose ici que 2 < y. On applique le théorème de Fubini (voir 
Théorème 11.5.1) pour intégrer la fonction 

e-itx - e-ity 
e i t Z  

it ( t ,  4 
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I 

sur l'espace ([-m, m] x R, X 63 d P X )  . I1 vient 

e-itx - e-ity 
eit* d t  8 dPX ( z )  

it 

sint(z - x) 
dt - Im  sin t ( z  - Y) 

7 1 . 0  t 

L'expression entre parenthèses tend vers 1 1 ~ , ~ [ ( z ) + l / 2 (  l l ~ x ~ ( z ) + n { Y )  ( z ) )  
lorsque m tend vers +CO et peut être majorée par une constante indé- 
pendante de m et de z .  Par convergence dominée, on a : 

Pour x et y points de continuité de F X ,  cette dernière intégrale vaut 
F x ( y )  - F x ( z )  et on obtient bien la relation demandée qui caratérise 
donc F X  et donc la loi Px. O 

V.10 Soit t E [û , i ] .  On a 

n 

{n min xi > t> = U{n min xi > t>  n { N ,  = IC}  
i < i j N n  l j i < N n  

k=O 
n 
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Les Xi et Nn étant indépendantes, il s'en suit : 

Pour t g' [O, il, le calcul est trivial, et finalement : 

'dt E R, P(n min Xi 5 t )  --f P(Y 5 t )  où Y y-f & x p ( p ) .  
l<i<N, n 

V . l l  Si (Xn),>l est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant 
la même loi de Gisson ?(A), on sait que X1 + X Z  + . . . + Xn v+ P(nX) avec, 
en particulier, E(X1 + .  . . + X n )  = nX et Var(X1 + .  . . + Xn) = nX. On prend 
alors X = 1 et on applique le théorème limite central 

XI+ . . . + X, - n 1 O _ -  t 2  1 < û } z - /  e 2 d t = -  2 6 -cc 
Or 

D'où le résultat : 
nk 1 

e-n - - -. 
k!  n++w 2 

OSk<n 

V.12 Soit F la fonction de répartition de XI et t E R. On pose 

La suite (X;l)i21 est alors une suite de variables aléatoires indépendantes, de 
même loi et d'après la loi forte des grands nombres 

xi + . . . + x; p.s 
-f E ( X i )  = P(X1 5 t )  = F ( t ) .  

n 
On note alors 

Rt = {w E 0, pour lesquels la convergence a lieu} 

Xi(w) +-.+x;<w> 
= {.E a, n 
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CHAPITRE V. CONVERGENCE DE SYITES DE ~ : ~ I I I A B L E S  ALÉATOIRES 

Soit (tn) une suite de rationnels << surjective sur Q ». (On pourrait consi- 
dérer toute autre suite vérifiant {tn, n E N} dense dans IR). On considère 
R' := nnR,,. On a l'(az') = 1. 
On prend w E 0' et on note Fk la fonction de répartition de Pk = 

IC-' c i < i < k  'xi(,)* 
Soient t E IR un point de continuité de F et E > O. I1 existe alors ti et t j  tels 
que 

ti < t < t j  et O < F ( t j )  - F(ti )  < E .  

Pour tout k E N, Fk(ti) I Fk(t) I Fk(tj) et pour tout n, Fk(tn) ';c F(tn) ,  
donc par passage à la limite quand k tend vers +oo 

F(ti )  I liminf Fk(t) 5 limsupFk(t) 5 F( t j ) .  

Le réel E étant arbitraire, (Fk(t))k converge vers F ( t ) .  Donc presque sûrement, 
P, converge étroitement vers P. O 

k k 

V.13 

a) On considère les variables Xi  définies sur (R,A,P) .  D'après la loi forte 
des grands nombres 

On note 0' = {w E R, CfXi(U) , p }  n'ce 

P(0 ' )  = 1 et donc PU(''(E) = 1 et ainsi 

Soient p ,  q ~ ] 0 , 1 [  avec p # q. On pose 

On a évidemment EP n E4 = 0 et donc 

PU") (EP> = 1 et PU") ( ~ 4 )  = O. 

Ainsi les lois C(P) sont étrangères les unes par rapport aux autres. O 

b) On considère l'intervalle dyadique [ / ~ / 2 ~ ,  ( k  + 1)/2n[ de [O, 11, où n est 
un entier quelconque et O 5 IC 5 2n - 1. 
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Si X désigne la mesure de Lebesgue, X([IC/2", (IC+1)/2"[) = 1 / 2 n .  D'autre 
part, la réalisation ou non de l'évènement {U(1/2) E [ / ~ / 2 ~ ,  ( I C  + 1 ) / 2 n [ }  
ne dépend que des valeurs prises par XI, . . . , X n  . Plus précisément? on a 

{u(li2) E [ I C / ~ ~ ,  ( I C  + i > / 2 n ] }  - {x, = i l> n - . .  n {xn = in> 

pour des i l ,  . 
l'indépendance des variables Xi : 

, in déterminés dans {O, 1 )  de manière unique. Utilisant 

1 P{U(I/Z) E [IC/2n, ( I C  + 1 ) / 2 n ] }  = P{X1 = i l }  x * .  . x P { X n  = in} = -. 
2n 

Donc C(1/2) coïncide avec la mesure de Lebesgue sur les intervalles dya- 
diques. Observant qu'une union d'intervalles dyadiques se décompose en 
une union disjointe d'intervalles dyadiques (puisque l'intersection de deux 
intervalles dyadiques est un intervalle dyadique), C(1/2) et la mesure de 
Lebesgue coïncident sur l'algèbre de Boole engendrée par les intervalles 
dyadiques. Par la Proposition 1.4.7, elles coïncident sur la tribu engen- 
drée, qui n'est autre que la tribu engendrée par les intervalles, c'est-à-dire 
la tribu des boréliens. Donc d1l2) est la mesure de Lebesgue sur [O, 11. 

O 
Remarque : o n  peut aussi prouver que ,dl/') est la mesure de Lebesgue sur 
[O, 11 e n  utilisant les fonctions caractéristiques. Si U désigne la variable 
aléatoire Ck21 3, o n  a : 

eitU - eitCk>l 3. 2k ) E(1ime itCLl$$) 

- - lim(E(eitCk=l $ ) 7  par convergence dominée. 

P(t> = E( 1 - E( n 
X 

n 

De plus 

et o n  peut facilement montrer que 

cos ($) . - cos (g) sin (g) = (+>"-I sin (i) , 
O n  e n  déduit alors 

D'où q5U(t) = it. C'est la fonction caractéristique de la mesure de 
Lebesgue sur [O,  11, donc les mesures cokcident.  

93 



D’autre part, pour z = 3 E [O, 13 : - 

P{U(P) = x> = p{n,,l[xi = xi]) = O, pour tout p e {O, il. 
Pour p # O et p # 1, la mesure L(P) n’admet donc pas de partie discrète 
et si de plus p # 1/2,  elle n’est pas absolument continue (par rapport à 
la mesure de Lebesgue) car étrangère à celle-ci. 

V.14 D’après l’exercice V.13, les variables Ui suivent la même loi uniforme 
sur [O, 11. D’autre part, il est clair que la construction en triangle à partir des 
Xi  indépendantes, permet d’assurer que les Ui sont indépendantes. 
Enfin si Fi désigne la fonction de répartition de Pi, et Fi+ sa fonction de quan- 
tile (voir Proposition 111.2.7)’ alors la suite (Zi)i = (F,C(Ui>)i est une suite 
de variables aléatoires indépendantes avec Zi de loi Pi. o 

V.15 

a)  D’après la loi forte des grands nombres 

q presque sûrement (où q := 1 - p ) .  

1)) Supposons p > q et soit a vérifiant O < a < p - q.  On note 0’ l’évène- 
ment : 

Ainsi l‘(a’) = 1 et pour tout w E R’, il existe N E N vérifiant 

I1 est clair que quel que soit n 2 N ,  Sn(w) # O donc w e A. Par consé- 
O 

(i) La variable 2, = ( S 2 k + 1  - S2,)/@ = (X2k+l + . . -  + X2,+,)/@ 
suit la même loi que ( X I  + . + . + ~ p ) / @  car les xi ont même loi 
et sont indépendantes. 
D’autre part, l’écart-type de X i  valant 1, le théorème limite central 
donne 

quent A n 0‘ = 0 et donc P(A)  = O. 

c)  
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2 Donc P{zk 2 M }  &Jp e z d t  -4_ # O e t  

la série x k _ > ( ) P { Z k  L M }  diverge grossièrement et 
O 

(ii) Les évènements {Zk 2 M } ,  k = O, 1,. . . sont indépendants car les 
variables z k  sont indépendantes. Du lemme de Borel-Cantelli (voir 
Théorème IV.3.5), on déduit P{zk 2 M ,  i.s.} = 1. En particu- 
lier : 

x k > O  p{zk 2 M }  = 0. 

V M ,  P{sUPZk 2 M }  = 1. 
k 

D'autre part 

On note à nouveau R' = {w E R tel que supk I z k ( W )  I= +CO}. On 
a :  

Pour w E R' 

D'après l'identité (V.5), la suite --in ne peut être bornée et donc 6 

O 
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(iii) L’évènement B+ s’écrit 

Donc B+ appartient à la tribu terminale des tribus o ( X n )  et, 
O 

En considérant la suite -Xn’ on montre que P(B+) = P(B-)  et 
on a 

d’après la loi du 0-1, P(B+) = O ou 1. 

{ s:P l $ l=  +a;} c B+ ” B- 

et par (V.6)’ on a P(B+) = P(B-)  = 1. O 
(iv) On raisonne par l’absurde en supposant que P(A)  < 1. On a 

- 
A = (A  n B’) U (A  n B-) la réunion étant disjointe ici ! 

D’où P(A) = P (An B+) + P (2 n B-) > O, donc l’un des deux 
termes est nécessairement strictement positif, disons le premier. On 
a alors P (An B-)  < P(A) et 

P(B-)  = P(B- n A )  + P(B- n A) 
I P(A)  + P(B- n 2) 
< P(A)  + l‘(A) = 1 d’après la dernière remarque. 

Or P(B-)  = 1, d’où la contradiction. Donc P(A)  = 1. O 

V.16 

a) Pour tout B E A, on a 

{X E B }  = ( { X  E B }  n { X  = Y } )  u ( { X  E B } n  {x # Y } ) ,  

et donc 

P { X  E B }  = ~ ( { x  E B }  n { X  = Y } )  + P ( { X  E B }  n {x  # Y } ) .  
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De même pour Y ,  d’où 

I P ~ ( B )  - P’(B)~ = JP({x E B }  n { X  # Y } )  

-P({Y E BI n { X  # Y})J 
L P { X  # Y } .  

Ainsi I(Px - PyI( 5 P { X  # Y } .  O 

11) Remarquons d’abord que pour O < p < 1, on a O < 1 - (1 - p)eP < 1. La 
variable X suit une loi de Bernoulli avec 

P { X  = O} = P{E = O}.P{Y = O} = ((1 - p)eP) .e-P = 1 - p .  

Donc X --+ B ( p ) .  On a 

{ X  # Y }  = ({Y = O} n { E  #O}) u {Y 2 2} 

et donc 

= e-P.(i - (i - p)eP) + i - eëP - p e ë P  
= - p e ë p  + p  
5 p 2 ,  car eëp  2 i - p .  O 

c )  En s’inspirant de la question précédente, on considère pour 1 5 i 5 n, 
Y ,  y.f P(pi) et ~i y-f B(l-(l-pi)eP~) avec de plus Y I ,  Yz, . . . , Y,, ~ 1 ,  . . . , E~ 

indépendantes. On construit alors X i  = 1 - l(,î=K=o). I1 est alors clair 
que Xi  y.f B(pi )  et que les Xi sont indépendantes. 

On pose S = C X i  et Z = CY,. La variable Z suit une loi de Poisson 
de paramètre C p i .  

De l’inclusion n i { X i  = y Z }  c {S = Z } ,  on déduit {S # Z }  c Ui{Xi  # 
y Z }  puis 

a 

i 

D’où l’existence de 2 vérifiant (IPS - PzI( 5 x p :  O 
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En particulier 

Vk  E N, 
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PROBABILITÉS ET ESPÉRANCES 
CONDITIONNELLES 

Énoncés 

VI.l Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, de même loi, inté- 
grables. Comparer les lois des couples ( X ,  X + Y )  et (Y, X + Y ) .  En déduire que 
E ( X  1 x + Y )  = E(Y I x + Y )  = ( X  + Y)/2.  

VI.2 
leur somme, quelle est la loi de Xi sachant que S est paire? 

X1 et X ,  étant les résultats indépendants de deux jets de dés, et S étant 

VI.3 
réelle. Déterminer la loi de X conditionnée par X A a. 

Soit X une variable aléatoire réelle quelconque, et soit a une constante 

VI.4 
n E W, 

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans IV, telle que pour tous rn, 

P{ x 2 M + n I x 2 m }  = P{ x 2 n }  

(on dit que X est sans mémoire). 

i l )  On pose P{ X = O }  = a. Déterminer la loi de X .  

1))  Soit Y une copie indépendante de X .  Quelle est la loi de S = X + Y ?  
Déterminer la loi conditionnelle de X sachant S = p ,  p E W. Interpréter le 
résultat. 



VI.5 Soit X = (X,),,, une suite de variables aléatoires. Soit N line variable 
aléatoire à valeurs dans N, indépendante de la suite X .  Montrer que X N  est une 
variable aléatoire. Montrer que pour tout k E N, la loi de X N  sachant N = k est 
la loi de X k .  

VI.6 Soient X I ,  . . . , X ,  des variables aléatoires indépendantes suivant des lois 
de Poisson de paramètres respectifs A l , .  . . , A,. Déterminer la loi conditionnelle 
du vecteur aléatoire ( X I , .  . . , X,) sachant que Ci<i<, X i  = n. - _  

VI.7 
la loi N(0, l ) .  Démontrer que la loi de X I  sachant S, = 

N(S,/n, 1 - 1/n). 

Soient X I ,  . . . , X ,  des variables aléatoires indépendantes suivant chacune 
X i  est la loi 

VI.8 
û > O. Établir que 

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre 

Montrer que cette propriété caractérise la loi exponentielle parmi les lois à densité. 
Prouver que 1irnh-o h - l ~ {  t < x < t + h 1 x > t } = B pour tout t. 

VI.9 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi 
N(O, 1). On pose X = R cos B et Y = R sin B. 

a )  Montrer que X + Y et X - Y sont indépendantes et en déduire la loi de R2 
sachant que Y = X .  

l / / t l / c t r t /o i /  O i l  p o / / 7 / f /  F c i / r c  I P  = $((-Y t 1-y + (X ~ Y)]). 

I ) )  Montrer que R et û sont indépendantes et en déduire la loi de R2 sachant 
que û = n/4 ou 571-14 (c'est-à-dire sachant que Y = X ) .  

( ) Pour montrer que les résultats ne sont pas contradictoires, préciser les sous- 
tribus de Conditionnement dans les deux questions. 

VI.10 On se donne une matrice carrée JP = ( t i , j ) l j i , j l n .  Déterminer à quelle 
condition sur P il existe des variables aléatoires X et Y à valeurs dans { 1,. . . , n }  
telles que 

. .  P. %>.I . = P { Y  = j  I X = i } ,  Z , J  = 1 , . . .  , n .  

On appellera une telle matrice, matrice de transition (voir chapitre VIII). 
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P étant une matrice de transition (loi conditionnelle de Y sachant X ) ,  on désigne 
par M le vecteur de IRn représentant la loi de X : Mi = P{ X = i }, i = 1,. . . , n. 
Démontrer que la loi de Y se représente par le vecteur tPM.  

V I . l l  Nous avons vu à l’exercice V.6.14 comment construire une suite infinie de 
variables aléatoires indépendantes sur l’espace probabilisé ( [ O ,  11, B([ O, il), A). À 
l’aide de l’exercice V.6.14, construire sur cet espace une suite de vecteurs aléatoires 
indépendants de loi Pi, i E IV, données sur IR2. 

VI.12 Soit P une loi sur IR2, de marges Px et P y ,  et ( X , Y )  de loi P. Soit 
Fxlv(x) la fonction de répartition de la loi conditionnelle C ( X  I Y = y).  Soient 
U,  V deux variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [ O ,  1 1.  Montrer 
que le couple (,i. .t(U),Fx(FYC(U)(V)) est de loi P. Ceci donne un procédé de 
simulation d’un vecteur aléatoire. 

VI.13 On reprend les notations de l’exercice IV.13. Montrer que 

n-i 
P{ 2 s 1 &,72 = z } = 1 - F (  z + s ) )  , 2 E IR , s 2 O 

et que 

VI.14 Soient X I , .  . . , X,, des variables aléatoires réelles, indépendantes et de 
même loi admettant une densité f .  Soit XI,, 5 . . . 5 X,,, ces variables aléatoires 
ordonnées, et définissons les espacements Si,n = Xi,n - Xi-l,,, 2 5 i 5 n, qui 
mesurent les distances entre les variables adjacentes (faire un dessin). Soit 

la fonction de répartition empirique des espacements, laquelle compte la propor- 
tion d’espacements plus petits que z/n. Notons 

Soit enfin Ji,n = 1, si aucune des variables XI , .  . . X ,  ne tombe dans l’intervalle 
] X i ,  Xi + x / n ]  et Ji,,, = O sinon. 
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:I) hdontrer que le vecteur (Il,,,. . . , I,,,) est échangeable, c’est-à-dire que sa loi 
est invariante par permutation des coordonnées (voir aussi exercice 111.6.8). 

1))  Montrer que 
n 

n - 1  
- _  Ln(x) = (n  - 1)y  I,,,. 

l<i<n 

(.) Montrer que suit une loi de Bernoulli de paramètre 

(1) Évaluer P{ ~ i , ,  = 1 ; I,,, = i }. 

c>) Montrer que limn-m E(L,(x)) = L ( z )  et que limn+m E ( L , ( x ) ~ )  = L ( x ) ~ .  

f )  En utilisant la continuité, la bornitude et la monotonie de L ,  montrer que 

lim sup ~L,(S) - L(z)l = O 
n+m X E R  

en probabilité. 

(Pour n assez grand, ce résultat donne une idée sur la taille des écarts entre 
les points aléatoires adjacents XI,+, . . . , X,,,.) 

VI.15 La proposition 111.2.7 nous donne une façon d’engendrer des variables 
aléatoires réelles, pourvu que la fonction de quantile soit facile à calculer. Ce n’est 
pas toujours le cas en pratique. Une méthode assez efficace est la méthode dite 
du rejet qui fonctionne comme suit. Soient f ,  g, deux densités sur IR. On souhaite 
simuler une variable de densité g, en supposant qu’on sache facilement simuler 
une variable de densité f ,  et qu’il existe une constante c telle que g 5 c f .  Soit 
( X ,  U )  un couple de variables aléatoires indépendantes, respectivement de lois de 
densité f et uniforme sur [ O ,  11. 

a) Montrer que le couple ( X , c U f ( X ) )  est uniformément distribué sous le 
graphe de f 

- f = { ( x , y )  ER2 : o 5 Y L c f ( z ) } ;  
c’est-à-dire qu’en notant X la mesure de Lebesgue sur IR2, 

VA E B(IR2), P{ ( X ,  c U f ( X ) )  E A }  = X(A n f). 
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En déduire que L ( X  I c U f ( X )  5 g ( X ) )  a pour densité g. 

I ) )  Soient (U,, X , )  des couples indépendants, de même loi que ( X ,  U ) .  Soit NO = 

O et, 

Montrer que P{ Ni = k }  = (1 - c - l ) k - l c~ l  et que E(N1) = c. Montrer 
que XN,,  i 2 1, est une suite de variables aléatoires indépendantes, de lois 
de densité g .  Expliquer pourquoi en pratique il faut prendre c le plus petit 
possible. 

N, = min{ i 2 N,_1 : cU,f(X,) 5 g(X,) } , i 2 1 .  

VI.16 (Processus de Poisson) 

a) On considère une famille de variables aléatoires ( X i , .  . . , X,), indépendantes 
et uniformément distribuées sur [ O ,  t 1 .  On note Xi , ,  5 . . . 5 X,,,, la famille 
réarrangée dans l’ordre croissant. On dit alors que ( X I , ,  5 5 X,,.,) est 
une n-statistique d’ordre sur [ O ,  t ] .  Donner la loi de ( X i , ,  5 . . . 5 X,,,). 

Irrdtccitiori . or) p o i i r i i i  t i i t rodu i i t  1 r . i  (n.ic,inblf i 

A, = { (XI I . . .  5 7 ) )  (X,(I) F . . .  I X,(, ,))  } 
po i i i  to i i l r  p r  i r n i i t ~ i t i o n  (T iI I I  t ’ l i r r ~ ~ ~ ~ t i .  

1)) Montrer que si (Xi,, 5 . . .  5 X,,,) est une n-statistique d’ordre sur [ O , t ] ,  
alors la loi conditionnelle de ( X I , ,  5 . . . 5 X,-i,,) sachant { X,,,, = 2 } a 
la loi d’une (n - 1)-statistique d’ordre sur [ O ,  X I .  

c )  Supposons que (XI , ,  5 . . .  5 X,,,) est une n-statistique d’ordre sur [ O , t ] .  
Considérons des réels O = t o  5 ti 5 . . .  5 t, = t et des entiers O = IC0 5 
ki 5 . . .  5 kp  = n. Montrer que 

P{ v j  = O, . . . , p - 1, vi = k, + 1, . . . , k,+i’ X,,, E] t, , t,+1] } 
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CHAPITRE VI. PROBABILITr',S E I ESPE?RANCES CONDITIONNELLES 

(1) On considère une suite de variables exponentielles de paramètre A, indé- 
pendantes, (Tk)k>l, et on note Sn = TI + .. .  + T,, n 2 1. Calculer la 
loi de (SI,. . . , S,), puis la loi de S,. Montrer que la loi conditionnelle de 
(SI, . . . , Sn) sachant Sn+l = s est la loi d'une n-statistique d'ordre sur [ O, s 1 .  

c) On pose Nt = E, lt[o,tj(Sn). Montrer que la variable Nt est finie presque 
sûrement. En utilisant c) et d), montrer que, pour tous O = t o  5 tl 5 . . .  5 
t,, pour tous entiers k l , .  . . , kn,  on a 

En déduire que les variables Ntz - NtzpI  sont indépendantes et suivent des 
lois de Poisson de paramètre A( t i  - ti-1). 
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soi 1' 1 I O N S  

Solut ions 

VI.l  Les couples ( X ,  X + Y )  et (Y, X + Y )  suivent la même loi. On peut le 
montrer en utilisant les fonctions caractéristiques. Notons p la fonction carac- 
téristique de X (et de Y ) .  On a pour tout (a ,  b) E IR 

E(ei((%b)r(XA+Y))) = E(ei(("+b)X+bY) 1 = d  a + b) p ( b )  = E(ei((a,b)>(Y,X+Y)) >. 
On en déduit que E ( X  I X + Y )  = E(Y I X + Y ) .  D'autre part E ( X  + Y I 
X + Y ) = X + Y = E ( X  I X + Y ) + E ( Y  I X + Y ) , d o n c  

X + Y  E ( X  1 x + Y )  = E(Y 1 x + Y )  = 2. 
Remarque : le fait  que E ( X  I X + Y )  = E(Y I X + Y )  pourrait se justifier 
ainsi : toute variable aléatoire 2, a ( X  + Y)-mesurable s'écrit sous la forme 
f ( X  + Y ) .  O n  a donc 

E ( X 2 )  = E ( X f ( X  + Y ) )  = E(Yf(X + Y ) )  = E(Y2) .  

La deuxième égalité étant justifiée par le fait  que ( X ,  X + Y )  et (Y, X + Y )  
suivent la même  loi. 

VI.2 Les variables X I  et Xz sont indépendantes et 

V i , j  E {1,2,. . . ,6}, P { X  = i,Y = j }  = P { X  = i}P{Y = j }  = 1/36. 

On a 
P{ S est paire } = 1/2, 

Vi  E (1,. . . ,6}, P ( X 1  = i I { S est paire}} = 1/6. 
et 

VI.3 
bornée, on écrit 

On suppose ici que O < P { X  > u }  < 1. Pour p une fonction borélienne 

Cp(X> = Cp(x)n{x<a} + dx)n{x>a} 7 

E ( v ( X )  I x A a )  = <p(x)n{x<u} + E(cp(X)qx>a}  I x A 4 

en remarquant que p(X) l l {Xla}  est une fonction de X A a ,  donc a ( X  A u)- 
mesurable. L'espérance conditionnelle donne 
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où K est une constante égale à J cp(X) dP( w I { X  > a}). 
On en déduit que : 

si x 5 a ,  
si x > a. C ( X )  sous P ( .  I { X  > a}) 

C ( X  I X A a = z )  = 

VI.4 

a) Quel que soit m E N, on a : 

P { X  2 m + l  1 x 1 m} = P { X  2 l}. 

C’est-à-dire 

Vm E N, P { X  2 m + i }  = P { X  2 m } P { X  2 i} = (i - a ) P { X  2 m}. 

La suite ( P i x  2 m}), est donc géométrique de raison 1 - a et pour 
tout m E N7 P { X  2 m} = (1 - u ) ~ .  On en déduit 

P { X  = I C }  = P { X  2 k }  - P { X  2 k + l }  = (1 -a)”. 

La variable X suit une loi géométrique de paramètre a. 

b) Les deux variables X et Y étant indépendantes, on a pour tout k E N : 
IC 

P { S  = I C }  = C P { X  = i }P{Y  = IC -i} 
i=O 

IC IC 

= C(1 - &(l - .)k-i = Cay1 - a)IC = ( k  + l )a( l  - a)? 
i=O i = O  

On reconnaît la loi binomiale négative de paramètre (2, a) .  
Quel que soit O 5 k 5 p ,  

P { X  = k’ s = P l  
p { s  =p> 

P { X  = k I s = P }  = 

- P { X = k , Y = p - k )  - pis = P l  
P { X = k } P { Y = p - k }  - 1 

- - - 
P{S = P l  p +  1‘ 

La variable S peut être interprétée comme étant le nombre d’échecs obte- 
nus lors d’une suite d’épreuves de Bernoulli réalisées jusqu’à l’obtention 
de 2 succès. Le calcul précédent montre que, sachant que { S  = p } ,  le 
nombre d’échecs obtenus jusqu’à l’obtention du premier succès suit une 
loi uniforme sur { 1,2 ,  . . . , p + l}. 
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Y o  I, I IT I ~ N  s 

VI.5 Pour tout borélien B,  la partie 

{ X N  E B }  = u {Xk E B }  n { N  = I C }  
k E N  

est mesurable. D’autre part, pour tout IC E N et tout B borélien, 

P ( { X ,  E B }  n { N  = I C } )  
P { N  = I C }  

P { X N  E B I N = I C }  = 

- - P ( { X ,  E B }  n { N  = I C } )  
P {N  = I C }  

P{Xk E B } P { N  = I C }  
P { N  = I C }  

- - = P{Xk E B}.  

Donc la loi conditionnelle de X N  sachant { N  = I C }  est la loi de Xk.  0 

VI.6 La variable aléatoire X I + .  . + X ,  suit une loi de Poisson de paramètre 
X 1  + . . + A, := X (voir Exemple IV.2.4 ( i i ) )  et pour tout ( i l , .  . . , i,) tels 
que il + .  . +  + i, = n, on a 

n! . . .  X: - - 
i l ! .  . A,! An 

On en déduit que la loi conditionnelle du vecteur ( X I , .  . . , X,) 
Cllilp Xi  = n est la loi multinomiale M ( n ,  X1/X,. . . , &/A). 

sachant 

VI.7 On considère le couple gaussien ( X I ,  S,). On sait alors (voir VI.4.) que 
la loi conditionnelle de X1 sachant S, = s est une loi gaussienne de moyenne 
E ( X 1  I S, = s) et de variance E ( ( X 1  - E(X1 I S,))2). 
I1 est clair que E(X1  I S,) = E(& I S,) quel que soit 1 5 i 5 n (car (Xi ,S , )  
et (Xi,S,)  ont même loi) et que E(S,  I Sn) = S, = C i E ( X i  I S,). On en 
déduit 

S 
E(X1 I s, = s )  = -. 

n 
D’autre part 

s, 
n n2 E ( ( X 1  - E(X1  I S,))2) = E ( ( X i  - $)2) = E (x: - 2x1 - + %) 
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Par conséquent 

2 Sn S i  2 Sn sn 2 1  1 
E ( X , - 2 X 1 - + - ) = E ( X 1 ) - 2 E ( X 1 - ) + E ( - )  =1- -+-  = I - - .  

n n2 n n2 n n  n 
Donc la loi de X1 sachant S, = Cilil, Xi  est la loi N(n, 1 - i). O 

VI.8 On note F x ( t )  la fonction de répartition de la variable X et Cx( t )  = 
1 - F x ( t )  (la coda de la variable X ) .  Si X suit une loi exponentielle de para- 
mètre 8, Cx( t )  = exp(-8t) et pour tout s , t  > 0 : 

- ,-OS - p 
- { X  > s}.  P { X  L t + s }  - P { X  2 t + s  I x > t }  = P { X  > t }  

Réciproquement, si une variable aléatoire X admettant une densité vérifie : 

P { X  2 t + s  I X > t }  = P { X  > s } ,  s , t  2 O, 
sa coda C( t )  est continue sur R et vérifie : 

v s , t  2 O, C(t  + s )  = C(t)C(s) .  (VI.1) 
En prenant t = s = O dans la relation (VI.l) on obtient C(0) = 1 et on en 
déduit que X est positive presque sûrement. 
D’autre part, par un résultat classique d’analyse, toute fonction continue 
sur IR+, vérifiant (VI.l) est de la forme C(t )  = exp(-8t) (ici 0 > O,  car 
O I Q(t)  L 1). La variable X suit donc une loi exponentielle de paramètre 8. 

O 
Enfin 

P { t  < X < t + h 1 X > t }  - e-et - eëe(t-th) 
- 

h h eëet 
1 - ,-eh - 8. O - - 

h /L+O 

VI.9 

a) Le couple ( X + Y ,  X - Y )  est un couple gaussien centré et E ( ( X + Y ) ( X -  
Y ) )  = E ( X 2  - Y 2 )  = E ( X 2 )  - E(Y2)  = O. Donc X + Y et X - Y sont 
indépendantes. 

La variable R2 = i ( ( X + Y ) 2 + ( X - Y ) 2 )  := h(X+Y,  X - Y )  avec X+Y et 
X - Y indépendantes donc la loi conditionnelle de R2 = h ( X  +Y, X - Y )  
sachant X - Y  = O est la loi de h(X+Y,O),  (voir Exemple VI.3.5.(ii)) 
c’est-à-dire la loi de % ( X  + Y ) 2 .  
On a X +Y -N(o,2)  et pour t 2 0 : 

P { i ( X  + Y ) 2  I t }  = P { - J 2 t  5 X + Y  5 A} = 2F(&) 
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SOLUTIONS 

avec F fonction de répartition de N(0,2). On en déduit que $ ( X  + Y ) 2  
admet la densité 

si t 5 O. f ( t )  = 

h) On considère que û prend ses valeurs dans E [O, 2 ~ [ .  On vérifie que pour 
tout ( t , a )  E [0,27T[XRT, : 

a t 2  

27T 
P ( { R  5 t }  n {û 5 a})  = -(i - e-?) = P{R 5 t}P{8 _< a}. 

(Par un calcul élémentaire d’intégrale double.) On en déduit l’indépen- 
dance de R et de 8. O 

La variable R2 est alors indépendante de 8 et la loi conditionnelle de R2 
sachant û est donc la loi de R2. Pour t 2 O, on a P{R2 5 t }  = 1 - e-;.  
Ainsi R2 suit la loi exponentielle de paramètre 1/2. 

c) La tribu a ( X  - Y )  est distincte de a(8) .  Par exemple l’évènement 
(-1 < X - Y < 1) n’appartient pas à a(8) .  Ceci justifie le fait que 
les deux lois conditionnelles calculées précédemment peuvent être diffé- 
rentes. 

VI.10 
de transition, il faut et il suffit que pour tout i = 1,. . . , n : 

Pour qu’une telle matrice à coefficients positifs soit une matrice, dite 

j=i 

n 
CONDITION NÉCESSAIRE : 

I{,+} = 1’ 
j=l 

donc pour tout i : 
n 

E (  1 x = i x = i) = 1. 
j=l j=l 

D’autre part, quel que soit j : 

d’où la condition nécessaire. O 
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CONDITION SUFFISANTE : 

Toute matrice P satisfaisant à cette dernière condition fournit, avec la donnée 
d'une loi quelconque de X (avec P { X  = i} # O) ,  la loi d'un couple ( X ,  Y )  qui 
admet alors cette matrice P comme matrice de transition. O 
On a les égalités suivantes : 

P { Y  = j }  = E(I{Y,j})  

= E(E(n{Y=j} I X)) 
n. 

n 

i=l 
n 

= P2,j P { X  = i}. O 
i=l 

VI.11 (On pourra se référer à l'exercice VI.12.) Soit ( X i ,  y Z )  un couple aléa- 
toire de loi donnée Pi. Soit (Un)n2~ une suite de v.a. indépendantes de loi 
uniforme sur [O, 11. La suite 

est une suite de variables aléatoires à valeurs dans IR2, indépendantes où chaque 
terme de la suite est de loi donnée Pk. 

VI.12 
E(cp(X,Y))  pour toute fonction borélienne bornée cp définie sur IR2. Or 

La loi d'un couple à valeurs dans IR2 est donnée par la valeur de 

E(<p(X, Y ) )  = E(E(<p(X, Y ) )  I y ) ) .  

La connaissance de la loi de Y et de la loi conditionnelle L ( X  I Y = y) nous 
permet donc de connaître la loi du couple ( X ,  Y ) .  
Le couple (Fyt ( U ) ,  FXIFY'(')+(V)) est de loi P. 

VI.13 La densité du couple (Xi,n, S ~ + I , ~ )  est donnée par : 

g(z, s )  = i(n - i) f ( z ) f ( s  + z)FZ-l(z>(l - F ( s  + X))+I 

(voir exercice IV.13). 
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SOLUI I O N S  

Après avoir calculé la densité marginale de Xi,%, on obtient une expression de la 
densité conditionnelle de Si+1 sachant Xi,n = z (voir Exemple VI.3.5.(iii)) : 

i(n - i ) ( ; ) f ( . ) f (s  + .)Fi-'(.)(i - F ( s  + .))n-i-l 

i (7) f(.)Fi-'(.) 

= f(. + s ) ( n  - i ) ( l  - F(. + s)) 

S + +  

n-i-1 . 

On a 

f(. + t ) (n  - i ) ( l  - F ( z  + t))- d t  J,'+m P{Si+i,n 2 s I Xi,n = .> = 

Pour montrer la deuxième relation, on pose Yi = -Xi. La fonction de réparti- 
tion de cette variable aléatoire est donnée par : G(t)  = 1 - F(- t ) .  On définit 
les variables Yi,,, . . . , Yn,n à partir des v.a. Yi et il est clair que les vecteurs 

et (Xl,n, . . . , Xn,n) - (Yi,?%, . . . 1 Y,,,) 

suivent la même loi. Enfin, on note Ti+l,, = 
Ti,n suit la même loi que S,+a-i,,. D'après le premier résultat établi, on a : 

- Y,,,. On vérifie alors que 

P{Ti+i,n 2 s I X , n  = Y} = (1 - G(Y + s ) ) ~ - ' .  

On a d'autre part la suite d'égalité suivante : 

P{Z+l ,n  2 s I Yz,n = Y} = P(Y,+l,n - X,n  L I q 7 1  = Y} 

= P{-Xn-z,n + Xn+l-i,n 2 s I -Xn+l-i,n = Y} 

= W L + l - i , n  - Xn-i,n 2 s I Xn+l-i,n = -Y}. 

On pose y = -2,  et on obtient : 

P{Xn+i-i,n-Xn-i,n 2 s I Xn+l-i,n = X} = (l-G(-z+s))n-i = ( F ( ~ - s ) ) ~ - z ,  

puis en changeant i en n - i ,  l'identité voulue : 

P{Xi+i,n - Xi,n 2 s I Xi+l,n = .} = ( F ( z  - S))Z. O 

VI.14 

a) La variable Il, ,  est une fonction de ( X i , .  . . , X n ) ,  symétrique en les va- 
riables X ,  , . . . , X,. On pose 

1 1 , J  = p(X) où (X) = ( X i , .  . . ,X,). 
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Si X i  désigne le vecteur déduit de X en intervertissant les composantes 
X I  et Xi ,  on a 

Iz,n = (p(Xi). 

La loi du vecteur ( X i , .  . . , X n )  étant invariante par permutations des 
variables X i ,  le vecteur 

est échangeable. 

h) La variable 
n n- 1 C(1 - &,n) = n - C I2,n 

i=l i=l 

dénombre les espacements Si,n inférieurs à x/n. On obtient ainsi 

et on en déduit 

(VT.2) 

c )  On note Ai l'évènement {li,n = 1). On a l'(Ai) = l'(Al) et 

d) Le vecteur ( 1 1 , ~  , . . . , In,+) étant échangeable, 

P{& = 1 ;Ijp = 1) = P{I1,n = 1 ; 12,n = 1). 

On utilise ici un conditionnement par o(X1 , X2),  la tribu engendrée par 
X1 et X2. 
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Les Xi  étant indépendants, on a comme précédemment 

et donc : 

e )  D'après les résultats précédents 

D'autre part, on sait que pour toute fonction h continue sur Eû et pour 
tout z E Eû : 

[+'h( t )dt  €'O - eh(%)  

car z H sax h(t) d t  est dérivable. 

Pour une fonction h E L1(Eû), l'application z H s," h(t) d t  est dérivable 
sur IR presque sûrement('). 

On en déduit que pour h E ,C'(Et) : 

h( t )d t  - e h ( z )  p.s. sur IR Jx €'O 

et donc pour toute variable X ,  absolument continue par rapport à la 
mesure de Lebesgue 

h(t)dt  - E ~ ( X )  p.s. sur R. sx" €-+O 

On en déduit le calcul : 

- exp(-zf(X1)) p.s. sur R. 
n 

D'autre part, en tant que probabilité, 

("Voir par exemple {( Analyse réelle et complexe », W. Rudin, DUNOD. 
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donc par convergence dominée, 

~ ( 1  - F ( X ~  + x / n >  - F ( x ~ ) ) ~ - ~ )  - E (  e x p ( - z f ( X l ) ) )  I 

n 

I1 s'ensuit : 

E(Ln(2 ) )  - 1 - s, f ( t )ë" f@) d t  = L(z) .  
n 

Partant de la relation (VI.2)' on obtient l'expression de Ln(z) : 

2 n n2 1 - 2n 
(n - i ) 2  

Ii,nIj,n. 
(n  - . . 

L;(z) = + C I i , n  + 
1 (n  - i ) 2  

On prend l'espérance de chacun des termes, en remarquant que par la 
question a), E(Ii,nIj,n) ne dépend pas du couple (z, j )  : 

D'après les calculs précédents : 

E (E = n - (n  - I ) E ( L , ( ~ ) )  N n( i  - ~ ( z ) ) .  
n 

D'autre part, presque sûrement sur R, 

( 1  - F ( X ~  + z/n> + ~ ( ~ 2 1 -  F ( X ~  + z/n> + F ( x ~ ) ) ) ~ - ~  

- exP(-zf(Xi) - z f ( X 2 ) ) ,  n 

et à nouveau par convergence dominée, on obtient : 

~(1 i ,n12 ,n )  --+ n E (  e x ~ ( - z f ( X i )  - z f ( X 2 ) ) )  

= E (  exp(-zf(Xl))E( exp(-lçf(X2)) car X i ,  X2 indépendants 

= ( 1  - L ( 2 ) ) 2 .  

On passe à la limite dans (VT.3) : 

O 2 E(Ln(2))  - 1 - 2(1  - L ( 2 ) )  + ( 1  - L ( z ) )  = 
n 
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La variable &(II:) a une espérance qui tend vers L ( z )  et une variance qui 
tend vers zéro car : 

V(L,(Z)) = E ( L i ( z ) )  - E2(Ln(z)) --+ n o. 

On déduit de ceci que Ln(z)  tend vers L(z )  en probabilité : 

Soit E strictement positif, puis N tel que 

D’où le résultat. 

f )  La fonction L est clairement croissante et vérifie 

VII: E [ O , + o o [ ,  O 5 L(z )  I 1. 

Par convergence dominée, L ( x )  tend vers 1 quand II: tend vers +cc et 
L est continue sur [O, +oo[ par les théorèmes classiques sur les fonctions 
définies par une intégrale(*). 

Soit E > O et n E N tel que l / n  5 ~ / 4 .  On considère alors les IC + 1 réels 
O = xo < 2 1  < . . . < xk réels vérifiant V i ,  O 5 L(zi+i) - L(zi)  5 ~ / 4 .  On 
a pour xi 5 x 5 zi+l : 

(‘)Voir par exemple (( Calcul Intégral », J. Faraut, EDP Sciences. 
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CHAPITRE VI. PROBABILITÉS ET ESPÉRANCES CONDITIONNELLES 

et d'autre part, la fonction z H L,(z) étant croissante : 

ILn(4 - Ln(z2)I I (Ln(zz+l) - Ln(zz)l. 
P 

(Y) 

On note E, la partie de R sur laquelle 

(4 5 4 3  7 (Y) I E / 3 .  

On a 

D'où le résultat. O 

l'(En) -+ i et E, c {ILn(z) - L(z)I 5 E } .  

VI.15 

a) On pose Y = c f ( X )  U ,  ,Y la loi du couple ( X ,  Y )  et dans la suite on 
notera respectivement A1 et A2 la mesure de Lebesgue dans IR et IR2. 
Il est clair que le couple (X, Y )  prend ses valeurs dans ((2, y), O 5 y 5 
c f ( z ) }  = f .  D'autre part, la loi conditionnelle L(Y I X = x) est la loi 
de cf(z)Ü(voir Exemples VI.3.5 (ii)) c'est-à-dire la loi uniforme sur 
[O, c f ( x ) ] .  On a donc pour tout borélien A de B(R2) : 

Et pour tout A,  borélien de IR 

On en déduit donc que L ( X  I c U f ( X )  I g ( X ) )  a pour densité g. 

(i - c-l) et que pour tout IC 2 1, 

0 

b) Remarquons que P { c U f ( X )  < g ( X ) }  = P { Y  < g ( X ) }  = (C - 1)c-l = 

{Nl = k }  = nicUif(xi) > g(xi)} n{cUkf(xk)  5 g ( X k ) } .  r i=l 1 
Ces différents <{ facteurs >) étant des évènements indépendants, on en dé- 
duit 

P{N1 = k }  = (1 - c-l)k-lc-1. 
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S 01, IJTIO N s 

La variable Ni suit donc une loi géométrique de paramètre c-l et son 
espérance vaut donc e. Pour tout B,  borélien de R ; 

= P { X  E B I Y 5 g ( X ) )  = 1 g(t )d t .  
B 

La variable XN, admet donc g pour densité. 0 

On a pu ainsi simuler une variable admettant g pour densité. Cette simu- 
lation s’appuie sur les simulations des variables Xi  et Ui et des <( tirages )> 

indépendants. Une valeur Xjvi sera obtenue d’autant plus rapidement, 
en moyenne, que c est plus petite. 

Soit B un borélien de IR, utilisant la variable Ni presque sûrement finie, 
on a : 

P{xN,  E B )  = CP({XIV, E B )  n { N  = I C } ) ,  
k > l  

et un calcul analogue au précédent montre que 

Ainsi P { X N ,  E B }  = JB g ( t )  d t  et X N ,  admet aussi g pour densité. On 
montrerait de même que quel que soit I C ,  la variable X N ,  admet g pour 
densité. 

On note F. la tribu engendrée par X I , .  . . , X,, U1, .  . . , U,. Pour prouver 
que, par exemple, que les variables X N ,  et X N ,  sont indépendantes, on 
peut remarquer que pour toute fonction cp, borélienne bornée, 
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CHAPITRE VI. PROUABIL11 ÉS ET EÇPÉR ANC‘ES CONDITIONNELLES 

= ~ ( I I , ( X N 1 ) ) % 9 ( X N 2  1). 
D’où l’indépendance de X N ~  et X N ~ .  O 

VI.16 

a) Le vecteur (XI,,, . . . , X,,,) prend ses valeurs dans A,(t)  c Rn où 

&(t)  = { ( Z l , .  . . ,xn),O 5 x 1  I * . .  I x, I t } ,  
et pour tout pavé P = n [ a i ,  bi] c A,@) 

{ (X l ,n , .  . * , Xn,n) E p> = u {(XCr(l) , . * * ’ X,,,)) E Pl 
U 

où a parcourt toutes les permutations de {1,2,  . . . , n}. D’où 

On en déduit que (XI,,, . . . , X,,,) admet la densité 

Le vecteur (XI,,, . . . , X,,,) suit donc la loi uniforme sur A,(t). 

t)) La loi conditionnelle ,C((Xl,,, . . . , X,-l,,) 1 X,,, = x) admet la densité 

(voir Exemple 3.5.(iii)) 
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et du calcul précédent on peut déduire que, pour O 5 IC 5 t : 

n! xn-l 
tn  (n - i)! ' 
- - - 

Donc la loi conditionnelle , C ( ( X I , ~ , .  . . , Xn-l,,) I X,,, = IC) admet la 
densité : 

c) L'évènement considéré peut se définir de la façon suivante : 

{ Parmi les composantes de ( X i ,  . . . , X,), kl sont dans [O, t i ] ,  
k2 - dans ] t i ,  tz],. . . , kp - kp-i sont dans ]tp-l, tp]  }. 

On reconnaît le cadre standart donnant lieu à une loi multinomiale, (ti- 
rages avec remise de n boules dans une urne contenant des boules de p 
couleurs différentes Ci en proportion -t-). Par conséquent : ti-ta-1 

d) On va montrer par récurrence sur n que la loi de (Si,. . . , Sn) admet la 
densité 

Le résultat est clair pour n = 1. Pour cp une fonction borélienne bornée 
sur A, := {(si,. . . , sn),  O 5 si 5 . . . 5 s,}, on a : 

E(cp(S1, * 1 . 7  sn-1, Sn)) = E(%4Si7. * , sn-1, sn-1 + X )  1 X ) )  

où la variable aléatoire X est indépendante des Si et suit une loi exponen- 
tielle de paramètre A. La loi conditionnelle L(cp(S1,. . . , Sn-l, Sn-i+X) I 
X = IC) est la loi de cp(S1,. . . , S,-i +IC)  (voir Exemple 3.5.(ii)). 

119 



CHAPITRE VI. PROBABILITÉS ET ESPERANCES CONDITIONNELLES 

cp(s1,. . . , s,-l, s,) AneëXsn ds1. . . ds,. 

La loi de Sn est la ne loi marginale du vecteur (SI, . . . , Sn). Elle admet 
donc sur IR+ la densité : 

On en déduit (voir à nouveau Exemple 3.5.(iii)) que la loi condition- 
nelle C((S1,. . . , Sn) I Sn+l = s) admet la densité : 

P{Nt = 00) = limP{S, 5 t }  = lim ds. 
n 

Or 
An-ltn-1 t An- l tn- 1 

+ o. ( n -  l)! R. ds 5 Ae-”ds 5 (n - i)! 

Ainsi P{Nt = 00) = O et Nt est finie presque sûrement. 
On pose N = Ici et A l’évènement 

A = { Nt1 = Ici, Nt, - Nt, = k2.. . , Ntn - Ntn-i = Icn }. 
On conditionne par la variable SN et on peut supposer, sans perdre de 
généralité, que IC, 2 1 (quitte à << descendre B jusqu’au premier i, tel que 
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S O L c T I O N s 

Ici 2 1). Par les résultats obtenus précédemment, on obtient 

D'où le calcul : 

Remarque : on a utilisé la densité de la variable SN dans la deuxième 
égalité et on a posé t o  = O dans la dernière. 

Pour obtenir la loi Nii - Nti_l, il suffit de sommer sur le pavé 
{(lci, . . . , ki-1) E Ni-'} : 

CI 

On en déduit que Nti - Nti-, suit une loi de Poisson de paramètre 
A( t i  - t i - 1 )  puis, via la loi du vecteur (N t l , .  . . , Nt, - NtnPl), que les 

O variables Nti - Nti-l sont indépendantes. 
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VI1 

MARTINGALES (À TEMPS DISCRET) 

É 110 nc é s 

VII. l  Soit (Xn),l>I une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi 
de Bernoulli P{ X ,  = O }  = P{ X,,, = 2 } = 1/2. Pour tout n 2 1, on désigne par 
.E, la tribu engendrée par X I ,  . . . , X,, et l’on pose Z,, = flIISlcln X k .  Démontrer 
qiie (Z,)n21 est une martingale par rapport ii la filtration (F,L)n>l - qui n’est pas 
uniformément intégrable. 

- 

VII.2 Soient c l , .  . . , ck des réels tels que ClliSlc ci = O. Soit 7r une permutation 
aléatoire de { 1 , 2 ,  . . . , k } uniformément répartie sur le groupe des permutations 
dc k éléments, c’est-à-dire telle que pour toute permutation 7 de k éléments, 
P{ 7r = T }  = i /k ! .  Soit 

et soit la suite de tribus F, = 0(7r ( l ) ,  . . . ,7r(n)), 1 5 n 5 IC.  Montrer que 
(X,, Fn)lSnlk est une martingale. 

l r / d i c c i t i o r /  : r r r o r / t r r  I que' 

ri 5 I 5 k .  C(.rr(/)  1 ~ ( 1 ) .  . . . .T(// - I ) )  c s f  in loi  
{ T ( 1 ) .  . . . . T(I1 ~ 1) ). 



CHAPITRE VII. LIARTINGALES (À  TEMPS DISCRET) 

VII.3 (Urne de Polya) Une urne contient n boules noires et b boules blanches. 
Une boule est tirée au hasard, selon une probabilité uniforme sur les boules dans 
l’urne. Elle est remise dans l’urne, et on ajoute aussi a boules de la couleur tirée. 
On itère cette procédure de tirage-ajout. Soit XO = n/ (n  + b) la proportion de 
boules noires initialement dans l’urne, et soit XI, la proportion de boules noires 
à la k-ième étape du tirage-ajout. Montrer que XI, est une martingale, pour la 
suite de tribus FI, = o(X1,. . . , X,). Montrer que cette martingale converge, et 
donc que la proportion de boules noires converge vers une proportion a priori 
aléatoire Y .  
Note : on peut montrer, mais cela demande un peu de calcul, que Y a pour loi 
une loi de densité 

(voir par exemple Feller (1971)). 

VIL4 (Lemme de Wald.) Soit (X,),,, une suite de variables aléatoires indé- 
pendantes, de même loi, et soit, pour Gut  n > 1, S, = XI + . . .  + X,. Soit en 
outre T un temps d’arrêt intégrable relatif à la filtration engendrée par cette suite. 
Démontrer que E(ST)  = E(X,)E(T). 

V11.5 Sur (O, A, P ) ,  soit (Xn)n>l une suite de variables aléatoires réelles in- 
dépendantes, de même loi. Pour t o u t  n > 1, soit F, la tribu engendrée par 
Xi, . . . , X,. On note les sommes partielles S, = X1 + . . . + X,, n 2 1. On 
convient que So = O et, pour tout z E IR, on désigne par E” l’espérance définie 
par E”(.) = E( .  + x). On parle alors de la marche aléatoire S, partant de z au 
temps O. 

a) Soit N 2 1 un entier fixé et soit T un temps d’arrêt à valeurs dans 
{ 1,. . . , N }  de la filtration (Fn)l,,l,. Démontrer que, pour tout n 2 1, 
S,+T - ST est indépendant de FT et de même loi que S,. 

11) Déduire de la question précédente que pour toute fonction borélienne bornée 
q5 sur IR, et tout n 2 1, 

E($(Sn+T) I FT) = EST(4(Sn))  p.s. 

VII.6 Soit (Xn,F,)llnlI, une martingale de carré intégrable. On définit 
X *  = maxl<,<I, _ _  IX,l. En utilisant l’inégalité maximale de Doob, démontrer que 

E((X*)2) 5 4 E ( X 3 .  
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ÉNONCÉS 

VII.7 Sur un espace probabilisé (O, F, P ) ,  soit (Mn)lln<k une martingale par 
rapport à une filtration et soit P n ) l < n < k  une famille de variables 
aléatoires sur (O,F,P)  telles que H, soit mesurable par rapport à .Fn-l, pour 
tout n = 1,. . . , k (avec la convention Fo = { 0, R }). 

Soit a > O ;  on définit T = min{l 5 n 5 k - 1  : IH,+lI > a }  et T = k s i  
l'ensemble dont on prend le minimum est vide. Démontrer que T est un temps 
d'arrêt de la filtration On pose, pour tout n = 1 , .  . . , k ,  

x,, = H&uz -Mi - l ) .  
l<i<TAn 

(M-1 = O) .  Démontrer que (Xn)15nlk est une martingale de (Fn)lln5k. 

VII.8 On considère une variable aléatoire T à valeurs dans N, de loi géométrique 

P { T  = n }  = a ( 1  n E N, 

où a est un réel positif donné. On appelle F,, la plus petite tribu rendant mesurable 
la variable TAn,  n E N. Vérifier que la famille de tribus est une filtration. 
Démontrer que .En est engendrée par une partition de n + 1 atomes que l'on 
précisera. 

a) Démontrer que, pour tout n, 

1,) Déduire de la question précédente que 

c.) Pour quelle valeur du paramètre réel a le processus 

est-il une martingale par rapport à la filtration (Fn)nEW ? 

d) En prenant pour a la valeur trouvée à la question c), calculer l'espérance 
conditionnelle E((Xn+l - X n ) 2  I Fn). En déduire que le processus 

est une martingale par rapport à la filtration (Fn)nEN. 
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CHAPITRE VII. hIARTINGALES ( À  TEhlPS DISC'HET) 

VII.9 Soient XI, . . . , X,, des variables aléatoires indépendantes sur (a, A, P ) ,  à 
valeurs dans Rd ; on considère une norme quelconque 1 )  . 1 )  sur Rd, et on suppose 
que ~(llxi I l2) < 00 pour tout i = I , .  . . , n. Posons S, = XI + . . . + X,. 

Désignons par Ai, 1 5 i 5 n, la sous-tribu de A engendrée par les variables 
Xi,. . . , X i  et par A0 la tribu triviale composée de 0 et 0. Pour tout i = 1,. . . , n, 
posons 

4 = F(IISnll 1 Ai) - E(((SnI1 1 Ai-i) . 
Établir que 

l s i s n  

Démontrer que pour tous i < j ,  E(dj I Ai) = O, et que les variables d i ,  
i = 1,. . . , n, sont orthogonales. 

Démontrer que pour tout i = 1,. . . , n,, 

Par l'inégalité du triangle et la question précédente, établir que 

E(dS 1 Ai-1) 5 E(I IX i ( (2 ) ,  i = l , . .  . ,n. 

En conclure, à l'aide de la première question, que 

VII.10 Soit A:, k = 1,. . . , 2n-i, n 2 1, la famille des intervalles dyadiques 
de l'intervalle [ O ,  1 ] muni de la mesure de Lebesgue A. Si P est une mesure de 
probabilité sur [ O ,  1 ] absolument continue par rapport à A, poser 
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Démontrer que, sur ( [ O ,  11, A), (Xn)n>l est une martingale par rapport à la suite 
de tribus Fn = .(An, 1 5 IC 5 2 7 b - 9 ,  n 2 1. Démontrer par l’absurde qu’elle 
est uniformément intégrable et en conclure l’existence de la densité de Radon- 
Nikodym de P par rapport à A. 
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CHAPITRE VII. MARTINGALES (À TEMPS DISCRET) 

Solutions 

VIL1 Le calcul E(Zn+l 1 Fn) donne 

E(Zn+l I Fn) = E(X1 * - XnXn+l I Fn) = x1 * - XnE(Xn+l I Fn), 

car X i ,  . . . , X ,  sont Fn-mesurables. Puis 

E(Zn+1 I Fn) = x1. . . XnE(Xn+l), 

E(Zn+l I Fn) = x1 - * e x n  = 2,. 

car Xn+l et .En sont indépendants et enfin 

Donc (Zn)  est bien une martingale par rapport à la filtration Fn, D’autre part 
2, prend les deux valeurs O et 2n avec P{Zn = an} = & et P{Zn = O} = 1- 1 2% 

et donc quel que soit c > O, partir d’un certain rang, on a 

lZnl dP = 2nP{Zn = 2n} = 1. 
6 , z n  ,>cl  

On conclut que (Zn),>l - est une martingale L~ (car ~ ( 1 . ~ ~ 1 )  = i), non unifor- 
mément intégrable (voir Définition V.3.3). 

Remarque : en vertu du théorème VII.2.1, la martingale (Zn)  converge 
presque sûrement. Ici (Zn)  converge vers O sur l’évènement n{Xi  = 2) de pro- 
babilité 1. 

VIL2 

Précisons que la suite ( X n )  est définie pour 1 5 n 5 k - 1 et observons 
qu’un atome de la tribu .En est constitué des permutations qui coïncident sur 
(1,. . . , n}. I1 devient alors clair que X ,  est Fn-mesurable. D’autre part 

O n  pourra auparavant s’intéresser à l’exercice III. 6. 

k n-l 
n k CC~(.) - IC - n + 1 c , c 4 i )  x, - xn-l = - 

2=1 k - n i=l 

k n-1 IC - 
k - C (z - k - n + 1 

- 
i=l 

(VII. 1) 
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ÇOLTJTIONS 

Pour tout n 5 i 5 k et 1 5 1 5 k ,  l'espérance conditionnelle E(l(.rr(i)=2} I 
Fn-l) est constante sur les atomes de Fn-l et plus précisément sur { ~ ( l )  = 
i l , .  . . ,n(n - 1) = : 

La loi conditionnelle L(n(i)  I ~ ( l ) ,  . . . r ( n  - 1)) est donc la loi uniforme sur 
(1,. . . , k }  \ ( ~ ( l ) ,  . . . ,T(n - 1)). Ainsi sur ( ~ ( 1 )  = i l , .  . . , n(n - 1) = et 
pour n 5 i 5 k ,  on a : 

que l'on notera f ( Z l , . .  . ,&I). Et toujours sur ( ~ ( 1 )  = i l , .  . . ,n(n - 1) = 
&-I}, en utilisant l'identité (VII.l) 

Ainsi la suite (Xn,Fn)l<n<k-l - _  est bien une martingale. O 

VII.3 Pour calculer E(Xk+1 I Fk) il suffit de remarquer que 

et donc 

La suite ( X k , F k )  est bien une martingale. D'autre part, quel que soit k ,  on 
a l X k l  <_ 1, donc pour tout IC, E(lXk1) 5 1. La suite ( X k )  est donc une 

O martingale LI qui converge presque sûrement. 
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VII.4 On se restreint dans un premier temps au cas où les variables Xi sont 
positives. La suite (Sn,Fn)n21 où 3n = a(X1, .  . . , X n )  est alors une sous- 
martingale. Le processus croissant associé à la sous-martingale est 

n n n 

en posant So = O. 
On en déduit que SA := Sn - n E ( X 1 )  est une martingale. D’après le théorème 
d’arrêt de Doob (voir Théorème VII.1.12), la suite (finie) Si, SkAn, SA est 
une martingale et donc 

E(SkAn) = E(S:,) = o. 

Et par convergence monotone, 

E(T A n) * E(T)  et E(STAn) -+ E(ST)  

On déduit alors de (V11.2) que ST est intégrable et que E(ST)  = E ( T ) E ( X l ) .  

Dans le cas général où les Xi  ne sont pas nécessairement positives, (VII.2) est 
encore valable mais l’argument de convergence monotone pour justifier que 
E ( S T ~ ~ )  converge vers E ( S T )  et que ST est intégrable n’est plus valable ici. 
En revanche on a toujours convergente vers ST presque sûrement et de 
plus 

Cette dernière variable aléatoire étant intégrable (voir premier cas), on conclut 
par convergence dominée : 

VII.5 

a) Pour montrer que S n + ~  - ST est indépendant de FT, on montre que 

Vf borélienne bornée, E(f(s~+~ - ST) I FT) = constante. 
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Pour A E FT, on a 

N 
= E ( f ( X k + l +  . . . + X,+,)) . P ( A  ri {T = k } )  

k= 1 

= E ( f ( X 1  + .  . . + X,))P(A).  

Donc quel que soit f ,  

E(f(ST+n - ST) I -TT) = E(P(X1 + . . . + &)). 

Montrons maintenant que X T + ~  + . . + XT+, et S, ont même loi. Pour 
tout borélien B on a 

N 

{XT+l+'.'+xT+n E B }  = U ({xTS1 + . . .  + xTSn E B )  n {T = I C ) ) .  
k=l 

Donc 

P{XT+l+ . . *  + XT+, E B }  
N 

= P ({xk+l + . . + xk+, E B )  ri {T = IC))  
k=l  

N 
= P { X I +  * .  . +x, E B } C P { T  = k }  

k = l  

= P { X 1 + . . . + X ,  EB}.  

Donc X T + ~  + . . . + XT+, et X I +  . . . + X, ont même loi. O 

b) Soit Z une variable aléatoire bornée FT-rneSUrable, quelconque. Par le 
théorème de transport (voir Théorème 111.4.2) et en utilisant a) 

E(Z6(Sn+T)) = E(Z6(Sn+T - ST + ST)) 

= 11 z 4 ( ~  + Y) dQ(%)  WY, 2 ) .  

où Q et R désignent respectivement les lois de S,+T - ST (c'est- 
à-dire celle de S,) et du couple   ST,^). D'autre part si on pose 
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CHAPITRE VII. MARTINGALES (À  TEMPS DISCRET) 

H ( u )  = Eu($(Sn)) = 
Fubini (voir Théorème 11.5.1) : 

$(u + z) dQ(z) ,  on obtient par le théorème de 

VII.6 D’après la Proposition 111.4.8, on a 

+Co 

E ( ( X * ) 2 )  = 2 t P{X*  > t }  d t  = 2 1 t E(lt{x*>t}) d t .  (VII.3) 

Or par les inégalités maximales (voir Théorème VII.1.13) appliqué a la 
sous-martingale (IXnl), on a 

O 

Injectant cette dernière majoration dans (V11.3), on obtient 

E ( ( x * ) 2 )  I 2 E(lXkl l { X * > t } )  d t  

= 2E(JiW )XkI Ii{x*,,) d t ) ,  par le théorème de Fubini 
O 

X *  
= 2E( /  l x k l  d t  = 2E(X* IXkl) 

O 

5 2(E(X*)2 )1 /2  (EIXk12)1/2, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. 

On en déduit alors 
E((X*>2)  5 4E(X,2). 

v11.7 Le fait que T soit un temps d’arrêt vient de 

D’autre part en partant de l’identité 
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SOLUTIONS 

on montre facilement que X, est Fn-mesurable. De plus quel que soit n, 
X ,  E L1 car 

Enfin en écrivant 

xn = x n  n(T5n-l) + x, n{T,n}, 

on obtient 

En remarquant, de plus, que {T 5 n - 1} et {T 2 n} sont dans Fn-l et que 
H ,  est Fn-l-mesurable, on obtient : 

VII.8 
La tribu F, est engendrée par n + 1 atomes qui forment un système complet et 
qui sont {T = i} pour O 5 i 5 n - 1 et {T 2 n}. I1 est alors clair que (.En)nE~ 
est une filtration. 

On suppose que P(T = I C )  = pqk où p ~ ] 0 , 1 [  et q = 1 - p .  

a) On calcule E(lp>n+l) I .En) directement à l’aide de la définition : 

O 
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CHAPITRE VII. h1ARTING41,ES (A TEhlPS 1)ISC’IIET) 

b) On écrit T A (n + 1) = (T A n) l{T5n} + (n + 1) ll{T,,+l}. On a alors 

E(T A (. + 1) I 3,) = (T A 4 E(l{TSTL} I Fn) + (. + 1) 4 I {TZn}  

= (T A 4 (1 - E(l{TL(n+i)}  I FTJ) 

+ (n + 1) 4 l {T>n}  

= (T A 4 - ( (T  A 4 - (. + 1) 4)  n{T>n} 

= ( T A  4 + 4 l{T>n}.  

E(X,+l I Fn) = û.E(T A (. + 1) I Fn) + E(lT>n+l I Fn) 

c) À l’aide des calculs précédents, on obtient 

= a (T A 4 + 4 (a  + 1) l {T>n} .  

Pour que le processus (X,) soit une martingale relativement à la filtra- 
tion F., il suffit que 4 (a + 1) = 1, c’est-à-dire que a = t .  

d) On remarque que 

Xn+l - xn = I{T>n+l} - l (T=n} ,  

et donc 
2 2  (xn+l - xn> = n{T2n+l} + I{T=n} 

= Q2 n{T,.+l} + l{Q,} - B{T>n+l}. 

I1 s’ensuit que 
2 E((X,+l - a2 I 3,) = Q 4 l {T>n}  + l {T>n}  - 4 n{T,n} 

= b 2 q  +P> l{T?n} = n{T>n) 

car a2q + p = a. On montre alors 

E(Xi+,  - Q(T A a )  I 6%) 

E ((Xn+l - X.I2 I Fn) = JW:+, 
= E(X?L+l 

Et en utilisant 

il suffit de vérifier que 

x; - a(T A (n - 1)). 

a n{T2n} - a ( T A  TL) = -a (T A (. - i l ) ,  
ce qui ne présente pas de difficulté. 
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VII.9 

a) La somme Cdi est une somme téléscopique. On a 

E(IISnll I d o )  = IlSnIl - E(IISnll>* 0 

Ai) = E(IISnll I Ai). On en déduit que 

De la même façon pour i < j, on a 

E(d2dj I Ai) = di E(dj 1 Ai) = o. 
Donc E ( d i d j )  = O et les variables di sont orthogonales. O 

1 ) )  En suivant l’indication, on pose 5 = Ai-1 et 1 2  = .(Xi). On a alors 
7 = a(%,?) = Ai et 12 est indépendante de a(X1,. . . , X i , .  . . ,Xn) 3 
a(‘&, IlSn - Xill). On a alors 

O E(IISn - Xi([ I di-1) = E(IISn - Xi11 I Ai). 

di = E(IISnll - IlSn - xi11 1 Ai) -  ilSn Sn II - IlSn - Xill I Ai-1) 

L’identité 

s’en déduit directement par linéarité. O 
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CHAPITRE VII. MARTINGALES (À  TERIPS DISCRET) 

Enfin : 

= E (( d i ) 2 )  d'après a) 
lsiln 

VII.10 
par le système complet An, k = 1 ,2 , .  . . ,2"-l , on a 

I1 est clair que X ,  est F.-mesurable. La tribu Fn étant engendrée 

On calcule alors Xn+1dX en remarquant que quel que soit k E 

{ 1 , .  . . ,2"},  A; = Ar+' ü Ar:: pour un certain i. On obtient 
An 

= P(Ar+') + P(AY::) = P(Ak) .  

D'où 

Montrons alors que cette martingale est uniformément intégrale. La martingale 
est L1 car E(IXnl) = E ( X n )  = E(X1)  = 1. Montrons qu'on a de plus 

X ,  dX = O. (VII.4) J lim sup 
c-tw n2l {X,>C} 

On utilise le fait que P est absolument continue par rapport à X et plus pré- 
cisément la propriété de l'absolue continuité suivante : 

Propriété (P) .  Si la probabilité P est absolument continue par rapport 
à X alors, quel que soit E > O ,  il existe q > O tel que X(A) < q + P ( A )  < E .  
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SOLUTIONS 

Cette propriété peut se montrer par l'absurde de la façon suivante : 
supposons l'existence d'un e strictement positif tel que 

Vq > O ,  3A, X(A) < q et P ( A )  2 E. 

On peut alors construire une suite d'évènements (Ak)  telle que pour tout k 
1 

k2 
X(Ak) < - et P(Ak)  2 E .  

On considère alors l'évènement A := limsup Ab = nn>l - ük>' - Ak et on a 

- X(A) = O car C X ( A k )  < 00 et donc X(A) = X(Ak i.s.) = O (d'après le 
lemme de Borel-Cantelli, Théorème IV.3.5). 

- P ( A )  # O. En effet : 

et 
P(Uk2nAk) 2 P(An) 2 E *  

On obtient ainsi la contradiction X(A) = O et P ( A )  # O, Ceci prouve la pro- 
priété (P). 
Montrons alors (V11.4). On observe que 

1 {X,>C)  

XndX = P{Xn  > c}.  

En effet, en notant In = (1,. . . , 2'-'} et 1: = { k  E In, P(AF) > cX(AF)}, 
on a 

De plus, d'après l'inégalité de Markov, X{Xn > c} < = $. Donc pour 
tout E strictement positif et tout entier n, P { X n  > c} < E pourvu que c soit 
suffisamment grand. (supérieur à f avec les notations de la propriété (P)). Ce 
qui prouve que la suite ( X n )  vérifie (V11.4). 
On en déduit alors que ( X n )  converge A-presque sûrement vers une variable 
aléatoire X qui vérifie E ( X  I F') = X ,  pour tout entier n. Or 

I1 s'ensuit que 

V n  2 1 et V 1  5 k 5 2'-',P(Ak) - XdX.  ' -LE 
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Soit t E [O, 11. Via le développement dyadique de t ,  on peut écrire 

où les A2 . sont deux à deux disjoints. En prenant l’espérance E’ associée à 
P ,  on a 

4%) 

P([O, t ] )  = E’(lp,ti) = E’(lAn .in) ), par convergence dominée 
n 

Une probabilité sur R étant caractérisée par sa fonction de répartition, on en 
O déduit que pour tout borélien A,  P(A)  = SA X dX. 
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VI11 

CHAÎNES DE MARKOV (À ESPACE D’ÉTATS 
DÉNOMBRABLE) 

Énoncés 

VIII.1 À quelles conditions deux matrices 

= (P i j ) i< i<n , i< j<m et Q (Qij)i l i<rn,i<j<n 

sont-elles les lois conditionnelles L ( X  I Y )  et L(Y I X )  de deux variables aléatoi- 
res X et Y prenant respectivement n et m valeurs? Montrer que si l’on connaît 
C ( X  1 Y )  = P et L(Y 1 X )  = Q, alors on connaît la loi du couple ( X ,  Y ) .  

VIII.2 Montrer que (X”,  . . . , X,) est une chaîne de Markov à valeurs daris un 
ensemble fini E si et seulement si il existe des fonctions gi : E x E + [O,  00 [, 
O I i 5 n - 1, telles que, pour tous 20,.  . . , X, E E, 

P{ xo = ZO, . . . > x, = X7L } = SO(Z0, X l ) g l ( %  X 2 )  . . . g n - l ( ~ n - l , X , )  . 

VIII.3 Sur l’ensemble fini E = Z/mZ, on considère la chaîne (Xn),>,, de géné- 
rateurs p ~ , i + k  = ~ i , i - k  = 1/2, Pi,j = O sinon, où 1 5 k < rn. Pour quelles valeurs 
de m et k la chaîne est-elle récurrente irréductible? Donner, dans tous les cas, 
ses classes de récurrence et la mesure invariante de ses classes. Lorsque la chaîne 
est récurrente irréductible, déterminer quand elle est apériodique. Montrer que 
l’on peut réaliser la chaîne (X,),,, sous la forme Xn+l  = ~ ( X , , E , )  avec une 
fonction f et une suite (E,),>, d e  variables aléatoires dans { -1, +1} que l’on 
déterminera. 
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CHAPITRE VIII. C H A î N E S  DE hIARKOV (À ESPACE D‘ÉTATS DÉNO~IBRABLE)  

VIII.4 Soit (Xn),>o une chaîne de Markov à espace d’états fini, de matrice de 
transition Pij avec p Z j  > O pour tout couple ( i ’ j ) .  On suppose que X ,  = i p.s. et 
l’on choisit j # i. Soit 

T = i n f { n > 1  : X n = j } .  

Démontrer qu’il existe p E] O, l[ tel que P{ T > n }  5 pn pour tout n 2 1. 

VIII.5 Soit (V ,€)  un graphe connexe non orienté d’ensemble de sommets fini 
V et d’ensemble d’arètes € E V x V. On associe à chaque arète ( i ’ j )  un poids 
wi,j = wj,i > O et l’on pose wi = C j  wi,j. Déterminer la mesiire invariante de la 
chaîne de Markov sur V de matrice de transition Pi,j = wi , j /w i .  
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SOLUTION s 

Solutions 

VIII.1 On peut considérer que les variables X et Y sont respectivement à 
valeurs dans (1 ,... ,m} et (1, ..., n} avec P { X  = i }  # O et P { Y  = i }  # O 
quel que soit i. 
Si IP et Q représentent les lois conditionnelles L ( X  I Y )  et L(Y I X ) ,  alors : 

~ { x  = j  n y  = i }  - P{Y = i I X = j } P { X  = j }  
P { X  = j I Y = i} = - 

P{Y = i} P{Y = i} 

et si on note (al,. . . ,am) la loi de X et (bl,. . . , b,) la loi de Y ,  on obtient : 

(VIII.1) 

L’existence de vecteurs (al,. . . ,am) et (bl, . . . , b,) vérifiant (VIII.l) avec 
ai 2 O, bi 2 O et bi = 1 est une condition nécessaire et suffisante 
pour que P et Q représentent les lois conditionnelles L ( X  I Y )  et L ( Y  I X ) .  
La loi d’un tel couple ( X ,  Y )  est alors donnée par : 

a j  = 

P { X  = j n Y = i} = Pj,i b j .  

VIII.2 Si (Xo,  . . . , X,) est une chaîne de Markov, alors par conditionnement 
successifs et en utilisant la propriété de Markov, on obtient la relation : 

P{XO = 2 0 ,  f . * 7 x, = zn} = go(~o,~l)gi(~l, z2) * . . gn-l(zn-1, zn). (VIII.2) 

Réciproquement, montrons que si (VIII.2) est vérifiée, alors ( X O ,  . . . , X,) est 
une chaîne de Markov. 
On remarque d’abord que pour trois variables aléatoires X ,  Y, Z vérifiant 

Y7 x, P { X  = 5 ,  y = Y, z = 4 = f(., Y M Y ,  4, 
on a 

lorsque P { X  = z,Y = y} # O. En effet : 
d’une part, P { X  = z, Y = y} = f(z, y) ( E, g(y, z ) ) ,  d’où 

P { Z  = z I { X  = z,Y =y}} = P { Z  = x I Y = Y}, (VIII. 3) 

et, d’autre part, 

141 



Ainsi 

et la relation (VIII.3) est établie. 
On applique alors cette propriété aux variables 

x = (XO,. . . ,Xn-2), xn-l = Y, x, = 2 

pour obtenir 

On procède de la même façon pour le vecteur ( X O ,  . . . , Xn- l )  puisque il vérifie 

où on a posé hn-l(xn-l) = Cx,gn-l(xn-l,x,). Cette relation est du 
type (VIII.2) et on peut donc << passer de n à n - 1 D et ainsi de suite. La 

O suite (Xo, . . . , X n )  est donc une chaîne de Markov. 

VIII.3 Un point de IE = Z/mZ communique avec les points qui lui sont << dis- 
tants >) de k. Ainsi, le point i communique avec tous les points i + j IC mod (m) 
où j E Z. Pour qu’il communique avec ses voisins proches, i + 1 et i - 1, il faut 
que 

il existe j et j ’  E Z, i + k j  = i + 1 + j’m, 
c’est-à-dire k j  - j ’  m = 1. 

D’après l’identité de Bezout, m et IC sont nécessairement premiers entre eux. 
Et cette condition est aussi suffisante pour que le point i communique avec 
tous les points de Z/mZ. Donc 

La chaîne est irréductible si et seulement si m et k sont premiers entre eux. 

Dans ce cas, l’espace d’états étant fini, la chaîne est irréductible et récurrente. 
Dans ce cas, on peut voir que l’unique probabilité invariante est la loi uniforme 
sur IE car (1,. . . , i)P = (1,. . . , 1). 
Pour savoir si elle est apériodique, il suffit, d’après le Théorème VIII.6.6, 
d’étudier les valeurs propres de module 1 de la matrice de transition P. On 
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introduit alors la matrice, notée C, de la permutation circulaire ( 2  3 ::: T )  : 

O . . . .  1 0  
Les puissances n-ième de C se calculent aisément et la matrice P s’écrit 

La matrice C est diagonalisable et est semblable à 
>. p = ;(Cm+l-k + Crn f l+k  

diag(1, a, .  . . , am-l), 

où a := e2Zxlm, (le polynôme caractéristique de C étant (-1)“(Xm - 1)). 
La matrice P est donc semblable à 

m+l-lc + p+l+lc  1 (a(m-l)(rn+l-lc) + a(m-l)(m+l+k) 1, .  . . , 5 

- Cas où m est impair : 

on a (akj)’ = 1 et, akj étant une racine m-ième de l’unité, on a alcj = 1. 
La racine aj est d’ordre un diviseur de k (dans le groupe des racines 
m-ième de l’unité). Or k et m sont premiers entre eux, donc aJ = 1 et 1 
est la seule racine de P de module 1. D’où : 

si k et m premiers entre eux et m impair, la chaîne est irréductible, 
récurrente et apériodique. 

Cas où m est pair : 

le cas m = 2 se traite à part : la matrice P vaut ( i;i 
valeur propre de module 1 est évidemment 1. 
Si m 2 4, observant que ak est un générateur du groupe des racines 
m-ième de 1, il existe un entier j tel que akj = -1 avec aj # -1. Pour 
un tel j, la valeur propre de P : 

et la seule 

+j(m+1-4 1 + ,.Am+l+k)) = -,j 
2 

est différente de 1. D’où l’existence d’une valeur propre de P distincte 
de 1 et de module 1. 
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CHAPITRE VIII. CHAINES DE hlARKOV (A ESPACE D’ÉTATS DÉNORIBRABLE) 

D’où la conclusion : 

la chaîne est irréductible, récurrente et apériodique si et seulement si IC et m 
premiers entre eux avec m = 2 ou m impair. La loi limite est alors la loi 
uniforme sur E. 

Lorsque m et k ne sont pas premiers entre eux et que d = PGCD(rn,IC), le 
nombre de classes est d où dans chaque classe le nombre d’éléments est m/d. 
À l’intérieur de chaque classe, la matrice de transition est du type de P où m 
et k sont respectivement remplaçés par m/d et k / d .  

En identifiant Z/mZ à l’ensemble des racines rn-ième de l’unité, noté U,, si 
(E,) est une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (Cl, A, P )  
à valeurs dans {-1, 1} et si Xo est une variable 
(O, A, P )  à valeurs dans Urn, alors la suite (X,) 

aléatoire définie sur le même 
définie par 

2ik7r 
X,+i = X ,  e E n T  

est une chaîne de Markov de matrice de transition P. 

VIII.4 Dans tout l’exercice les entiers i et j sont deux entiers fixés distincts. 
On pose 

Étant donné que les coefficients de la matrice stochastique P sont tous stric- 
tement positifs on a, d’une part O < QI,  < 1 pour tout IC et, d’autre part, 
O < maxk QI, < 1. On pose alors p = maxk QI,. 

On va montrer par récurrence sur n que Pi{T > n} 5 pn pour tout n 2 1. 
Pour n = 1, on écrit : 

{T > 1} = { X i  # j }  d’où P{T > 1) = 5 p. 

On suppose alors la propriété vérifiée pour un entier n 2 1. Observant que 
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SOLUT IONS 

on conclura en utilisant un conditionnement par la tribu .En : 

VIII.5 
est irréductible. On pose 

Le fait que le graphe soit connexe implique que la chaîne de Markov 

wi w = C w i  et pi = -. 
W 

On vérifie alors que p est la probabilité invariante en vérifiant que tIF'p = p. 
En effet, pour tout i, on a : 

145 




	TABLE DES MATIÈRES
	INTRODUCTION
	I THÉORIE DE LA MESURE
	II Intégration
	III Mesure de probabilité
	IV Indépendance
	V Convergence de suites de variables aléatoires
	VI Probabilités et espérances conditionnelles
	VII Martingales (à temps discret)
	VIII Chaînes de Markov (à espace d'états dénombrable)

