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7. La transformation de Fourier

7.1. Signification physique de la transformation de Fourier
Pour un signal de mesure quelcongque, on s'intésessant a son évolution en fonction du temps

comme l'indique la figure n°66.
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Figure 66 : Evolution en fonction du temps du slgasu d'un accélérometre

Cette représentation temporelle donne de trop neusles informations de forme inintelligible.

La conversion du signal dans le domaine des frémserpeut rendre linterprétation des
informations qu'il contient beaucoup plus aisée.

A cela, il faut ajouter que de nombreux phénomeéesituent "naturellement” dans le domaine
des fréquences et non pas dans le domaine du t@®opsinterpréter un signal auditif, le cerveau
effectue une analyse dans le domaine des fréqueaas exemple, la détection d'un défaut de
roulement peut étre réalisée par une analyse desgectre de fréquences. Dernier exemple,
I'étude des résonances d'une structure mécanigge par une analyse en fréquences.

Ces deux représentations (temps et fréequenceyalatgs entre ellegar les transformationsde
Fourier, outils d'une importance capitale dans les tealesgd'analyse du signal et dans
I'explication de nombreux phénomeénes physiquesighies et biologiques.

Considérons un signal électrique y(t) par exemigesfon, intensité du courant, etc...) dépendant

dutemps fairel'analyse de Fourierdans le domaine dé®quencesconsiste a effectuer sur ce



signal y(t) une opération mathématique du "genkmi (tilise la notation complexe de la

transformée de Fourier)

+00

y(t) 1t gt (192)

avec
y(t)  signal déterministe ou aléatoire temporel
W pulsation en rd .S liée a la fréquence (w= 21 V)
On obtiendra, aprés intégration une fonctionw)Y(Qui de dépendra plus du temps mais
uniguement de la pulsatian Y(w) est la transformée de Fourier de y(t)Indépendamment de

la forme mathématique particuliére de la relation,

+o00
Y(w = y(t) ¢t gt (193)

—c0
il est fondamental de bien comprendre que Y{) et y(t) représentent la méme grandeur
physique, mais dans une représentation différente;
Si I'on considére y(t) le point représentatif @enplitude de ce signal se déplace déespace
amplitude-temps.
Si l'on considére (), le point représentatif se déplace ddilespace amplitude-pulsation
(fréquence).
Lorsqu'on cherche la valeur &) pour une valeur dey, cela signifie que I'on cherche dans toute
I'histoire (et tout le futur) de y(t) ce qui conpesd a la fréquencew. Ceci correspond a un
filtrage infiniment sélectif.
Un tel filtrage n'est pas réalisable physiquement.
On ne peut donc pas connaitrevy Avec une localisation parfaite sur lI'axe desuedges.
De méme, si I'on veut retrouver y(t) a partir dev) (il faut connaitre le spectre pour toutes les
fréquences jusqu'a l'infini et la formule montreegiest la méme opération de filtrage infiniment
sélectif qui intervient, les variables temps etjfrénce étant permutées.
Cela signifie que pour connaitre parfaitement leway(t) a un instant t, il faut disposer d'une
bande passante infinie.
Tout ceci n'est qu'une autre forme dedktion d'incertitude qui exprimel'impossibilité pour
I'observateur humain a appréhender la réalité sanda déformer ou la rendre en quelque

sorte "floue".



7.2. Décomposition d’'un signal en séries de Fourier (cas d'un signal

périodique)

Dans le rappel qui suit nous abandonnons volomeing la variable temps t au profit d'une variable
connotation plus mathématique. De méme, la pérgaepelle P et ne concerne plus uniquement une
période temporelle que nous avons souvent appeléa &ffet, nous verrons que la transformée dei€our
concerne aussi bien d&stuations temporelles” que dessituations spatiales” ou I'on définira alors une
"période spatiale" qui dans le cas d'une onde gmuéspondre a sa longueur d'onde que nous avpe&ap
)\D

Tout signal (ou fonction) périodiquigx), de la variablex de période P peut étre représenté(e) par une
infinité de fonctions sinusoidales de périoBeB/2, P/3, etc.

f(x)= i ancos{ZHI: Xj o, sirE27;n X) (194)

n=-c0

avec n nombre entier positif ou négatif.

Ou les coefficients,, eth, se déterminent a partir des relations suivantes :

a, = %j f (x)cos@mnx /P)dx (195)
et
b, =% [ £(x)sin@mnx/ P) dx (196)

Exemples

1 cas d'une fonction créneaux)y(figure 67) de périodP :
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Figure 67 : Exemple de fonction périodique.

La fonction gk) étant périodique, elle peut se décomposer eassdéd Fourier :

g(x) = i a, co{ 27;11xj +h, sir(zznxj (197)

n=-c0

" on se souviendra avec profit que I'expressioréttengation u(x,y) de la corde en vibration harmoei du chapitre

5 pouvait se mettre sous la forrgx,t) = A COS(% - nX

A



Les coefficients, etb, sont déterminés en utilisant les relations (19%)1@6) avec, par exemple, comme
intervalle d'intégration R/2 ; +°/2].

+P/2
a, :E J' f(x)cosm()dx: 0 (198)
P—P/2 P
0 sin est pair 199
b =£+Fj/2f(x)sin(2ﬂnx)dx: 4 i -
" P, — sin est impair (200)
nsm

La fonction gk) peut donc étre représentée par la série suivante

_4 -{ﬂjg -{sﬂjg -,(5%} 201
g(x)—ﬂ5| P 3SI P 53| P . (201)

On peut dailleurs voir sur la figure n°68 la cdmition des trois premiers termes a une premiere

représentation grossiere de)g(
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Figure 68 : Contribution de trois sinusoides a la représaale la fonction créneaux.

Sur les figures 69 et 70, on remarque que la reptagon des fonctions "créneaux” et "triangle"idet/
de plus en plus précise en fonction du nombre saoisde sinusoides utilisées.

Rappelons que la décompositionsgmies de Fourierappliquée jusqu'ici & des fonctions périodiquesitp
étre généralisée a démnctions non périodiquesdont la représentation est faite non plus parsgeies

mais par unéntégrale de Fourier.
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Figure 69 : Représentation de la fonction créneaux par unnelnigede sinusoides.
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Figure 70 : Représentation de la fonction triangle par un e de sinusoides.



Remarque :

La série de Fourier (relation 194) peut étre exparsous forme complexe :

. 27MX

f(x) = Zw: cer (202)

n=-c0

Ou les coefficients, se déterminent a partir de la relation suivante :

. 27mx

1 al
c=—|f(Xe P dx 203
: Pl (X) (203)

7.3. Analyse fréquentielle ou spectrale

L'analyse fréquentielle ou spectrale(appelée égalemernnalyse de Fourie} d’'un signal, consiste a en
extraire les différentes fréquences et amplitudesaractéristiques des sinusoides qui le constituent
Considérons I'exemple d'un signal simplariant de fagon sinusoidale en fonction du temps

f(t)= Acos@nFt+¢) (204)
A = amplitude, c'est la plus grande valeur priseffpgaau cours du temps ;
F. = fréquence dit) exprimée en hertz (o'} c'est le nombre de fois par seconde que la ifamf(t) se
reproduit identique a elle-méme ;
@ = phase a l'origine.
Une représentation usuelle de cette fonction ctsidracer son évolution dans I'espace des teeps (

fonction du temps) :
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Figure 71 : exemple de signal périodique de période T (etéguencd-; = 1/T)

Si on considére un autre signal sinusoidal, celpeut se différencier dépar sonamplitude, par sa
fréquence et/ou parsa phase Ces trois paramétres suffisent donc pour caligetéentierement une

sinusoide.



De 1a, une autre représentationf geut étre envisagée : une représentation fréallentiu spectrale (dans

'espace des fréquences) ou I'amplitude et la phastreprésentées séparément (figure 72).
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Figure 72 : Représentation spectrale du sighal

eja + e_] a
En utilisant la formule d'Euler cos@ )= Y (205)
la fonctionf(t) s'écrit :
A A
f (t) :Ee”’ g2t +Ee‘qu gl ¥ (206)

Cette facon d'écriré sous la forme de deux signaux complexes conjufpiespparaitre la notion de
fréquences négativesar mathématiquement, I'étude des fréquencesramegedans un signal (analyse ou
transformation de Fourier) s'effectue sur un irdaevde fréquences s'étalant dea +o. Ce qu'on peut
d‘ailleurs voir a travers la relation (194)

En tenant compte de cette remarque, la représemtgtectrale dede la figure 72 devient :

A Amplitude A Phase

Fréquence ‘F, Fréquence
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Figure 73 : Représentation spectrale fd@vec la notion de fréquence négative

Dans ce qui suibn omettra la phasepour ne considérer que le spectamplitude.
Maintenant que nous avons vu comment passer deprésentation temporelle & une représentation
fréquentielle dans le cas d'une sinusoide, nonasalppliquer la méme procédure a une fonctionguit)
est la somme de trois sinusoides :

h(t) =2cos@n 5t )+ 4cos@n 18 » 5cos@ 25 ) (207)
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Figure 74 : Représentation temporelle de h(t)
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Figure 75 : Représentation spectrale (ou spectre d'amplitdieldi)t)

Si on compare les deux représentations de h(gnsées figures 74 et 75, on remarque qu'il est pigé

d'extraire des informations & partir de la deuxiéeprésentation ; ce qui illustre bien l'intérét'daalyse

de Fourier et 'avantage dans certains cas degeptér un signal dans I'espace des fréguences.



7.4. Transformée de Fourier (cas d’'une fonction non périodique)

Dans le cas ou le signal (la fonction) f(t) n'estspoériodique, il n’est pas décomposable en séges
Fourier. En revanche, il est possible de le tramsfo en une fonction BF{ dépendant de la fréquence via

la relation suivante

Fv)= T f(x) 2™ dx (208)

—00

La fonctionF est appelée transformée de Fourier de la fonftion

L’opération inverse ( transformérenf )est possible :

f(x) = j F() 6™ w (209)
La fonctionf est appelée transformée de Fourier inverse dmlaibnF.
Remarque :

L'intérét d'avoir exprimé la série de Fourier sfarse complexe est de pouvoir faire une analogez da

transformée de Fourier pour des fonctions périaicquu non comme le résume le tableau suivant :

Sif(x) est périodique Sif(x) est non périodique
. 27mx +00
—Y e v f(x)=| F(v) €”™
f(x) n;ocne () L v) (210)
c =1j f(X) e'jb:x dx F(u):T f (x) €12 dx
n Pp J

Dans le cadre de cette formation nous ne donngrasdes propriétés mathématiques (linéarité,
parité, etc...) de la transformation de Fourier.n®ae qui suit, nous allons illustrer la
transformation de Fourier a partir de deux expéasrd'optique : la diffraction de la lumiere par

une fente étroite et le cas d'une onde limité datsmps a l'intérieur d'un créneau.
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7.5. Diffraction de la lumiére monochromatique par une fente étroite
Le phénomene de diffraction se produit a chaque doiune fente étroite est éclairée par un faisceau
parallele monochromatique. L'intensité observéeusuécran a grande distance de cette fente comsiste
une tache centrale relativement intense (ordreftfaation n°0) avec de part et d'autre des raiesbins
en moins intenses (ordres supérieures). La figliré neprésente le montage expérimental et |'alligre

I'intensité du rayonnement observée sur un écreasajiffraction.

1
b~110 mm

Figure 76 : schéma du montage concernant la ditfoac
de la lumiére monochromatique par une fente éreit
allure de la figure de diffraction obtenue sur wran.
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L'interprétation du résultat de cette expériencaliffeaction se fait a partir de la transformation
de Fourier du champ éIectriqﬂnE(x)” = E(x) au niveau de l'ouverture.

Si on considere uniqguement I'amplitude maximajedE ce champ, le fait de faire passer la
lumiere par la fente de largeur b (figure 76)i@av a "contraindre” le champ électrique E(x) a

avoir comme variation :

E si -

0 ailleurs

N | o
N
=
IN

N o

E(x) = (211)

sous sa forme générale, la transformée de Fowgi&l(x) telle que nous venons de I'étudier est

+o00

F(u) = TF (E(X) :J E(x) &2Mux g (212)

-00
La grandeur u sera évidemment ici I'inverse derlgueur d'onde\ de la lumiére
Si on revient au cas particulier de ce champ étpmrégal a Eau niveau de la fente et nul

ailleurs, cette expression générale devient :

+0
2 =j2n
F(u) = TF (E(x) = g '™ d (213)
_b
2
L'intégration donne :
E _ X= + Q
F(U) = —- 0 e—]2|_|UX 2 (214)
j 2Mnu x=- D
2
d'ou
E [ “j2nub +j2r|ub}
Fu=-—2-1le 2-¢ 2 (215)
] 2Mu
ou encore en simplifiant et en mettant en facteur
—jMub _ &jMub
Fu=—2 |& 2 - ¢ (216)
Mu 2]

Cette derniere expression doit étre transformadtiksant la formule d'Euler que nous avons déja

vu plusieurs fois :
el® =cosp +jsim (217)

avec ici ¢=MNub
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Si maintenant on fait
e? - €1® =cogp +jsip [ cos@® )+jsing ] (218)

comme cosf¢ F cap
et sikg ¥— sib

on aboutit a
&? - €1 = cof +jsing - ce§ +jsing (219)
et finalement

b _ i
¢ T

sin (220)

En appliquant cette relation mathématique a lssfoamée de Fourier F(u) du champ électrique
telle qu'elle apparait dans (216) on obtignt(1ub) :

F(u)=E sin(1 ub (221)
Mu
gue I'on peut encore écrire
sin(Nub)
Fuy = b—— 222
(U)=EK b (222)

Il faut tout d'abord remarquer que la transforméé&durier du champ électrique de la lumiére
monochromatique qui passe a travers une fente damménction réelle, bien que nous ayons

travaillé en représentation complexe.

D'autre part, on voit apparaitre la fonction "simsusdinal"%ﬂbUb dans laquelle apparait= %
u

et b lalongueur de la fente.

En fait, il est tres intéressant, dans le domaied'aptique, de faire apparaitre le module du
vecteur d'onde”R” = % de la lumiére et la transformée de Fourier (222)eht (u = %)
ol
sin(= kb
(2 )

_d k) =
F(U)—F(zn) EDb %kb (223)
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la figure n°77 représente l'allure de la variatn cette transformée de Fourier de I'amplitude
(considérée comme constante ...) du champ éleetdgula lumiere apres passage a travers de la

fente : c'est l'allure typique d'une fonction "sraardinal”.

/\ Eb

Figure 77 : allure de la variation en sinus cardina
de la lumiére monochromatique diffractée par umgdeale largeur b.

Cette fonction amplitude a un maximurgbEear la valeur du terme entre crochets dans (228

vers 1 lorsque k tend vers o. D'autre partnontre que la largeur a mi-hauteur de la partie la

plus intense de cette amplitude est tres peu d'rf[érde%.

De plus, comme le numérateur du terme entre cteatiest jamais supérieur a 1, la valeur

F (%) décroit de maniere oscillante lorsque k augmenteraleur absolue. On monte que

l'intervalle de valeur de k pour lequdt (%) est supérieur a la moiti€ du maximum central

correspond a l'approximation
bAk ~ 21 (224)
En optigue on montre que lintensité de la lumiést proportionnelle au carré du champ

électrique.

7.6. Onde limitée dans le temps a l'intérieur d'un créneau
Nous continuons par un autre exemple simple, dagsel nous considérons uniquemdat
fonction temporelle de I'onde et nous négligeons complétement sa fonction apatic'est-a-
dire que nous nous plagons en un point fixe et moes nous contentons d'observer l'onde

électromagnétique en ce seul point.
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Nous considérons le cas ou I'amplitude du changiréae dépend du temps suivant une fonction
créneadu :

{Eo () =Cte=a pour 1 <t<® (Figure 78(a)) (225)

Eo(t)= O pour t<- 1 etpourt>®
Ce type d'onde est fréquemment utilisé dans legreqres de physique, par exemple dans les
expériences de mesure de la vitesse de la lumieterointerrompt le faisceau lumineux avec une

roue dentée en rotation rapide.

E(t)
@ 20
.
o JUOUTOOUNOUOIOE =
période ——p—4 :
TCF% lKlquée du créneau P o
A A
(b)
_2n o 3m 2n e
T szz_n 2t 1

Figure 78 : (a) allure de la variation temporell& @dhamp électrique "en créneau” de I'onde.
(b) décomposition spectrale de "lI'onde emeau" (carré du module de sa
transformée de Fourier).

Le champ électrique de l'ondgt) = Eo(t).é"’“’ot n'‘est pas une véritable fonction harmonique

puisque son amplitude dépend du temps. Les sofugiénérales de ces problémes de propagation
ont été calculées, en effet, en faisant I'hypotltesséonctions harmoniques, dont I'amplitude est
constante, parce qu'elles seules conduisent dotlé®as simples facilement calculables. Nous la

résoudrons en utilisant lgansformation de Fourier, qui permet d'exprimer une fonction
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guelconque comme une somme de fonctions harmoniigailsationw différentes. Il s'agit en

fait d'une somme continue c'est-a-dire d'une iadégr

+00
() = j A(w) doo.d® (226)
L'amplitude différentielle complexe A) se calculant par la formule :
+00
A@»zéL £(w) dod? (227)
Tt

Nous effectuons le calcul de I'amplitudewd@ans notre cas particulier :

+00 +T | |
=L Ewdaata=2 | g goa dO JOTT 4y,
" o o (e ~w)

o -
Ou encore:

Ay = 2 sin(wy, — w)t (229)
T Wy — W
(Comme dans le cas de la diffraction de la lumpereune fente A() se trouve donc étre une
fonction réelle.)
A chaque composante, de pulsatigrcorrespond une puissance transportée si I'oe parl
langage classique, ou une probabilité de présemgdaton, si I'on parle en langage quantique,
qui sont proportionnelles au carré de I'amplitude)A

P, = |A(co)|2 _ a® sin® @-ouy)r =iz sirf Swr (230)
a ((,0—030)2 ™ 3w

en introduisant |'écart de pulsatidm = w—wy).

Remarque. La relation de proportionnalité obtenug e puissance peut étre transformée en
égalité a condition de normaliser la formule cisies La puissance différentiellg st définie en

sorte que la puissance totale soit donnée par :

+00
Potale :I Ry @ (231)

—00
On en déduit la puissance différentielle :

_ 1 sin'@-o,)
Poo - I:t)otale E T (232)

(@-w)
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La figure 78b représente la variation |ek(w)|2 en fonction déw ; la valeur|Al? s'annule pour

ow = k(1vt) (k entier), sauf poudw = 0 ou elle passe au contraire par un maximunuitise le

fait que (sin x)/x - 1 quand x- 0). Les autres maxima deN2 sont bien inférieurs a ce

maximum central : le premier maximum secondairer g = z—n est déja inférieur a 1/20 de
T

ce maximum central ; et les autres vont en déantssomme Bw’. Nous avons effectué ainsi la
décomposition spectrale du train d'onde en créndaest équivalent a la somme de nombreuses
fonctions harmoniques dont les pulsations sont strictement réparties sur toute I'échelle de
fréquences, mais dont un grand nombre n'ont quntemsité négligeable. Nous pouvons en
pratique représenter correctement l'onde en crésaasitenir compte de celles qui sont d'intensité
trés faible, c'est-a-dire en nous limitant aux gtitgi's comprises dans un intervalle de lardeuar
= 2rtit. La pulsationw de cette onde en créneau est donc déterminéeteavéc une incertitude
de l'ordre de grandedw, on a donc la relation :

Aw.T = 20N (233)

A A

(b)
-2n © ,3m2m 3w
T 2t T
Aw=2T
_T T W
T T

Figure 78 (b): décomposition spectrale deritle en créneau” (carré du module de sa
transformée de Fourier).
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