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CHAPITRE IT
Oscillations libres amorties : Systémes a un degré de liberté

Introduction : Le pendule élastique comme le pendule pesant, se comporte comme un oscillateur
harmonique a la condition de négliger tout frottement. Il oscille alors théoriquement sans jamais s’arréter.
En réalité, la masse se déplace dans un fluide (en général I’air) ou il existe toujours des forces de
frottement de type visqueux. L’oscillateur est alors amorti et fini par s’arréter.

I11.1 Oscillations libres amorties

La présence de frottements implique une dissipation d’énergie sous forme de chaleur ; on observe alors
e soit des oscillations dont I’amplitude diminue au cours du temps,
e soit un retour a I’équilibre sans oscillation.

On parle alors d’amortissement. L'expression de la force de frottement visqueux est la suivante :

Fg=—-aq

Tel que :

«a : est le coefficient de frottement visqueux. a : [N.s/m].
g : la cordonnée généralisée du systeme ;
q : La vitesse géneralisée du systeme.

Le signe moins (-) vient du fait que cette force s'oppose au mouvement en agissant dans la direction et le
sens contraire a la vitesse.
Dans un mouvement unidimensionnel x la force s’écrit sous la forme :
f=-av =-aixu
11.2 Equation de Lagrange dans un systeme amorti

En tenant compte de la force de type frottement fluide (coefficient de frottement visqueux a), I’équation
de Lagrange dans ce cas devient :

d (oL aL

ai(37) = 5= Fa

Sous I’action des forces de frottements, le systéme dissipe (perde) de I’énergie mécanique sous forme de
chaleur, il ya donc une relation entre la force F, et la fonction de dissipation D d’un c6té et la fonction
de dissipation et le coefficient de frottement visqueux « :

aD 1 .

[Fq =—£ etDziaq]
équati U syste i devient: (%) _ 2L _ _oD
L’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme amorti devient : ” (aq) » Py

11.2.1 Equation différentielle : Systéme masse-ressort-amortisseur

Reprenons le cas du pendule élastique (vertical par exemple). L’étude de I’oscillateur amorti se fait de la
méme facon que précédemment mais en ajoutant la force de frottement visqueux.

: . . .. d (9L aL aD
A une dimension, I’équation de Lagran "rlt:—(—)—_=__
une dimension, I’équation de Lagrange s’éc 7 oz ™ —

L’énergie cinétigue du systéme : c’est I’énergie cinétique de la masse m : T= 5 mx?

L’énergie potentielle du systéme : c’est I’énergie emmagasinée dans le ressort U= 3 kx?
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La fonction de dissipation : D = %ax'2
Lafonctionde Lagrange: L =T —-U = L = %mxz — %kx2
(4 (ory _
| dt (ax) = mx
4 O _ _kx kx ax

ax k a
L P _ ak
ax
En remplacant dans I’équation de Lagrange on aura : m
m

v C’est I’équation différentielle du mouvement dans le cas d’un systeme libre amorti.
v" Par rapport aux oscillations libres non amorties, on reconnait un nouveau terme (% X) provenant

de la dissipation d’énergie.

v Laforme générale : q+% q+£q =0
v' Souvent I'équation différentielle est écrite sous une forme dite réduite : § + 28 ¢ + @?oq = 0

3

P
=

mx+ kx=—-ax =—> 5&+£x+£x=0

6= % [1/S]: Facteur d’amortissement.

Tels que : s . )
=— (Sans unité) : Rapport d’amortissement.
0

A une dimension la forme réduite s’écrit : X + 26 & + w?px = 0

11.2.2 La solution de I’équation différentielle : Systéme masse-ressort-amortisseur

L’équation différentielle du mouvement : ¥ + 28  + w?gx = 0

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second
membre.

La fonction x(t) = De™ est une solution particuliére de cette équation différentielle a condition que r

soit une des deux racines r; et r, de I’équation du second degré, appelée équation caractéristique.
r2+26r+wi=0

La solution générale de I’équation prend la forme : x(t) = C;e™" + C,e™!

Tel que: {Tl = —8+8 —w?

1°cas: & < mp (0 < & < 1) : systéme sous- amorti ou faiblement amorti
= 62— w2 <0

- r1=—5+\/j2(a)02 —62) =— 8+ jJwe? —82=—8+ jw,
rp= =8 —jA(we? —62) = =8 —jw? —82=—8~jw,

Wg = Jwe? — 82 =wy/1— &2 :C’estla Pulsation des oscillations amorties

_ 2 2m 2 To
1-¢§2

; On voit bien que la solution dépend des valeurs de § et wy,.

Donc : Ta=L T ,: pseudo-période

N
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La solution : x(t) = C e ¥ sin(w,t + @) i\ Ce %t
Remarques : < Ta

o x(t) représente un mouvement vibratoire. - - - — . — —

e L’amplitude C e~% est décroissante : x(t) \/ N~ - - ==
tend vers 0 quand t augmente. -

e I’élongation x(t) va osciller en restant comprise -
entre — € e~%et € e~%.Ces deux exponentielles ;
représentent I’enveloppe du mouvement de /
I’oscillateur c’est-a-dire les positions extrémales !

prises par x lorsque le temps s’écoule.

2émecas: 6=y (£ =1) :Amortissement critique : r; =r,= —§

La solution : x(t) = (€, + Cyt) e~

Si 6§ = —et w0=\/£= a = a, = 2vVkm: Valeur
2m m

critique du coefficient de frottement.

Remarques :
e x(t) n’est pas oscillatoire car il ne contient pas un -
terme sinusoidal. ‘ ‘ - —_—
e x(t) tend vers 0 sans oscillation quand le temps . - “

augmente.

e Le systeme revient a sa position d’equilibre le plus
rapidement possible.

3émecas: &> wo (€ > 1) :systeme sur- amorti ou fortement amorti
{T‘l = —5-}—\/52—(1)02 i
= r, = _5— ,—52—(002

La solution :

x(t) = e %(Cy eVo* w0’ 4 (e V8 -wo’t)

Remarques :
e x(t) tend vers 0 sans oscillation quand le temps

augmente.
e x(t) est un mouvement non sinusoidal

11.3 L’oscillateur harmonique électrique
Nous allons voir maintenant qu'il existe un autre type d'oscillateur harmonique amorti dans un autre
domaine de la physique : I'électricité.
Soit un circuit électrique, constitué des 3 éléments de base misent en série :
e un résistor de résistance R ;
e un condensateur de capacité C ;
e et une bobine d'inductance L.
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Selon la loi de de Kirchoff :
up +uc +uy; =O=Ri(t)+% q+1L %=0

T A4
dg 1 dq® _ .1 .
RE;ECIILF_O: Rq+cq+Lq_0 A & I,&R(f)
.. _. _ :()ﬁ" 26- 2 :0
q+Lq+ch q+20q+wq 1) | == T.
c
- o L
avec " 2L1D0nc:ij+28q+w0q=0=> " . g
@Wo™ =12 Wo = \|1c ‘./:(r)
Remarque :
e Pour un amortissement critique 6 = wyo = %: L—lc Donc: R=R.= 2 %

11.4 Décrément logarithmique
Définition : C’est le logarithme du rapport de 2 amplitudes successives des oscillations amorties.

D =1n x(t) ; tz = tl + Ta
- x(tZ) - - -
Ou x(t,) et x(t, + T,) représentent les amplitudes des oscillations aux instants t; et (t; + Ty):
généralement ces deux instants sont choisis comme correspondant a deux extrema successifs de méme

signe. Cette quantité mesure la décroissance des amplitudes pendant une période.

x(t) . x(ty) o

D =1n =In——————
x(tz) x(t; +T,)

Ta
Al

Pour un systeme amorti :
A2

C e~%% sin(wgty + @)
C e~ 0t1*+Td) sin(w, (t; + T,) + @)

= D=1In

D =In(e®Te) = 6T,

_ To  _ To _ & . .
6T, = 8\/1__52 = Ew, N 2”41—52 ; donc :
D=2 = g1, =272
x(t2) 1-¢§2
Remarques :
e Pour plusieurs périodes : T = nT,; t, = t; + nT,
x(tq) x(t41) ng
= D =1n =In =ndéT, = 21—
x(t)  x(ty +nTy) ¢ J1-&

e La pseudo-période et le décrément logarithmique n’ont de sens que si le régime est
pseudopériodique.

11.5 Facteur de qualité (Facteur de surtension)

Pour décrire I'amortissement d'un systéme oscillant mécanique ou électrique on emploie le facteur de
qualité Q definit par I’expression suivante :
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_ Emax
Q= Zn—IAEl
o E,.x . est’énergie maximale stockée dans le systeme.
e |AE] : est I’énergie perdue par cycle.
e lanotion de ‘qualité’ pour caractériser I’oscillateur, comme la grandeur qui traduit I'aptitude du
systéme considéré a garder son énergie tout en oscillant. La qualité est d’autant meilleure que le
Emax
rapport I est grand.

11.5.1 Calcule du facteur de qualité : systéme masse-ressort-amortisseur (m, k, a)

Prenons I’exemple d’un systeme masse-ressort-amortisseur (m, k, ) faiblement amorti dont la solution
de I’équation différentielle est sous la forme :

x(t) = xo sin(wgt + @), xo =Ce %t etw, = ’woz — 8~ Wy

On ad’une part : Emax = %ma)zoxo 2 (Cf.chapitre I).

D’autre part: AE = |, tm“ F(t)dx

Tel que : F(t): est la force de frottement visqueux : F(t) = —a x(t)

t+Tg t+Tq t+Tq
= AE = f —aic(t)dxzf —a x(t)[xdt] =—af x2dt
t t t

Ona: x(t) = xg sin(wy t + @) = x(t) = xq Wy cos (wyt + @)
t+T,

= AE = —ax?,w, > j cos?(wgt + @) dt
t

t+Ta t4Ta 1 + cos 2(wg t + 1
f cos*(wot + @)dt = f ; ot +¢) dt = AE = —EaTa wo?x}
t t
21 )
T, =w—; wg ® wy > AE = —anwoxj

a

o On retrouve bien une variation négative de I’énergie c’est-a-dire une perte d’énergie au cours du
temps.

o0 L’énergie perdue se transforme en énergie thermique ou elle se disperse en se diffusant dans le

milieu avoisinant.
En remplagant dans I’expression de @, on trouve :
Imw?yxg 2
Q:ZT[Z = :Q=_=_=_

r[axcz)wo a a 26 2§

11.5.2 Calcul du facteur de qualité : systeme électrique (RLC)

Dans un systéme mécanique (m, k): Ep,qy = %mwzox0 2 (cf. Chapitre 1)

Dans un systeme électrique (RLC): Eax = %szoqﬁ
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Dans un systéme mécanique (m, k, a): AE = —maxiw, = Dans un systeme électrique (RLC):
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AE = —mRq3w,

Donc:
1
_, 2k Loy |1 1L 1
Q= ”angwo =R = ic— TR c 2¢
Remarque :

Plus I’amortissement est faible, plus la qualité du systeme oscillant est grande. Or Q est d’autant

plus grand pour un w, donne, que I’amortissement est faible. Un systéme trés amorti a un Q
faible.

Points clefs

Oscillations libres amorties

X/
o

L’équation de Lagrange pour un mouvement unidimensionnel X :

d 9L, oL _ 9D . 1 _ -,
dt(ax) ax ax’ D_z‘“C
8= m
< L’équation du mouvement : ¥ + 26 x + w?px = 0 = s
" wo

. . ‘s = -0 + 62 — 2
% x(t) = Ae™ est une solution particuliere tel que : {rl v Wo

Amortissement faible : § <, (0 <€ <1) =82 —we? <0

> Lasolution: x(t) = C e % sin(w,t + @)

W, = \Jwg? — 82: Pulsation des oscillations amorties.
avec 27 ..
a= pseudo — période.
a

Amortissement critique: d=w, (§=1)

> Lasolution: x(t) = (C,+ C;) e % avec a = a, = 2Vkm
Amortissement fort : & > ey (& > 1)

> Lasolution: x(t) = e % (D, eV¥*~Wo’t 4 p,e V& -wo’t)

K/

< Le Décrément logarithmique : D = 6T,

- U'énergie stockée mw Lo
% Facteur de qualité: Q = 2 7. ————2 0 0
U'énergie perdue par cycle a R VA3
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