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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Chapitre 1

Processus Stochastiques

1.1 Géneéralités sur les processus stochastiques

Un processus stochastique est un modéle mathématique pour décrire 'état d’'un
phénomene aléatoire évoluant dans le temps.

Processus stochastique,
fonction aléatoire
ou signal aléatoire

en sont des synonymes.
Soit un espace de probabilité (2, F,P). On désigne par T 'ensemble des temps.
On appelle processus aléatoire toute application de T x 2 dans F,

(t,w) e T x Q — X;(w) € E.

En général, on note X ou (X;,t € T) cette application.

Dans le cadre de ce cours, T sera R™ ou un intervalle borné [0, 7] ou [t1, ta]-

E est I'espace des états du processus, égal a R ou R? et muni de la tribu &, égale a
B(R) ou B(R?), d > 1.

On supposera toujours que la fonction w — X;(w) est mesurable de (2, F) dans
(R4, B(RY)), de sorte que X; soit une variable aléatoire & valeurs R?, d > 1.

Définition 1.1.1. On appelle processus stochastique a temps continu, une collection
de v.a. (X;,t € RY) sur (Q, F) a valeurs dans (R%, B(R?)).

L’observation d'un processus stochastique revient a fixer un w dans 2. On appelle
trajectoire la fonction de T dans R¢, obtenue en fixant w dans (,

teRT — X;(w) € R%

La valeur a l'instant t € T d'un processus X est la fonction de 2 dans R?, obtenue en
fixant ¢ dans T,

w €N — Xi(w) € R

On notera X, la “valeur” du processus a l'instant ¢, qui pour des raisons techniques
évidentes sera toujours supposée étre une v.a., c.a.d une fonction mesurable de (2, F)
dans (R?, B(R?)).

Toujours pour des raisons techniques, il est commode de supposer une mesurabilité
jointe quand on considére un processus comme fonction des deux variables (¢,w) :
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Définition 1.1.2. Un processus (X;,t € RT) est dit mesurable si l’applicatio
(t,w) € (RT x Q,BRT) ® F) — Xi(w) € (RY, B(RY))
est mesurable.

Lorsque l'on considére un processus particulier, il est naturel de s’intéresser a la
régularité de ses trajectoires. Dans le cadre de ce cours, nous ne considérerons que des
processus a trajectoires continues.

Proposition 1.1.3. Si (X;,t € RT) est un processus a trajectoires continues (on dit
aussi processus continu), c.a.d. tel que la fonction t — X;(w) pour tout w € ) est une
_fonction continue, il est mesurable.

Définition 1.1.4. La loi temporelle d’'un processus aléatoire X est définie par la donnée
de ses distributions fini-dimensionnelles, c’est a dire la donnée des lois de probabi-
lités de tous les vecteurs aléatoires (X;,,...,Xy,) pour toutk > 1 ett; < ... < t, dans
T.

1.2 Le mouvement brownien

Le mouvement brownien et les processus de diffusion que 'on en déduit, jouent un
role central dans la théorie des processus stochastiques.

IIs fournissent des modéles simples pour de nombreuses applications sur lesquelles
de nombreux calculs peuvent étre faits.

Le mouvement brownien tire son nom du botaniste Robert Brown qui décrivit en
1827 le mouvement de fines particules (pollens) en suspension dans un fluide.

Entre la description de Brown et la définition actuelle du mouvement brownien,
cet objet a retenu l'attention de physiciens comme Einstein et Smoluchowski et de
mathématiciens comme Wiener, Levy et It6.

Historiquement, le mouvement brownien est associé a 'observation d'un mouvement
qui évolue au cours du temps de facon si désordonnée qu’il semble imprévisible mais
qui présente une certaine homogénéité dans le temps : la date du début de I'observation
n’est pas importante mais sa durée oui.

Définition 1.2.1. Un mouvement brownien standard réel sur R* est un processus
(Wi, t > 0) réel et a trajectoires continues, tel que
- W() = 0.
- Tout accroissement Wy — W, o1 0 < s < t suit une loi gaussienne centrée, de variance t — s.
- Pourtout0 = tg < t1 < ty < ... < t,, les accroissements (th —W:;0<4 < n) sont
indépendants.
Le mouvement brownien est un processus a accroissements indépendants, station-
naires et gaussiens.

- W, est une v.a. de loi gaussienne N(0,t) et

1 x?
P(W; € [z, + dx]) = p(z)dx = exp(——)dz.
(Wi el ) = playde = = exp(— ;)
- En particulier, W; € [~1.961/%,1.961/t] avec une probabilité de 95% (car P(|Z| < 1.96) ~
0.95 lorsque Z est de loi gaussienne N(0, 1)).
On peut montrer que cette propriété est vérifiée pour toute la trajectoire brownien.

Ipour (E1,€1), ..., (Fn,En) n espaces mesurables, la tribu produit £; ® ... ® &, estla tribude E1 X ... x Ep
engendrée par les pavés I'y x ... xI'y, pourI'y € &1,...,T', € &,. Lespace mesurable ainsi défini est le produit
des n espaces mesurables.
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

L’existence d'un mouvement brownien, au sens de la définition précédente, n’est pas
évidente. Voir par exemple la construction de Wiener dans [5], ou encore [?] et [8].

En général, les phénomeénes observés ne sont pas aussi normalisés que le mouve-
ment brownien standard.

Définition 1.2.2. On appelle encore mouvement brownien, issu de x, de dérive b et de
coefficient de diffusion o, le processus

Xt:$+0'Wt+bt.

X est encore un processus a accroissements indépendants, stationnaires et gaus-
siens mais non centré et tel que X, = x.

Dans la suite, en 'absence de précision, “mouvement brownien” désignera le mou-
vement brownien standard.

1.2.1 Quelques propriétés du mouvement brownien
Les propriétés suivantes sont classiques et trés utiles pour les calculs.

Proposition 1.2.3.

i) Propriété de symétrie : Si (W;,t > 0) est un mouvement brownien standard, il en est de
méme de (—Wi,t > 0).

ii) Propriété d’échelle : Si (W;,t > 0) est un mouvement brownien standard, alors pour
tout ¢ > 0, il en est de méme du processus (W, t > 0) défini pour toutt > 0 par
. 1
Wt - EWCZt.

iii) Invariance par translation : Le mouvement brownien translaté de h > 0, (Wﬁ = Wipn—
Wit > 0) est un mouvement brownien, indépendant du mouvement brownien arrété en h
(We,0 < s <h).

iv) Retournement du temps : Le processus retourné a lUinstant T, WtT = Wpr — Wpr_; est
un mouvement brownien sur [0, T].
1.2.2 Quelques propriétés de la trajectoire brownienne

Proposition 1.2.4. Le mouvement brownien oscille entre —c et +oo quand le temps
augmente indéfiniment. En effet, presque sturement,

limsupW; = lim sup W, = +o0,

t——+o0o t—-+4o00 u>t
lim inf W; = —o0.
t——+o0
Mais,
Wy

e — 0, p.s. t — 4o0.

La vitesse de divergence du mouvement brownien est moins grande que celle de t.

Remarque :
I. Principe de symeétrie des trajectoires du MVB :
a) Montrer que pour tout a > 0, P(W; < a) = P(W; > —a).

b) Calculer la loi du maximum courant du mouvement brownien : (M; = sup Wy, t >
0<s<t

0).
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Calcul de la loi jointe de (W;, M,) :

0 0
P(W; € da, M; € db) = —%%P(Wt < a, M; > b)dadb.
A Taide d'un petit dessin et du principe de symétrie, il faut se convaincre que,

pour b > a,

P(Wt S&,Mth)ZP(WtZQb—CL,Mt Zb)

=P(W; > 2b—a).
D’ot1, par différentiation
o 2 (20 — a)?
P(W; € da, M; € db) = % \/ﬁexp <_2t dadb
2(2b — a) ( (2b — a)2>
= ———"exp| ——— | dadb.
V2mt3 P 2t

Calcul de la loi de 1/, :
P(Mt S db) = P(Wt < b, M, € db)

= </_bo<> P(W; € da, M, € db)da) db
([ g ()
- (/; aaa\/%exp ((Qb;tG)Q) da> db

2 (2b — a)2> r"’ 2 b2
_ S Ay = —— exp(——)db.
[\/ 27t P ( 2t ¢ v——oo  V2mt exp( )

Au passage, on remarque que P(M; € db) = P(|Wy| € db).

II. L'intervalle de confiance pour I'ensemble de la trajectoire brownienne :
On montre que pour tout ¢ > 0,

P(sup |W,| < 2v/t) ~ 90%.

s<t
En effet, pour tout ¢ > 0,
P(sup [W,| < 2vt) = 1 — P(sup |W,| > 2v/1).

s<t s<t

P(sup [W,| > 2v1) < P(inf W, < —2V/1) + P(sup W, > 2V/1)

s<t s<t

= 2P(sup W, > 2V/t)

s<t
= 2P(|W;| > 2V't) =~ 10%,

car P(]Z] < 1.96) ~ 0.95 lorsque Z est de loi gaussienne N(0,1). Ce qui implique le
résultat.

Proposition 1.2.5 (Sur l'irrégularité des trajectoires).

a) Si (W;,t > 0) est un mouvement brownien standard, le processus en temps inversé
(By = tW1,t >0, By = 0) est un mouvement brownien.

b) Le mouvement brownien n’est pas dérivable en zéro et donc par stationnarité des ac-
croissements, n’est dérivable en aucun point.
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.2.3 Mouvement brownien vectoriel

Définition 1.2.6. On appelle mouvement brownien vectoriel standard, un processus a
trajectoires continues, a valeurs dans R4, (W, = (WL, W2, ..., Wa),t > 0) tel que

- Wo =0,

- tout accroissement W, — W, o1 0 < s < t, suit une loi gaussienne sur R¢ centrée et de
matrice de covariance (t — s)Id.

- Pour tout 0 =ty < t; <13 <...<t,, les accroissements W;, , — W;,, avec 0 < i < n, sont
indépendants.

Les processus des coordonnées (W}t > 0) ,i = 1,...,d sont des mouvements brow-
niens réels standard indépendants. Réciproquement, des mouvements browniens stan-
dard indépendants engendrent un mouvement brownien vectoriel.

1.2.4 Mouvement brownien vectoriel corrélé

Définition 1.2.7. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) a valeurs dans R? est gaussien
d

si toute combinaison linéaire Z a; X; est de loi normale (éventuellement dégénérée).
=1
Si X = (Xi,...,Xq) est un vecteur gaussien, la matrice carré I' := (I'i ;) 1 <;<41<j<q)
avec I'; ; = E(X,;X;) — E(X;)E(X,), appelée matrice de covariance est une matrice sy-
métrique et positive (a valeurs propres positivesﬂ
Théoréme 1.2.8. X est une variable aléatoire gaussienne & valeurs dans R?, d’espé-
rance p et de covariance I', si est seulement si sa_fonction caractéristique est de la_forme

1
dx(u) = exp{i < u,u > —5 < u, T'u >},

ott i € R? et ' est une matrice non nulle, symétrique et positive. On notera Ny(u,T) la loi
du vecteur aléatoire X .
Lorsque T est inversible, la loi Ny(u,T') a la densité

1 1 tp—1
mexp <—2(I—H) r (x—u)),

ot [T'| désigne le déterminant de la matrice T'.

reR? —

Définition 1.2.9. On appelle mouvement brownien vectoriel corrélé, un processus a tra-

Jectoires continues, a valeurs dans R?, (B, = (B}, B?,...,B{),t > 0) tel que

- By =0,

- tout accroissement B, — B; ot 0 < s < t, suit une loi gaussienne sur R¢ centrée et de
matrice de covariance (t — s)K, ott K est la matrice de covariance du vecteur gaussien B
(et est donnée).

- Pourtout =ty < t1 <ty <...<t,, les accroissements B, ., — By, avec 0 < i < n, sont
indépendants.

La matrice K est toujours symétrique. Ses valeurs propres sont positives ou nulles,
mais elle peut ne pas étre inversible.

Lorsqu’il n’existe aucune relation affine presque stre entre les composantes du vec-
teur aléatoire B;, la matrice K est a valeurs propres strictement positives : elle est
définie positive, est donc inversible.

2Une matrice symétrique M est positive si Vr € R%, 2! Mz > 0 ou encore (2.Mz) > 0. Une matrice symétrique
M est définie positive si Vr € R%, 2! Mz > 0, et si toutes les valeurs propres de M sont strictement positives ;
la matrice M est alors inversible.
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Calcul de covariance. Soit (W', W?) un mouvement brownien standard en dimension
2. Soit p € [-1,1]. On pose

Bl =W}
Btz = Pth +(1 - P)Wt2

Calculer la matrice 2 x 2 de la covariance de B;.

Décomposition de Cholesky. Toute matrice I' non nulle, symétrique définie et posi-
tive admet une décomposition de Cholesky. Ainsi, il existe une unique matrice L trian-
gulaire inférieure telle que

I=L'L

Cette propriété est trés utile pour construire des variables gaussiennes de loi donnée.
En effet, soit I' une matrice carré d x d non nulle, symétrique définie positive et y un
vecteur de R?. Construisons une v.a de loi AVy(u,T). Soit L issu de la décomposition de
Cholesky de I'. Soit G une va gaussienne Ny (0, Id). Alors la v.a X = p + LG est de loi
Na(p,T). En effet, calculons la matrice de covariance de X

d d
To(i,j) = B(X;X;) — E(X,)E(X;) = E(X;X;) =E (Z Li Gy, Z LjJGl)
k=1 =1
d
= ZLi,ij,dE(Gﬁ) = (L'L)i; =Ty
k=1

Cas fréquent en finance. On observe souvent que la matrice de corrélation d'un
panier de d titres est a diagonale dominante.

1 5%
p= \ (1.1)
5% 1

On se donne un modeéle de prix pour la couverture optionnelle de la forme
hl(St) = QBt

ou ¢ est un vecteur de volatilité et o1 B est un mouvement brownien corrélé de corré-
lation p.

Comment simuler B et S?

On pose la matrice de covariance :

I'= (pi,jaio-j)j,’j

Cette matrice est symétrique, et si on a de la chance elle est aussi positive. Il existe
des algorithme trés efficace pour le calcul de la matrice L issu de la décomposition de
Cholesky de I'. Si W est un mouvement brownien standard,

B = LW, est de loi Ny(0,tT).

3Notons que pour calculer L telle que M = L!L, pour tout x on pose y = Mz alors, connaissant (y, z) il
faut trouver L et z tels que
L'z2=yetLlz=z
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CHAPITRE 2. PREMIERS ELEMENTS DE CALCUL STOCHASTIQUE

Chapitre 2

Premiers éléments de Calcul
Stochastique

2.1 Filtration et adaptation

Lorsque l'on s’intéresse a I'étude des processus stochastiques, il est naturel de vou-
loir rapprocher des événements présents (a une date courante ¢ > 0) d’événements
passés ou futurs. Les tribus (ensembles structurés d’événements) vont jouer un grand
role dans I'étude des processus.

On associe a un espace de probabilité (2, F,P) une suite de tribus indicées par le
temps appelé filtration. Le role de la filtration est de formaliser une chronologie des
évenements de la tribu F.

Définition 2.1.1. Un espace de probabilité filtré est un espace de probabilité (2, F,P)
auquel on associe une famille croissante (au sens de linclusion) de sous-tribus de F,
notée (F;,t > 0) :

0<s<t, Fs C Fi.

On notera (2, F, (Fi)t>0, P), Uespace de probabilité filtré, de filtration (F;);>o.

Exemple : La filtration engendrée par un processus

On note (FX,t > 0) la filtration engendrée par le processus (X;,t > 0). Elle est définie
de la maniére suivante :

e Pour tout t > 0, X est la plus petite tribu qui rend mesurable toutes les applica-
tions w € Q — Xy(w) quelque soit § < ¢ :

FX i=0(Xp,0<0<t).
Ainsi, toute les valeurs passés du processus X sont des variables aléatoires sur 'espace
de probabilité (Q, FX, P).
Les conditions habituelles

Dans la suite, pour des raisons techniques, on supposera toujours qu'une filtration
possede les deux propriétés suivantes, appelées “les conditions habituelles” :

Soit V I'ensemble des événements négligeables de F pour P: N = {A € F; P(A4) = 0}.

On va supposer :
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CHAPITRE 2. PREMIERS ELEMENTS DE CALCUL STOCHASTIQUE

a) Si A € NV, alors pour tout ¢t >0, A € F;.
On exige ainsi que toutes les sous-tribus de la filtration contiennent tout les évé-
nements négligeable de F (ou encore que N C F).

b) (F;,t > 0) est continue a droite, c’est a dire

VtZO, ft:ft+:ﬂft+s-
e>0

La filtration engendrée par un processus (X) ne vérifie pas en générale ces condi-
tions. On corrige alors cette filtration pour obtenir ce qu'on appelle la filtration natu-
relle :

fga(ﬂU(Xs,S§t+s)UN>.

e>0

Définition 2.1.2. Un processus (X;,t > 0) est dit F,—-adapté si pour toutt > 0, X; est une
variable aléatoire F;—mesurable.

Exemples de processus adaptés

- X est naturellement F;*-adapté.

- Soit maintenant (F;) et X un processus F;—adapté. Alors (f(t, X;),t > 0) est lui aussi
Fi—adapté dés que f est mesurable.

t
- ( / f(s,Xs)ds, t > 0) est Fr—adapté (pourvu que l'intégrale soit bien définie).
0

- Si de plus X est continu, le processus (M = sup,<; Xs,t > 0) est Fy-adapte.
Les fonctions mesurables de ces processus sont aussi F;,—adapté.
En modélisation, deux situations peuvent se rencontrer :

a) (F;) est la filtration naturelle d'un processus particulier, sur (2, 7,P). En général, il
s’agira de la filtration naturelle d'un mouvement brownien.

b) La filtration (F;) sur (€2, F,P) est imposée. Dans ce cas, on doit définir un mouvement
brownien adapté a cette filtration donnée :

Définition 2.1.3. Soit (2, F, (F;)i>0, P) un espace de probabilité filtré. Un F,—mouvement
brownien standard (on dit aussi processus de Wiener), (W;,t > 0) est un processus sto-
chastique a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifie :

(Wi, t > 0) est un processus (F;)-adapté, cad vVt > 0, W; est Fi—mesurable.
V0 < s <t, W, — Wy est indépendant de F;.

V0 < s <t, Wy — W, a méme loi que W;_ et est gaussien N'(0,t — s).

Wy = 0P p.s. (pour le standard)

Si (F) = (F), i.e si la filtration imposée est la filtration naturelle du mouvement
brownien, alors les deux définitions et coincident.

2.1.1 Martingales en temps continue
On se donne un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;),P).

Définition 2.1.4. Un processus (M;,t > 0) est une F;—martingale si
(i) (M;) est un processus F;—adapté.

(ii) E|M;| < +o0, pour toutt > 0, (i.e. le processus (M) est intégrable).
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(iii) Pour tout s < t, E(M;|F,) = M.

e Si on remplace (iii) par :
(iii’) Pour tout s <t, E(M;|F,) < M,, on dit que (M;) est une sur-martingale.
e Si on remplace (iii) par :
(iii”) Pour tout s < ¢, E(M;|Fs) > M,, on dit que (M;) est une sous-martingale.

— Si un processus (M;) est une F;—martingale, alors
Vi >0, E(M;)=E(My).

L’espérance d’'une martingale reste constante au cours du temps!

— Le terme de martingale est emprunté au jeux de hasard. Le processus (sur—-sous-
Jmartingale est alors dans ce contexte le gain a chaque étape du jeux (cas de
martingale a temps discret).

— Un des grands intéréts de la propriété de martingale est qu’elle permet de “faire” des
calculs sur le processus.

2.1.2 Des exemples de martingales

L’exemple le plus simple de martingale : soit X une v.a réelle, intégrable alors, le
processus (M;) défini pour tout ¢ > 0 par

M, = E(X|F)
est une martingale.
Soit maintenant (W;,¢ > 0) un F; mouvement brownien standard.
1. (W;) est une F;—martingale.
2. (W2 —t,t>0) est une F,—martingale.
3.

(exp(c Wy — ";t)ﬂt > 0) est une F;—martingale.

2.1.3 L’inégalité maximale de Doob

Les martingales sont des objets qui jouent un grand role dans la théorie des proces-
sus stochastiques, notamment parce qu'on peut leur appliquer I'inégalité maximale
suivante :

Théoréme 2.1.5. (Inégalité de Doob). Soit (M,;) une F;—martingale réelle et continue
(ie a trajectoires continues). Pour tout p > 1 tel que My € LP(Q) (i.e. E|M7}| < +00), ona

1) M}y := sup |M,| estdans LP() (ie E|M}|P < 400).
0<t<T

*p\ 1 7 p i
2 (B ()} < L (M),
Ce résultat se démontre a 'aide du Théoréme d’arrét au chapitre [4] La preuve
est reportée a la section [4.2.
A l'aide de l'inegalité de Jensen, montrer que

(a4 b)P < 2P71(aP +bP).

Considérons le cas ou (M) est un brownien standard (W). Alors, en utilisant la loi
explicite du maximum du mouvement brownien (voir la section [1.2.2), on peut montrer
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que

o o )} < o g 00— ,09) )
< {e (00—, 000)
< {27 (|Wz[P)}» < 2{E Wz ")} .

Pour p = 2, on retrouve ci-dessus l'inégalité de Doob, pour le mouvement brownien.
Pour p > 2, le calcul ci-dessus, bien que exploitant une identité connue sur la loi du
maximum du mouvement brownien, devient une estimation plus grossiére que la I'in-
égalité de Doob (en effet, 2 > p/(p — 1) dés que p > 2).

2.2 Sur la convergence des variables aléatoires

Suivant le contexte,
sur R<.

x| désignera la valeur absolue sur R ou la norme euclidienne

Définition 2.2.1. Une suite de v.a. (X,,),>1 converge presque siirement vers une v.a.
X sil'ensemble

N = {w €Q: lim_ Xn(w)# X(w)}

est P-négligeable (i.e. P(N) = 0).
P{w e Q: liIJIrl X,(w)=X(w)} =P(N°) =1.

On utilisera la notation

lim X, =X p.s.

n—-+oo

Définition 2.2.2. Une suite de v.a. (X,,),>1 converge dans L? vers une v.a. X siles
variables X,, appartiennent a L?(Q, F,P) (i.e. E|X,|? < +o0), X appartient a L*(Q, F,P)
(i.e. E|X|P < 4o00) et

lim [ X, = X[|z» = lim _(E(X, — X["))¥ =0.

On utilisera la notation X, nipX .

Si (X,,)n>1 est une suite de v.a. intégrables (i.e. dans L!(Q, F,P)),

1
im X,=Xp.s # X,5X.

n—-+4oo

En effet, il faut montrer que lim,_. . [, |X, — X|dP = 0. Or pour cela on a besoin d'une
hypothése supplémentaire. Par exemple pour appliquer le théoréme de convergence do-
minée, il faut supposer que les variables |X,, — X| sont majorées par une v.a. intégrable.

Définition 2.2.3. Une suite de v.a. (X,,),>1 converge en probabilité vers X si pour tout
e>0

lim P{w:|X,(w) — X(w)| >e})=0.

n—-+oo
On écrit simplement,

lim P(|X,—X|>¢e)=0

n—-+o0o

et on note XnﬂX.
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Théoréme 2.2.4. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.
a) Si XnL—p>X, p > 1, alors XnﬂX.
b) Si X,, — X presque sitirement, alors XnﬂX .

b) Si XnﬂX, alors on peut extraire de la suite (X,),>1 une sous-suite (X, (,))n>1 qui
converge vers X presque suremert.

Les trois notions de convergence ci-dessus (p.s., dans L?, en probabilit€) sont des
variantes de la convergence “point par point” de 'analyse classique, c’est a dire une
convergence en valeur des fonctions considérées.

2.2.1 Variation quadratique du mouvement brownien

Sur un intervalle [0, 7], on considére une partition 7(0) = {0 =ty <t; < ... <t, =T}
de pas ¢ = max(t; — t;_1). On définit la p—variation (p > 0) d'un processus (X;,t > 0) sur
I'intervalle [0, 7] par

n

V’ZI“)(T((S)’ X) = Z |th - th—l ‘p_
k=1
La 1-variation de pas d, V}(7(d), X) est la variation usuelle de X.
La 2-variation de pas 4, VA(7(d), X) est appelée variation quadratique de X.
Considérons le cas particulier du mouvement brownien (qui est une martingale de
carré intégrable) :
Proposition 2.2.5. SoitT > 0 fixé et 7(§) une partition de Uintervalle [0, T] de pas ¢.
a) Pour toutt > 0, la variation quadratique sur [0, ¢] du mouvement brownien W converge
vers t, dans L?(f2) et presque stirement, quand le pas § tend vers O :

gh% VA(T(0),W) =t, p.s.

c) Presque toutes les trajectoires du mouvement brownien W sont & 1-variation infinies,
sur tout compact.

Lorsque X est une fonction continiment différentiable (i.e de classe C') de R dans R,
sa variation V} (7, X) est bornée et sa variation quadratique V2(r, X) tend vers O.

2.3 Intégrale d’'Ito (le cas unidimensionnel)

Les trajectoires du mouvement brownien sont presque strement de 1-variations in-
finies sur tout compact (et nulle part différentiable). Ceci signifie qu’il n’est pas
possible de définir une intégrale de la forme

T
/0 X (w)dW, ()

au sens de Lebesgue-Stieljes sur les trajectoires (ie w par w, presque stirement).

- On montre que la p—variation du mouvement brownien sur tout compact tend vers O
dés que p > 2. La variation quadratique est la bonne quantité a étudier pour la
construction de intégrale stochastique pour une classe appropriée d’'intégrants X.

Cette construction a été introduite par Ité (1942) pour définir des intégrales contre
le mouvement brownien et a ensuite été généralisée pour les intégrales contre des
martingales continues et de carré intégrable par Kunita et Watanabe (1967).

Dans le cadre de ce cours, nous ne parlerons que de l'intégrale d’It6.
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2.3.1 Différents espaces de processus
Soit (2, F, (F;),P) et W un F;—mouvement brownien réel.

Définition 2.3.1. Pour T > 0 fixé, on définit l'espace M%(0,T) par

M2%(0,T) = {(qbt, 0 <t < T) processus réel, mesurable

T
et Fi—adapté tel que E (/ qbgdH) < —i—oo},
0

T
quotienté par la relation : ¢ ~ ¢ & ]E/ |po — 1g|>dd = 0. On vérifie que M2(0,T) est
0

un espace de HilbertE] pour le produit scalaire

(¢,9) =E (/0 ¢e¢ed9> :

On définit de la méme maniére M%(RT). MZ est un ensemble de processus pour
lesquels on va définir l'intégrale d’Itd. Cette intégrale aura la particularité d’étre une
martingale de carré intégrable.

ATespace M%(0,T), on va associer I'espace de processus élémentaires suivant

Définition 2.3.2. On note £5(0,T)), le sous-espace de M2 (0, T) des processus en escalier
et borné qui s’écrivent sous la _forme

n—1
¢t(w) = Z ¢i(w)1]ti;ti+l](t)7
i=0
o0 =1t <t; <...<t, =T etoules ¢; sont des v.a. F;,-mesurables et bornées, (i.e.

Proposition 2.3.3 (Densité de £ (0,7) dans M%(0,T).). Tout processus (¢;) de M%(0,T)
est limite d’'une suite (¢}') de processus de £%(0,T) :

T
lim E (/ |ps — ¢g|2ds> =0.
n—-+o0o 0

2.3.2 Intégration des processus élémentaires

n—1
— Soit (¢4,t € [0,T]) un processus €lémentaire de £%(0, T') de la forme ¢, = Z ®i Lyt 1,01 (1)
1=0
avec0=to<t1 <...<t,=T.

n—1

On pose [(¢) = Z ¢i(Wi, ., — We,)

=0

T
et on note I(¢) = / PsdW s.
Jo

1On appelle espace préHilbertien réel un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire euclidien. Un espace
de Hilbert est un espace préHilbertien complet.
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— De la méme facon, pour tout ¢ € [0, 7], on pose

n—1

Ii(¢) = Z Gi (Weipane — Wiine)

=0

t
et on note I;(¢) = / PsdW s.
0
t
— Enfin, on notera, pour tout s < ¢, / p9dWy pour I(¢) — Is(9).
S

Remarque 2.3.4.

- Par construction, le processus
n—1
(It(¢) = Z ¢1 (Wti+1/\t - Wti/\t) 7t S [O,T})
i=0
est a trajectoire continue en temps.

- Il est facile de voir que (I;(¢),t € [0,T]) est un processus F;-adapté.

- Il est également facile de voir que pour tout t, Uapplication I, : ¢ — I;(¢) est linéaire pour
¢ € EL0,T).

Théoréme 2.3.5. Pour ¢, 1) des processus élémentaires bornés (i.e. appartenant a £%(0,T))
etpourtout) < s<t<T,

t
i) £ (/ ¢9dW9> =0.

En particulier;, (I;(¢)) est une F;-martingale continue.

o ( / odWs / t wadwe) —E% ( / t ¢awede) .
E7 (/t ¢>gdW9)2 =E%: (/t ¢5d0> .

L’égalité ci-dessus est appelée I'isométrie d’Ito.
Le processus (I} (¢) — fot $32d0,t < T) est une F;—martingale continue.

ii)

En particulier :

Preuve. Par la propriété de linéarité de I, et de E, il suffit de vérifier les points i) et ii)
pour ¢ et ¢ de la forme

¢¢ = @1y, 1) (t) avec ® une v.a. F,~mesurable
Yy = Wy, 1) (t) avec ¥ une v.a. Fy-mesurable.

Ii(¢) = (Wi = Wina)
Li(¢) = U(Wi = Wips).

On suppose que a < b, 'autre cas se déduira par symétrie.
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Preuve de i). Il faut calculer E”: (I;(¢) — I,(¢)). On distingue les cas s < a et s > a.
Sis<a ,alors I;(¢) =0et

E7:I,(¢) = BT (B(W; — Wina)) = E= (cp EFe (W, — Wm)) =0.
N—————

=0
Sia<s<t:

E™1(6) = E7 (8(W, - W,)) = 9EZ (W, — W,)
QRS (Wy — Wo)+ QBT ( W, - W, )
—_— R
=0 F.-mesurable

= (I)(Ws - Wa) = IS(¢)-

Donc E”= (I;(¢)) = I,(¢) et (I;(¢))icpo,7] est bien une F—martingale.

Preuve de ii). On applique les mémes arguments : on doit calculer

T =B ((1/(0) ~ L(@) (1(w) ~ L () ).

Remarquons que par i),

J = EF (L)L) - L)L)
EZ (@U(Ws = Wina) (Wi = Wins) ) = L)1 (®).

Par ailleurs, on note également

t t
H = E* ( / ¢9w0d9> =E%: <q>x11 / 11]a,T](9)]1]b,T](e)d9)

i
= E (@\1: / L), 7y (0)d9> (car a <b)
= E% (30) (t\/b—s\/b).
On doit montrer que J = H. Il faut examiner les différents cas :

sib>t,alors b>setI;(y) =0 ainsi que J = H = 0.
Sib < t, il n'y a deux sous—cas :

Cas s <b<t: alors, H = E™ (30) (t—b), I,(¥) =0 et

J =BT (@U(W, — W) (W, — Wy))
=E” (@U(W, — Wp)?)) + EF* (@U(W, — W,) (W, — W) .
Or, l'accroissement W; — W, est indépendant de la tribu F;, donc est indépendant

de F,, ® et . D’autre part W, — W,, ® et ¢ sont F,—-mesurables. Donc

J = (t —b)ET+(dT) + E”= (tI)\I/(Wb — Wo) BT (W, — Wb)) .
N————
=0

Cas b < s <t : se traite de la méme facon.
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Ainsi,

t S
Eﬂ<ﬁ+/¢ﬁ01ﬂ@/¢w®0
0 0

ce qui prouve que (I3 ( fo $2d),0 <t < T) est bien une F;-martingale. |

Corollaire 2.3.6. Pour un processus élémentaire borné ¢ € £5(0,T), on a linégalité

maximale
/ bs

Preuve. On vient de voir que (;(¢)) est une F;—martingale, il suffit donc d’appliquer
l'inégalité de Doob pour p=2:

<m/¢%

max
0<t<T

t 2 T
; < ; .
E [OI?&XT PsdWs| | <4E A PsdWs
et d’appliquer le point ii) (I'isométrie d’Ito). |

Pour tout t < T, l'application I; : ££(0,T) — L*(Q, F,P), ¢ 310 ¢ (Wirsint — Weine)
est linéaire et continue pour la topologie induite sur £%(0,7) par la norme de M2%(0, 7).
Nous sommes ramené a la situation suivante :
Soit E est un espace vectoriel normé, de norme || ||, on notera E’ 'ensemble des appli-
cations linéaires de £ — R. E’ est appelé le dual topologique de E.

Corollaire 2.3.7 (du Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique) : ). Soit G un
sous—espace vectoriel de E et soit g : G — R une application linéaire continue de norme
lgller = sup |g(z)|. Alors il existe f € E’' qui prolonge g et tel que || f||z' = ||gllc-

T€G, [|lz||<1

2.3.3 Intégration des processus de 1/%(0,7)

On a obtenu que pour tout ¢t < T, I'application

I : E%(0,T) — L*(Q, F,P)
n—1

¢ — Z Pi (Wtiﬂm - Wti/\t)

=0

est linéaire et (cf. Corollaire [2.3.6) continue pour la topologie induite sur £%(0,T) par
la norme de MZ%(0,7).

Donc (cf. Corollaire du Th. de Hahn-Banach) I'application I; peut étre prolon-
gée par une application linéaire continue notée encore I, : M%(0,T) — L*(Q, F,P).

En particulier, par densité de £ ?r(o ) dans M?2 F(o,1)> pour tout ¢ dans M%(0,T), il existe
une suite (¢",n) d’éléments de £5(0, T) telle que

I;(¢) = lirf I;(¢") dans L?(Q).
— Il suffit d’extraire une sous suite pour que la convergence soit presque stre. On en
déduit que I;(¢) est F;-mesurable comme limite d'une suite de v.a F;—mesurable.

(I+(#))tefo,1) est donc un processus F;-adapté.
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— De plus, il y a unicité du prolongement /; au sens ou si I est un autre prolonge-
ment

o € MZ(0,T) Li(¢) = I{(¢) Pp.s
par unicité de la limite presque sure.

Théoréme 2.3.8. Pour ¢ ety dans M%(0,T), il existe une modification adaptée et continue du
t

processus (I:(¢),t < T) notée </ PodWh,t < T> telle que, Vs <t < T,
0

t ot
i) £ / PedWy = 0, en particulier ( / GgdWy,0 <t < T) est une (F;)-martingale.
s 0

i) % ( / ' godiVs / t wadwe) — g% ( / t ¢ewed6>.

En particulier, on al'isométrie d’Ito

( / t ¢9dW9>:] E”= ( / t ¢§d9) :
(/:%dWe) ] E (/:qﬁde).

iii) Si (W}, W2, ¢t > 0) est un F;—mouvement brownien en dimension 2, alors

t t
E7- </ ngdel/ ¢9dwg) =0.

Un processus (Y, t < 0) est dit modification de (X;,t > 0) si pour toutt > 0P(Y; = X;) = 1.
Preuve. Pour démontrer Uexistence d’'une modification continue, il faut montrer qu'une suite (¢}')
d’éléments de £5(0,T) qui converge vers (¢;) dans M 12"-'(0,T)’ converge uniformément en temps (On
montre cela a Uaide du Lemme de Borel-Cantelli).

Les points i), ii) et iii) sont démontrés pour des processus élémentaires bornés (cf.
Théoréme|2.3.5|et sa preuve). Par passage a la limite ils sont vrais pour le prolongement
I;. Ils sont vrais aussi pour la modification continue car :

E”=

E

X, Yel*Q)etX =Yps =E'X =EY

pour toute sous tribu G de F. |

2.3.4 Intégration de processus de 1% (0,7)

On aura besoin d’étendre la construction de l'intégrale a une classe plus vaste de
processus F;—adaptés pour lesquels 'hypothése d’'intégrabilité est relaxée :

Définition 2.3.9. On définit 'espace L%(0,T) par

L%(O, T) = {(qbt, 0 <t < T) processus réel, mesurable

T
et Fi—adapté tel que </ qb%d&) < 400 Pp.s.}.
0
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Proposition 2.3.10. (Densité de £(0,7) dans L%(0,7)).
Ex(0,T) est le sous—espace de L%(0,T) des processus en escalier (non forcement bor-

nésj)de la forme ¢ (w Z Gi(W) Ty, 1, ,(t), 00 =ty < t; < ... < t, =T et ot les ¢; sont

des v.a. F;,-mesurables et dans L?(§). Tout processus (¢;) de L%(0,T) est limite d’'une
suite (¢}') de processus de Ex(0,T) au sens suivant

T
lim |ps(w) — ¢™(w)|?ds = 0, P p.s.

n—-+o0o 0

Définition et Proposition 2.3.11. Soit ¢ un processus de L%(0,T) et (¢") une suite de
processus de Ex(0,T) telle que

T
/ |ps — ¢"|*ds — 0 en probabilité, quand n — ~+oo.
0

(L’existence d’une telle suite est assuré par le résultat de densité.) Alors, il existe une v.a
limite en probabilité de ( fOT ¢ndWy). St (¢™) est une autre suite de processus vérifiant la

méme propriété que (¢™) alors les limites en probabilité de ( fOT PrdWy) et ( fOT ¢ndw,) sont
égales presque surement.

On note I(¢) toute limite d’'une suite de la forme ( fOT ¢dWy) avec (¢™) comme ci-dessus.

2.3.5 L’intégrale stochastique comme processus

Pour ¢ € L%(0,T), on construit I;(¢), pour chaque ¢ € [0,7], (si les hypothéses sont
vérifiées sur [0, 7], elles le sont sur [0,¢] pour tout ¢t < T).

) est donc la limite en probabilité d’'une suite de v.a. F;—mesurables de la forme
( / ot de) donc I;(¢) est la limite presque stire d'une sous suite F;-mesurable. On

peut donc en conclure que (I;(¢),t < T) est un processus F;—adapté. De plus,

Théoréme 2.3.12. Pourtout ¢ € L%(0,T), (I;(¢),t < T) admet une modification adaptée
t
et continue qui sera notée ( / PgdWo,t < T>.
0

Remarque 2.3.13.

1) De manieére évidente, si ¢ € L%(0,T) et ¢ € M%(0,T), les intégrales stochastiques de ¢
comme processus de L%(0,T) et comme processus de M#(0,T) sont modifications l'une
de Uautre.

2) Contrairement a lintégrale stochastique de processus de M%(0,T), celle de processus
de L%(0,T) n’est pas une martingale et ne vérifie pas (a priori) l'isométrie d’Ito.
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Résumé :

Soit (W;):>0 un F—mvt brownien et (¢;)o<:<7 un processus F;—adapteé.

On peut définir I'intégrale stochastique ( fot qSSdWS)0< .
St<

e dés que fUT $2ds < +oo P p.s., Cest a dire dés que ¢ € L%(0,7T)
e dés que E (fOT qﬁds) < +oocad des que ¢ € M%(0,T).
t . . T 9
(fo ¢SdWs)ogt§T est une martingale si E (fo qﬁsds) < 400,
c'est a dire si ¢ € M%(0,T) et 'isométrie d'Ité s'applique.

La condition E ( fOT d)fds) < +o0 est équivalente a

3
E (SUPte[o,T] ( f(f qbdeS) ) < +o00. Dans ce cas, l'isométrie d’Ito

implique que E (( T ¢deS>2> —E (([OT qsgds) .

2.4 Formule d’Ito (le cas unidimensionnel)
Soient (2, F, (F;):>0,P) un espace probabilisé filtré et (W;,¢ > 0) un F;-mouvement
brownien standard réel unidimensionnel.

Définition 2.4.1. Un processus d’It6 réel, est un processus X a valeurs dans R, continu
et adapté de la forme

t t
X =Xo+ / bodf +/ ogdWy, P p.s.,
JO 0

ce qu’on note encore Xy = bidt + oy d WV
q X(0) = Xo, oil
1) X, est une v.a. Fy mesurable.
2) (bt)o<t<T est un processus réel, F;—adapté, tel que fOT |bs|ds < 400, P p.s.
3) (0+)o<t<T estun processus réel appartenant a L%(0,T) (ie, o1 est Fy—adapté et fOT los|2ds <
400, P p.s.).

Des contraintes sur les coefficients b et o, il résulte bien que le processus (X;) est
Fi—adapté et continu.

Théoréme 2.4.2 (Formule d'It6 (en dimension un)). Soit f : R — R de classe C?(R).
Soit X un processus d’Ito réel. Presque siirement, pour tout t € [0, T

(X)) =f(Xo) /f $)dX + = /taff”(Xs)ds
=f(Xo) /f bds+/f s)osdW +2/to§f”(Xs)ds

Forme différentielle :
1
df(Xt) = f/(Xt)dXt + iggf//(Xt)dt

Si f dépend aussi du temps,
f:00,T) x R — R de classe C+2([0,T] x R),

¢ ¢ t 52
ft, Xy) :f(07Xo)+/O g{(s,Xs)ds—i—/O %(S,X )dXs +1/ Sg J;(s X,)ds.
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Preuve.

- Il suffit de démontrer la formule pour la date t = T' seulement. En effet, 7" est arbitraire
et si les hypothéses sont satisfaites sur [0, 7], elles le sont aussi bien sure [0, 6] pour § < T
Ainsi, montrer la formule d’It6 a I'instant 7" revient a montrer que pour tout ¢ € [0, 7]

f(Xe) = f(X0)+/0 f/(Xs)dXs—&-%/(; o2 f"(X,)ds

presque surement. La continuité en temps des termes de gauche et de droite de I'égalité
permet de passer le “presque stirement” avant le pour tout ¢ (ie P(gauche; = droite,Vt €
[0,7]) =1).

- On montre qu'on peut se ramener a démontre la formule d’'Ité dans le cas ou les
coefficients b et ¢ sont presque stirement uniformément bornés sur [0, 7] (ceci en
construisant des suites b" et ¢” de tronquation de b et o par des valeurs de plus en plus
grandes et en utilisant les hypothéses d’intégrabilité de b et o + le théoréme de convergence
de I'intégrale stochastique qui convergence en probabilité (et donc p.s. quitte a extraire une
sous-suite)).

- On considére une subdivision de [0,7] de la forme 0 =t} <t} =4 < ... <tN =T, de
pas h = L ou N € N. Alors,

N—
A= f(Xr) - J(XG+1n) — f(Xjn).

Jj=0

,_.

On rappelle que si (X, ). est une suite de v.a. telle que X, 5X et X, Y alors X =Y presque
surement. Il suffit donc de montrer la convergence en probabilité du terme de droite
de I'égalité ci-dessus vers le terme de droite de la formule d’It6 (comme f(Xr)— f(Xo)
“converge” vers lui-méme en probabilité le rappel ci-dessus nous donne 1'égalité presque
sure des deux limites).

- On applique la formule de Taylor a 'ordre 2 en espace : il existe une suite 3;(w) €]0, 1]

telle que
N-1
A = D (Xgron— Xin)f (Xjn)
7=0
e
+3 > (XGon = Xin) 2 F(Xjn + Bi(XG+1yn — Xjn))
=0
= Al + AQ.

Pour A;). En remplacant (X 1), — X;n) par sa valeur :

N-1 (G+Dh N-1 (G+1)h
A=Y / bof'(X + ) / oo f' (Xjn)dW,
i=0 \/Jh i=0 \7Jh
= A + Aga.
Ay — / bs f'(X)ds par convergence dominée. Pour Aj», il faut utiliser un théoréme de conver-

gence en probabilité de I'intégrale stochastique : pour que Ajp — fo osf'(s,Xs)dWs, o étant

(G+1Dh
presque surement bornée, il suffit de montrer que Z / ‘ f(Xn) — f’(XS,)|2 ds — 0 en pro-

babilité. Or, la convergence ci-dessus a lieu presque surement par la continuité des trajectoires
de X.
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Pour A4,).
L N=1 /0GR 2
A2 = 3 /h bsds | f" (Xjn + 6;(X(jr1yn — Xjn))
=0 J
N-1 (J+1)h (G+1)h
+ / / osdWy | [ (Xjn + Bj(X(js1n — Xjn))
=0 jh jh
1 N-1 (G+1)h 2
+ 5 /h UédW f// ( Jjh + 6]( (j+1)h — jh))
1=0 J

=C1+Cy +Cs.

b étant borné, (fj(ﬁl)h beds ) < Bh? — 0 et donc C; — Op.s..

N-1 (k+1)h
Csy < Z Bhs%p / osdWs sup | (Xkn + B (X ey — Xkn))| -
1=0 : kh

Comme t — fot o,dW est continue, Cy — 0.
Pour C;). Il faut maintenant montrer que
Zo.

1 T
Cy— 1t / o2 (X, )ds
2 Jo

Dans le cas ou1 0 = cte et ou1 f”(x) = cte la relation ci-dessus devient

N—1
Z <(t3+1 tj) — (Wt1+1 Wty‘)2) EO
lZONfl
t= Z (Wt.7’+1 - Wtj)z 50
i=0

ce qui est vrai par la convergence presque sure de la variation quadratique du mouve-
ment brownien. |

Exemple élémentaire :

Soit (W;) un brownien réel. Montrer en utilisant la formule d’Ité que le processus
W2 —t) est une martingale.
£ g

2.5 Processus d’Ito et martingale

Soit (Q,F, (Fi)i>0,P) un espace probabilisé filtré et (W;,t > 0) un F,-mouvement
brownien standard réel (dim 1).

Proposition 2.5.1. (1) Si (Mt € [0,T]) est une F,-martingale de carré intégrable (i.e
E(M?) < +00) , alors

E ((My — M,)?/F,) = B(M? — M2/ Fy).
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(2) Si (Mt € [0,T]) est une Fi-martingale, telle que
t
pour toutt € [0,T], M;= / bds,
0

avecP p.s., fOT |bs|ds < +o00, pour que (M,) soit bien définie.

Alors, P p.s. tout t € [0,T], M, = 0.

Preuve. Montrons (1). Notons que E(M;M,/F;) = M2. Ainsi

E ((M; — M,)*/Fy) = E (M — 2M; M, + M?/F,) = E(M} — MZ/F,).

Montrons (2). Pour montrer que M; = 0 pour tout ¢, il suffit de montrer que E(M2) = 0.
Nous donnons ici une version simplifié de la preuve du point (ZE On ajoute a la
proposition 'hypothése suivante : il existe une constante déterministe C telle que, P

p-S.. fOT |bs|ds < C < +00. M est alors une martingale de carré intégrable.
T
Pour n € N, considérons une partition (¢ =i x —,i =0,...,n) de [0,7]. Alors, par le
n
point (1) et pour tout n,

n

eiart) = ot - 1) == (30t ) =2 (308 - a1 7).

i=1 =1

D’autre part,

E (i(Mt? - Mt?1)2> =E i: <

i=1 i=1

¢ 2 T
|bs|ds <CE _max (Il[t?il,t?] (s)bs> ds.
tn 0 =1l...n

i—1 '
La suite de la preuve utilise un outil classique sur la convergence des martingales :

Théoréme 2.5.2 (- Convergence dominée ou théoréme de Lebesgue). Soit (f,)nen Une
suite de fonctions mesurables sur (R, B(R), \), a valeurs réelles telle que :

(a) la suite (f,)nen converge simplement sur R vers une fonction f ;

(b) il existe une fonction intégrable g telle que Vn € N,Vx € R, | f,,(z)

< g().
Alors f est intégrable et lim / |fr(x) — f(z)| dz =0,
n—oo R

ce qui entraine que lim /fn(:c)dx:/ lim f,(x) dx:/f(x) dz.
n—oo R RTL—’OO R

Théoréme 2.5.3 (- Version probabiliste). Soit (X, ),en une suite de v.a. a valeurs réelles
telle que :

(a) la suite (X,,)nen converge X P-presque surement;

(b) il existe une v.a. Y intégrable telle que Vn € N, | X,,| < |Y].
Alors nkrfoc E(X,)=EX.

On pose alors X,, = fOT max;=1, .n (]l[t?_l,t?](s)bs') ds; Cette suite est dominée par la
constante C. Montrons que X,, — 0, P-presque surement. Pour cela, on pose maintenant
fn(8)(w) = max;=1,. (1[t?,1,t?](3)bs(w))- On observe que f,(s)(w) — 0 simplement quand
n — +oo, et f,(s) est dominée par la constante C.

2La preuve compleéte utilise la notion de temps d’arrét qui sera introduite au Chapitre 4.
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En appliquant successivement les deux versions du théoréme de convergence domi-

née, on obtient E/ max (]l[ty, 1.tn]($)bs) — 0, et ainsi que E(M?2) = 0.
o =1...n it
Ceci entraine que P p.s., M = 0.

De l'inégalité maximale de Doob pour les martingales, on obtient encore que P p.s.,
vt € [0,T], My =0. |

Corollaire 2.5.4.

1) La décomposition d’un processus d’Ité (X) est unique.

t t t t
Si X; = Xo + / ksds + / hsdWs = X + / bsds + / osdWs,
0 0 0 0

alors Xo = X, P p.s., ks = bs et hy = 05, ds X dP p.p.
2) Si(Xy,t €[0,T)) est une martingale de la forme

t t
X = Xp —l—/ bsds —|—/ osdWs,
0 0

avec P p.s., fOT |bs|ds < +oo et fOT los|?ds < +o00, alors by = 0 ds x dP p.p.

Preuve. A nouveau, nous donnons seulement une idée de la preuve, en ajoutant I'’hy-
pothése que (k) et (0;) sont des processus appartenant a M%(0,7).

Montrons (1). On commence par remarquer immédiatement que X, = X|. on ap-
plique le point (2) de la proposition précédente, avec la martingale M; = fot (hs — 0s)dW
et bt = (k'f — bt).

On en déduit que k; = b, P-presque surement. D’apres 'isométrie d’Ito,

t
0=E(M}) = IE/ (ks — bs)*ds.
0
On en déduit finalement que k; = b;, dt x dP.
Pour montrer le point (2), il suffit d’appliquer la linéarité de la propriété de martingale
au processus (X; — fo osdWs,t € [0,T]), et conclure que b; = 0, dt x dP. [ |

2.6 Caractérisation de Lévy du mouvement brownien

Soit (Q,F, (Fi)i>0,P) un espace probabilisé filtré et (W,,t > 0) un F,-mouvement
brownien standard réel (dim 1).

La propriété que W, — W, a une moyenne nulle, indépendamment de F; signifie que le
mouvement Brownien est une martingale. De plus, nous avons énoncé que la variation
quadratique de W converge vers t, dans L?(12) et presque strement, quand le pas ¢ tend
vers O :

lim VA(T(8),W) =t, p.s.

Le fait remarquable est que la contraposée de cet énoncé est vraie : le mouvement
Brownien est la seule martingale qui a cette variation quadratique. Ce résultat est
connu sous le nom de caractérisation de Lévy
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Théoréme 2.6.1 (-Caractérisation de Lévy du mouvement brownien). Soit (X;,t > 0)
une martingale (localeE] telle que Xy = 0. On a alors les équivalences suivantes
* (X, t > 0) est un mouvement brownien standard, dans Uespace de probabilité filtré
de la martingale.
* (Xy,t > 0) est continue et (X? —t,t > 0) est une martingale (locale).
* La variation quadratique de (X;,t > 0) sur [0,t] est égale a t.

Ce résultat se généralise en dimension quelconque.

2.7 Changement de Probabilité

Pourquoi changer de probabilité ?

- Statistique : Théorie de I'estimation par maximum de vraisemblance.

- Etude des martingales : de nombreuses propriétés sur les solutions d’EDS dé-
coulent des techniques de changement de probabilité.
Dans le cas de modéles discrets, les changement de probabilité sont fréquents. Les
transformations sont trés simples est on ne les références pas comme changement
de probabilité.

- En finance : Harrison & Pliska (1987) introduisent la notion de probabilité risque neutre
pour son lien avec la complétude des marchés financiers et I'absence d’opportunité
d’arbitrage.

Définition 2.7.1. Changement de Probabilité. Soit (2, F,P) un espace de probabilité
de référence.

Une probabilité Q sur (2, F) définit un changement de probabilité par rapport a P, s’il
existe une v.a. Z positive, F-mesurable, telle que

Q(A) =Ep(Z14), pourtout A € F.

/g(w)@(dw) = / 9(w)Z(w)dP(w),Vf mesurable bornée.
Q Q

La v.a. Z s’appelle la vraisemblance (ou la densité) de Q par rapport a P.

Remarquons que Ep(Z) = 1.

d
On note souvent Q = ZP ou dQ = ZdP ou encore d% . Z
Définition 2.7.2. Probabilités équivalentes. On dit que des probabilités Q et P sont
équivalentes si Z est strictement positive P p.s. ce qui entraine que P est un changement
de probabilité par rapport a Q de densité Z 1.

Lorsque les probabilités P et Q sont équivalentes, on écrit souvent Z sous la forme
exp(Y).

2.7.1 Exemple élémentaire

En finance : le mode¢le binomiale & une période.

Soit U une v.a. qui prend deux valeurs u et d avec les probabilités p et 1 — p. Pour F,
on prend la tribu engendrée par U.

Sp est le prix connu aujourd’hui. S = Sy U, le prix demain. Soit r le taux d’intérét sur
la période.

3La notion de martingale locale est plus générale que la notion de martingale au sens ot toute martingale
est une martingale locale. Cette notion de martingale locale sera introduite avec la notion de temps d’arrét
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e Chercher une probabilité Q (si elle existe) telle que le rendement espéré de l'actif
risqué soit identique au rendement de l'actif non risqué. En particulier

EgS = So(1 + ).
e Trouver l'unique (si elle existe) densité Z correspondant a ce changement de probabi-

lité. Les probabilités P et Q sont elles équivalentes ?

2.7.2 Le cas des variables gaussiennes

Soit U une v.a de loi N (0,0%) et F la tribu engendrée par U. On considére encore
S = Sp U (méme si le choix de la loi gaussienne n’est pas réaliste dans ce contexte).
e Trouver Q une probabilité risque neutre, c’est a dire vérifiant

EQS = So(l + 7’).

Réponse : il y en a une infinité, mais une seule probabilité Q est telle que U soit
encore de loi gaussienne, de variance o2, sous la nouvelle probabilité Q.

Proposition 2.7.3. Soit X v.a. de loi N'(m, c?) sous P, o2 > 0. Soit

)\2
Z = exp {/\X — 202} .

Z est une v.a. positive, d’espérance 1 qui définit une nouvelle probabilité Q, par dQ = ZdP,
sous laquelle X est une v.a. de loi gaussienne N'(m + o\, o?).

Preuve. Prenons tout d’abord, X de loi N(0,1). Alors pour toute fonction f continue et
bornée :

Eq(f(X)) = Ex(f(X) exp(AX — 53%)) = Es(f(X + ).

Maintenant, si G est de loi N(m,o?) :

Eq(f(G)) = Eg(f(oX +m))
= Bo(//(X) exp(AX — 23%)) = Ba(/'(X + 1)
— Ee(f(m + o(X + ) = Ea(£(G + oN))

ol on a posé f'(x) = f(m + ox). [ |
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Chapitre 3

Valorisation d’options
européennes, dans le cadre du
modéle de Black et Scholes
unidimensionnel

3.1 Description du modéle de marché Black et Scholes

Soit T' une date de fin de gestion (par exemple la date d’échéance d’'une option).
On considére un marché ou un sous-marché composé de
- un titre risqué (S, t € [0,77])
- un titre non risqué (SY,t € [0,77)
» On se place dans le cadre simplifié suivant :
— L’action sous-jacente ne distribue pas de dividende durant la durée de vie de I'op-
tion ;

— Les transactions sur l'action se font au comptant;
— La courbe des taux est plate et invariante dans le temps.

L’actif risqué.

Le processus (S;,t € [0,T]) suit le modéle de Black et Scholes :
1 2
Sy = Soexp | (1 — 27 L4+ oWy |,

ou Sy est le prix observé aujourd’hui a la date O, p est la rentabilité instantané moyenne
et o la volatilité de I'actif. En appliquant la formule d’Ité6 pour différencier S, on obtient
la forme différentielle suivante pour S :

dSt = St(/ldt + Jth).

Le modéle est nécessairement posé dans un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;,t <
T),P), (W) est un mouvement brownien de dimension 1.

29 Cours de maths financiéres IMAFA 2013-14 / M. Bossy



CHAPITRE 3. OPTIONS EUROPEENNES, MODELE DE BLACK ET SCHOLES UNIDIMENSIONNEL

L’actif non risqué.

est décrit également par I'évolution de son prix (S?)o<i<r. Il s'agit de modéliser la
capitalisation d'un placement str, comme un placement a la caisse d’épargne ou I'achat
de bons du Trésor.

Dans le modéle de Black et Scholes, on suppose l'existence d'un unique taux de prét
et d’emprunt, connu a la date ¢ = 0 et qui reste constant au cours du temps, du moins
jusqu’a I'échéance du dérivé.

(S?)o<i<r est défini par I'équation toute simple

dsy = SPrdt
S8=1

de solution
SY = exp(rt).

L'ensemble des prix du marché considéré (S?, S;) est un vecteur de dimension 2.

3.2 Les stratégies de financement

Sur le marché (ou sous-marché) considéré (S?Y,S;), on considére maintenant des
stratégies d’'investissement pour les agents.
Une stratégie est un processus aléatoire de dimension 2, F;-adapté, notée ¢ =
(¢¢)e<T avec ¢ = (HP, Hy).
La valeur d’'une stratégie a l'instant ¢ est

Vi(¢) = H)S) + HySy,

ou

H? € R est la quantité d’actifs sans risque détenus par l'investisseur.
- H; € RY est le vecteur des quantités d’actifs risqués détenus.

Vi(¢) = HYSP + H,S;.

3.2.1 Les stratégies autofinancées

Une stratégie est dite autofinancée si, une fois la mise initiale fixée, on ne consomme,
ni n’investit de liquidités supplémentaires jusqu'a 7.

Définition 3.2.1. Une stratégie autofinancée est un processus (¢;), a valeurs dans R?,
Fi-adapté, vérifiant
@ [ |HO|dt < +oo et [, |Hy|2dt < +oo.

(ii) ¢ vérifie la condition d’autofinancement :

t t
Vi(¢) = HYSY + HySo +/O HY%dS° +/O H,dS,. (3.1)

Ou encore

AVi(¢) = HdS + HydSy, Vo(¢) = HSS + HoSo. (3.2)
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On peut justifier 'équation d’autofinancement[5.4]ou[3.2]en revenant au cas discret :
considérons ¢,, = (H?, H,,), de valeur

V(o) = S, H" + S°HY.

A chaque temps n de la modélisation, on doit re-balancer le portefeuille sans ajouter ou
retirer de cash. Cette régle impose la relation de re-balancement a valeur constante

Vo(¢) = S H™ '+ S°HD .

Ainsi,
Vn-&-l(ﬁb) - Vn(qﬁ) = HnJrl(Sn—&-l - Sn) =+ H2+1(52+1 - SS)

ou encore,
AV, (¢) = H"AS,, + HIAS?.

La condition (i) permet de bien définir les intégrales fot H2dSY et fot H,dS,. Pour cela,
il faut également utiliser le fait que S est un processus continu sur un intervalle [0, T,
admettant un maximum w par w.

3.2.2 Actualisation, changement de numéraire

La valeur du numéraire Sy évolue a chaque instant.

On note (3;) le processus de facteur d'actualisation : 3; = 1/S? = exp(—rt).

Quelque soit la valeur V d’'un bien dans ce marché, on notera V sa valeur actualisé.
Les prix actualisés des actifs du notre marché sont (S;, 59) avec

St = BiSi,
et $Y = 3,580 =1, vt.

Lemme 3.2.2.

(i) La valeur actualisée du portefeuille de stratégie ¢ est
Vi(¢) = HY + H,S,.

(i) En termes de prix actualisés, I'équation d’autofinancement devient

t
Vi(¢) = HY + HySp +/O H,dS,,.

Ou encore

dVi(¢) = H,dS,.

Preuve. Le premier point (i) est immeédiat.
Rappelons que l'autofinancement implique que dV; = H?dS? + H;dS;, ce qui signifie
que V; est un processus d’Ito.
Comme exp(—rt) est déterministe et dérivable, de la formule d’Ito, il est facile de
déduire que
dV; = d(V; exp(—rt)) = exp(—rt)dV; + Vid(exp(—rt)).

Ainsi

dV; = exp(—rt) (HdS) + HydS;) — rexp(—rt) (HYS) + H,Sy) dt.
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Or rappelons encore que SY = exp(rt) et dSY = rexp(rt), ainsi 'expression ci-dessus se
simplifie en

dV; = exp(—rt) (HydS; — r exp(—rt) H;Sydt)
= Hy (exp(—rt)dS; + Sid(exp(—rt)))
= th(exp(frt)St) = thgt

3.3 Opportunité d’arbitrage et probabilité risque neutre

Définition 3.3.1. On note Q, 'ensemble des mesures de probabilités sur (2, Fr) équiva-
lentes aP et telles que siP* € Q, alors sous P*, les prix actualisés (S;) sont des F;-martingales :

VO<s<t<T, Ep- (§t/fs)=§s

Définition 3.3.2. Une opportunité d’arbitrage est une stratégie autofinancée ¢, d’inves-
tissement initial nul, de valeur a l'instant T' positive ou nulle et cette valeur est strictement
positive avec une probabilité strictement positive.

1) P (Vo(¢) = HySy + HoSo = 0) =1,

2) P(Vr(¢) 20) =1,

3) P(Vr(¢) >0) > 0.

On peut remplacer 3) par Ep (Vr(¢)) > 0.

e Pour qu'un systéme de prix soit consistant, le marché considéré ne doit pas offrir
d’opportunité d’arbitrage.

e On parle d’absence d’opportunité d’arbitrage (A.O.A)

Sous quelles conditions peut-on affirmer qu'un modéle de marché n’offre pas d’op-
portunité d’arbitrage ?

3.3.1 Lien entre A.O.A et probabilité risque neutre

Le lien intuitif . Il y a équivalence entre A.O.A et I'existence d'une probabilité risque
neutre (ou au moins une implication).

Placons nous a une date ¢ € [0, 7. Connaissant tout le passé F;, un incrément futur
du prix

St+s - St

de l'actif risqué ne peux étre signé avec une probabilité égale a 1! Sinon, on peut
construire un arbitrage simple en achetant/vendant I'actif en prévision de la hausse/baisse
certaine future et en se financant/placant au taux r. Notons ici qu’il est absolument né-
cessaire de travailler en unité monétaire actualisé pour que la comparaison entre les
deux prix ait un sens.

Ainsi, pour certifier qu'un (modéle de) marché est sans arbitrage possible, il suffit de
montrer qu’il existe une probabilité P* équivalente a la probabilité de référence P telle
que

Ep- (§t+s _ 5, /]-"t> —0.
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En effet, si la moyenne est nulle sous P* équivalente a P, alors nécessairement
P(§t+s _gt > O/ft) = 0
i (§t+s ~ 5> O/]-'t) =0

Ep- (§t+s - §t / }'t) = 0 est caractéristique de la propriété de martingale.
Ce constat peut varier suivant le modele de marché considéré :

Cas d’'un modéle a temps discret, horizon de gestion fini

Soit N fixé dans N*. Soit (S Sn)nefo,1,..,N} Un processus de prix a temps discret sur

n?

N dates. Vn, S,, est une v.a. a valeurs dans R.

Le marché (S, Sn)nefo.1,...N} est sans arbitrage.

Il existe P* équivalente a P telle que (S,,) soit une P*- martingale.

Modélisation a temps discret, mais a horizon de gestion infini

Un exemple de marché :
Soit (Y, )n>0 une suite de Bernoulli (i.e. les v.a. Y;, sont i.i.d et
P(Yo=1)=PY,=-1)=1/2.

Soit le marché (52, S,,)n>0 :

SO =1, (taux d’intérét » = 0)
Sn+1 = Snexp (Yni1), So=1.
1) Calculer une probabilité qui rend (S, ), martingale.
2) Montrer qu’il existe une stratégie autofinancée ¢ et un temps d’arrét 7 tel que
a) 7 est P-p.s. fini.
b) Vo(¢) =0et Vi (¢) =1.
Dans ce marché : 3 P* % A.O.A.

(Cette stratégie d’arbitrage est la stratégie du “ quitte ou double".)

Marché en temps continu

Un exemple de marché :

Soit le marché (S?, St)o<t<r

SY =1 (taux d'intérét r = 0)

S; = B; (un mouvement brownien).

1) Calculer une probabilité qui rend (S;) martingale.
2) [Dudley 77] Soit Z une v.a Fr-mesurable, il existe un processus (H;) adapté tel que

T
/ H,dB, = Z. Ainsi,

0

(fot H,dBs; — H, By, Ht> est un arbitrage, dés que Z est une v.a. positive.

Ainsi, la stratégie ( fg H.,dB, — HtBt,Ht) est un arbitrage, dés que Z est une v.a.
positive.
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Conclusion. Identifier une probabilité risque-neutre dans le marché ne suffit pas a
éliminer tout les arbitrages.
Mais pour éliminer toutes les opportunités d’arbitrage, il suffit de contraindre les

processus du type ( fot Hsdgs,t < T) a étre des P*— martingales.

3.4 Stratégies admissibles

On suppose l'existence d'une probabilité risque neutre P* appartenant a Q.

Définition 3.4.1. Une stratégie ¢ = (Hy, H):<r est dite admissible si

a) ¢ est autofinancée ;

b) sup Vi(¢) est une v.a de carré intégrable sous P* :
0<t<T

Ep- < sup 17t(¢)2) < 4o00.
0<t<T

3.5 Options européennes

e Une option européenne est un contrat transférable qui dégage un flux positif ou
nul, a une échéance 7T fixée a I'avance.

e L’ option européenne est entierement déterminée par la donnée de T et de ce flux
h > 0, variable aléatoire Fr-mesurable.

Deux situations :

(@) h est de la forme f(S7).

(b) h est de la forme f({S;,t <T}).

Définition 3.5.1. Une option européenne est simulable si il existe une stratégie admis-
sible ¢, dont la valeur a U'échéance T est égale au flux h dégagé par Uoption :

Vr(¢) = h.
Définition 3.5.2. Sous la condition d’A.O.A.,
si ¢ est une stratégie simulant U'option européenne de flux h a T, on appelle
(@) Vo(o), le prix d’arbitrage de h,
(i) Vi(9), le prix implicite de Uoption a la date .
(iii) La valeur d’exercice & la date 0, f(Sp) ou f({S:,t < 0}) est le prix intrinséque de U'option

a cette date.

Proposition 3.5.3. Sous la condition d’A.O.A.,
le prix d’arbitrage est bien défini (il est unique).

3.5.1 Le pricing d’option européenne dans le modéle de Black et
Scholes

Théoreme 3.5.4. Pour le modéle de Black et Scholes unidimensionnel, il existe une
unique probabilité P*, équivalente a P telle que sous P*, le prix actualisé de Uactif soit
une P*-martingale.
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Preuve. Nous cherchons donc une probabilité sous laquelle S, soit une martingale.
Nous allons utiliser la forme explicite de

. 1
S; = Spexp ((u -7 — 502)15 + aWt> .

Notons que si y = r la probabilité de référence est une probabilité qui rend S martingale.
Rappelons la forme de la martingale de I'exponentielle du brownien :

1
M; = My exp (20215 + O’Wt>

est une martingale relativement a la probabilité sous laquelle W est un mouvement
brownien.

Ainsi, posons

- T

Wy =w, + £

de sorte que
~ 1
S¢ = Spexp (202t + O’W:) .

W* est un processus a trajectoire continue, a accroissement indépendant. A chaque
instant ¢, le changement de probabilité doit ainsi recentrer la variable gaussienne W .
Ainsi sur (2, Fr) considérons pour tout ¢ € [0, 7]

— 1(u—17)2
Zy = exp {—M rWt — Mt] .

o 2 o2

Notons que (Z;,t € [0,7]) est une martingale. Alors, sous la nouvelle probabilité P*
définie par dP* = ZpdP, calculons la loi de W* : considérons une fonction test continue
et bornée f.

Ep- [f(Wy )] [f(Wt)ZT] Eplf (Wi )Ep(Z7/Ft)] = Ep[f(W)) Z4]
/f \/2— p(—%y) exp u;ry_%(u;r)t dy
/f exp(—;y°)dy

= Ep[f (Wt)]

Ainsi, W* est bien un mouvement brownien sous la nouvelle probabilité, de sorte que
le prix de l'actif actualisé

~ 1
Sy = Sp exp (202t + O’W:) ,

est bien une martingale de type brownien géométrique sous la nouvelle probabilité P*.

Notons pour finir que Zr > 0 et 1/Zp > 0, ce qui veut dire que P* est bien équivalente
aP.
Notons enfin que dans ce cas Z; est unique. |
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3.5.2 Premier énoncé pour le pricing d’'une option européenne
A l'aide de la formule d’It6, on calcule facilement les différentielles :

dSt = St(ﬂdt + O’th)
dSt = St (’I"dt + O'th*)

dS; = Sy((u — r)dt + ocdW;)
dS; = SyodW; .

On déduit des deux formes des equations d’autofinancement que
dV, = HydS, = H,S,0dW; .

Ainsi V serait une martingale si on arrive a montrer que Ht§t est un processus de
MZ(0,T).

A ce stade, il est essentiel de lier 1a notion de stratégie admissible a la caractérisation
suivante des processus de M%(0,7T) :

Proposition 3.5.5. Soit (¢;) un processus adapté, tel que ([OT $%ds < 400, P p.s. Alors,

T t 2
E </ ¢§ds> <400 <=E l sup (/ qbdes)
0 te[0,T] 0

Lemme 3.5.6. Si¢ est un portefeuille admissible, alors V(¢) est une martingale.

< +00.

Preuve. Il suffit donc de montrer que H,S; est dans MZ(0,T). Nous utilisons la carac-
térisation de la proposition [3.5.5]:

" 2
sup (/ ¢SdWs>
t€[0,T 0

<4E l sup (V;)?
te[0,T)

E =E | sup (V; — Vp)?

te(0,T]

< +o00.

On se donne (2, F,P) et un mvt brownien (W;);> sous P, de dimension 1. (F;);<r est
la filtration naturelle de (W;);>¢.

Théoréme 3.5.7. Pour le modeéle de Black et Scholes,

(1) toute option européenne définie par une v.a h, Fr mesurable et de carré intégrable sous
P*, est simulable.

(2) La valeur a linstant t de toute stratégie simulante ¢ est donnée par

Vi(9) = Epe (exp(—r(T — t)h/F).

Preuve du théoréme [3.5.7. Montrons (2) : Soit ¢ un portefeuille simulant. ¢ etant
admissible, V' est une P* - martingale. Ainsi pour tout ¢ € [0,T7,

Vi() = Be- (Vr/ 7))
Vi(6) exp(~rt) = Ep- (exp(—rT)V(9)/F)

et enfin

Vi(p) = Ep- (exp(—r(T —t)h/ Fy).
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Montrons (1) : C’est a cette étape qu’intervient I’hypothése que Vr est une va de carrée
intégrable.

Théoréme 3.5.8 (Représentation des martingales browniennes). Soit (M;,0 < t <
T), une martingale par rapport a la filtration naturelle (F;,t € [0,T]) d’'un mouvement
brownien (B;) sur un espace de probabilité (2, F,Q), de carré intégrable. On suppose que
cette martingale est de carré intégrable. Alors, il existe un processus F;-adapté (K;,0 <

T
t <T) dans M%(0,T), c’est a dire tel que Eq </ des) < +oo et
0

t
vt e [0,T]), M, = M, +/ K.dB,, Qp.s.
0

Appliquons ce théoreme a la martingale (V;,¢ € [0,T]) dans I'espace (Q, Fr,P*) avec
le mouvement brownien W* de filtration (7,¢ € [0,77). Soit donc K € M?%(0,T) tel que
Vi = Vo + fot K dW7. De l'unicité de la décomposition d'un processus d’Itd, on déduite
que K; = ocH,S, dt x P* presque partout, ou encore

K
thij

O'St

~ ~ -~ K
HY =Vi— HS, =V, - —

3.5.3 Second énoncé pour la valorisation d’'une option européenne

On se donne (Q, F, (Fi)i<7,P) et un F;-mvt brownien (W;);>o sous P de dimension 1.
Notons tout d’abord que pour tout s <t

2 t—

S¢ = Ssexp (u(t —s) — y +o(W; — Wé))

~ ~ o(t—s

S = Suexp((p -t - 9) ~ Ty 0w, — )

En particulier, on peut poser
2
t —
57 = wexp(u(t — 5) - T 4 (W, — W)

2

pour avoir S; = §7**. Ecrit avec le brownien W* de la probabilité risque neutre P*, on
obtient aussi

ot —s)

Sy = Ssexp(r(t—s) — >

+o (W = W))

S

~ ~ 2 J—

St = Ssexp (—a(tQS) +o(Wy — Ws*))
~ 2 pa—
Sy = rexp (—U (t2 2) +o(W) — W:))

Le résultat de valorisation suivant concerne les option européenne de flux h de la
forme f(S7).
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Théoréme 3.5.9 (Princing pour une option de flux » de la forme f(Sr)). Pour le
modeéle de Black et Scholes,

1) toute option européenne définie par une v.a h, Fr mesurable et de la forme f(St), est
simulable pour f continue, bornée ou au plus linéaire a Uinfini (i.e. f(x) < A+ Blz|) et telle
que Ep- (fQ(ST)) < +o0.

2) La valeur a linstant t de toute stratégie simulante ¢ est donnée par
Vi = Ep- (exp(—r(T —t)f(S7")) = F(t,S,).
=S}
ol on a posé
F(t,z) = Ep- (exp(—r(T — ) f(S51)).
3) La stratégie simulante est explicite : ¢ = (HY, H;)i<1 avec
oF

Oz
Ht0 = exp(—rt) (F(t, Sy) — Stg—i

Ht = (ta‘st)v

(t,St)> .

Preuve. Notons d’abord que S;* est indépendant de F;, ainsi
F(t,x) = Ep- (exp(—r(T — ) f(S3")/F2) -
et
F(t,S) = Ee- (exp(—r(T = t)f(S7")/F) |, _g,
= Ep- (exp(—r(T = ) f(S7)],_g, /1) = Ee- (exp(~1(T — 1) (Sr)/F0)

Du théoréme précédent qui s’applique encore ici, on déduit immédiatement 1) et 2).
Montrons 3). Nous avons donc V; = exp(—rt)F(t, S;) et
2 dy

o —r(T—t) oy— (20 —7)( ) xp(— Yy
F(t,x)—/Re =0 f (e ) exp 2(T—t)) or(T —t)

Nous verrons section ?? que F' est une fonction C*°. On peut donc appliquer Ito pour
calculer

dV, = d (exp(—rt)F(t, S;))

0252 92F

— —rexp(—rt)F(t, S)dt + exp(—rt) %F (t, S))dt + (Z;F (t, S,)dS: + 25 (Z) (1, 5,)d |
Mais dS; = S;(rdt + odW}). Ainsi
dV, = o exp(—rt)S, ?;—1 (t,S)dWy

OF OF 0282 0°F
+€Xp( ) 8t (t St) 8(£ (t,St)StT 2 a 2 (t St) (t,St) dt
OF OF OF 0282 0°F
= O'St or (t Sf)th +exp( ) ot (t St) or (t, Sf,)StT'—F 2 On .2 (t St) (t, Sf) dt.

Or (V) est une martingale, et I'équation d’autofinancement donne dV; = Htgtath*. par
I'unicité de la décomposition d’'un processus d’Itd, on déduit des expressions ci-dessus
que

F
H,S;0 = O'Sfaa (t,S:), dt x Pp.p.
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et ainsi H; = %—’:(t, St). Le terme en dt permet d’'introduire 'EDP de Black et Scholes :

2 2
{%(t,mg(m)m S ta) — rF(t,2) =0
F(T2) = (0

3.5.4 La formule de Black et Scholes
Désigne la formule explicite : V;, = F'(¢, S;), ot

F(t.) = [ &7 00 faer (37 000) e C
R = X — .
R P 2(T —t)" \/2n(T —t)

On accompagne la formule d'une série d’indicateurs de sensibilité :
F
Le delta : A(t) = a—(t Sy) = Hy
0’F
=92 (t,S).
oF oF
5 —(t,S;) ou O(t) = ~7

%(t, St,0). (noté v??)

F
E(t, St, O').
) 0’°F
Le vega gamma : volga = D02 (t,
2
Le vanna = OF (t St).

Le gamma : I'(1)
Le théta : O(t) = a7 (15t
Le vega : Vega(t) =
Le rho : p(t) =

t,5y).

Le delta decay =charm = _—

Le gamma decay = color = —(¢,5;).
OPF
. (¢

Le speed = t,St).
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Chapitre 4

Un peu plus de calcul
stochastique

4.1 Caractérisation de Lévy du mouvement brownien

Soit (Q,F, (Fi)i>0,P) un espace probabilisé filtré et (W,,t > 0) un F,-mouvement
brownien standard réel (dim 1).

La propriété que W; — W, a une moyenne nulle, indépendamment de F; signifie que le
mouvement Brownien est une martingale. De plus, nous avons énoncé que la variation
quadratique de W converge vers ¢, dans L?({2) et presque sarement, quand le pas § tend
vers O :

lim V(7(6), W) =t, ps.
Le fait remarquable est que la contraposée de cet énoncé est vraie : le mouvement
Brownien est la seule martingale qui a cette variation quadratique. Ce résultat est
connu sous le nom de caractérisation de Lévy

Théoréme 4.1.1 (-Caractérisation de Lévy du mouvement brownien). Soit (X;,t > 0)
une martingale (locale telle que Xy = 0. On a alors les équivalences suivantes
* (X, t > 0) est un mouvement brownien standard, dans Uespace de probabilité filtré
de la martingale.
* (Xy,t > 0) est continue et (X? —t,t > 0) est une martingale (locale).
* La variation quadratique de (X;,t > 0) sur [0,t] est égale at.

Ce résultat se généralise en dimension quelconque.

4.2 Temps d’arrét

Définition 4.2.1. Un temps d’arrét (abréviation t.a.) est une variable aléatoire réelle
7 > 0, a valeurs éventuellement infinies, telle que pour tout t > 0 'événement

{wjT(w) <t} ={r<t}eF

Si la filtration est continue a droite, ce qu'on suppose toujours dans le cadre de ce
cours, on peut remplacer {7 < t} € F; dans la définition précédente par {r < t} € F;.
En effet,

ILa notion de martingale locale est plus générale que la notion de martingale au sens ot toute martingale
est une martingale locale. Cette notion de martingale locale sera introduite avec la notion de temps d’arrét
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=) {r<t}= U {r<t-— l}. Or, {r <t—1} e F,_. C #. Donc la réunion dénombrable
n n

neN*
est dans F;.

(=)

1
{Tgt}: m {T<t+ﬁ}€ m ft«k% :Ft+ :ft~
neN* neN*
4.2.1 Temps d’arrét et intervalle aléatoire
Si 7 est un t.a., la définition précédente implique que les intervalles aléatoires
|7, 400, [r,+ocl, [0,7], [0,7] et {7}

sont F;—adaptés au sens ou leur indicatrice (par exemple (]l[T,Jroo[(t),t > 0)] sont des
processus adaptés.

4.2.2 Exemples de temps d’arrét et propriétés

Soit (X;,t > 0) un processus F;—adapté, a valeurs dans R?. Pour tout ouvert A de
R?, l'instant aléatoire 74, défini par

Ta(w) = inf{t > 0; X;(w) € A},

est appelé le premier temps d’atteinte de A, ou d’entrée dans A, avec la convention
inf{0} = +o0 .

Proposition 4.2.2. Si X est un processus continu (i.e. a trajectoire continue), le temps
d’atteinte 74 est un temps d’arrét.

Preuve. Par la continuité des trajectoires du processus X :

{ra<tt=J{Xpeca}= |J {XocA}er

o<t 0<t;0eQt

Si A est un fermé de RY, avec les mémes hypothéses sur (X) on montre également que
T4 est un t.a. (ceci grace aux “conditions habituelles” sur (F;)).

4.2.3 Quelques propriétés des temps d’arrét

Proposition 4.2.3. Soit 7 un t.a.
a) SiC > 0 est une constante, C est un t.a et C + t est un t.a.
b) Sit’ est un autre t.a alors, 7 A7 = inf(r,7") et 7V 7' = sup(r, ') sont des t.a.

Preuve.

a) {rT+C <t} ={r<0V(t-C)} € For—c) C Fi
b) {TAT <t} ={inf(r,7) <t} ={r <t}u{r' <t}
{rv7 <t} ={sup(r,7) <t} ={r <t}n{r <t}
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4.2.4 Temps d’arrét et filtration

Définition 4.2.4. Soit 7 un t.a. On note F. la tribu des événements A de F tels que pour
toutt >0, An{r <t} € F, soit

Fr={AecF; An{r <t} e F,Vvt>0}.

- On peut vérifier que F, est bien une tribu :
il est claire que Q2 et () sont dans F,. Si maintenant A est dans F, alors, par
définition pour tout ¢ > 0, (AN {r < t})* = A°U{r > t} € F. Donc (A°U {r >
thn{r <t} = A°n{r <t} € F et ainsi A° € F,. La stabilité par réunion et
intersection dénombrable est triviale.

- 7 est F.-mesurable et on peut également montrer que si pour tout w, 7(w) = ¢, alors
la définition ci-dessus est compatible avec la filtration, cad que F, = F;,.

Lemme 4.2.5. toto
a) Soit A dans Fg, alors AN{S < T} € Fr. En particulier; si S < T, Fs C Fr.
b) Fsrr = Fr N Fg et les événements
{T < S}.{S < T} (T < S},{S < T}, {T = S}
sont dans Fr N Fg.

Les inégalités entre t.a. ci-dessus (par exemple S < T) peuvent étre prises au sens
presque sure car les “conditions habituelles” imposée sur la filtration assurent que tous
les négligeables sont dans les F;.

Proposition 4.2.6. Soit (X;,t > 0) un processus continu et F;—adapté, a valeurs dans
R?. Soit 7 un t.a. fini. Alors, la v.a. w — X(w),(,) est F.—-mesurable.

Preuve. Il suffit de vérifier que
pour tout 4 € B(RY), {w; X(W)rw) € Ayn{r <t} € F.

Cet événement se réécrit {w; X (w),@w)ne € A} N{T < t}.
Donc il suffit de vérifier que la variable aléatoire w — X (w),(,)r¢ €st F-mesurable. Or,
cette variable aléatoire est la composition des deux fonctions mesurables suivantes :

(0,w) € ([0,t] x Q,B([0,t]) ® F;) — 7(w) A0 € (R, B(RT))
(0,w) € ([0,] x Q,B([0,1]) ® F;) — Xo(w) € (RY, B(R?)).

4.2.5 Théoréme d’arrét et inégalité martingale

La relation de martingale, E(M;|F,) = M, peut étre étendue a des temps aléatoires
si ces temps sont des temps d’arrét bornés :

Théoréme 4.2.7. (Théoréme d’arrét). Si (M) est une F,—martingale continues (a tra-
Jectoires continues) et siT et S sont deux t.a. tels que S <T < K, K étant une constante
positive finie, alors Mt est intégrable et

E(MT|.7:5) = Ms, IP’p.s..
Si (M;) est une sous—-martingale, alors,

E(Mr|Fs) > Ms, P p.s.
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Ce résultat entraine que si 7 est un t.a. borné et (1;) une martingale, alors E(M,) =
E(Mo).

Le théoréeme d’arrét permet de démontrer I'inégalité de Dood, précédemment énoncé
a la section et que nous rappelons ici.

Les martingales sont des objets qui jouent un grand role dans la théorie des proces-
sus stochastiques, notamment parce qu'on peut leur appliquer I'inégalité maximale
suivante :

Théoréme 4.2.8. (Inégalité de Doob). Soit (M;) une F,—martingale réelle et continue
(ie a trajectoires continues). Pour tout p > 1 tel que My € LP(Q) (i.e. E|M7| < +00), ona

1) M}y := sup |M,| estdans LP(Q) (ie E|MF|P < +00).
0<t<T

2)
*P % P p 1
(B} < Lo E ()
Ce théoréme se démontre en 3 étapes :
Premiére étape

Lemme 4.2.9. Si(M;) est une F,—-martingale, alors (|M;|) est une F;—sous—-martingale.

Preuve. Soit s < t.

E(IMe||Fs) = Lia >0y E(IMe||Fs) + Liar, <oy E(| M| Fs)
Liar >0 B(M| Fs) — Liar, <oy E(M:|Fs)
== ]]-{MSZO}MS - ]]-{MS<O}MS = |M5‘

Y

Deuxiéme étape

Lemme 4.2.10. Si (M;) est une F;,—martingale continue, alors pour toute constante o > 0
aP(Mp > a) <E (|MT|]1{M;20¢}> :

Preuve. On définit 7 = inf{0 < ¢ < T;|M;| > a}. 7 est un temps d’atteinte et (|M|) est
continue donc 7 est un t.a., de méme que 7 AT

Donc E (|MT|11{M;ZQ}) —E (IE (|MT|]1{M;EQ}|.7:T/\T)> .

On remarque que {M} > a} = {r < T} est un événement de la tribu F, r. (|M;|) étant
une sous martingale, par le Théoreme d’arrét on a

E(WTW{M;@}) = E@{M;ZQ}E(IMTllﬂAT))

E (1{A4;2a}|Mr/\T|) .

IV

Or sur I'événement {M}. > a}, |[M ar| > o
Dot E (|Mrl1{a;5a1) = F (1(atz5a) ) = aP(Mj > a). ]
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Troisiéme étape
On ne sait pas a priori que E((M;)?) est fini, mais pour & > 0 fixé,

E((M7 ANE)P) < kP < 4o0.
Yy
On remarque ensuite que y? = / pxP~tdz. Donc,

0
MiAk
/ paP~tdx
0

E(MiAKP) = E
.

<
!

= /0 p.’IZ‘p_lE(]l{zgjw;})de'.

S~

P ]I{Z<M;}3;‘p_1d.%‘>

La derniere égalité s’obtient par le théoréme de Fubini, la double intégrable étant finie.
Or d’apreés le lemme précedent,

TE(Lipcnzy) = 2P(M7 > 2) < E(|Mr[1iasz>ay)-

k
Dott, E((Mj A k)?) < / PP 2E(| M| Lgas >0 )
0

cette double intégrale est finie car E|Mr| < 400,
(M;) étant une martingale.

k
= pE (MT|A l’p2]].{]w%zx}dl'>
ML Nk
= pE \MT|/ 2P 2dx
0

p . _
— EE (|Mp|(M7 AK)PTY) .

On applique I'inégalité de Holder a E (|Mr|(M; A k)P~!) : pour g tel que § + 1 =1,

-

E((M7 ARY) < P (B(Mrl?)? (B(MG ARE9)"

1 1
Il faut maintenant remarquer que (p — l)g=petque 1 — - = —.

q p
Par simplification, on obtient

) < T (E(|Mr )

=

(B((M5 A k)P) s

Comme le terme de droite ne dépend pas de k, la limite k¥ — +oco donne les points 1) et
2).

4.2.6 Intégrale d’'Ito et temps d’arrét

Théoréme 4.2.11. (Intégrale stochastique et temps d’arrét). Soient ¢ dans M%(0,T)
et T un t.a. borné par 7. Alors,
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ot
1) Le processus (M;,t € [0,T]) défini par M; = / ¢sdW, est une Fy—martingale.
0

2) Sio est un autre t.a. tel que o < 7, alors

E UT@dWS} ~0
(o] -+l ]

Proposition 4.2.12. Soit ¢ un processus de L%(0,T) et r un temps d’arrét borné par T
Alors,

T T
/ ¢0dW9=/ Lio<ry0edWy P p.s.
0 0

4.3 Intégrale d'It6 multidimensionnelle

L(R",R%) désigne 'ensemble des applications linéaires de R” dans R? (matrices d
lignes et r colonnes).

(U - V) désigne le produit scalaire entre les vecteurs U et V.

Soit (W, t > 0) un F;-mouvement brownien de dimension r. Soit ¢ un processus a
valeurs matricielles : pour tout t < T, ¢, est une v.a a valeurs dans £(R",R%). On dit
encore que ¢ est dans M%(0,7) si

Vie{l,...,d}, je{l,....,r}, (7)< € MZ(0,T).

On définit ( / ¢sdW > comme le vecteur de dimension d dont la i—-€éme coordonnée est

([ ) 5 [

On vérifie alors a l'aide de l'isometrie d’I6 (Théoréme |2.3.8) que

Proposition 4.3.1.

t
1) E: (/ qbgde) =(0,...,0).

2) Siy vérifie les mémes hypothéses que ¢

E” K/:asgdwg./:wgdwgﬂ = U trace (¢} de} U (¢ - wg)da]

4.4 Formule d’Ité6 multidimensionnelle

Soit (W, ¢t > 0) un F-mouvement brownien standard vectoriel, de dimension r, sur
un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;)i>o0,P).
Définition 4.4.1. Un processus d’Itd, est un processus X a valeurs dans R¢, continu et
adapté de la forme

t t
X = Xo+ boedf + / ogdWy P p.s.
0 0

noté encore

dXt = btdt + O'tth
X(0) = Xo

olL
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1) X, est une v.a. Fy mesurable.
2) (bi)o<i<T est un processus a valeurs dans R?, F,—adapté et tel que fOT |bs|ds <

400 Pp.s.

3) (o1)o<t<T est un processus a valeurs matricielles tel que pour tout t € [0,T], oy €
L(R",RY) N
etpourtouti =1,...,d, j =1,...,r (6,7 )o<i<r appartient a L%(0,T) (ie, o*I est Fi—

T
adapté et/ |0t |2ds < 400 P p.s.).
0

Ainsi, pour tout ¢ € [0,T], X; = (X}, ..., X{) avec pour chaque i = 1,...d,
Pp.s., X! = X} +/ b;dHZ/ oI dW.
0 =170

Comme a la section[2.5] on a que si (67 € M2(0,T)) pour touti =1,...,d, j=1,...,r,
(X:) est une martingale si et seulement si pour Lebesgue presque tout ¢t € [0,7], P — ps,
bi =0, pour touti=1,...,d.

Soit u(t, z) une fonction de [0, 7] x R¢ a valeurs dans R, de classe C12([0,7] x R¢). On
note

le gradientu

Vult,z) = (g;(t,@,lgigd) € R¢
la matrice hessienne
9%u
va(t = tr),1<ij<d R?, RY).
wertn) = (g (b1 <0 <d) € LERLRY

Proposition 4.4.2. Formule d’Ito, le cas multidimensionnel
Soit une fonction u(t,r) € C12([0,T] x R4, R).
Presque stirement, pour tout ¢ € [0, 7],

t t
u(t, Xt) =u(0, Xo) + %(S,Xs)ds +/ Vu(s, X) - dXs
0 0

1 t
+ 5/ trace (050 ug, (s, X)) ds
0

t t
:u(O,X0)+/ @(s,xs)dH/ Vu(s, X.) - dX,
o Os 0

T

1" P ik ik
z ik ik g
+ 2/0 Z 8%‘18%‘] ZUS 95 48
i,j=1 k=1

Sous forme différentielle

du

1
du(t, X;) = (3t (t, Xt) + Vu(t, Xy) - bt) dt + (Qtrace(ataﬁum(t,Xt)) dt
+ Vu(t, Xt) . O'tth.
Proposition 4.4.3. (Formule d’intégration par parties (IPP) pour des fonctions dé-

terministes du temps.)
Soit f : [0,T] — R de classe C' et W un mouvement brownien réel standard. Alors,

/0 fs)dW. = FOW, — / (s Wads.
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Preuve. On applique la formule d’It6 au produit f(¢t)W; :

FOW: = £(0)0 + /O J(s)Wods + /O F(s)dW,.

La formule précédente est sans surprise par rapport a la formule d'IPP standard.
Que se passe t'il quand on remplace f(¢) par un processus d’It6 ?

Proposition 4.4.4. (Formule d’intégration par partie stochastique (IPPS)). Soit W
un mouvement brownien réel standard.
On considere deux processus d’Ité réels X etY définis par

dXt = btdt + O'tth,
dY; = Bedt + v dWs.

Alors,
d(Xt}/;) = XtdY;g + det + O't’}/tdt,

ou encore
t t t
XY= XoYo+ [ XVt [ Vaaxo+ [ oonds,
0 0 0

En multiD on a toujours que :

Soit (W;):>0 un F—mvt brownien et (¢;)o<;<7 un processus F;—adapteé.

On peut définir 'intégrale stochastique ( fot qSSdWS)(K .
<t<

des que fOT $2ds < +oo P p.s., C'est a dire dés que ¢ € L%(0,7).

ou dés que E (fOT aﬁds) < +o0o P p.s., cad dés que ¢ € M%(0,T).
t . . T 9

(fo ¢SdWS)O§t§T est une martingale si E (fo qﬁsds) < 400,

c'est a dire si ¢ € M%(0,T) et I'isométrie d'Ité s’'applique.

La condition E ( fOT qﬁfds) < +oo est équivalente a

2
E (SUPte[o,T] ( f(f qbdeS) ) < +o00. Dans ce cas, l'isométrie d’Ito

implique que E ((fOT <;$SdWS>2> =E (j;)T ¢§ds) )

4.5 Equations différentielles stochastiques

Position du probléme : Il s’agit de résoudre des équations différentielles stochastique
vectorielles de la forme

t t
Xt:X0+/ b(s7Xs)ds+/ o (s, X )dW,, 4.1)
0 0

s’écrivant aussi sous forme différentielle

{ dXt = b(f,Xt)dt + O'(t,Xt)th.
Xo.

Précisons tout d’abord ce qu’on entend par solution. On se donne
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- un espace de probabilité filtré (Q, F,P, (F)i<r) et (W;) un Fr-mouvement brownien
standard vectoriel de dimension r.

une v.a Xy Fp-mesurable, la condition initiale de I'équation ;

une fonction mesurable b : [0, 7] x R? — R, Le vecteur b(t, ) est appelé coefficient de
dérive ou “drift” de I'équation;

une fonction mesurable o : [0,T] x R? — L(R";R?) (espace des matrices d x r). o(t, z) est
une matrice d x r appelée coefficient de diffusion de I'équation.

Définition 4.5.1. Trouver une solution a UEDS sur un intervalle de temps [0, T
signifie trouver un processus stochastique (X;,t > 0), continu, F;—adapté, qui vérifie,
- Pour tout t € [0,T], les intégrales fot b(s, Xs)ds et j(f o(s, Xs)dWy ont un sens, ie

T T
/ |b(s, Xs)|ds < 400 et / o (s, X,)||?ds < +o0, Pp.s.
0 0

En particulier, (X;,t € [0,T]) est un processus d’'Ito.
- (Xy,t € [0,T)) vérifie U'équation cad :Pp.s. Vte[0,T],

t t
Xt:X0+/ b(s,XS)ds+/ o (s, Xs)dW,.
0 0

4.5.1 Les hypothéses sous lesquelles on démontre 1’existence

On suppose que

(H) : () X € L*(Q) (ie E|Xo|? < +00) est Fy-mesurable.
(ii) 1l existe deux constantes L > 0 et K > 0 telles que pour tout ¢ € [0,7] et pour
tous z,y € R?,

[b(t, @) + llo(t,2) | < K(1+ [2])

(On dit des coefficients qu’ils sont a croissance au plus linéaire.)
b(t,z) = b(t,y)| + llo(t, ) — o(t,y)|| < Llz —yl.

(On dit des coefficients qu'’ils sont Lipschitziens)

Ci-dessus, on a utilisé la norme euclidienne sur R (avec pour tout z € R4, |z|> =
d

§ 2?) et la norme classique sur l'espace des matrices (pour toutes matrices

i=1
A€ LRYGRY, |A||? = trace(AAY)).

Théoréme 4.5.2 (de Cauchy-Lipschitz pour les EDS). Sous les hypothéses (H) précé-
dentes, pour toutes dates finales T' > 0, 'équation admet une unique solution dans
Uintervalle [0, T). De plus cette solution (X;,0 <t < T) vérifie

IE( sup |Xs|2> < 400,
0<s<T

en particulier, (X;,0 <t <T) est dans M}_(O T)-
L'unicité est au sens suivant : st (X;)icjo.1) et (Y:)ie(o,r) Sont deux solutions de (4.4), alors

Pp.s. Vte€[0,T], X; =Y.

Preuve. La preuve n’est pas trés différente du cas des EDO et s’appuie essentiellement
sur le caractére lipschitziens des coefficients. On utilise le théoréme du point fixe pour
une application contractante :
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Théoréme 4.5.3. Soient £ un espace de Hilbert et ® une application contractante de E
dans E, cad

[®(z) = (W)l < llz - ylle.
Alors, il existe un unique point =* dans E tel que ®(z*) = z*.
L’application ® a considérer est I'application qui a un processus (z;) associe le pro-

cessus (®(z);) défini par

¢ ¢
D(x)y = a0 + / b(s,xs)ds + / o(s,xg)dWs.
0 0

L’espace de Hilbert naturel est I'espace de processus M}(O ) Muni du produit scalaire

naturel (¢,¢) = E (fOT qstwtdt) et de la norme noté |[4|jp = ]E(fOT ¥2ds). Pour mettre en
évidence plus facilement la contraction, on va travailler avec la norme équivalente |||,

T
|2 =E / ey 2t |
0

ol ¢ > 0 est une constante qui reste a choisir. On a bien que |z|? < |22 < eT||z|? et

M JZ(O)T) muni de || ||, est encore un espace de Hilbert.

Supposons pour simplifier les notations que » = 1. Remarquons que si z € Mi.’(co T alors par (H)

[o(t, ze)|? + |o(t, z)[* < K(1+ |ae]?).

On en déduit facilement que ®(z) € M]Q__ Il reste a montrer que ¢ est une contraction : soient (z:) et (y¢)

0,1
deux processus de M%(()’T) tels que zo = yo = Xo

t t
B(): — By), = /0 (b(s,5) — b(s, ys))ds + /0 (05, 25) — (5, ys))dWs.
Par (z +y)2 < 2(z2 + y2),

E (|0(x): — B(y):[?) < 2 (E [ bsim) = i) Pas + 8 [ o) - o(s,ys>u2ds) .

(On a utilisé I'isométrie d’Itd, pour écrire les carrés des intégrales stochastiques comme les intégrales des
carrés.) Par la propriété de Lipschitz des coefficients, on obtient

t
E(|2(z): — ®(y)e|*) < 2(2L21E/0 |xs—ys\2ds)

t
C (IE/ |zs — ys\st) .
0

E (/OT et B(w); — <I>(y)t|2dt> - (/OT e~ E|B(z); — <I>(y)t|2dt)
c (E/OT e et (/Ot s — y5\2d5> dt) :

Or par la formule la formule d’intégration par parties usuelle, on a

T t T t T T T
/ e—ct (/ lxs — ys|2ds) dt |:(—/ efcsds) (/ lxs — ys|2ds)} +/ (/ efcsds) |ze — yt|2dt
0 0 t 0 0 0 t

=0

T1
= / - (676t — eiCT) |ze — yt|2dt
o C

T
/ 7676t|xt — yt\th.
0 &
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71 c
2@ -2 < (5[ te o —upar) < Sjo-yi2

11 suffit de choisir ¢ > C pour avoir une contraction. Par application du théoréme du point fixe, on obtient

I'existence et I'unicité d'une solution a I'’équation dans I'ensemble des processus de M ;-‘(0 7"

Pour montrer l'unicité dans la classe de tout les processus d’Ito, il suffit de prouver qu'une solution de

2
est forcement dans M]2_.(0 Ty Soit donc (X¢) une solution de . Nous allons montrer que E < sup |Xs |2> <
; 0<t<T
+o0, ce qui impliquera que (X;) € M;(o )

On pose

T, =inf{s <0,|Xs| >n} et f(t)=E < sup |X82> .
0<s<tATp

(Tn)nen est une suite croissante de t.a.. Il est facile de vérifier que f™(¢) est une fonction finie et continue.
En utilisant le méme type d’arguments que précédemment, on obtient que

s 2 s 2
sup  |Xs2 < 3 <|X0|2 +  sup (/ b(u, Xu)du) + sup (/ o(u, Xu)qu)) >
0<s<tATp 0<s<tATy \Jo 0<s<tATn \Jo

tATy 2 s 2
\XO‘Q + (/ K(1+ |Xu|)du> + sup (/ Lio,1,] (W) (u, Xu)qu))
0 0<s<t \Jo o

Le processus (1o,1,](u)o(u, Xu)) est dans M;‘(o ) (il est borné par K (1 + n)); son intégrale stochastique est
donc une martingale et I'inégalité de Doob nous donne

E <0§§; (f u[O,Tmu)a(u,xu)qu))2) <a (| Loz (W, X.)aw,) )

La derniére égalité est due a l'isométrie d’Itd. Ainsi,

tATy t
E < sup |X52> <3 (E\Xo\2 +E (T/ K21+ |Xu\)2du> +4E (/ Lo,z (w) K2 (1 + \Xu|)2du)>
0 0

A

IN

2

¢
=4E (/0 110,11 (w)o (u, Xu)Qdu) .

(@)

0<s<tATy

0<s<uATy,

tATy, t
< 3 <E|Xo|2 +E <T/ K(1+ |Xu|2)du) +4E (/ L., () K3(1 + |Xu|)2du))
0 0
tATy,
< 3(]E|Xo|2+K2(T+4)IE (/ (1+\Xu|2)du))
0
t
< 3 (JE|X0|2 +2K%(T +4) (/ (1+E sup |X52)du>> .
0

Cela donne une estimation de la forme suivante :
t
) <a+t b/ £ (w)du
0
qui se résout en utilisant le

Lemme 4.5.4 (de Gronwall). Soit g(t) une fonction continu telle que
0<9(t) < at)+5 [ ols)ds
avec 3 > 0 ett — «(t) intégrable sur [0, T]. Alors, pour tout t € [0, T]
a(6) < al)+9 [ a(s)expl(t - )8)ds.

On en déduit que, Vn € N, f*(T) < C < +oo. Le lemme de Fatou nous donne alors que

E< sup |X52> =E <liminf sup XS|2> < 1iminfE< sup |Xs|2> = liminf f™*(T) < C.
0<s<T " 0<s<TAT, n 0<s<TAT, n

Ainsi, maintenant si deux processus d'It6 (X;) et (Y;) sont deux solutions, ils sont dans MZ(0,T). Montrons
qu’ils sont indistinguables cad : P (Vt € [0,T], X; # Y;) = 0. X et Y étant des processus continus, il suffit
de montrer que V¢ € [0,T], P(X: # Y:) = 0 ou encore que P(|X; — Y| > 0) = 0. En utilisant les argument

précédents et le lemme de Grénwall, on montre que E|X; — Y;|2 = 0 ce qui implique le résultat. |
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4.5.2 Exemples d’EDS

Comme dans le cas déterministe (équation différentielle ordinaire EDO), les équa-
tions différentielles stochastiques affines, a coefficients éventuellement aléatoires,
mais bornés, admettent des solutions explicites obtenues par la méthode de variation
des constantes.

Equation linéaire : premier cas

b(t,z) = ax, o(t,z) = o et Xy € L*(Q).

L’équation
dXt = (LXtdt + O'th,
{ X, 4.2)
est de solution (unique)
t
X; = Xpe® + o/ =) qw,.
0
Equation linéaire : second cas
b(t,x) = px, o(t,z) = ox et Xy € L*(Q).
L’équation
dXt = Xt(,udt + O'th)
{ X, (4.3)

est de solution (unique)
1 2
X =Xoexp | (u— 2° Ye+oWe ).

On démontre de la méme facon que 'EDS
dX; = Xt(,utdt + O'tth), X € LQ(Q)

admet comme unique solution

t 1 t
X, = zpexp </ (s — 5(;g)ds +/ ades> .
0 0

lorsque (p) et (o;) sont des processus uniformément bornés par une constante K (ceux
ne sont pas les seules conditions sur p et o qui permettent cette conclusion).

4.5.3 Propriété de Markov et propriété de flot des EDS
Sur la propriété de Markov

Un processus (X,);>o est Markovien si son comportement futur ne dépend du passé
que par l'intermédiaire de son état présent.

Définition 4.5.5. Les processus (X,);>o est Markovien par rapport a la filtration (F;);>o
pour laquelle il est adapté, si

pour toute fonction f mesurable et bornée, pour tout , s < t,

E (f(Xe)/ Fo) =E (f(X0)/ 0(Xs)) = E (f(X1)/ Xs) .-
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Examinons le cas du mouvement Brownien. Comme toutes les fonctions mesu-
rables bornées peuvent étre approchées par une suite de fonctions réguliéres dans Cy°,
supposons un moment que la fonction générique f dans la définition ci-dessus est de
classe Cy°. Alors par la formule d'Ito,

B(FW/F) = 10V + 5 [ BIFOV.)/R] du

— W+ s vy + L / E [/ (W,)/F.] du

2 4
= ...d’ot1 on peut justifier 'existence d’'une fonction ¥(f)(-) mesurable et telle que
= v(H(Wy),

dou E [f(W:)/F,] = E[f(W:)/W.].

Flot d’'une EDS
Soit 'EDS de forme différentielle

dXt = b(t,Xt)dt—FO'(t,Xt)th, (44)

sur (Q, F,P, (Fi)i<r) et (W;) un Fi—-mvt brownien standard.
On note (X, *);<p<r la solution de qui part du point z a l'instant ¢ :

0 0
X2t — g 4 / b(s, Xt)ds + / o (s, X21)dW,, 6 € [t, T). (4.5)
t t

On suppose que
(H):

(i) Il existe deux constantes L > 0, K > 0 t.q. Vt € [0,7] et Vz,y € R?,
[b(t @) + llo(t,2) | < K1+ |z,
[b(t, ) = bt y)| + llo(t, ) — ot y)|| < Lz —yl.

(i) Les coefficients b(t,z), o(t,z) : [0,7] x R — R% L(R? R") sont des fonctions

continues.
En plus de I'hypothése (H) du Théoréme de Cauchy-Lipschitz qui assure l'existence

et I'unicité d’'une solution a 'EDS (4.4), (H) impose la continuité en temps des
coefficients.

Sous ces hypothéses, pour tout couple (¢,7) dans [0,7] x R?, 'équation admet une
unique solution (Xj")gc; 7 dans I'espace M%(O ) telle que ]E( sup |X§’t|2) < oo (cf
’ t<O<T

Théoréme 12.2 du polycopié de Calcul Stochastique).
On parle de flot de solutions.

Exemple : 1'équation dS; = S;(udt + ocdW;) a pour flot de solutions
Vo > t,Vx > 0,

YO —t) + o (Wp — Wt)> .

2
(z,t,0) — S5" = wexp ((M— %

Lemme 4.5.6. Propriété de flot de solution d’EDS. Sous les hypothéses (H’),
z,0
Vo<s<t<T, X20—xXs %
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Cette propriété est une conséquence de l'unicité de la solution (X, ’t)ge[t’T] de
sous (H).

Proposition 4.5.7. Propriété de Markov de solution d’EDS.
On suppose (H’). Soit (X;)o<i<r une solution de {4.4), de condition initiale X,. Alors,
(Xt)o<t<T est un processus de Markov par rapport a la filtration (F;) :

E(f(X)/Fs) = E(f(Xi)/Xs)
E(f(X{))

=X

Les solutions d’EDS héritent de la propriété de Markov du mouvement brownien.

4.6 Le théoréeme de Girsanov

Rappelons les caractérisations martingales de processus d’Itd de la propositions
et son corollaire :

Proposition 4.6.1.
1) Si (Mt € [0,T)) est une martingale, alors

E((Mt_M_S)2/-7:s) :E(ME_ME/}-S)'

t
2) Si (M;,t € [0,T]) est une martingale, telle que pour tout t € [0,T], M; = / bsds (avec P
0

p-s., fOT |bs|ds < +o00, pour que la martingale soit bien définie). Alors, P p.s. tout t € [0,T],
M, =0.

Corollaire 4.6.2.

1) La décomposition d’un processus d’Ité (X) est unique.

t t t t
SiXt:XOJr/ ksder/ hdeS:X()+/ bsd5+/ osdW,
0 0 0 0

alors Xog = X\, P p.s., ks = bs et hy = 05, ds X dP p.p.
2) Si(X;,t €0,T)) est une martingale de la forme

t t
Xo=Xo+ [ bads+ [ a.aw.,
0 0
alors by = 0 ds x dP p.p.

Le probléeme du changement de probabilité : Sous la probabilité P de la modélisa-
tion, on considére un processus d'Ito (Y;,t € [0,7]) de la forme

t t
Y: =Y, —|—/ bsds —|—/ osdW,, avec Vs> 0,0, > 0.
0 0

Peut-on modifier la probabilité P pour que, sous une nouvelle probabilité P, (Y, t €[0,7])
puisse s’écrire sous la forme

t
n=%+/@mg
0
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ou le processus (W;,t > 0) est un mouvement brownien sous P ?

Autrement dit, peut-on trouver une probabilité P pour laquelle le processus W, =
t

bs

/ —ds + W, soit un mouvement brownien ?
0 Os

La réponse est donnée par le Théoréme de Girsanov.

Soit (2, F, (Fi)o<i<r,P) un espace probabilisé filtré (avec une filtration vérifiant les conditions
habituelles). Soit (W, ¢ > 0) un F;—mvt brownien réel. Soit (X;,¢ € [0,7]) un processus de
MZ2(0,7).

A partir de (X), on construit le processus (Z;(X),t € [0,T]) défini par

t t
YVt e [0,T], Zy(X)=exp (—/ XstVs—%/ |XS|2ds) .
0 0

L’hypothése : On suppose que (Z;(X),¢ € [0,7]) est une martingale. En particulier
Vi, E(Z:(X)) = 1.
Sur I'espace mesurable (2, Fr) , on définit la mesure de probabilité P par

VA e Fr, P(A) =Ep(1aZr(X)).

soit (W, t € [0,1]) le processus défini par
__ t
Wt == Wt +/ XSdS.
0

Théoréme 4.6.3 (de Girsanov. ). On suppose que (Z,(X),t € [0,T]) est une P-martingale.

Sur Uespace probabilisé (2, Fr, (F;)o<i<t,P), le processus (We,t € [0,1]) est un mouve-
ment brownien standard.

Si F = Fr, P et P sont des probabilités sur le méme espace mesurable. On peut alors

~ dP
montrer que P et P sont des probabilités équivalentes et on écrit Plr= Zr(X).

Remarque 4.6.4. Le critére de Novikov. Un exemple de condition suffisante pour que
(Z(X),t € [0,T]) soit une martingale est donné par le critére suivant (dit @ Novikov) :

1 T
exp 5/ | X4|%ds
0

alors (Z:(X),t € [0,T]) est une F;—martingale continue.

SiE < 400,

Retour sur la question précédente :

Sous la probabilité P de la modélisation, on considére a nouveau le processus d’Ité
(Y, t € [0,T]) de la forme

t t t b,
Y, =Y, +/ bsds —|—/ osdW, =Y, —|—/ Os <dWS + ‘ds) .
0 0 0

Os

A l'aide du théoréme de Girsanov on peut changer la probabilité P pour que, sous
une nouvelle probabilité P, (Y;,¢ € [0,T]) puisse s’écrire sous la forme

t
Y, =Y0+/ oudV,,
0
ou (Wt, ¢ > 0) est un mouvement brownien standard sous P.
On suppose que F = Fr, et que pour tout ¢t € [0,T], b(t) < B et s, < oy < S* ou1 B, s,

et S* sont des constantes strictement positive.
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1) Identifier les processus (X;,t € [0,7]) et (Z(X),¢ € [0,T)]) tels que Z—g F=

2) Vérifier que 'on peut appliquer le théoréme de Girsanov et conclure.

Zr(X).

Théoréme 4.6.5 (Girsanov, Cameron & Martin). Soit (h,t € [0,T]) un processus pro-
gressivement mesurable tel que h € £%(0,T). Posons, pourt € [0,T],

1 t
D, = exp (/hs-dWS—/ |h5|2ds).
0 2 0

Si E[Dr] = 1, alors D est une F;-martingale et le processus W; = W, + fg hsds est une
F:-martingale sous la probabilité P*, de densité Dy sur Fr (i.e % = D).

Une condition suffisante pour que E[Dy] = 1 est donnée & nouveau par la condition

de Novikov : il suffit que
T
exp (1/ |h5|2ds>
2 Jo

4.7 Mouvement brownien et équation de la chaleur

E < +o00.

Considérons la densité gaussienne comme un noyau

gt z,y) == g(t,y — z) = \/%ﬂte"p (_(y—%a:)>

L'une des propriétés fondamentales de ce noyau est la propriété de convolution :

g(t,-) x g(s,-)(x) = /Rg(t,x —2)g(s,2)dz = g(t + s, 7)

ce qu’'on peut encore écrire en utilisant la notation précédente

ot + s,20,y) = / ot 2, 2)9(s, 7, y)dz.
R

En effet, 4+ W, est une v.a. de densité gaussienne g(t+s, z,y). D’autre part, z+ W, =
x + Wi + (Wiys — We). Par indépendance des accroissements browniens, la densité de
x + Wiy s est la convolution des densités de = + W; et de (Wi, — W;) qui sont g(¢, z,y) et
9(5,0,9).
Une deuxiéme propriété importante du noyau gaussien est :
2 1 2
%g(t,x,y) = i%g(tvxvy) = igiygg(txvy)

On dit que le noyau g est la solution fondamentale de I'équation de la chaleur.

Proposition 4.7.1.
a) Soit f une fonction mesurable bornée. La _fonction u/ (t,z) définie sur R* x R par

(t,z) — vl (t,2) = E(f(z + W)
est de classe C* en espace et en temps pour toutt > 0 et vérifie 'équation de la chaleur

0 1 02
a—}uf(mx) =592 I(t,x) pourtoutt>0etxcR,
u! (0,2) = f(z), pour tout z € R.
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b) Soit une v.a. réelle X, de densité n(z), indépendante du mouvement brownien (W, t >
0).
La densité de la loi de X, + W, égale a q(t,y) = [, g(t,z,y)m(x)dx vérifie aussi une
équation de la chaleur

0 102
= R
tq(t, Y) 50,7 q(t,y) pourtoutt>0etycR,

q(0,y) = w(y), pour touty € R.
Les résultats précédents s’étendent sans difficulté au cas du mouvement brownien

avec dérive (X7 = + bt + oW, t > 0).
X7 est de loi gaussienne décentrée N (z + bt, o?t) de densité

1 (y —x — bt)?
R v, =i ST

Il est facile de vérifier que la fonction (¢,2) — p(t, ) = gy »2(t, z,y) satisfait

0
ap(t, x) = Ly o2p(t, ).

ou L, ,» est I'opérateur différentiel du second ordre (ou générateur) associé au proces-
sus (X[F,t > 0) est défini par

Ly p26(z) = 30%" () + b6/ (@)

En effet, on a toujours d,9(t,z,y) = 6%,9(t,x,y) donc

x

0
09 o2 (t, 2, y) = En [g(oQt, x + bt, y)] = 028tg(02t, x+bt,y) + b@mg(azt, x+bt,y)

Ou encore
1
OGp.o2(t, 2, y) = 502553095,02 (t, 2, y) + 002 gp 02 (t, 2, y) = Li 02 Gp.0529(t, 2, y)

Proposition 4.7.2. Pour toute fonction f mesurable et bornée,
uwl (t,z) =E[f(x + bt + cW,)] = Ef(X]) vérifie l'équation

0
au(t,w) = Ly ,2u(t,z) pourtoutt >0 etz € R,
u(0,x) = f(z), pour tout x € R.

De plus, si f est de classe C§’2 surR™ x R,

Ef(t,XF) = f(0,2) +/0 E (Lb’(,Qf(s,X;”) + gtf(s,X;”)> ds.

Un autre exemple de lien processus-EDP (qui ne nécessite par de calcul stochas-
tique) est le cas du brownien géométrique : pour (W, ¢t > 0) un mouvement brownien
standard, on défini le processus (S7,t > 0) (x > 0) par

1
Sy =xexp <ut + oWy — 202t> .

S% est un brownien géométrique de valeur initiale x.
Pour tout ¢ > 0, S¥ suit une loi log-normale de densité

1 1 1,.7]°
It z,y) = P (—20% [log(?;) —(n—50 )t} )
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qui se déduit de la densité gaussienne par la formule de changement de variable pour
les densités.

D’autre part, pour toute fonction f mesurable et bornée sur R*, v/ (¢,z) = E[f(S¥)]
est solution de 'EDP a coefficients variables

1
Ev(t, x) = 502x28§$v(1§, x) + prdyv(t, x),

pour tout ¢ > 0 et x € RT,
v(0,z) = f(z), pour tout z € RT.

(4.6)

En effet,

1
vl (t,z) =E {f (exp (logx + oW+ (u— 202)15))}
= u/°*P(t,1og x)
ou 'EDP satisfaite par u(t,y) est associée au générateur du mouvement brownien avec

dérive X; = y + oW, + t(u — 02/2). En particulier, d’apreés la Proposition [4.7.2]

1
Ou(t,y) = 5026§yu(t,y) + (pu— 02/2)8yu(t, Y).

Pour z = ¢¥, comme v(t,z) = u(t,y) = v(t,e¥),
8tu(t7 y) = 8t’t)(t, Jj), 8yu(t7 y) = 'raa;v(t, Jj),
agyu(t, y) = 2202, v(t, x) + 20,v(t, ),

Ce qui permet de vérifier (4.6).
e Les liens avec I'équation de la chaleur, énoncé précédemment, s’étendent au cas
vectoriel sans restriction.

4.8 Lien entre EDS et EDP : la formule de Feynman-Kac

4.8.1 Le cas unidimensionnel
soit 'EDS de forme différentielle

dXt = b(t, Xt)dt + (J'(t7 Xt)th, (47)

sur (2, F,P, (Fi)i<r) et (W) un F,—mvt brownien standard de dimension 1.
On note (X;’z)tggg;p la solution de , partant de z a l'instant ¢ :

) 0
X :a:+/ b(s7X;”’t)ds+/ o (s, XTI, 6 € [t,T] 4.8)
t t

(H):casd=1
(i) Il existe deux constantes L > 0, K > 0 t.q. Vt € [0,7] et Vz,y € R?,

[b(t, 2)* + llo(t,2)|* < K (1 + |2f),
[b(t, 2) = b(t,y)| + |lo(t, ) — o(t,y)|| < Llz —yl.

(i) Les coefficients b(t,x), o(t,x) : [0,7] x R — R sont des fonctions continues.
e Sous (H'), V(t,z) € [0, T] x R, I'équation a une unique solution (X;”’t)ge[t,T] dans
|2

lespace M, ) et E ( sup | X5 ) < +o00.

t<O0<T
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e Pour tout ¢ € [0, 7], on définit I'opérateur différentiel
Li:geC*R) — Lig e CR)

par
Lig () = 50°(t,2)g" (2) + b{t,2)g/(0).

e Soit f une fonction dans C?(R) (2x continiment dérivable, bornée et a dérivées [’
et f” bornées).
Par la formule d’It6, pour tout 6 € [t, T,

0
Ef(XE) = f(x) + /t E (L. f(X24)) du.

L; est appelé le générateur infinitésimal du processus d’Ité (X;).

Théoréme 4.8.1. (Formule de Feynman-Kac dans R). Soient
- une fonction f : R — R,

- une fonction g : [0,7] x R — R,

- une fonction k : [0,7] x R — R* (cad a valeurs positives).

En plus de (H’), on suppose

(@) Il existe deux constantes C >0 et A > 1, t.q.V(t,z) € [0,T] xR
@ |f(2)] < C(1L+[z|*)
(i) |g(t, 2)] < O(1 + |2[*).

(b) Il existe une solution v(t,z) : [0,7] x R — R de classe C*2([0, T[xR) au probléeme de
Cauchy

{ %(t,x) + Liv(t,x) — k(t,x)v(t,x) = g(t, z) dans [0, T[xR,
o(T,z) = f(x), Vx € R

telle que

t <M1 2p M tu>1.
Orgntanglv(,I)\_ (14 |z[*), pourun M >0 et p >

Alors, on a que pour tout (t,z) € [0,T] x R,

o(t,z) = E[f(XQf’t)exp <—/tTk(s,X't7t)ds>]
/ " (s, X2 exp (- [ sorxztar) ds] |

-E

avec
0 0
Xyt :x-q-/ b(s,Xf’t)ds—i—/ o(s, X*dW,, 0 € [t,T).
t t
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4.8.2 Ce qui change en dimension > 1

dXt = b(t, Xt)dt —+ O'(t, Xt)th,

sur (Q, F,P, (Fi)i<r) et (W) un F,—mvt brownien standard de dimension r.
(|H) :
(i) 11 existe deux constantes L > 0, K > 0 t.q. V¢t € [0,T] et Vz,y € RY,
[b(t, 2)|* + llo(t, )| < K(1+ |2f?),
b(t, z) = b(t, y)| + o (t, 2) — ot y)|| < Llz —yl.
(i) Les coefficients b(t,z), o(t,z) : [0,7] x R — R? L(R? R") sont des fonctions
continues.
e Sous (H'), V(t,7) € [0,7] x R%, I'équation a une unique solution (X 7t)9€[t,T] dans
|2

lespace M, ) et E ( sup | X5 ) < 4o00.

t<0<T

Théoréme 4.8.2 (Formule de Feynman-Kac dans R<.). Soient
- une fonction f : R — R,
- une fonction g : [0,T] x R — R,
- une fonction k : [0,T] x R? — R* (& valeurs positives).
En plus de (H’), on suppose

a) Il existe deux constantes C > 0 et A > 1, telles que pour tout (t,z) € [0,T] x R?
@ |f(z)| < C(L+[2*)
(i) |g(t,z)| < C(1 + |z|**) Soit L, Uopérateur différentiel

d

i=1

|
Lig(z) = 3 Z aij(t,a:)a

ij=1

3

ol la matrice a = oot = < Ui,ko'j,k> .
k=1 1<4,5<d

b) Il existe une solution v(t,z) : [0,T] x R? — R de classe C*%([0, T[xR?) au probléme de
Cauchy

{ %(t,x) + Lv(t, ) — k(t, z)v(t,x) = g(t,x) dans [O7T[XR¢1’
o(T, z) = f(x), Yo € R?

vérifiant : 3M > 0 et p > 1 tels que
max |v(t,z)| < M(1+ |z|**).

0<t<T
E lf(X;’t)eXp (- /tT k(s,Xr=t)ds>]
/t " (5 X exp (- /t Tk, X;”’t)dr> ds] .

Alors,

v(t, )

—-E

Remarque 4.8.3.
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on sait écrire des conditions sur b, o, f, g et k assurant Uexistence d’une solution v au
probleme de Cauchy et satisfaisant les hypothéses du théoréme.

Par exemple les conditions suivantes :

1. Condition d’ellipticité forte : 3o > 0;

Z a; ;(t,2)yiy; > alyl’, Yy e R (endim 1, o*(t,z) > a > 0.)
1<i,j<d
2. Coefficients (a; ;),b,k bornés dans [0,T] x R%.
3. (ai;), b, k et g uniformément hélderiens dans [0,t] x R
4. fetgtq|f(@)|+lg@)| < C(1 + |o]),
Ou encore
a. Coefficients de 'EDS o(t, ), b(t,z) de classe CZ(R?).
b. f declasse C*(R?) ettqIn € N, |f(2)| + |V f ()| + || foz(2)]| < C(1 + |z|™).
c. k et g de classe C?*(R?) et bornées.

e Exemple : on considére

X() =T
dXt = b(Xt)dt + O'(t,Xt)th, te [O,T}

ou (W;) mvt brownien standard en dimension 2.
— _1.2
= o

sin(z! +22)

0 2o\ T )
1,2\ _ 01,1 01,2 1 .2\ _ Vi1
J(t,$,$)—<021 0_22)(15,;3,30)_< cos(z' +2%) 0 >
’ ’ NEST

bl (2!, 22
b(IlvﬂUZ) = < bQEml 22

~— —

et

Ecrire 'EDP satisfaite par v(t,z) = E|X%"|2.

4.8.3 Application de la formule de Feynman-Kac aux O.E.

e dans le cadre du modeéle de Black et Scholes,
e pour de O.E. de flux h = f(Sr),
e avec f continue et tq |f(z)| < A+ B|z|.

D’apreés le Théoréme de valorisation (seconde version), le prix d’arbitrage de 1'op-
tion, pour un sous-jacent de prix S; a la date t est

u(t, Sp) = Ep- (exp(—r(T — 1)) f(S7"))

=S,

Probléme : Ecrire 'EDP satisfaite par la fonction
v(t,x) = Ep- (exp(—r(T — 1)) f(S7")) -

e Alinstant T, v(T, z) = f(z).
— f est la condition finale de 'EDP.

e Le terme source g(t,z) = 0 et le terme de degré zéro k(t,z) = r.
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e Le générateur infinitésimal £; de 'EDS (S, g :
on a dSp = Sp(rdf + cdWy)

ou (W}); est un mvt brownien standard de dimension 1 sous la probabilité risque—
neutre P*.

= b(t,z) =ar et o(t,z) = xo
2
et Lip(x) = %zz(b”(x) +zrd ().
v(t,x) doit donc satisfaire le probléme de Cauchy
@(t )+"—2 2@@ ) + @(t ) —ro(t,x) = 0 dans [0, T[xR
2 T 2$8x2 T xrax ,x)—ru(t,x) = , ,
o(T,z) = f(x), Vx € R.

o Il reste a vérifier que les conditions (1,2,3,4) ou (a, b, c) sont vérifiées.
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Chapitre 5

Valorisation d’options
européennes, cadre génériques
des EDS

5.1 Description du modeéle de marché

On considére un marché ou un sous-marché composé de
- d’'un panier de titres risqués S; = (St(l), cee St(d))
- d’'un titre non risqué S}

Soit T' une date de fin de gestion, par exemple la date d’échéance d’'une option de
sous-jacent S;.

Les actifs risqués.

On supposera que le vecteur de processus de prix est décrit par un systéme d’EDS
de la forme

ds, = S, (b(t, S,)dt + o(t, St)th) (5.1)
ou encore de la forme plus compléte
dS, = S, (b(a Sy, po)dt + o (t, S, at)th> (5.2)

ou (p:,t € [0,T]) et (or,t € [0,7]) sont aussi des états du modéle (des processus de
rentabilité espérée, de volatilité stochastique) décrits par des EDS (couplées ou non
avec le processus 95).

Sop est le vecteur de prix observé aujourd’hui a la date O.

1. On s’est fixé un horizon de gestion 7T'.
2. Sur (O, F, (F,t <T),P), (W) est un mouvement brownien de dimension r.

Dans ce qui suit, on travaillera avec le modele générique (5.1), le modéle étant
un raffinement du cas générique, une fois qu’'on s’est fixé les ESD (et les browniens)
pour les facteurs supplémentaires (p;) et (oy).

Pour l'existence des flots de solution a I'EDS (5.1), on travaillera avec le méme type
d’hypothéses (H’) que pour la formule de Feynman-Kac, mais il faut prendre ne compte
la multiplication par S; dans les coefficients de 'EDS (5.1).
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(H) :
(i) 11 existe deux constantes L > 0, K > 0 telles que V¢ € [0,7T] et Vz,y € RY,

|z b(t, 2) [ + [[(2i0(,5))1<i<aa<j<r) (t 2)]12 < K(1+ []?),
|z b(t,z) — y - b(t,y)| + || (zio(i j)1<icai<j<r) (t @) — (io(ij))1<i<ar<i<r)(ty)|| < Llz —yl.

(ii) Les coefficients b(t,z), o(t,x) : [0,T] x R — R4 L(R% R") sont des fonctions
continues.

Rappelons que sous (H’), Y(t,r) € [0,7] x R%, I'équation (5.1) a une unique solution

(z,t) — (Sg"'t)ge[tj] dans l'espace M%(o ) et E< sup Sg’t|2) < +o0, pour tout (¢,z) €
’ t<0<T

[0,7] x R.

L’actif non risqué

est décrit également par I'évolution de son prix (S?)o<:<r vérifiant I'équation géné-
rique

dSY = SPr(t)dt
Sy=1

de solution

59 = exp </Ot r(s)ds) .

Pour simplifier les calculs qui vont suivre, on supposera que ¢t — r(¢) est une fonction
continue de [0,7] dans R*, dont I'évolution future est connue (cad déterministe, voir le
chapitre ?? pour des exemples de modéles de taux r(t) stochastiques)

L'ensemble des prix du marché considéré (SY, S;) est un vecteur de dimension 2.

L’actualisation
On note encore (3;) le processus de d’actualisation : 3, = 1/S? = exp (f f(f r(s)ds) et
dpy = —r(t)Bedt

Quelque soit la valeur V' d'un bien dans ce marché€, on notera V sa valeur actualisé.
Les prix actualisés des actifs de notre marché sont (S;, SY) avec

St = BiSt,
et S = 3,5° =1, pour tout ¢.

Par la formule d’intégration par parties stochastique (IPPS) (voir la proposition (4.4.4)

dS; = d(ByS:) = BidS; + Sidp;
=5 (b(t, Sy)dt + o(t, St)th> —r(t)S,dt

d’ou

dsS, = 8, ( (b(t, Sy) — r(t)1) dt + o (t, St)th). (5.3)
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Les stratégies

- Une stratégie est un processus aléatoire de dimension d + 1, F;-adapté, notée ¢ =
((bt)tST avec ¢t = (djga ¢%7 ey (ng)'

- La valeur de la stratégie ¢ a l'instant ¢ est

d
V(@) = 6057 + ) 945
i=1
On notera encore ¢, = (H{, H,), ot

- H? € R est la quantité d’actifs sans risque détenus dans le portefeuille de I'investis-
seur.

- H; € R est le vecteur des quantités d’actifs risqués détenus, et
Vt((b) = HtOStO + Hy - Sy

Les stratégies autofinancées et admissibles

Une stratégie est dite autofinancée si, une fois la mise initiale fixée, on ne consomme,
ni n’investit de liquidités supplémentaires jusqu'a 7.

Une stratégie autofinancée est un processus (¢;), a valeurs dans R?*!, F;-adapté,
vérifiant

@ [, |HY|dt < +oc et [ [Hy|2dt < +oo.

(ii) ¢ vérifie la condition d’autofinancement :

t t
%(¢):H338+H0-50+/ H3d53+/ H, - dS,. (5.4)
0 0

On a donc I'équation d’autofinancement suivante

dVy(¢) = HYdS? + H, -dS,,  avec Vi(¢) = H3SS + Hy - So.| (5.5)

La condition (i) permet de bien définir les intégrales fot H2dSY et fot H,-dS,. Pour cela,
il faut également utiliser le fait que S est un processus continu sur un intervalle [0, T,
admettant un maximum w par w.

Lemme 5.1.1.
(i) La valeur actualisée du portefeuille de stratégie ¢ est

Vi(¢) = H? + H,S,.

(i) En termes de prix actualisés, I'équation d’autofinancement devient

t
Vi(¢) = HS + HySp +/0 H,dS,.

Ou encore

dVi(¢) = H,dS;.

Preuve. Le premier point (i) est immeédiat. Pour la preuve du point (ii), rappelons que
l'autofinancement implique que dV; = HPdSY + H;dS;, ce qui signifie que V; est un pro-
cessus d'Ité qui se décompose de maniére unique : d’apres (5.5),

dVy = HYr(t)SPdt + Hy - Sy (b(t, Sp)dt + o (t, S;)dWy) .
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On peut donc appliquer la formule d’'IPPS au produit V;5; et on obtient que

dVi =B,dV; + VidB;
=B (Hr(t)SPdt + Hy - dSy) + (HS) + Hy - Sy) dBy
=B, H{r(t)SPdt + HYSYdB, + Hy - (3dS; + SidB;)

Il reste

dV, =H, - dS,

Opportunité d’arbitrage et probabilité risque neutre

Définition 5.1.2. On note Q, l'ensemble des mesures de probabilités sur (2, Fr) équiva-
lentes aP et telles que siP* € Q, alors sous P*, les prix actualisés (S;) sont des F;-martingales :

VO<s<t<T, Ep- (§t/]-"s):§S

Stratégies admissibles On suppose I'existence d'une probabilité risque neutre P* ap-
partenant a Q.

Définition 5.1.3. Une stratégie ¢ = (Hy, H;);<r est dite admissible si
a) ¢ est autofinancée;

b) sup Vi(¢) est une v.a de carré intégrable sous P* : cad
0<t<T

Ep- < sup ‘Z(¢)2) < +o0.

0<t<T

5.2 Le pricing d’option européenne
I1 faut commencer par résoudre le probléme de l'identification d'une probabilité
risque-neutre pour caractériser le marché comme étant sans arbitrage possible. consi-

dérons la dynamique du prix de l'actif risqué actualisé :
Pouvons nous trouver un processus (6},60Z ... 67) tel que pour le processus (S;),

dS, = 8, ( (b(t, Sy) — r(t)1) dt + o (t, St)th)

on ait aussi, pour chaque composante ; du vecteur de prix

dSi = = S erai,j(t, St)(efdt + de)

Jj=1

Le processus 6, doit donc satisfaire 'équation

Z%—(t, SN0 =b'(t,S;) —r(t), pouri=1,...,d (5.6)

=1
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Cas A : I’équation a une unique solution alors le marché est bien arbitré et ad-
met une unique probabilité risque-neutre. Tout les flux financiers & (de carré in-
tégrable) sont duplicable par une stratégie de couverture. On dit que le marché
est complet.

Cas B : I'’équation n’a aucune solution , il n’y a aucune probabilité risque neutre
sur ce marché. Le marché a des défaut d’arbitrage.

Cas C : I'équation a de multiples solutions le marché reste bien arbitré, mais
tout les flux financiers ne peuvent pas étre couverts. On dit que le marché est
incomplet.

Théoréme 5.2.1. En plus de 'hypothése (H’) on gjoute 'hypothése (H,) suivante :

(H,) : la matrice o est une matrice carré, r = d. De plus o est définie positive, et il existe
une constante A > 0, telle que \ < ||oc~!|| et une constante \' telle que ||o| < X.

Alors on est dans le cas A, et on identifie U'unique probabilité risque-neutre a Uaide du
théoreme de Girsanov.

Preuve. Sous les hypothéses (H,), il est facile de résoudre I'équation (5.6), en remar-
quant que

O'(t, St)Ht = b(t, St) — ’f'(t)].
etainsi 6, = o (t,5;) (b(t,S;) — r(t)1).
Le processus (0;) est donc bien déterminé de facon unique, en particulier c’est un pro-

cessus F;-adapté (par composition de fonctions mesurables avec le processus adapté
(St)). On considére le processus de dimension d, F;-adapté (W;), défini par

t
Wt* = Wt +/ est
0

t t
Z4(0) = exp </ 0SdW371/ |95|2d5).
0 2 0

Les hypothéses (H’) imposent que (6;) est un processus borné, (Z,(6)) satisfait donc au
critére de Novikov. Ainsi (Z;(6),t € [0,T]) est une P- martingale. On défini maintenant le
changement de probabilité

On pose

dP*

dP
Le théoréme de Girsanov s’applique ici, et permet d’affirmer que sous la nouvelle proba-
bilité P*, le processus (") est un mouvement Brownien sur I'espace (2, Fr,P*). L'équa-
tion du prix actualisé des actifs risqué s’écrit

= Zr(0).

dsS, = S, ( (b(t, Si) — r(£)1) dt + o2, St)th)
-3, (a(t, Sy)0dt + o, St)th)
= S,0(t, S, <9tdt + th)
= S,0(t,S)) (tht + th)
= Syo(t, Sy)dW*

Comme o(t,S;) est borné et S € M 2(0,T), on en déduit bien que (S;) est une P*- martin-
gale et P* est une probabilité risque-neutre. |
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Théoréme 5.2.2. Pour le modele de prix d’actif risqué (5.1), et sous les hypothéses (H’)
et (HO') ’

on considere P*, 'unique probabilité risque neutre du modéle,

on considére une v.a h, Fr mesurable et de carré intégrable sous P*,

(1) Siune stratégie ¢ = (HY, H;):<r admissible duplique Uoption de flux h, alors (V(¢);) est
une P* martingale.

(2) Siune stratégie ¢ = (HY, H;):<7 admissible duplique Uoption de flux h = f(St), pour f
continue, bornée ou au plus linéaire a U'infini (i.e. f(z) < A+B|z|). Alors Ep- (f*(S1)) < +00,
et

T
Vi#) = Er <exp< / r(s)ds>f<s;ﬂ> )

T
Vi) = Ep- (exp(/ T(S)ds)f@?))
t
olL on a posé
T
F(t, z) = Ep- <6Xp(/ r(s)ds)f(S?t)> .
t
(3) La stratégie de couverture ¢ est explicite : ¢ = (HY, H);<r avec
Ht = VIF(tvst)v

HY = exp(/o r(s)ds) (F(t,S;) — S - V. F(t,S¢)) .

Preuve. Montrons (1) : ¢ étant autofinancé, on a vu que
dVi(¢) = HydS; = H,S;o(t, Sy)dW.

Pour montrer que le processus K; = H,S;o(t,S;) est dans MZ(0,T), nous utilisons la
proposition suivante

Proposition 5.2.3. Soit (K;) un processus adapté, tel que fOT |K;|2ds < +00, P p.s. Alors,

T t
E (/ KS|2ds> <400 <= E / KsdW's
0 0

Dans notre cas, comme ¢ est admissible

t
/ K, dWs
0

Ainsi (K;) est dans M%(0,7T), et (V(¢);) est une P* martingale.

2

sup
t€[0,T]

< +00.

2

Ep+ | sup

te[0,T]

s (Vo))

t€[0,T]

sup (Vi6) ~ Vo))

t€[0,T]

Montrons (2) : par (1), V est une P* - martingale. Ainsi pour tout ¢ € [0, 77,

Vi(¢) = Ep- (VT/]:t)
Vi(¢) = Ep- ((B7/B)Vr(9)/Fi) -

On remarque ensuite que

(Br/Bt) = eXp(/f r(s)ds).
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Ainsi
T
Vi(¢) = Ep- (eXp(/ 7"(S)CZS)f(ST)/}'t) :
t
(S) étant une solution d’EDS, c’est un processus de Markov qui a la propriété de flot

2.0 SIO7
VO<s<t<T, S¥0=g7s 7

T
Ep-« (exp(/t r(s)ds)f(S;i’t)>

Montrons (3) : D'apres (1) et (2), V;(¢) = B F(t,S;) est une P*-martingale de dyna-
mique

On en déduit la forme

=S5}

dVi(¢) = Hy - Sy (t, S)dWy.

En appliquant la formule d’Ité a I'expression (3,F(t,S;), on pourra identifier la compo-
sante H, de la stratégie de couverture.
On souhaite donc, en particulier, appliquer la formule d’Ité a l’expression F(t,S).

Pour cela on commence par identifier la fonction F(t,z) = Ep- (exp ft (s)ds)f(S%h)) a

l'aide de la formule de Feynman-Kac. On commence par calculer la forme de 'EDS du
prix non actualisé S a partir de celle de s,

ona dS, =S,0(tS,)dW; etS, =55
Par la formule d’IPPS, on obtient

dSt = StOgtO'(t, St)th* + S?T(t)gtdt
= Si(r(t)dt + o(t, S¢)dWy).

L’opérateur différentiel L; associé a S; est donc

Lip(x Z zizja;(t, ) 8 &EZ —l—sz

i,j=1

ou la matrice a = o (¢, x)o (Z 0410, k) (t,x).
1<4,5<d

D’apres la formule d’Ité6 multidimensionnelle,

F(t,5,) =F(0.50) + / t O (s, 80)ds + / VF(s.S,) - dS,

1
+§/traceSosS)(Sa(sS Fou(s,85)) ds
0
taF t
=F(0,8)+ | S ds+/ r(s)VF (s, Ss Sds+/VFsS (s, 85 )dW?
083 0 0
1 t
+§/traceSasS)(Sa(sS Fou(s,85)) ds
0
LOF
=F(0,50) + ESSdS+/LF(SSdS—F/VFSS)SO’(SS)dW*
0

0
¢

_FOSO+/r sSals/VFSS)Sa(sS)dVV’k
0
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On calcule maintenant d(5:F(t, St)),

d(BF(t,Sy)) = BidF(t, S;) + F(t, Sy)dp,
= Ber(t)F (1, S0)dt + BV E (1, 5)Syo (1, S)AW; — r(t)5F (1, S,)dt
= B,VF(t,S;)So(t, Sy)dW;

Par identification avec df/t(qb) =H,- §to(t, S¢)dW}, on obtient que H; = VF(t,S;). [ ]
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