Chapitre 2

Langage: notions de base
et propriéetes




Concepts de base: Alphabet

» Un alphabet X est un ensemble fini, non vide,
de symboles comme par exemple les lettres
et les chiffres.

» Exemple:




Concepts de base: Mot

» Un mot w est défini sur I'alphabet X est une
suite finie et ordonnée, éventuellement vide,
d’eléments de 'alphabet.

» C’est une concaténation de chiffres, de lettres
ou de symboles appartenant a X.

» Le mot vide, noté € correspond a la suite de
symboles vide.




Concepts de base: Mot

» Exemple:

-



Concepts de base: langage

» Un langage L défini sur I'alphabet X est un
ensemble de mots defini sur I'alphabet en
question. Cet ensemble de mots peut étre fini
comme il peut étre infini.

» Exemple:




Concepts de base: langage

» Formellement, si X est un alphabet alors un
langage sur X est par définition un sous-
ensemble du monoide X*

» Exemple: soit x={a, b, c}
» Probleme: on cherche I’'ensemble des mots

qui commencent par a suivi de zéro ou
plusieurs c et se terminent par bb.

» Solution:




Concepts de base: Monoide

» Pour un alphabet fini X, le monoide X*
librement engendreé par X est ’ensemble des
suites finies u= u,u,...u, ou u; est une lettre
de X et n désigne la longueur de u avec n>=
0.

» La loi de composition interne du monoide X*
est la concaténation.

» Si X = {a, b}, alors 'ensemble X* = {g, a, b, aa,
ab, bb, aab, bba, aba, aaa, bbb,...}

» L’élément neutre € appelé aussi le mot vide
est 'unique mot de longueur O.




Concepts de base: Monoide

» Définissons tout d’abord les élements X* et
X+:
» Soit un alphabet X. L’ensemble X* des mots

définis sur X de longueur supérieur ou égale
a un est defini par:

1. Tout élement de X+ appartient a X
2. Siae Xetwe X+, alors aw e X*

3. XT ne contient que des objets obtenus en

appliquant un nombre fini de fois les regles
1 et 2.

4. X* = X+ u{e}

R
VO
VY



Concepts de base: Monoide

» Exemple:

-



Opérations sur les mots: Egalité

» Deux mots sont egaux si et seulement si ils
sont formés de la méme suite de lettre.

» Soit X un alphabet et soientue X*etve X*/
u= u;.u,...u, et
» V= V,.V,...V,, [/ U, Vi € X,

i et seulementsin=metVie{l, 2,

»u =V
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Opérations sur les mots: Egalité

» Exemple:

-
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Opérations sur les mots: Longueur

» Soit X un alphabet et soit w un mot de X*. La
longueur de w est définie par le nombre
d’occurrences de lettres de X dans w.

» Nous la notons par |w|

» Exemple :
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Opérations sur les mots: Longueur

Remarque:

» Le mot vide € n’est composé d’aucun
caractere, sa longueur est dont nulle (|e] = 0).
Pour tout mot w appartenant a un langage L,

ONa:.:W.&=8eW=W
» Nous notons |w|, le nombre d’occurrences de
la lettre a dans w.

» Exemple :
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Opeérations sur les mots: Concaténation

» La concaténation de deux mots u eX* et v e X* tels
gque U=u,.U,...u,avecu. € X,Vie{l, 2,...,ntetv =
Vi.V5...V,avec v, e X, Vie{l, 2,...,, m}est notée par
U.v = Uj.Us...U,.V7.Vo. .V .

» Remarque: 'opération de concaténation est
associative mais hon commutative.

» Soit w = u.v alors |w| = |u| + |V]
» Soit w e X* alors(u.v).w = u.(v.w) (associativité)
» Soit u, ve X* alors u.v#v.u

» Soit I’elément neutre € alors u. € = €.u = U (élement
heutre)
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Opérations sur les mots: Concaténation

» Soient u et v deux mots définies comme suit:
2 U=U]U2U3Un Et V:V]V2V3Vn
» La concaténation de u et v est le mot:

W= U] U2U3...Un. V]V2V3...Vn
Exemple:
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Opeérations sur les mots

Exercice:

Soit X

Soit X

= {a, b}; e estil un langage?

= {a, b} ; {e} est il un langage?
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Opérations sur les mots: Facteur

» Soit X un alphabet et w € X*. Le mot u € X*
est un facteur de w si et seulement si
w=u’.u.u’’ avec u’, u’ e X*.

» Siu’. u”’ #¢ alors dans ce cas nous désignons
par u un facteur propre de w.

» Siu’ = ¢ alors w=u.u’’ et dans ce cas nous
désignons par u un facteur gauche de w ou
préefixe de w.

» Siu’ = ¢ alors w=u’.u et dans ce cas nous
désignons par u un facteur droit de w ou
suffixe de w.
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Opérations sur les mots: Facteur

» Exemplel:

-
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Opérations sur les mots: Facteur

» Exemple 2:

-
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Opérations sur les mots: Miroir

» L’opération miroir associe a un mot
W=Uu,U,...u, le méme mot mais renversé. On
le note wR=u,...u,u,.

» Pour les mots w, w,, w, definis sur I’alphabet
X ont les propriétés suivantes:

» 1-si w = wR, alors le mot w est appelé un
palindrome

» 2— (WRR =w
» 3— (w;w,)R = wRw, R
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Opérations sur les mots: Miroir

» Exemple 1:

-
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Opérations sur les mots: Puissance

» La puissance d’'un mot w, noté w, ou n > 0 est
définie par:

» T-wl = ¢

y 2- Wt = whw

» Soit X un alphabet et soit w e X*

» Les deux écritures suivantes sont
équivalentes

» W= abbbba = ab“a
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Opérations sur les mots: Puissance

» Pour le mot w= abcc défini sur I’alphabet X =
{a, b, c}, on a:

» wl= abcc

» w3 = abcc abcc abcc

» Exemple:
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Représentation des langages:

Définition par propriétés (qualitative)

» Définition textuelle: L1 est un langage définie
sur I'alphabet X composé des mots formeés

d’une suite de a suivi d’'une suite de b avec le
nombre de a egale au nombre de b.

» Définition qualitative:
» LT ={w e X* /w=a"b";n>1}
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Représentation des langages:
Définition par propriétés (qualitative)

» Exemple:
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Représentation des langages:
Définition recursive

» La définition des élements d’un langage fait
référence aux eléments de ce meéme langage.
On dit alors que cette définition est récursive.
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Exercice:

» 1- Donner la définition qualitative (par

propriéte) du langage dont les mots
commencent par le chiffre O, suivit de O ou

plusieurs occurrences du chiffre 1 et se
termine par O.

» 2- Donner une définition par propriété du
langage dont les mots sont formés par O ou
plusieurs occurrences du facteur ab.

» 3— Soit X = {a, b}. Donner la définition
qgualitative du langage dont la taille des mots
est impair.
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Solution




Opération sur les langages

» Les langages sont des ensembles de mots.

» Les opérations habituelles concernant les
ensembles telles que I’ union, I’intersection, et
la complementarite sont alors tout a fait
applicables aux langages.
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Opération sur les langages: Egalité

» Soit L, et L, deux langages engendré sur X*.
On dit que les deux langages sont égaux (L,
= L,) si et seulementsivwe L, alorswe L,
etvwel,alorswe L,.
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Opération sur les langages: union,
Intersection

» L’'union de deux langages L, et L, définis sur

I’alp
(L
et a

nabet X (L;UL,) et leur intersection
_,) correspondent exactement a l'union

'intersection d’ensembles.

» Soit X un alphabet et soit deux langages L, et

_, engendrés sur X*.
» Liub, ={we X* /we L, ouw e L,}
»LinL, ={we X* /we L, etwe L,}
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Opération sur les langages: union,
Intersection

» Exemple:

-
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Opération sur les langages:
Complémentarité

» Soit un langage L défini sur I'alphabet X. La
complémentarité de L noté L, est définie par:

y L=X*\L={we X*/weg L}
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Opération sur les langages:
Concaténation

» Soient L, et L, deux langages définis sur
I’alphabet X, 'opération de concaténation est
définie comme suit:

» Li.L, ={w e X* /w = u.vavec uel, etv e L,}
» L’élément neutre de I'opération de

concaténation est donc I’'ensemble Le= {&}
(L.L, =L.,.L=1L) et I’élément absorbant le

langage G (L. ¥ = J.L= O)

34



Opération sur les langages:
Concaténation

» Exemple:

-
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Opération sur les langages:
Puissance

» La puissance d’un langage L, noté Lhoun=>0
est définie par:

» 1- L0 = L = {&}

y 2—- Lh+1= "L

» Exemple:
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Opération sur les langages:
Fermeture itérative

» La fermeture itérative d’un langage L, notee
L* est I'’ensemble des mots résultant d’une
concaténation d’un nombre fini de mots de L.

» Formellement on a:
» L* = LOuLl'ul?u... = Uy L

» Le mot vide appartient donc a L* mais pas
forcement a L* qui est définie comme suit:

L+ = L'ulu Bu ... = U, L'=L*.L
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Opération sur les langages:
Fermeture itérative

» La concaténation de langage est distributive
par rapport a I'union.

» Soit X un alphabet et L,, L, et L; engendrés
sur X*

4 (L]ULz). L3 — (L'|.L3) U(Lz.L3)

» Si LycL, alors L;.L; < L,.L;
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