
Chapitre 1

Introduction aux vecteurs et

matrices

Notation : pour définir un cadre général non limité aux vecteurs, dans
tout ce paragraphe E représente un espace vectoriel sur R

1.1 Vecteurs

Définition 1 On appelle vecteur x un élément de l’espace vectoriel R
n sur

R. C’est un ensemble ordonné d’élements de R, souvent noté des manières
suivantes :

x = (x1, x2, · · · , xn)t x =











x1

x2
...
xn











Comme R
n est un espace vectoriel sur R, il est donc muni des propriétés

classiques d’un espace vectoriel : soit x et y ∈ R
n et α, β ∈ R alors :

– (αβ)x = α(βx)
– (α + β)x = αx + βx
– α(x + y) = αx + αy
– 1x = x

où

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)t αx = (αx1, αx2, · · · , αxn)t

Définition 2 On appelle produit scalaire sur E une application de E × E
sur R :

(x, y) −→ 〈x, y〉 = (x, y)E

possédant les propriétés suivantes :
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– 〈x, x〉 ≥ 0
– 〈x, x〉 = 0⇒ x = 0
– 〈x, y〉 = 〈y, x〉
– 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉
– 〈x, αy〉 = α〈x, y〉 ∀α ∈ R

Corollaire 1 Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Définition 3 On appelle norme sur E une application de E dans R+ :

x→ ‖x‖
qui possède les propriétés suivantes :

– ‖x‖ = 0⇔ x = 0
– ‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀α ∈ R

– ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Définition 4 On appelle un espace euclidien un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire qui permet de définir une norme par la relation :

‖x‖2 = 〈x, x〉

Théoreme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Quelque soit x et y appartenant à un espace euclidien, on a

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖
Preuve

Définition 5 (Norme euclidienne sur R
n) Dans l’espace vectoriel R

n, on
définit la norme euclidienne d’un vecteur x par :

‖x‖2 = 〈x, x〉 =

n
∑

i=1

x2
i

le produit scalaire associé étant :

〈x, y〉 =

n
∑

i=1

xiyi

Sur l’espace vectoriel R
n, d’autres normes que la norme euclidienne peuvent

être définis . Par exemple, l’application suivante définit une norme :

x→ ‖x‖p =

(

n
∑

i=1

xp
i

)
1
p

∀p ≥ 1

les cas les plus usités étant :

‖x‖1 =
n
∑

i=1

|xi| ‖x‖∞ = max
i=1···n

|xi|

respectivement appelé norme 1 et norme infinie.
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Définition 6 On appelle une base orthogonale de R
n tout ensemble de n

vecteurs {b1, · · · , bn} telle :
– ∀x ∈ R

n ∃!{αi} tel que x =
∑n

i=1 αibi

– 〈bi, bj〉 = 0 si i 6= j

Il existe une base particulière appelée base canonique définit de la manière
suivante :

Définition 7 On appelle base canonique la base composée des vecteurs {ei}i=1···n

telle que le j-ième élément de ei vaut 0 sauf si i = j dans ce cas, il vaut 1.

ei =

















0
...
1
...
0

















← i-ème élément

Ainsi tout vecteur x de R
n se décompose sur la base canonique de la manière

suivante :

∀x ∈ R
n, x =

n
∑

i=1

〈x, ei〉ei =

n
∑

i=1

xiei

1.2 Matrices

Définition 8 Une matrice d’éléments de R est un tableau à deux dimen-
sions composé de m lignes et n colonnes où chaque élément appartient à R.
L’ensemble des matrices de R de dimensions m, n est noté Mm,n et forme
un espace vectoriel sur R.

On notera X un élément deMm,n et xi,j ou [X]i,j l’élément à la i-ième ligne
et j-ième colonne de la matrice X.

X =

























x1,1 x1,2 x1,3 · · · x1,j · · · x1,n

x2,1 x2,2 x2,3 · · · x2,j · · · x2,n

x3,1 x3,2 x3,3 · · · x3,j · · · x3,n

...
...

...
. . .

...
. . .

...
xi,1 xi,2 xi,3 · · · xi,j · · · xi,n

...
...

...
. . .

...
. . .

...
xm,1 xm,2 xm,3 · · · xm,j · · · xm,n

























L’opération d’addition de deux matrices et de multiplication d’une matrice
par un scalaire de R sont définis par les relations suivantes :

X + Y = [xi,j + yi,j]m,n 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
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αX = [αxi,j ]m,n 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

Définition 9 On appelle transposé de X, la matrice X t telle que :

[Xt]i,j = xj,i 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

1.2.1 Multiplications de matrices

De par sa structure d’espace vectoriels, l’addition de matrices et la multi-
plication de matrices par un scalaire sont des opérations simples. Cependant,
il est possible de définir une multiplication de matrices.

Proposition 1.2.1.1 soit X ∈ Mm,n et Y ∈ Mn,p alors le produit Z ∈
Mm,p des matrices X et Y est donné par la formule suivante :

zi,j =
∑

k=1n

xi,kyk,j 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

De manière général, le produit de matrices n’est pas commutatif, c’est-à-dire
que XY n’est pas toujours égale à Y X. Par contre, les quelques propriétés
suivantes de la multiplication de matrices sont aisément vérifiables :

Propriété En supposant que les matrices A,B et C sont de dimensions telles
que leurs multiplications soient possibles, α ∈ R, on a :
– C(A + B) = CA + CB
– (A + B)C = AC + BC
– A(BC) = (AB)C = ABC
– α(AB) = (αA)B = A(αB)

Pour les matrices carrés appartenant à Mn,n, on définit la matrice identité
I la matrice telle que :

[I]i,j =

{

1 si i = j
0 sinon

et vérifiant la propriété suivante :

∀A ∈Mn,n AI = IA = A

1.2.2 Matrice Bloc

1.2.3 Inversion de matrice

Le concept d’inverse peut être généraliser aux matrices mais doit être
utiliser avec précaution.

Définition 10 On dit qu’une matrice X ∈ Mn,n est non-singulière ou in-
versible si il existe une matrice de Mn,n noté X−1 telle que :

XX−1 = X−1X = I
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1.2.4 Déterminant d’une matrice

A chaque matrice carré A d’ordre n i.e appartenant à Mn,n, on peut
associer un scalaire appelé le déterminant de A noté habituellement :

det(A) ou |A|

Ce scalaire est indispensable pour l’étude et la recherche des propriétés des
matrices carrés et jouent un rôle important dans les systèmes d’équations
linéaires.

Pour définir la notion de déterminant, quelques autres points doivent
être introduites.

Définition 11 une permutation σ de l’ensemble {1, 2, · · · , n} est une bi-
jection de l’ensemble sur lui-même. On peut également voir cela comme un
réarrangement des nombres 1, 2, · · · , n.

On appelle transposition une permutation qui n’échange que deux éléments
consécutifs : on note τj la transposition qui permute j et j + 1.

L’ensemble de toutes les permutations est noté Sn et le cardinal de Sn

vaut n!

une permutation σ est désignée par :

σ =

(

1 2 · · · n
j1 j2 · · · jn

)

ou σ(i) = ji ∀i ou σ = j1j2 · · · jn

Proposition 1.2.4.1 Toute permutation peut être écrit comme un produit
de transpositions. Cette décomposition n’est cependant pas unique mais la pa-
rité du nombre de transpositions est constante quelque soit la décomposition
considérée.

Définition 12 On appelle signature d’une permutation σ le nombre, noté
sign(σ), qui vaut 1 si le nombre de transpositions permettant de décomposer
la permutation est paire et −1 sinon.

Définition 13 On appelle déterminant d’une matrice A ∈Mn,n le nombre :

det(A) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n)

Lorsque n augmente, le nombre de termes dans la somme composant le cal-
cul du détérminant augmente de manière drastique et devient rapidement
difficile à calculer. Cependant, il est possible de proposer une formulation
du déterminant plus aisée à mettre en oeuvre.
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On note A|i,j| la matrice mineure de A obtenue en supprimant la ligne i et
la colonne j.

A|i,j| =





















a1,1 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1,n

...
...

...
...

. . .
...

ai−1,1 ai−1,2 ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 ai+1,2 ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

. . .
...

am,1 · · · am,j−1 am,j+1 · · · am,n





















Théoreme 2 (Développement selon une colonne)
On peut calculer le déterminant en utilisant le développement suivant une
colonne :

∀j ∈ {1, · · · n}, det(A) =

n
∑

i=1

ai,j(−1)i+j
∣

∣A|i,j|

∣

∣

Voici maintenant une liste de propriétés fondamentales du déterminant :
– |I| = 1
– |A| = |At|
– si deux colonnes de A sont égales alors |A| = 0
– si σ une permutation de Sn alors

det(Aσ(1), Aσ(2), · · · , Aσ(n)) = sign(σ)det(A)

– l’application qui a une colonne de A fait correspondre le déterminant
de A est linéaire, ainsi pour tout j :

det(A1, A2, · · · , αAj , · · ·An) = αdet(A), ∀α ∈ R

et

det(A1, A2, · · · , x+y, · · ·An) = det(A1, A2, · · · , x, · · ·An)+det(A1, A2, · · · , y, · · ·An)

– Si une colonne est combinaison linéaire des autres alors |A| = 0
– |AB| = |A||B|

Une relation importante relie l’inversibilité d’une matrice et le déterminant :

Théoreme 3 Une matrice A est inversible ou non-singulière si son déterminant
est non nul.



Chapitre 2

Vecteurs propres et Valeurs

propres de matrices

2.1 Définition et propriétés

2.1.1 définitions

Soit A une matrice carrée d’élements de C appartenant à Mn,n, un
scalaire λ ∈ C est appelé une valeur propre de A s’il existe un vecteur
x ∈ C

n non nul tel que :
Ax = λx

Le vecteur x satisfaisant cette relation est appelé vecteur propre de A cor-
respondant à la valeur propre λ

Définition 14 On appelle spectre de la matrice A l’ensemble des valeurs
propres de A.

Définition 15 Le rayon spectral de A est le nombre ρ(A) = maxi=1···N |λi|

Remarque 1 L’ensemble Eλ de tous les vecteurs propres associés à λ est
un sous-espace de C

n appelé sous-espace propre à λ

Remarque 2 Un vecteur propre n’est défini qu’à un facteur multiplicatif
près :

Ax = λx⇔ A(αx) = λ(αx) ∀α 6= 0

On peut donc choisir α de sorte que ‖x‖ = 1.

Le théorème suivant permet d’avoir une règle principale pour calculer les
valeurs propres et vecteurs propres.

Théoreme 4 Soit A une matrice carrée sur de n éléments de C, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

7
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1. un scalaire λ est une valeur propre de A

2. la matrice M = A− λI est singulière

3. le scalaire λ est une racine du polynome de degré n appelé polynome
caractéristique de A :

PA(λ) = det(A− λI)

Remarque 3 On peut donc déduire grâce aux propriétés des polynomes et
leurs racines, que le polynome caractéristique de A s’écrit :

PA(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

k2 · · · (λ− λp)
kp

où les λi sont les p racines distinctes de PA(λ), ki est la multiplicité de la
racine λi.

Remarque 4 Si on se restreint à des matrices d’élements de R et des va-
leurs propres dans R, certaines matrices peuvent ne pas avoir de valeurs
propres et de vecteurs propres.

2.2 Diagonalisation des matrices

2.2.1 Définitions

Définition 16 Soit A une matrice carré d’ordre n, on dit que la matrice
B ∈Mn,n est semblable à A si il existe une matrice S telle que :

B = S−1AS

Définition 17 une matrice A est dite diagonalisable s’il existe une matrice
non-singulière P telle que la matrice D = P −1AP soit diagonale, c’est à
dire si A est semblable à une matrice diagonale D.

Le thèorème suivant permet de caractériser les matrices diagonalisables.

Théoreme 5 Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est diagonalisable si et
seulement si A possède N vecteurs propres linéairement indépendants. Dans
ce cas, les éleménts diagonaux de D sont les valeurs propres correspondantes
de A et D = P−1AP où P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
propres de A.

Preuve

Proposition 2.2.1.1 Les vecteurs propres associés à des valeurs propres
distinctes sont linéairement indépendant.

Preuve

Corollaire 2 Si une matrice A d’ordre n admet n valeurs propres distinctes
alors A est diagonalisable
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2.3 Algorithme de diagonalisation

Dans ce paragraphe, un algorithme permettant de déterminer les valeurs
propres et vecteurs propres d’une matrice A est proposé.

1. Etape 1 - Trouver le polynôme caractéristique PA(λ) de A

2. Etape 2 - Calculer les racines de PA(λ) afin de déterminer le spectre
de A

3. Etape 3 - répéter (a) et (b) pour chaque valeur propre λ de A

(a) Former la matrice M = A− λI

(b) Trouver une base de l’espace solution du système Mx = 0. (les
vecteurs de cette base sont des vecteurs propres linéairement
indépendants associés à λ

4. Soit S = {x1, · · · , xm} l’ensemble des vecteurs propres obtenus à
l’étape précédent. Si m 6= n alors A n’est pas diagonalisable et si
m = n alors on pose P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
{x1, · · · , xm} alors :

D = P−1AP =











λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn











2.4 Diagonalisation des matrices symétriques réelles

Dans ce paragraphe, le problème de diagonalisation des matrices symétriques
réelles est considéré. En effet, beaucoup de matrices réelles ne sont pas dia-
gonalisables car elles peuvent ne pas avoir de valeurs propres réelles.

Définition 18 On appelle matrice adjointe de A la matrice notée A∗ dont
le terme général est :

a∗i,j = āj,i

Définition 19 On dit que une matrice est normale si A∗A = AA∗.

Théoreme 6 A est une matrice normale si et seulement si il existe une
matrice unitaire U (i.e U ∗U = I) telle que :

A = UDU∗

où D est la matrice diagonale formée de valeurs propres. Autrement dit, une
matrice normale est diagonalisable et les vecteurs propres sont orthogonaux.

Preuve voir Théodore et Lascaux p 51
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Théoreme 2.4.0.1 Une matrice hermitienne (i.e telle que A∗ = A) est
diagonalisable. Ses valeurs propres sont réelles et ses vecteurs propres or-
thogonaux.

Corollaire 3 Une matrice symétrique et réelle est diagonalisable. Ses va-
leurs propres sont réelles et les vecteurs propres sont orthogonaux



Chapitre 3

Applications linéaires

3.1 Rappels sur les applications

Définition 20 Soit A et B deux ensembles non vides quelconques. Suppo-
sons qu’à un élément de A, on fait correspondre un unique élément de B
alors l’ensemble de ces correspondances forment les applications de A vers
B. Une application f de A vers B est notée :

f : A→ B

On note f(a), l’élément de B associé à a par l’application f . f(a) est appelé
l’image de a par f .

Soit une application f : A→ B. Si A′ est un sous-ensemble de A alors f(A′)
désigne l’ensemble des images de A′. Si B′ est un sous-ensemble de B alors
f−1(B′) désigne l’ensemble des éléments de A dont l’image appartient à B ′ :

f(A′) = {f(a) : a ∈ A} f−1(B′) = a ∈ A : f(a) ∈ B ′

f(A′) est appelé image de A′ et f−1(B′) image réciproque ou préimage de
B′.

Exemple 1 Quelques exemples d’application :

1. Soit f : R→ R l’application qui à tout réel x associe son carré :

x 7→ x2 ou f(x) = x2

2. Soit la matrice A ∈M2,3 :

A =

(

1 −3 5
2 4 −1

)

11
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alors la matrice A détermine une application de R
3 dans R

2 définie
par :

x 7→ Ax = F (x) avec x ∈ R
3

Ainsi si x = (3, 1, 2)t alors F (x) = (−10, 12)t

Définition 21 Composition de fonctions :
Soit deux applications f : A → B et g : B → C. On peut construire une
application composée de A→ C définie par :

a 7→ g(f(a)) = (g ◦ f)(a)

La composition d’applications est une opération associative.

Définition 22 1. Une application f : A→ B est injective si deux éléments
distincts de A ont des images distinctes :

si a 6= a′ ⇒ f(a) 6= f(a′)

2. Une application f : A → B est surjective si tout élément b de B est
l’image d’au moins un élément de A.

∀b ∈ B,∃a ∈ A tel que b = f(a)

3. Soit A un ensemble quelconque : l’application f : A → A définie par
f(a) = a. On appelle cette application l’application identité et elle est
notée 1A.

4. Soit f : A → B, l’applicationg : B → A est appelée l’inverse de f et
notée f−1 si :

f ◦ g = 1B g ◦ f = 1A

Dans ce cas, on dit que f est une application inversible et on peut
montrer que f est inversible si et seulement si f est injective et sur-
jective. Ainsi si b ∈ B alors f−1(b) = a où a est l’unique élémént de
A tel que f(a) = b.

3.2 Applications linéaires

Définition 23 Soit E et F deux espaces vectoriels sur un même corps K.
Une application f : E → F est une application linéaire si elle vérifie les
deux conditions suivantes :

1. ∀x, y ∈ E, f(x + y) = f(x) + f(y)

2. ∀x ∈ E,∀α ∈ K, f(αx) = αf(x)
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Remarque 5 La condition f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) est une autre
condition qui s’obtient en appliquant les deux conditions de linéarités. Elle
caractérise complétement les applications linéaires et de ce fait et parfois
utilisée en tant que définition.

Exemple 2 1. Soit A une matrice m× n sur un corps K. A détermine
une application f : K

m → K
n par la correspondance x 7→ Ax. On peut

montrer grâce aux propriétés des matrices que f est une application
linéaire.

3.2.1 Noyau et Image

Définition 24 soit f : E → F une application linéaire, l’image de f notée
Imf est l’ensemble des vecteurs de F images par f des élements de E :

Imf = {y ∈ F : f(x) = y,∀x ∈ E}

le noyau de f noté Kerf est l’ensemble des élements de E dont l’image par
f est 0U .

Kerf = {x ∈ E : f(x) = 0}

Exemple 3

Théoreme 7 Soit f : E → F une application linéaire de E vers F alors
Im f est un sous-espace de F et Kerf un sous-espace de E.

Théoreme 8 Supposons que les vecteurs {e(1), · · · , e(n)} engendrent l’es-
pace E, alors, les vecteurs {f(e(1)), · · · , f(e(n)) engendrent Im f

Théoreme 9 On a également les équivalences suivantes :

1. f injective ⇔ Kerf = 0

2. f surjective ⇔ Imf = F

Théoreme 10 Soit {e(1), · · · , e(n)} une base de E

1. f injective ⇒ {f(e(1)), · · · , f(e(n))} forme une base de Im f

2. f surjective⇒ {f(e(1)), · · · , f(e(n))} engendrent F

3.2.2 Rang et Nullité

Rapellons tout d’abord qu’un espace vectoriel E est dit de dimension
finie n si E admet une base ayant n éléments et on note :

dimE = n
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Théoreme 11 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f une ap-
plication linéaire de E vers F alors,

dim E = dim Kerf + dim Im f

Soit f : E → F une application linéaire, alors le rang de f est la dimension
de son espace image et la nullité de f la dimension de son noyau :

rang f = dim Im f nullité f = dim Ker f

Ainsi, l’équation du théorème précédent peut s’écrire :

rang f + nullité f = dim E

3.2.3 Applications linéaires singulières

3.3 Opérations sur les applications linéaires

Les applications linéaires peuvent être combinés de manière diverses afin
d’obtenir d’autres applications linéaires.

Ainsi, si on définit la somme de deux applications linéaires f et g tout
deux définies de E vers F comme étant :

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ E

et la multiplication par un scalaire comme :

∀α ∈ K, x ∈ E, (αf)(x) = αf(x)

alors on peut énoncer le théorème suivant :

Théoreme 12 :
Soit E et F deux espaces vectoriels sur un corps K, alors l’ensemble de
toutes les applications linéaires de E vers F munies de l’opération d’addition
vectorielle et de multiplication par un scalaire forme un espace vectoriel sur
K.

De la même manière que pour les applications, on peut définir la composition
d’applications linéaires. En effet, si f et g sont deux applications linéaires
de sorte que g ◦ f soit définies alors cette dernière est également linéaire.

Par ailleurs, les opérations d’additions et de multiplications d’application
linéaires et la composition sont réliées de la façon suivante :

Théoreme 13 Soit E,F,G trois espaces vectoriels définis sur K et f, f ′

deux application linéaires de E vers F et g, g ′ deux applications linéaires de
F vers G alors, on a :



3.3. OPÉRATIONS SUR LES APPLICATIONS LINÉAIRES 15

1. g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′

2. (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f

3. α(g ◦ f) = αg ◦ f = g ◦ αf α ∈ K
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Chapitre 4

Matrices et Applications

linéaires

4.1 Représentation matricielle d’une application

linéaire quelconque

Soit A une application linéaire de E dans F où E et F sont des espaces
tels que dim E = m et dim F = n. Soit {e1, · · · , em} et {f1, · · · , fm} des
bases arbitraires de E et F . L’expression des images des vecteurs de la base
ded E par l’application linéaire est donné par :

A(e1) = a11f1 + a12f2 + · · ·+ a1nfn

A(e2) = a21f1 + a22f2 + · · ·+ a2nfn

... =
...

A(em) = am1f1 + am2f2 + · · ·+ amnfn

la matrice notée [A]fe, et obtenue par la transposition des coefficients ci-
dessus est appellé la représentation matricielle de A relativement à la base
e et f :

[A]fe =











a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
. . . · · ·

a1n a2m · · · amn











Cette matrice permet d’obtenir les coordonnées dans F de l’image d’un
vecteur x ∈ E par la relation suivante :

∀x ∈ E, [A]fe[x]e = [A(x)]f

17
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Théoreme 14 L’application qui à A associe [A] est une application linéaire
bijective de l’espace des applications linéaires de E dans F sur l’espace vec-
toriel des matrices.

Remarque 6 Une matrice de réel de dimension m × n a été identifiée
à l’application linéaire de R

n dans R
m définie par x 7→ Ax. Le théorème

précédent permet de généraliser cette identification à l’ensemble des appli-
cations linéaires d’un espace de dimension finie dans un autre espace de
dimension finie. Dans ce cas la matrice est identifiée à l’application qui
x ∈ E associe [A(x)]f = [A][x]e

Remarque 7 La bijectivité entre l’espace des matrices et l’espace des ap-
plications linéaires peuvent induire un abus de notation entre A et [A]fe.

La multiplication matricielle a été définie de façon arbitraire dans les cha-
pitres précédents. Cependant, on peut montrer que cette définition est en
fait liée à la composition d’applications linéaires.

Théoreme 15 Soit {ei}, {fi} et {gi} des bases de E, F , et G respective-
ment. Soit A : E → F et B : F → G des applications linéaires, alors :

[B ◦A]ge = [A]gf [A]fe

4.1.1 Changement de base

La réprésentation matricielle d’une application dépend des bases de E
et F et il est possible d’analyser comment se comporte la réprésentation
matricielle lorsque qu’on change de base.

Définition 25 Soit la famille {e1, · · · en} une base de E et {e′

1, · · · e
′

n} une
autre base de E. On a :

∀i e
′

i =
∑

j=1n

pi,jej

la matrice P de terme général [P ]i,j = pj,i est appelé matrice de passage de
la base e à la base e

′

Propriété Soit P une matrice de passage d’une base e à la base e
′

, alors P est
inversible et P−1 est la matrice de passage de e

′

à e et on a :

∀x ∈ E, P [x]e′ = [x]e

Théoreme 16 Soit P la matrice de passage d’une base {ei} vers une base
{e′

i} et Q la matrice de passage de {fi} vers {f ′

i} alors pour une application
linéaire quelconque A de E dans F , on a :

[A]f
′

e′ = Q−1[A]feP

En d’autres termes si la matrice A représente une application relativement
à des bases données la matrice B = Q−1AP représente la même application
dans deux autres bases avec P et Q les matrices de passages.
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4.2 Opérateurs linéaires et matrices

Définition 26 Un opérateur linéaire est une application linéaire d’un es-
pace vectoriel E vers E. On les appelle également endomorphisme de E dans
E et on note L(E) l’ensemble de ces opérateurs.

Définition 27 Un opérateur linéaire T ∈ L(E) est dit inversible si il existe
un opérateur noté T−1 ∈ L(E) tel que :

T ◦ T−1 = T−1 ◦ T = I

Théoreme 17 Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel E de
dimension fini n. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. T est non singulier i.e Ker T = {0}
2. T est injectif

3. T est surjectif

4. T est inversible i.e T est bijective.

Preuve

4.2.1 Représentation matricielle des opérateurs linéaires

La représentation matricielle des opérateurs linéaires est un cas particu-
lier du cas général décrit précédemment. Soit T un opérateur linéaire dans
E et {ei} une base de E alors de manière générale, on écrit :

T (ei) =
∑

aijej

est la matrice [T ] associée à l’opérateur T est de terme général [T ]i,j = aji.

Exemple 4 Considérons l’opérateur A : R
2 → R

2 qui a (x, y) 7→ (4x −
2y, 2x + y) et les bases de R

2 suivantes :

S =

{(

1
1

)

,

(

−1
0

)}

E : base canonique

alors :

[A]S =

(

3 −2
1 2

)

[A]E =

(

4 −2
2 1

)

Le cas du changement de base reste également un cas particulier du cas
général qui a été présenté précedemment :

Théoreme 18 Soit P la matrice de passage de la base {e} à la base {e′},
alors pour tout opérateur linéaire de L(E), on a :

[T ]e′ = P−1[A]eP

Théoreme 19 Deux matrices A et B représentent le même opérateur linéaire
si et seulement si elles sont semblables.



20 CHAPITRE 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINÉAIRES

4.2.2 Diagonalisation d’opérateurs linéaires

Un opérateur linéaire T est dit diagonalisable si T peut être représenté
par une matrice diagonale D. Ainsi, T est diagonalisable si il existe une base
E = {ei} telle que :

∀i, T (ei) = λiei

Ainsi T est représenté par la matrice D de terme générale Dii = λi relati-
vement à la base E = {ei} .

Les observations précedemment énoncés montrent un lien entre la dia-
gonalisation entre un opérateur linéaire et une matrice. En effet, on peut
considérer les lambdai comme étant les valeurs propres de T . Ce lien peut
être énoncé formellement par le théorème suivant :

Théoreme 20 Soit A une représentation matricielle de l’opérateur linéaire
T . T est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Par conséquent, la diagonalisation d’un opérateur équivaut à diagonaliser
une de ces représentations matricielles.

Exemple 5 Diagonalisation d’opérateurs linéaires :

1. Soit E l’espace vectoriel des fonctions réelles engendrés par {ea1t, · · · eant,
et soit D l’opérateur de différentiation, on peut montrer que ces fonc-
tions sont des fonctions propres de D associés aux valeurs propres ak

2. Soit S un système linéaire défini par sa réponse impulsionelle h(t) qui
à un signal x(t) associe y(t) = h(t) ∗ x(t). Soit E l’espace vectoriel
réelles engendrés par {ei2π n

T
t}. Ces fonctions sont vecteurs propres de

S associés aux valeurs propres H(n/T ) où H est la transformée de
Fourier de h(t).



Chapitre 5

Résolution d’un système

linéaire : méthodes directes

5.1 Introduction

Les problèmes de résolution de système linéaire est un problème clas-
sique en science et en ingénierie. Beaucoup de problèmes physiques nécessite
la résolution d’un système linéaire (par exemple, un problème électrique
avec loi de Kirchoff ou alors un problème de dispersion de la chaleur dans
une barre). Nous allons dans ce chapitre faire le lien entre les applications
linéaires, les matrices et les méthodes de résolution d’un système linéaires.

5.2 Rang d’une matrice

Définition 28 Soit A ∈ Mpn(R). Le rang de A est égal au nombre maxi-
mum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :

rang A

Le rang de A est donc aussi égal à la dimension de l’image de toute appli-
cation linéaire représenté par A.

Propriété
– rang A = rang At

– si A ∈ Mpn(R) alors rang A ≤ inf(n,p)
– i A ∈Mnn(R) alors A inversible ⇔ rang A = n

Définition 29 Soit A ∈ Mpn(R), on appelle matrice extraite de A une
matrice pbtenue par sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si I et
J respectivement un sous-ensemble de {1, · · · p} et {1, · · · n}, on peut définir
une matrice extraite B de A comme :

B = {ai,j}i∈I,j∈J

21
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Théoreme 21 Soit A ∈Mpn(R) une matrice de rang r alors,

– le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égal à r
– toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inférieur ou

égal à r
– il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

5.3 Systèmes linéaires

Définition 30 On appelle système de p équations linéaires à n inconnues
x1, x2, · · · , xn une famille d’équations qui peut s’écrire sous la forme matri-
cielle suivante :

Ax = b

où A ∈Mpn(R) est une matrice donnée et b ∈ Rp

Si b = 0, on dit que le système est homogène. Dans le cas où p < n, on
dit que le système est sous-determiné et dans le cas où n < p on parle d’un
système sur-determiné.

Théoreme 22 Si b appartient à l’espace engendré par les colonnes de A
alors le système Ax = b admet au moins une solution.

Théoreme 23 Une condition suffisante pour que le système Ax = b ad-
mette au moins une solution est que les colonnes de A soient génératrices
de R

p, autrement dit, A doit être surjective ou rang A = p.

Corollaire 4 Soit A ∈Mnn(R) une matrice carrée, une condition nécessaire
et suffisante pour que le système Ax = b est que det(A) 6= 0 (ce qui est
équivalent à A inversible, ou A bijectif, ou rang A = n). On parle alors d’un
système de Cramer et la solution s’obtient par x = A−1b

5.4 Résolution d’un système triangulaire supérieur

Considérons le problème de résolution d’un système linéaire lorsque A ∈
Mnn(R) une matrice carrée et A de la forme triangulaire supérieure ie :

aij = 0 ∀i > j

Dans ce cas, on parle d’un système triangulaire supérieur.

Remarque 8 Le cas des systèmes triangulaires inférieures n’est pas traité
ici mais la technique de résolution est identique à celle abordée ici.
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Le système d’équation Ax = b a la forme suivante :











a11x1 a12x2 a13x3 · · · a1nxn = b1

a22x2 a23x3 · · · a2nxn = b2
... =

...
annxn = bn











Théoreme 24 Soit le système triangulaire supérieur Ax = b où A ∈Mnn(R)
et b ∈ Rn. Si :

akk 6= 0 ∀k ∈ [1, n]

alors le système admet une solution unique et cette solution x∗ est telle que :

x∗
k =

bk −
∑n

j=k+1 akjx
∗
j

akk

k ∈ {n, · · · , 1}

5.5 Méthode de Gauss

Soit A ∈ Mnn(R) une matrice carrée et b ∈ R
n. On cherche x∗ solution

du système linéaire :

Ax = b

Le corollaire 4 donne l’équation de la solution qui nécessite le calcul de
l’inverse de A. Nous décrivons dans ce paragraphe une méthode simple et
efficace permettant de résoudre le problème sans avoir à calculer explicite-
ment l’inverse de A.

La méthode consiste à construire un système équivalent plus facile à résoudre
(une matrice triangulaire supérieure par exemple). Deux systèmes linéaires
définis par deux matrices A et U appartenant àMnn sont dit équivalents si
leurs solutions sont identiques.

Les transformations élémentaires suivantes appliquées à un système linéaire
engendre un système linéaire équivalent :

1. une équation peut être remplacée par cette même équation auquelle
on ajoute ou retranche un certain nombre de fois une autre ligne.

2. multiplication d’une équation par une constante non nulle

3. permutation de deux lignes ou de deux colonnes.

La réprésentation d’un système linéaire peut se faire à travers une matrice
de dimension n × n + 1 appelé matrice augmentée. La matrice augmentée
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est notée [A|B] et a pour forme générale :














a11 a12 · · · a1n | b1

a21 a22 · · · a2n | b2

· · · · · · . . .
... | ...

an1 an2 · · · ann | bn















La résolution du système linéaire ayant pour matrice augmentée [A|B] peut
se résoudre en appliquant des transformations élementaires permettant d’ob-
tenir un système équivalent.

L’objectif de l’algorithme de Gauss est de construire un système trian-
gulaire supérieur équivalent en mettant à 0 au fur et à mesure les termes en
dessous de la diagonale.

Définition 31 On appelle pivot l’élément akk de la matrice A utilisée pour
mettre à zéro les termes ajk, j > k. La ligne k est alors appelé ligne pivot.

Théoreme 25 Soit un système linéaire definie par une matrice A d’ordre
n et b ∈ R

n. Si A est non-singulier alors , il existe une matrice U d’ordre
n triangulaire supérieure et y ∈ R

n tel que Ux = y soit équivalent Ax = b.
La résolution du système Ax = b se fait ensuite par résolution du système
triangulaire supérieur.

Preuve
Construisons la matrice augmentée [A(1)|B(1)] = [A|B]

















a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n | b

(1)
1

a
(1)
21 a

(1)
22 · · · a

(1)
2n | b

(1)
2

· · · · · · . . .
... |

...

a
(1)
n1 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn | b

(1)
n

















l’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stockée à la location i, j
donnée. La première étape de l’algorithme de Gauss est de mettre à zéro
l’ensemble des coefficients sur la première colonne en dessous de la diagonale. Cela
s’obtient si a11 est non nulle en réalisant la transformation suivante sur la ligne
i > 1 :

a
(2)
ij ← a

(1)
ij −

ai1

a11
a
(1)
1j j ∈ [1, n + 1]

Ainsi, on obtient le système équivalent suivant :
















a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n | b

(1)
1

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n | b

(2)
2

· · · · · · . . .
... |

...

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn | b

(2)
n
















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Les étapes suivantes consistent à faire de même sur les colonnes suivantes.
Ainsi,l’étape k consiste à éliminer l’inconnu xk dans les équations k + 1, · · ·n. Ceci
conduit aux formules suivantes définies pour les lignes i = k + 1, · · · , n en

supposant que a
(k)6=0
kk :

ak+1
ij ← ak

ij −
a
(k)
ik

a
(k)
kk

a
(k)
kj j ∈ [k, n + 1]

à la dernière étape k = n, on obtient le système équivalent suivant :





















a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n | b

(1)
1

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n | b

(2)
2

· · · · · · . . .
... |

...

0 0 a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n | b

(n−1)
n−1

0 · · · 0 a
(n)
nn | b

(n)
n





















la matrice U est donc définie comme étant la matrice A(k) et y le vecteur b(k)

Remarque 9

– La ligne i de la matrice [A(k)|b(k)] n’est plus modifiée par l’algorithme
dès lors que i ≤ k.

– A l’étape k, on pratique l’élimination sur une matrice de taille n−k+1
lignes et n− k + 2 colonnes.

Remarque 10 Comment éviter un pivot nul ?

Si lors de l’algorihtme de Gauss, l’élément a
(k)
kk à l’étape k est nul alors la

ligne k ne peut pas être utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, la stratégie

est de chercher une ligne j > k telle que a
(k)
jk soit non nulle. Si une telle

ligne existe, alors on permute la ligne j et k sinon le système n’admet pas
de solution car le système est singulier.

Remarque 11 Comment minimiser les erreurs d’arrondis ?
Choisir le plus grand pivot en valeur absolue.

5.6 Méthodes LU

5.6.1 Principes

La première phase de la méthode de Gauss consiste à transformer le
système Ax = b en un système triangulaire Ux = y avec U une matrice tri-
angulaire supérieure. Supposons qu’aucune permutation n’ait été effectuée,
on peut alors montrer que U et y ont été obtenues à partir de A et b en les
multipliant par une même matrice R triangulaire et inversible, ie :

U = RA y = Rb
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on a donc A = R−1U . Et si on pose L = R−1 et U = R, on peut donc
décomposer A en un produit de matrice triangulaire inférieure L (L pour
Lower) et une matrice triangulaire supérieure U (U pour Upper). La méthode
de Gauss appartient donc à la classe des méthodes LU.
Elles consistent à obtenir une décomposition de A du type LU et à résoudre
le système triangulaire Ly = b puis ensuite le système triangulaire Ux = y
(L et U étant supposé inversibles) :

Ax = b

LUx = b

Ly = b avec y = Ux

5.6.2 Décomposition LU

Définition 32 Une matrice non-singulière A admet une factorisation trian-
gulaire si il existe une matrice L et U respectivement triangulaire inférieure
et triangulaire supérieure telles que :

A = LU

Théoreme 26 Soit le système linéaire Ax = b si au cours de l’élimination
de Gauss de la matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe L et U res-
pectivement matrice triangulaire inférieure et triangulaire supérieure telle
que :

A = LU

si de plus on impose Lkk = 1 alors la factorisation est unique.

La matrice U s’obtient naturellement en applicant la méthode de Gauss
tandis que la matrice L s’écrit de la façon suivante :

L =

















1 0 · · · 0 0
`21 1 · · · 0 0

`31 `32
. . . 0 0

... · · · . . . 1 0
`n1 `n2 · · · `n,n−1 1

















où pour i > 1 un `i,k =
a
(k)
ik

a
(k)
kk

.

Ainsi, comme on peut le constater par rapport à la formule générale d’eli-
mination de Gauss, la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs
permettant de mettre à zéro les élements sous le pivot.
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L’hypothèse du théorème précédent est trop forte pour pouvoir être ap-
pliquée à une large classe de système linéaire, car il existe des problèmes
simples pour laquelle un des pivots est nul. Le théorème suivant permet
d’étendre la factorisation LU à un cadre plus générale.

Théoreme 27 Soit A une matrice carrée d’ordre n non-singulière, alors il
existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non
nulles. Ainsi, il existe deux matrices L et U telles que PA = LU .

Le système linéaire Ax = b est équivalent au système PAx = Pb et la
résolution du système se fait selon les étapes suivantes :

1. construire U , L, et P

2. calculer Pb

3. résoudre Ly = Pb (système triangulaire inférieur)

4. résoudre Ux = y (système triangulaire supérieur)

5.7 Algorithmes

5.7.1 Méthode de Gauss : Triangularisation du système

pour k = 1 à n− 1
pivot ← akk (stratégie de pivot)
si pivot 6= 0 alors

pour i = k + 1 à n
bi ← bi − aik

pivot
bk

pour j = k à n

aij ← aij − aik

pivot
akj

finpour
finpour

sinon “problème”
finsi

finpour

5.7.2 Résolution d’un système triangulaire supérieur

xn = bn

ann

pour i = n− 1 à 1
somme ← bi

pour j = i + 1 à n

somme ← somme - aijxj

finpour
xi ← somme

aii

finpour
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5.7.3 Résolution d’un système triangulaire inférieur

x1 = b1
a11

pour i = 2 à n
somme ← bi

pour j = 1 à i− 1

somme ← somme - aijxj

finpour
xi ← somme

aii

finpour

5.7.4 Décomposition LU

pour k = 1 à n− 1
pivot ← akk (stratégie de pivot)
si pivot 6= 0 alors

`kk = 1
pour i = k + 1 à n

`ik = aik

pivot

pour i = k + 1 à n

aij ← aij − `ikakj

finpour
finpour

sinon “problème”
finsi

finpour
U ← A



Chapitre 6

Résolution d’un système

linéaire : méthodes directes

II

6.1 Introduction

Parmi les systèmes linéaires auxquels les ingénieurs sont confrontés lors
de la résolution d’un problème physique, certains présentent des propriétés
particulières. Par exemple, les matrices associées à ces systèmes peuvent
être : symétrique, à bande, etc ... L’objectif de ce chapitre est d’étudier
la résolution de système linéaire pour lequel la matrice associée est définie
positive

6.2 Définitions et propriétes des matrices définies

positives

Définition 33 Matrice symétrique
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est symétrique si A = At.

Définition 34 Matrice définie positive
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est définie positive si elle
vérifie la condition suivante :

∀x ∈ R
n et x 6= 0, xtAx > 0

Remarque 12 le terme xtAx peut être interprété comme étant le produit
scalairen dans R

n entre l’image de x par l’appplication linéaire associée à A
et x.

Propriété si une matrice carrée A d’ordre n est symétrique définie positive
alors :

29
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– aii > 0
– a2

ij < aiiajj ∀i 6= j
– maxj,k |ajk | ≤ maxi |aii|

Théoreme 28 si une matrice carrée A d’ordre n est définie positive alors
elle est inversible.

Corollaire 5 si une matrice carrée A d’ordre n est définie positive, alors
le système linéaire Ax = b où x et b appartiennent à R

n admet une solution
unique.

Théoreme 29 Soit M une matrice carré réel d’ordre n et non-singulière,
alors la matrice A = MM t est symétrique définie positive.

Preuve

Ce dernier théorème facilite la construction de matrice définie positive.

Exemple 6

• soit M =

(

1 2
3 4

)

alors comme det M = −2, la matrice A = MM t

est définie positive avec A =

(

5 11
11 25

)

• Soit

M =





1 0 0
1 1 0
1 1 1





alors la matrice

A = MM t =





1 1 1
1 2 2
1 2 3





est définie positive

Le théorème qui suit est un résultat important dans la mesure où elle
caractérise les matrices définies positives.

Théoreme 30 Factorisation de Choleski :
Soit A une matrice carré d’ordre n symétri quedéfinie positive alors, A peut
se décomposer de manière unique en :

A = GGt

où G est une matrice triangulaire inférieure avec des élements diagonaux
positifs.
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Ainsi ce théorème permet de déduire que la méthode de construction de ma-
trice symétrique définie positive (thèorème 29) engendre en fait l’ensemble
des matrices symétriques définies positives.

L’utilité de la décomposition de Choleski réside dans le fait que G et
Gt sont respectivement des matrices triangulaire inférieure et triangulaire
supérieure. Ainsi si A est une matrice symétrique définie positive alors le
système Ax = b peut être décomposé en GGtx = b et ce système peut
se résoudre efficacement en résolvant les systèmes triangulaires Gy = b et
Gtx = y.
La décomposition de Choleski peut donc être assimilé à une décomposition
LU et ressembel à une méthode de Gauss.

6.3 Algorithme de décomposition de Choleski

Avant de décrire l’algorithme de décomposition, nous allons étudier la
décomposition A = GGt. Ainsi, si on suppose que A est définie positive alors
on a A = GGt soit :











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann











=











g11 0 0 0
g21 g22 0 0
...

...
. . .

...
gn1 gn2 · · · gnn





















g11 g21 · · · gn1

0 g22 · · · gn2
...

...
. . .

...
0 0 · · · gnn











En remarquant que aij est le produit de la colonne ligne i de G et la colonne
j de Gt alors on a :

ai1 =

n
∑

k=1

gikg
t
k1 =

n
∑

k=1

gikg1k = gi1g11 + gi2g12 + · · · ging1n = gi1g11

En particulier si i = 1, on a g11 =
√

a11 ( g11 est bien positif). La connais-
sance de g11 permet de calculer les gi1 car :

gi1 =
ai1

g11

Si on raisonne de la meme manière pour la deuxième colonne de G, on a :

ai2 =

n
∑

k=1

gikg2k = gi1g21 + gi2g22

et si on prend i = 2 alors a22 = g2
21 + g2

22. La seule inconnue dans cette
équation étant g22, on obtient :

g22 =
√

a22 − g2
21
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et une fois que g22 est connue, on a :

gi2 =
ai2 − gi1g21

g22
i = 3, · · · , n

Nous pouvons maintenant généraliser la procédure au calcul de la colonne j
en supposant que les premieres j − 1 colonnes ont déja été calculées. Ainsi :

aij = gi1gj1 + gi2gj2 + · · ·+ gikgjk + · · · + gijgjj

et seul les éléménts gij et gjj sont inconnus. Si on pose i = j, on a donc :

gjj =

√

√

√

√ajj −
j−1
∑

k=1

g2
jk (6.1)

et par conséquent :

gij =
aij −

∑j−1
k=1 gikgjk

gjj
i = j + 1, · · · , n (6.2)

Ces deux dernières équations décrivent complétement l’algorithme de décomposition
de Choleski.

Remarque 13

– L’unicité de la décomposition s’obtient par la contrainte gjj > 0.
– L’algorithme de décomposition sert également de test de symétrique

definie positivité d’une matrice car les théorèmes (29) et (30) démontre
l’équivalence entre la symétrie définie positivité et la décomposition
enn GGt.

– Si on compare les coûts de l’algorithme de Gauss et la méthode de
Choleski, on a :
– Gauss :(n3−n)/3 additions, (n3−n)/3 multiplications et (n(n−1)/2

divisions, soit un coût de l’ordre de 2n3/3
– Choleski : ≈ n3/6 additions, ≈ n3/6 multiplications , ≈ n2/2 divi-

sions et n extraction de racines soit un coût de l’ordre de n3/3.
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6.3.1 Décomposition de Choleski

pour i = 1 à n

somme←0

pour j=1 à i-1
somme ← somme + g2

ij

finpour

s ← aii - somme

si s ≤ 0 alors “arrêt car A n’est pas définie positif

sinon
gii ←

√
s

pour j=i+1 à n
somme = 0
pour k= 1 à i-1

somme ← somme + gikgjk

finpour
gji ← aij−somme

gii

finpour

finsi
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Chapitre 7

Résolution d’un système

linéaire : méthodes itératives

7.1 Introduction

Les méthodes directes de résolution de systèmes linéaires fournissent une
solution x au problème Ax = b en un nombre fini d’opérations. Si l’ordre
n de la matrice A est élevée, le nombre d’opérations est élevé et de plus, le
résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact.

Par ailleurs, il existe des cas où les structures du système linéaire ne
sont tirés à profit par les méthodes directes. C’est par exemple le cas des
systèmes où la matrice A est très creuse.

C’est la raison pour laquelle, dans ce cas, on préfère utiliser des méthodes
itératives. L’objectif est de construire une suite de vecteurs {x(k)}k=1···n qui
tend vers un vecteur x̄, solution exacte du problème Ax = b. Souvent, on
part d’une approximation {x(0)} de x̄ obtenue en général par une méthode
directe.

7.2 Les méthodes itératives

L’objectif est de résoudre un système de type Ax = b. Pour cela, nous
allons décomposer la matrice A en :

A = M −N

de sorte que M soit inversible. Ainsi, le système devient :

Mx = Nx + b

et nous cherchons par récurrence une suite de vecteur x(i) obtenu à partir
d’un vecteur x(0) et de la relation :

Mxk+1 = Nxk + b

35
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c’est à dire
xk+1 = M−1Nxk + M−1b

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons
en déduire une relation reliant e(k) = x(k) − x̄ à e(k−1) = x(k−1) − x̄ :

M(x(k) − x̄) = N(x(k−1) − x̄)

puisque Mx̄ = Nx̄ + b et donc e(k) = M−1Ne(k−1) pour k = 1, 2, · · ·

Si on pose B = M−1N , nous avons alors :

e(k) = B(k)e(0)

La convergence de la suite x(k) vers la solution x̄ est donnée par le théorème
suivant :
Le choix de la décomposition de A devra respecter les directives suivantes :

– ρ(M−1N) doit être strictement inférieur à 1
– La résolution de Mxk = Nxk−1 + b doit être simple et nécessiter le

moins d’opérations possibles.
– Pour obtenir la meilleure convergence, ρ(M−1N) doit être le plus petit

possible.
On voit que la convergence dépend de la décomposition. Nous allons décrire
les principales décompositions utilisées. On écrit A sous la forme :

A = D + E + F

avec D la matrice diagonale suivante :

D =













a11 0 . . .
... a22 0

0
. . .

...
0 0 0 ann













E la matrice triangulaire inférieure suivante :

E =











0 0 . . .
a2,1 0 0
...

. . .
...

an,1 . . . an,n−1 0











F la matrice triangulaire supérieure suivante :

F =













0 a1,2 . . . a1,n

... 0
. . .

...

0
. . . an−1,n

0 0 0 0












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Nous obtiendrons donc la décomposition A = M −N à partir de différents
types de regroupement de ces matrices D, E, F .

7.2.1 La méthode de Jacobi

On pose :
M = D N = −(E + F )

ainsi, B = M−1N = D−1(−E − F ), ce qui implique :

xk+1 = D−1(−E − F )xk + D−1b

et si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A,
nous avons :

x
(k+1)
i = −

n
∑

j=1,j 6=i

aij

aii
x

(k)
j +

bi

aii
, pour i = 1, · · · n

7.2.2 La méthode de Gauss-Seidel

Cette méthode utilise M = D+E et N = −F . D’où B = −(D+E)−1F .
Alors, on a :

xk+1 = −(D + E)−1Fxk + (D + E)−1b

Le calcul de l’inverse de D + E peut être évité. Si on écrit (D + E)xk+1 =
−Fxk + b, on obtient :

i
∑

j=1

aijx
(k+1)
j = −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j + bi

d’où

x
(k+1)
i = − 1

aii

i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j − 1

aii

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j +

bi

aii

pour i = 1 · · · n.

7.2.3 La méthode de relaxation

On se pose un paramètre w ∈]0, 2[, appelé facteur de relaxation, et on
pose :

M =
D

w
+ E N =

(

1− w

w

)

D − F

et par conséquent :

(

D

w
+ E

)

x(k+1) =

(

1− w

w
D − F

)

x(k) + b
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d’où

x
(k+1)
i = (1− w)x(k) +

w

aii



−
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j + bi





pour i = 1 · · ·n. Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel
correspond à la méthode de relaxation pour w = 1

7.3 Convergence des méthodes itératives

Comme la convergence des méthodes itératives dépend fortement du
rayon spectral de A, nous allons commencer par étudier les propriétés de
certaines matrices et la localisation de leur valeurs propres.

Définition 7.3.0.1 Soit A une matrice avec A ∈ Mm,n(R). Etant donnée
une norme vectorielle sur R

n, on définit la norme matrice induite (ou su-
bordonnée), une norme matricielle définie par :

‖A‖ = max
x∈Rnx6=0

‖Ax‖
‖x‖

Propriété Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit
compatible alors on a :

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖
pour toute norme induite

Théoreme 31 Théorème de Gerschgorin-Hadamard
Les valeurs propres du matrice A appartiennent à l’union des n disques Dk

pour k = 1, · · · n du plan complexe (λ ∈ ∪n
k=1Dk où Dk, appelé, disque de

Gerschgorin, est défini par :

|z − akk| ≤
n
∑

j=1,j 6=k

|akj |

7.3.1 Cas général

Considérons une méthode itérative définie comme :
{

x0

x(k+1) = Cx(k) + d
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Théoreme 32 Soit A une matrice d’ordre n, pour que limk→∞ Ak = 0, il
faut et il suffit que ρ(A) < 1.

Théoreme 33 Si il existe une norme induite telle que ‖C‖ < 1 alors la
méthode itérative décrite ci-dessus est convergente quelque soit x(o) et elle
converge vers la solution de :

(I − C)x = d

Théoreme 34 Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la
méthode ci-dessus est que :

ρ(C) < 1

La condition de convergence donnée par le rayon spectral n’est pas dépendant
de la norme induite, cependant d’un point de vue pratique, elle est peut utile
car le calcul du rayon spectral peut être difficile.

7.3.2 Cas des matrices à diagonale strictement dominante

Définition 7.3.2.1 Une matrice est dite à diagonale dominante si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, |aii| ≥
n
∑

j=1,j 6=i

|aij |

et elle est dite à diagonale strictement dominante si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, |aii| >
n
∑

j=1,j 6=i

|aij |

Théoreme 35 Si A est une matrice à diagonale strictement dominante,
alors A est inversible et en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel
convergent.

Preuve Si A est une matrice à diagonale strictement dominante, on montre que
A est inversible en démontrant que 0 n’est pas valeur propre (ie Ker A = 0).
Posons B = M−1N et soit λ et v tel que Bv = λv avec v 6= 0. Puisque l’on
s’interesse à ρ(B) et on aimerait que ρ(B) < 1, on s’interesse en fait à la plus
grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que
λ 6= 0. L’équation Bv = λv devient :

(

M − 1

λ
N

)

v = 0

1. Jacobi : l’équation devient

(

D +
1

λ
E +

1

λ
F

)

v = 0
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soit C = D + 1
λ
E + 1

λ
F . Si |λ| ≥ 1, on aurait :

|cii| = |aii| >
∑

j 6=i

|aij | ≥
∑

j 6=i

∣

∣

∣

aij

λ

∣

∣

∣ =
∑

j 6=i

|cij |

donc C serait à diagonale strictement dominante et par conséquent
inversible. C inversible implique que Cv = 0⇒ v = 0. Or v 6= 0, d’où la
contradiction et donc |λ| < 1.

2. Gauss-Seidel : l’équation devient

(

D + E +
1

λ
F

)

v = 0

et en posant encore C = D + E + 1
λ
F , et en supposant que |λ| ≥ 1, on a :

|cii| = |aii| >
∑

j 6=i

|aij | ≥
∑

j<i

|aij |+
∑

j>i

∣

∣

∣

aij

λ

∣

∣

∣ =
∑

j 6=i

|cij |

et on obtient le même type de contradiction.

7.3.3 Cas des matrices symétriques définies positives

Pour le cas des matrices réelles symétriques définies positives, le théorème
suivant est vérifié :

Théoreme 36 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la
méthode de Gauss-Seidel et de relaxation pour (w ∈]0, 2[) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que ρ(M (−1)N) est
petit. Or cette matrice B = M (−1)N dépende de w. Une étude théorique
des valeurs propres de B montre que l’allure de la courbe ρ(B) en fonction
de B est décroissant entre 0 et wopt et croissant entre wopt et 2. Par ailleurs,
on a toujours 1 < wopt < 2. On a interet à choisir w le plus proche possible
de wopt.

7.4 La méthode de correction

Soit un vecteur résidu en x défini comme :

r(x) = b−Ax

et {r(k)} le résidu en {x(k)} (le résidu de x̄ étant nul). On appelle également
l’erreur en k le vecteur :

e(k) = x(k) − x̄
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Si on possède une approximation {x(0)} de x, la relation suivante est vérifiée :

Ae(0) = A(x(0) − x̄) = Ax(0) − b = −r(0)

ce qui signifie que e(0) est la solution du système Ax = −r(0) et théoriquement,
on a x̄ = x(0) − e(0). Pratiquement, en appliquant au système Ax = −r(0)

la méthode directe qui nous a fourni x(0), on n’obtient pas directement e(0),
mais une approximation y(0) de e(0).

Si on pose x(1) = x(0) − y(0), x(1) est une nouvelle approximation de x̄,
et en itérant les calculs précédents, on obtient :

Ae(1) = A(x(1) − x̄) = Ax(1) − b = −r(1)

la résolution du système Ax = −r(1) donnera une approximation y(1) de
e(1), et une nouvelle approximation x(2) de x̄ :

x(2) = x(1) − y(1) = x(0) − y(0) − y(1)

Ces calculs peuvent être itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arreter
lorque le résidu est suffisament petit. A la kième itération, les relations
suivantes sont vérifiées :

y(k−1) : approximation de e(k−1)

et,

x(k) = x(k−1) − y(k−1) = x(0) −
k−1
∑

i=0

y(i)

avec y(i) une approximation de e(i), solution de Ax = −r(i) et i = 1 · · · k−1.

Si nous arrêtons lorsque k = N , il est nécessaire de résoudre N + 1
systèmes linéaires : d’abord Ax = b, pour obtenir x(0) puis Ax = −r(i) pour
i = 0 · · ·N − 1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A décomposée (en LU
ou Choleski), il s’agit donc de résoudre les systèmes LUx = −r(i) où r(i) a
été calculé par la relation r(i) = b−Ax(i).

Il s’avère en général qu’une seule itération suffit pour améliorer la solu-
tion et que les itérations suivantes ne donnent aucun gain supplémentaire
de précision.
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Chapitre 8

Approximation au sens des

moindres carrées

8.1 Introduction

Supposons que l’on veuille résoudre le problème linéaire suivant :



















a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
... =

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn = bp

où il s’agit de déterminer x connaissant les aij et les bi. En général, on
suppose que p est grand devant n, et on se retrouve donc dans le cas d’un
système surdéterminé.
Ce genre de problème intervient lorsque l’on cherche à modéliser par exemple
un système physique, et pour cette raison, les coefficients aij et bi sont
souvent des résultats d’expériences ou de mesures, pouvant être entachés
d’erreurs.

La mise sous forme matricielle du problème donne :

Ax = b

où A ∈Mp,n, b ∈ R
p et x ∈ R

n. Une condition d’existence d’une solution x
est que b appartiennent à ImA. Cependant, cette condition n’est pas toujours
vérifiée et dans ce cas, l’objectif est de trouver une solution x qui verifie au
mieux le système Ax = b. Ainsi, on introduit le vecteur r(x) :

r(x) = Ax− b

appelé le résidu de x. Il s’agit donc de trouver une solution x̄ qui rende
le résidu le plus petit possible. Comme x ∈ R

n, la notion de “plus petit
possible” doit être associée à une norme ‖·‖p. Dans le cas qui nous intéresse,

43
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la norme utilisée est la norme euclidienne ‖x‖ =
√

∑

i x
2
i et par conséquent,

on définit le problème des moindres carrées de la façon suivante.

Définition 8.1.0.1 Soit A ∈ Mp,net b ∈ R
p données avec p ≥ n. On ap-

pelle problème de moindres carrées le problème :

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2

8.2 Minimisation de fonctions quadratiques

Nous allons aborder dans ce paragraphe une méthode analytique per-
mettant de calculer la solution du problème des moindres carrées.

La norme E(x) du résidu r(x) peut s’écrire comme :

E(x) = ‖r(x)‖2 = ‖Ax− b‖2 = (Ax− b)t(Ax− b)

= xtAtAx− 2(Atb)tx + ‖b‖2

Le problème des moindres carrées peut donc se reformuler en :

min
x∈Rn

xtGx− 2htx

avec G = AtA et h = Atb

Définition 8.2.0.2 On appelle fonction quadratique une fonction f : R
n →

R de la forme :

f(x) = xtGx− 2htx

où G est une matrice de Mn,n symétrique et h un vecteur donné de R
n

La résolution d’un problème de moindre carrée necessite donc la mini-
misation d’une fonction quadratique. La théorie de la minimisation montre
que les conditions nécessaires pour x̄ soit le vecteur minimisant f :

f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ R
n et ∇xf(x̄) = 0

où le gradient ∇xf = [ ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, · · · , ∂f
∂xn

]t

Lemme 1 Soit u(x) et v(x) les fonctions de R
n → R suivantes, u(x) =

xtBx et v(x) = htx alors on a :

∇xu = (B + Bt)x et ∇xv = h
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Théoreme 37 Une condition nécéssaire pour qu’un vecteur x soit solution
du problème de minimisation des moindres carrées et que :

AtAx = Atb

On appelle cette équation, l’équation normale du problème des moindres
carrées.

Théoreme 38 Si A une matrice deMpn est une matrice telle que RangA =
n alors le problème des moindres carrées admet une solution unique x̄ veri-
fiant :

AtAx̄ = Atb

Preuve Etapes :

1. RangA = n implique que G est définie positive (donc inversible),

2. le système AtAx = Atb admet donc une unique solution x̄,

3. x̄ est un minimum de xtAtAx− 2(Atb)tx.

8.3 Le problème des moindres carrées comme un

problème de projection

8.3.1 Projection orthogonale

Théoreme 39 Dans tout espace euclidien de dimension finie, il existe une
base orthonormée.

Théoreme 40 Soit E un espace euclidien et S un sous-espace vectoriel de
E, alors il existe un sous-espace vectoriel de E, noté S⊥, appelé orthogonal
de S tel que :

E = S ⊕ S⊥ ⇔ ∀x ∈ E,∃!y ∈ S, z ∈ S⊥, tel que x = y + z

et
ytz = 0, ∀y ∈ S, z ∈ S⊥

Corollaire 6 soit x ∈ E alors il existe un unique x̂ ∈ S tel que

x− x̂ ∈ S⊥

le vecteur x̂ étant appelé la projection orthogonale de x sur S.

Théoreme 41 Etant donné S un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien E, et y ∈ E, alors le problème :

min
x∈S
‖x− y‖2

admet pour solution ŷ la projection orthogonale de y sur S.
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Preuve

On a :

‖x− y‖2 = ‖x− ŷ − (y − ŷ)‖2

= ‖x− ŷ‖2 + ‖y − ŷ‖2 − 〈x− ŷ, y − ŷ〉
= ‖x− ŷ‖2 + ‖y − ŷ‖2

puisque x− ŷ ∈ S et y − ŷ ∈ S⊥ donc ‖x− y‖2 est minimal pour x = ŷ.

8.3.2 Moindres carrées et projection

Si on se place dans l’espace euclidien R
p et que S = ImA = {y ∈ R

p,∃x ∈
R

nAx = y} alors le problème de moindres carrées :

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2

peut se formuler également comme un problème de projection orthogonale
de b sur le sous-espace S de R

p. L’orthogonal S⊥ peut être caractériser par
le théorème suivant :

Théoreme 8.3.2.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. x ∈ (Im A)⊥

2. x ∈ Ker At

3. Atx = 0

D’après les théorèmes sur la projection orthogonale, la solution du problème
des moindres carrés appartient à S et donc il existe x̄ tel que x̄ minimise
‖Ax−b‖2 (on a donc montré l’existence d’une solution, la condition Ker A =
{0} permettrait de démontrer l’unicité de la solution par l’injectivité).

Par ailleurs, on sait également que le résidu Ax̄− b appartient à S⊥. Par
conséquent, on a la relation suivante :

At(Ax̄− b) = 0

ce qui nous permet de retrouver les equations normales du paragraphe
précédent.
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8.4 Approximation polynomiales au sens des moindres

carrées

On suppose que l’on dispose de n points {xi, yi} de R
2 (résultats d’expériences,

mesures, ...). On se propose de déterminer le polynome de degré inférieur à
d de x passant “au mieux” par à travers le nuage de points {xi, yi} .

Cela revient à trouver p ∈ R
d+1 ( p = [p0, p1, · · · pd]

t correspond aux
coefficients du polynôme à déterminer) tel que les quantités yi −

∑d
j=0 pjx

j
i

soient les plus faibles. Posons :

M =











1 x1 . . . xd
1

1 x2 . . . xd
2

...
. . .

...
1 xn xd

n











et y =









y1

y2

· · ·
yn









Au sens des moindres carrées, cela revient donc à trouver p̄ solution du
système :

M tMp̄ = M ty
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Chapitre 9

Résolution des problèmes de

moindres carrées

9.1 Introduction

La résolution d’un problème de moindres carrées peut être effectué à
partir de l’équation normale :

AtAx = Atb

Cependant, l’approche algébrique permet de présenter le problème des moindres
carrée comme un problème de projection orthognale et de résolution d’un
problème de pré-image ensuite. Cette dernière méthode ouvre une autre
perspective à la résolution des problèmes des moindres carrées.

9.2 Résolution par projection orthogonale

Le principe de la résolution d’un problème Ax = b par la méthode de
moindre carrées consiste tout d’abord à trouver la projection orthogonale b̂
de b sur l’espace ImA et ensuite de résoudre le problème Ax = b̂. Les étapes
de la résolution sont :

1. Calculer une famille génératrice B de ImA.

2. Orthonormaliser cette famille en une base {q1, · · · qn} (par exemple par
l’algorithme de Gram-Schimdt).

3. Calculer la projection orthogonale de b sur ImA. On peut montrer que
b̂ s’écrit :

b̂ = QQtb

où Q est la matrice constituée en colonnes par {q1, · · · qn}.
4. Résoudre Ax = b̂ = QQtb.

49
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La résolution du système Ax = QQtb reste un problème délicat dans la
mesure où A ∈Mp,n. Pour s’affranchir de ce problème, il suffit de considérer
le problème :

QtAx = QtQQtb

et comme Q ∈ Mp,n, et que les colonnes de Q sont orthonormales, on a
QtQ = I, ce qui donne le système de n équations :

QtAx = Qtb

Par construction de la base {q1, · · · qn}, on peut écrire que :

A = QR

où R ∈Mn,n et est une matrice triangulaire supérieure. De par l’orthogona-
lité de Q, on a également QtA = R et donc la solution du système consiste
à résoudre le problème :

Rx = Qtb

9.3 Factorisation QR par la méthode de House-

holder

Ainsi, l’objectif de la résolution du problème des moindres carrées est de
factoriser la matrice A en A = QR où Q est une matrice orthogonale et R
une matrice triangulaire supérieure.

Définition 9.3.0.1 On appelle transformation orthogonale une application
linéaire de R

n dans R
n dont la matrice associée A dans la base canonique

est orthogonale (ou unitaire) (ie AtA = I).

Propriété Une matrice A unitaire vérifie ‖Qx‖2 = ‖x‖2

Propriété Une matrice carré A est unitaire si et seulement si : A−1 = At

9.3.1 Transformation de Householder

Le but de ce paragraphe est d’introduire une transformation orthogonale
particulière : la transformation ded Householder qui est une symétrie plane.

Définition 9.3.1.1 On appelle transformation de Householder, une trans-
formation dont la matrice est de la forme

H = I − 2yyt

avec y ∈ R
n et ‖y‖ = 1
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Propriété H est une matrice symétrique et orthogonale :

HHt = HH = (I − 2yyt)(I − 2yyt) = I − 2yyt − 2yyt + 4yyt

Propriété H est une symétrie par rapport à l’ensemble des vecteurs z ∈ R
n tels

que zty = 0.
Hy = y − 2yyty = −y

si zty = 0 alors,
Hz = z − 2yytz = z

Théoreme 42 Soit a et b deux vecteurs quelconques de R
n, non colinéaires,

avec ‖b‖2 = 1. On peut déterminer un vecteur u ∈ R
n, avec ‖u‖2 = 1 et un

réel α tel que si H = I − 2uut, alors Ha = αb.

Corollaire 7 Soit x ∈ R
n avec ‖x‖ = 1 et x 6= e1, alors si y = α(x− e1) et

α = ‖x− e1‖−1
2 la matrice H = I − 2yyt est telle que Hx = e1

9.3.2 Factorisation QR

Théoreme 43 Soit A ∈ Mp,n avec p ≥ n, alors il existe une matrice or-
thogonale Q ∈ Mp,p et une matrice triangulaire supérieure R ∈ Mn,n telle
que

A = Q

(

R
0

)

Preuve La démonstration de ce théorème est constructif, c’est-à-dire qu’elle
donne l’algorithme pour obtenire la factorisation. On va chercher à obtenir la
matrice R comme le résultat de n transformations orthogonales successives U (k),
soit :

(

R
0

)

= A(n+1) = U (n)U (n−1) · · ·U (1)A

les matrices U (k) étant construites à l’aide de transformations de Householder.
Si la matrice A a déja la forme, on pose U (1) = I . Sinon, on sait qu’il existe une
transformation de Householder H (1) qui transforme A1 (la première colonne de A)
en [α1, · · · , 0] ∈ Rp avec α1 = ‖A1‖. En posant U (1) = H(1), on a :

A(2) = U (1)A =











× × · · · ×
0 × · · · ×
...

...
...

0 × · · · ×











Pour continuer, il suffit d’appliquer une transformation analogue à la sous-matrice
formée des M − 1 dernières lignes et N − 1 dernières colonnes et ainsi de suite,
jusqu’à A(n+1) qui à la structure recherchée et que l’on appelle R. Ainsi,
supposons que l’on a obtenu A(k) dont les k − 1 premières colonnes forment une
matrice trapézoidale supérieure (les élements en dessous de la diagonale sont

nuls). Si on note vk ∈ Rp−k+1 le vecteur dont les élements sont [a
(k)
ik ]i=k···m, alors
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il existe une transformation de Householder H (k) qui transforme vk en
[αk, · · · , 0] ∈ Rm−k+1, avec αk = ‖vk‖. Cette transformation H (k) est :

H(k) = Ik − 2
ykyt

k

yt
kyk

avec yk = vk ± ‖vk‖e1k.
On définit alors U (k) comme :

U (k) =

(

Ik−1 0
0 H(k)

)

et on obtient A(k+1) = U (k)A(k). On continue ce procédé jusqu’à obtenir une
matrice A(n+1) :

A(n+1) = U (n)U (n−1) · · ·U (1)A

qui par construction à la structure désirée. On a donc bien :
(

R
0

)

= UA

avec U = U (n)U (n−1) · · ·U (1). Et on obtient la factorisation QR en posant Q = U t.

9.4 Application de la factorisation QR aux moindres

carrées

On part de la factorisation QR de A, on a donc :

A = Q

(

R
0

)

où R ∈ Mnn est triangulaire supérieure. Notons que pour tout vecteur
y ∈ R

p, on a :
‖Qty‖2 = y

puisque Qt est orthogonale. Ainsi,, on a :

‖Ax− b‖2 = ‖Qt(Ax− b)‖2 = ‖QtAx−Qtb‖2

Définissions c ∈ R
n et d ∈ R

p−n par :

Qtb =

(

c
d

)

alors, on a :

QtAx−Qtb =

(

R
0

)

x−Qtb =

(

Rx− c
d

)

et par conséquent :

‖Ax− b‖2 = ‖Rx− c‖2 + ‖d‖2
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et le vecteur minimisant ‖Ax− b‖2 est donc le vecteur tel que :

Rx = c

La solution de ce problème est unique si R est inversible ce qui est le cas si
Rang A = n.


