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Avant-Propos

Voici le deuxieéme volume d’un recueil de Qcm
destiné aux étudiants des classes préparatoires au
Haut Enseignement Commercial, option générale et
option économique.

Ce volume contient 13 questionnaires couvrant les
probabilités et les statistiques, ainsi que ’ensemble
du programme d’algébre. Chaque chapitre regroupe
10 questions comportant chacune cinq affirmations
dont 'une au moins est vraie.

Nous avons voulu faire de ce livre un véritable outil
de travail, utile dans les différentes phases de la
préparation : apprentissage, assimilation,
consolidation et révision.

» Dans ce but, les questions de chaque chapitre
sont classées par difficulté croissante :

— les quatre ou cinq premiéres questions sont trés
faciles ; elles permettent de s’assurer que 1’on a bien
appris le cours.

— les trois ou quatre suivantes sont des exercices
permettant de vérifier que ’on a compris le cours.

— les deux derniéres sont de véritables
compléments de cours, des exercices parfois
difficiles, du niveau des oraux de concours.

» Les réponses constituent la deuxiéme moitié de
I’ouvrage. Elles comportent les solutions
développées, mais aussi des commentaires, des
rappels de cours et quelques compléments.

» Dans chaque chapitre, les questions sont
orientées vers les sujets qui posent le plus de
problémes aux étudiants. Par exemple, les
questions sur les nombres complexes sont orientées



vers les interprétations géométriques, trop souvent
ignorées, tandis que dans le chapitre sur les
probabilités, ’accent a été mis sur les définitions des
différents concepts.

Nous croyons que les Questionnaires & Choix
Multiples constituent un outil de travail efficace,
adapté aux étudiants des années 90 : finies les
mathématiques tristes et ardues; place a
Papprentissage ludique. Nous espérons que les
lecteurs apprécieront I’esprit dans lequel nous avons
rédigé les questions et leurs réponses, et qu’il
partageront notre foi dans ce nouvel outil. Toutes
les remarques, critiques et suggestions seront
bienvenues.

Université de Paris-Sud
Département de mathématiques
Bat 425

91405 Orsay Cedex
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Combinatoire et dénombrements

(Résultats p. 121)

Un questionnaire comporte dix questions, auxquelles
on répond par vrai ou faux. Deux feuilles de réponses
au questionnaire sont considérées comme différentes si
elles different dans 'une au moins des réponses aux
questions. Combien peut-il y avoir de feuilles de
réponses différentes ?

1) 10 n
2) 20 O]
(3) 100 0
(4) 1024 ]
(5) Une infinité 0

Soit abc un entier de trois chiffres en base dix, avec
a > c. On note def lentier de trois chiffres obtenu
par la soustraction abc — cba (méme si d = 0). Que
peut-on dire de def + fed ? (Par exemple, pour
abec = 231, on a def = 099, et
def + fed = 099 + 990 = 1089).

(1) Cela vaut 1089, comme dans []
I’exemple.

(2) Le résultat n’est pas constant ; il J
dépend de abe.



(3)
(4)

(5)

QCM n°1

Le résultat vaut 1089, sauf si abc est ]
un multiple de 11.

Le résultat vaut 1089 ou 1189, selon
que b est supérieur, ou strictement
inférieur & a + c.

Le résultat s’écrit c089. ]

On prend 8 entiers z;, 1 < ¢ < 8, vérifiant 2 < z; < 360.
Que peut-on affirmer ?

(1)
(2)

(3)
(4)

(5)

Qu’ils ne sont pas tous premiers.

Qu’il y en a au moins deux qui ne
sont pas premiers entre eux.

O
O
Qu’il y en a au moins deux dont la []
différence est divisible par 7.

[

Que 'un d’eux est premier, ou qu'’il y
en a deux qui ne sont pas premiers
entre eux.

Qu’il existe z;, n € N, et z; tels que [

(z,)" soit divisible par =

COEfliCIENTS BINOMIAUX. Quelles sont les formules
de récurrence correctes ?

(1)

Pour tout entier n > 0, et tout entier ]

p,1<p<n,
o) - &)=
P dz({p-1
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(2) Pour tout entier n > 1, et tout entier []

pE [1;n],
)= 500)

(3) Pour tout entier n > 1, et tout entier []

pE [1;n], L
HEDIA

(4) Pour tout entier n > 1, et tout entier [ ]
pe [L;n],

-5

(5) Pour tout entier n > 0, et tout entier []

p€ [0;n),
() -(.0)

LES REGLES DU POKER. Le poker est un jeu de cartes
ou chaque joueur regoit 5 cartes extraites d’un jeu de
52 cartes ; ces 5 cartes forment ce que ’on appelle une
main, dont la valeur est fonction des cartes qui la
constituent. Cette valeur est évaluée en fonction
inverse de la probabilité d’obtention de cette main.
L’ordre est donc, par valeur croissante :

— plus forte carte,

— une paire (deux cartes de méme valeur, et les trois
autres de valeurs différentes),

— deux paires,

— brelan (trois cartes de méme valeur, et deux
autres cartes de valeurs différentes),

— suite (= quinte = straight, cinq cartes dont les
valeurs se suivent, mais qui ne sont pas toutes de la
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méme couleur, ’as pouvant étre placé avant le 2 ou
apres le roi),

— flush (couleur, i.e. cinq cartes de la méme
couleur),

— full (un brelan + une paire),

— carré (quatre cartes d’'un méme niveau).

— straight flush ( = quinte flush, cinq cartes de la
méme couleur, dont les valeurs se suivent)

— royal flush

Pourquoi joue-t’on avec 5 cartes, plutot qu’avec 4, 6,
7 ou 87 Les assertions suivantes proposent des
explications. Quelles sont-celles qui sont exactes ?

(1) Avec seulement 4 cartes, les []
probabilités d’avoir 2 paires, une
couleur ou une suite sont trop proches
(différence < 210™)

(2) Avec 4 cartes, la probabilité d’avoir ]
un full est trop proche de celle d’avoir
un carré.

(3) Avec six cartes, la probabilité d’avoir ]
un brelan est supérieure a celle d’avoir
2 paires.

(4) Avec six cartes, tout comme avec 7 O
cartes, la probabilité d’avoir une paire
est supérieure a celle de ne rien avoir.

(5) Avec 7 cartes, la probabilité d’avoir la [7]
probabilité d’avoir une ou deux paires
est supérieure a celle de ne rien avoir.



6.

Combinatoire et dénombrements 5

? Combien le mot ANAGRAMME en a-t-il ?

o

1 o 0

2) 6! 0

3 9 O
6!

4 9 []
312!

(5) 6 O
32!

COMPTAGE DE PAIRES, DE COUPLES ET JEU DE
DOMINOS. Deux entiers > 0, n et p < n/2 étant
donnés, on considére les nombres f(n;p), g(n;p), et
h(n;p) définis par :

f(n;p) : nombre de fagons de prendre p paires deux 3
deux disjointes, formées chacune de deux objets
consécutifs pris dans une liste ordonnée de n objets z;,

Xy ooy Xy 5
g(n;p) : nombre de facons de choisir p objets non
consécutifs dans une liste ordonnée de n objets z;, z,,

vy X

h(n;p) : nombre de fagons de former p paires deux 3
deux disjointes, formées chacune de deux objets
consécutifs pris dans une liste ordonnée de n objets z;,
x,, ..., ¥, placés le long d’un cercle (z; et z, sont alors
consécutifs).
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Que peut-on dire des nombres f(n;p), g(n;p), et
h(rp) ?

1) fimp) = g(np).
(2)  g(mp) = fintL;p).
(3)  fmp) = M(np).
4)  g(mp) = h(n;p).

(5)  9(mp) = h(n+1;p).

O 0000

En combien de

morceaux n coups de e'w ane
couteaux peuvent-ils

couper un giteau ? (Les gueslion de
coups de couteau sont m ?

plans, et 'on s’intéresse
au cas n > 3.)

1 2r ]

(2) 2n H

®3) n(n+1;(2n+1) OJ

4)  (n+1)(n?-n+6) O
6.

[

BEREUEH
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9. On triangule un triangle dont les sommets sont
numérotés 1, 2 et 3 ; autrement dit, on découpe ce
triangle en petits triangles en rajoutant des sommets
que ’'on relie a tous les sommets voisins.

Triangulation correcte Triangulation

incompléte

On numérote les sommets selon la régle suivante :

— Un sommet placé sur le coté [45] du grand
triangle est numéroté i ou j (¢, j € {1;2;3}).

— Un sommet placé a I'intérieur du grand triangle
est numéroté 1, 2 ou 3.

Combien y-a-t-il de petits triangles dont les sommets
sont numérotés 1, 2 et 3 ?

(1) 1+E[n/3], ot n est le nombre de [J
sommets que ’on a rajoutés.

(2) Nimporte quel nombre inférieur & la []
moitié du nombre de sommets que
’on a rajoutés.

(3) Un nombre pair. ]

(4) Un nombre impair. J

O

6) n- p/3, ol n est le nombre de
sommets numérotés 3 sur les cotés
(1;3] et [2;3], et ol p est le nombre de
sommets a l'intérieur du triangle.
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10. UN PROBLEME DE VOISINAGE : On considére un jeu de
cartes ne comportant que 2 types de cartes, que nous
noterons % et 4. On assimile ces cartes 3 des chiffres,
et on modélise une disposition de ces cartes cote a
cote sur une table par une séquence (suite finie)
formée avec ces chiffres. Cela étant, si ’on dispose de
P, et de (N - P) %, on note W(N;P,n) le nombre de
suites que 1’on peut former avec ces P et N — P objets
de telle sorte qu’il y ait n 2 voisins d’un %.

exemple, si N 5, si P =2, l’a.rrangement

n=2 (les " v01sms sont souhgnes) On note
également W(N;P,n;i) le nombre des suites
précédentes commencant par un i (=% ou 2).
Quelles sont les formules de récurrence vérifiées par

les W(N;P,n) et W(N;P,n;i) ?

(1) W(N;P,n) = W(N;P,n-1;1)
+ W(N;P,n-1;2)

(2)  WI(N;P,n) = W(N;P,n;1)
+ W(N;P,n;2)

(3) W(N;P,n1) = W(N-1;P-1,n;1)
+ W(N-2;P-1;n-1)
(

(4) W(N;P,n2) = W(N-1;P;n;2)
+ W(N-1;P,n-1;1)

o O o O O

(5) W(N;P,n2) = W(N-1;P,n-2;1)
+ W(N-2;P,n-1;2)
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Structures algébriques élémentaires

(Résultats p. 134)

1. TUNE DROLE DE RECURRENCE.

la réeurrence.

Que peut-on dire de ce raisonnement par récurrence ?

(1) 1l est correct. ]

(2) Il est faux parce que la propriété P(n) ]
est fausse pour n = 0.

(3) Il est faux parce que la propriété P(n) ]
est fausse pour n = 1.

(4) Il est correct, mais les nombres entiers [7]
ne sont pas tous égaux parce que leur
maximum n’est en général pas défini.



QCM n°2

(5) Il est faux parce que dans une []
raisonnement par récurrence on doit
d’abord vérifier la propriété pour
n=0,n=1 n=2, n=3, puis dire
que par analogie, la propriété est vraie
pour tout n.

LOIS DE COMPOSITION : PARTIES STABLES. Soit F un
ensemble muni d’une loi de composition %. Quelles
sont les assertions correctes ?

(1) Pour tout z€ E, et tout ACE, []
Ax{z} est une partie stable de E.

(2) Si  est associative, pour tout z € E, ]
Ex{zr} et {z}xE sont des parties
stables de E.

(3) Pour tout A C E, A% A est une partie []
stable de FE.

(4) Pour tout z € E, le commutant de z, ]
c’est-a-dire {y € F | ykz = zky} est
une partie stable de F.

(5) Si A est une partie de E telle que la []
restriction a A x A de % soit

commutative, alors A est une partie
stable de F.



3.

MORPHISMES DE LOIS DE COMPOSITIONS. Soient E et
F deux ensembles munis respectivement d’une loi de
composition # et d’une loi de composition e. Soit fun
morphisme de (E;x) dans (Fje).

Structures algébriques élémentaires

affirmations vraies ?

(1)
(2)
(3)

(5)

STRUCTURE DE GROUPE. Soit G un ensemble muni
d’une loi de composition interne %, associative. Dans
quels cas peut-on dire que G est un groupe ?

(1)

Si A est une partie stable de E, alors
f(A) est une partie stable de F.

Si B est une partie stable de F, alors
f7'(B) est une partie stable de E.

Si A est une partie commutative de F
(c’est-a-dire telle que, pour tous z et
Yy € A, oky = yk), alors f(A) est une
partie commutative de F.

Si B est une partie commutative de F,
alors f(B) est une partie
commutative de E.

Si A est une partie de FE, I'image du
commutant de A (c’est-3-dire de
l’ensemble des xz€ E tels que
Thy = ykx pour tout y € A) est le
commutant de f(A).

Si, pour tout a € G, il existe e € G tel
que eka = ake = aet a € G tel que
a’a = aa’ = e.

Quelles sont les

OJ
O
[
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(2)

(3)

(4)

(5)

EXEMPLES DE GROUPES. Les ensembles suivants sont-

QCM n°2

S’il existe e € G tel que
akxe = eka = apour tout a € G, et si,
pour tout a € G, il existe @’ € G tel
que ad’ = e, ou d'a = e.

S’il existe e € G tel que eka = a pour
tout a € G, et si, pour tout a € G, il
existe @’ € G tel que a’a = e.

S’il existe e € G tel que
exa = akxe = epour tout a € G, et si,
pour tout a € G, il existe @’ € G tel
que a’a = aa’. = a.

S’il existe e € G tel que
ekxa = akxe = apour tout a € G, et si,
pour tout a € G, il existe @’ € G tel
que a’a = aa’ = e.

ils des groupes ?

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

(N; +)
(Z; +)
(Z; x)
(Q x)
L’ensemble des ﬁombres irrationnels,

noté I, muni de la multiplication
(autrement dit, (R\ Q; x).

O]

O

O

O 000

O
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TABLE D’UN GROUPE.

Structures algébriques élémentaires

est l'inverse de b pour la loi | ?

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

SOUS-GROUPES.

L a b c d

a d c

b c

c c

d b
a [
b ]
c O
d O
La table ne permet pas de déterminer []

quel est 'inverse de b.

ils des sous-groupes de G ?

(1)

Une partie non vide H de G qui est []
stable et commutative pour la loi *.

La table ci-dessous donne
quelques informations sur la table de la loi 1 d’un
groupe G, ayant quatre éléments, a, b, ¢, et d. Quel

Soit (G;%) un groupe, d’élément
neutre e, et soit @ € G. Les ensembles suivants sont-
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(2) Le centre de G, c’est-a-dire ’ensemble
des = € G tels que, pour tout y € G,
on ait TkyY = Y.

(83) Une partie H de G, qui est finie, non []
vide et stable pour la loi *.

@ {a] nen}uid O
(5) {akz| ze G} ]

PERMUTATIONS. On note S, l'’ensemble des
permutations de {1;2;...;n}, et (z;2;...;2,) la
permutation cyclique x, » z, » ... » z, » ;. Comment
peut-on finir la phrase "Tout élément de S, peut
s’écrire comme  composée  d’éléments de

l’ensemble ..."

(1) des transpositions. ]
(2)  {(1:2) 5 (1:3) 5 . 5 (L)} O
@) {(12);(23) 5 ...5 (nLin)} O
@) {(1:2); (1;2:8;...;n)} O
(5) f}(1=22)p (3;4) 5 ... ; (2p-152p)}, si [

SOUS-GROUPES DE Z ET DE R. On considére Z et R
munis de leur structure de groupe pour ’addition.
Quelles sont les propriétés de leurs sous-groupes ?

(1) {-1;0;1} est un sous-groupe de (Z;+). ]
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(2)
(3)
(4)
(5)

Structures algébriques élémentaires 15

Si n €N, nZ est un sous-groupe de
(Z;+).

Si A est un sous-groupe de (Z;+), il
existe n € N tel que A = nZ.

Si A est un sous-groupe de (R;+), il
existe z € R tel que A = Zz.

O O 0O 0O

Si A est un sous-groupe de (R;+), tout
intervalle de R contient un point de A.

RACINES. Soient Ul’ensemble des nombres complexes
de module 1, n un entier > 1, et U, I’ensemble des
racines n-iémes de l'unité. Pour tout k, on pose

2ikn

2z, = e ™ . Que peut-on dire des 2, de Uet de U, ?

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)

Tout élément de C admet exactement []
n racines n-iémes (distinctes).

U, est un sous-groupe de U qui est un []
sous-groupe de C".

Pour tout z, € U, il existe p € {1; 2; []
.y n} tel que 2z, = 22,.

Pour tous 2, et z, € U, il existe []
p € {1; 2; ...; n} tel que 2, = 22.

q

- O
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QCM n°3
Nombres complexes
(Résultats p. 141)

On utilise dans ce QCM les notations normalisées : 3(2) désigne

la partie imaginaire de z, 8?(2) désigne la partie réelle de z, etz
désigne le complexe conjugué de z.

(Lv2if -( -0
(L+d -+

Quelles sont les affirmations exactes ?

1. Soit z =

M R = -

29
@) o) -
(3)

Ne)

4
5
|

|2 =

J_ 5
4) s (w2 + (1) .
(1+df +@+df

2arg(l +24) - 3arg(t -4 UJ
3a.rg(1 + z) - 2arg(2 + z)

(5)

arg(2) =

2. MODULES. Soient u, v, et w trois nombres complexes
de module 1. Quelles sont les relations correctes ?

1) Iuv+vw+wu|=|u+v+wl [



(2)
(3)
(4)

(5)

Nombres complexes

|u’u+vw+wul < |u+’u+wl
Iuv+vw+wu| > |u+'u+w|

_ e el

|uv+vw+wu| =
|u+v+w|2

|uv+vw+wu| =|u2+v?+w?|

O

17

Quelle est la signification géométrique de la relation

(1)
(2)

(3)

(4)

2+ 2" + |21 - 2 = 2(|2* + |]) ?

L’aire d’un triangle est égale au demi-
produit de la base par la hauteur.

L’aire d’un parallélogramme est égale
au demi-produit des longueurs des
diagonales.

Dans un losange, les diagonales
découpent quatre triangles dont les
aires sont égales.

La composée des symétries vectorielles
par rapport a deux droites est égale &
la rotation vectorielle dont ’angle est
le double de P’angle de ces deux
droites.

Dans un parallélogramme, la somme
des carrés des diagonales est égale au
double de la somme des carrés des
longueurs de deux co6tés adjacents.

[
[

[

[]

Soient E et F les demi-plans ouverts supérieurs et
inférieurs,
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E = {z€C| Q(z)>0}, et F = {z€C| S(z)<0}.
Soient a, b, ¢, et d € R" tels que ad — be < 0. Soit
_az+b

enfin fapplication définie par f(2) .
cz+d

Quelles sont les propriétés de f?

(1) fest une application C — C.
(2)  fip est une application E — F.
(8)  fir est une application F — E.

(4)  fig est injective.

(N I I I O I

(5)  fi est une surjection F — E.

Quelles sont les formules exactes, lorsqu’elles sont
définies ?

(1) sin'z cos’z OJ
= iG (cos7z + cosba + 3cos3z - 3cos)
2
2 i3 - a3
(2) sin 2 cos’z _ ;1o o0 ]
sinz - cosz
3) sindz _ cos3z _ 9 ]

sinx COST

(4)

tan(w +y+ z)

tanz + tany + tanz
1 -tanztany -tany tanz - tanz tanz
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(5) sindx + sin2x
cosdzx + cos2x

= tan3zx

Quel est D’ensemble
des nombres complexes
z vérifiant

z+1-2:
z2-1-12

=17

(1) Le cercle dont un
diameétre a —1422
et 147 comme
extrémités.

O

(2) La droite passant par —1+2i et 144, []
privée de 1+z.

(3) La droite médiatrice du segment [7]
d’extrémités —1+27 et 1+4.

(4) Leellipse dont —1+2¢ et 1+¢ sont les []
foyers.

(5) L’hyperbole de foyers —1+27 et 1+4. OJ

Quel est ’ensemble des nombres complexes 2 vérifiant

___z—_3'eK?
z2-5+2i
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(1)
(2)
(3)

(4)
(5)

Quel est ’ensemble des nombres complexes z vérifiant

(1)

(2)

Soit @ un complexe tel que R(a) > 0.

QCM n°5

Le cercle dont un diamétre a 3 et 523 ]
comme extrémités.

La droite passant par 3 et 521, privée J
de 5-2i.

Le demi-plan ouvert contenant O, ]
délimité par la droite passant par les
points 3 et 5-21.

L’ellipse dont 3 et 5-2¢ sont les foyers. O

L’intervalle ouvert d’extrémités 3 et ]
5-21.

z2+2 +‘3i cRi?
2 -2t

L’intérieur du disque dont le segment []
d’extrémités -2-3¢ et 2¢ forme un
diametre.

Le cercle dont le segment d’extrémités []
—2-3¢ et 2¢ forme un diameétre, privé
du point 21.

L’ellipse de foyers —2-3i et 21. ]
L’intervalle ouvert dont les extrémités ]
sont —2-37 et 22.

La médiatrice du segment reliant []
-2-37 et 21.

I’ensemble des complexes z tels que

Quel est
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@72l <17

a+z

(1) Le demi-plan droit ouvert.
(2) Le demi-plan gauche ouvert.
(3) Le demi-plan supérieur ouvert.

(4) L’intérieur du disque de rayon R(a).

O 0000

(5) L’extérieur du disque de rayon R(a).

FORMULES DE MACHIN ET CIE. La formule de Machin
(prononcer "Metchinn"),

T - 4arctan ! - arctan -1
4 5

239’

est un exercice de trigonométrie aussi traditionnel que
pénible. Si 'on utilise les nombres complexes, la
vérification de la formule devient facile, puisqu’elle se
déduit immédiatement de 1’égalité

(5-0'(1+4) = (24 -100°(1 +4) = 4(239 - 9)
en identifiant les arguments des différents membres.

Chacune des assertions suivantes propose d’abord une
identité en nombres complexes, puis une relation
trigonométrique reliée a l’identité par un symbole
d’implication. Quelles sont les assertions donnant
deux égalités correctes et telles que la relation
trigonométrique se déduise bien de égalité
complexe ?
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(1) (2+49)(3+4) =5(1+4)

=
a.rctan.l- + arctanl =T
2 3 4

2 @+i(5+d)B8+4) = 65(1 +4)

=
arctan-l. + arctanl + a.rctan.l. =X
2 5 8
@) 3+iPl+i) = 5001 +9)
=

2arctan l + arctan T
3 4

=

(4) (7 + 3 (79 +34)" = 50 x1250% (1 +4)
=

5arctanl + 2a.rctan—?.’- =T
7 79
(5) (70 +4)(99 - 1) = 29(239 + 1)
=

4a1:ctan.1_ - arctan7_10 + a,rctani =1

99
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Polynémes
(Résultats p. 153)
1. Quelle est I'identité remarquable illustrée par la figure

ci-dessous 7

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

@ + ab = a(a + b)
a® - ab = a(a - b)
a —2ab + b = (a—-b)?
@ + 2ab + ¥ = (a + b)?

@ - b = (a-b)(a+ b)

O 006o0d
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Soit f une fonction polynéme réelle vérifiant
f(z+1) = f(z) pour tout réel z, et f(3) = 5. Que vaut

3)°

(1) Les informations de Iénoncé ne []
permettent pas de répondre a la
question.

(2 35

) 5

O O o0 O

FORMULE DU BINOME ET COEfiCIENTS BINOMIAUX. Le
développement de (1 + 1) par la formule du bindéme
permet d’établir la relation

(37

k=0 k
Chacune des assertions suivantes propose un calcul
suivi d’une relation de récurrence sur les coefficients
binomiaux. Quelles sont les assertions suggérant une
formule correcte qui se déduit effectivement du calcul
indiqué ?

(1) Le développement de (1 - 1)" conduit []
a la relation

oy o
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(2) Le développement de []
%[(1 +1)" - (1 -1)"] conduit a la

relation

z": (21;] -

k=0

(3) La comparaison des termes en 2* dans []
le développement des deux membres
de ’égalité
(1ra)r (L +2)1 = (1+a)P
conduit a la relation

% (om0

(4) La dérivation, effectuée pour z=1, []
du développement de (1 4+ z)" conduit
a la relation

i k(:] = n2"t,

=0
(5) L’intégration, sur lintervalle [0;1] du [7]
développement de la fonction
z (1 +2)" conduit a la relation

n

Ei n) _ 271 -1
k+1l k '

k=0 n+l

FORMULES DU BINOME fiNIES ET INfiNIES. La formule
du binéme donne le développement de (a + b)™.
Quelle est la formule qui donne le développement de

A=Q1Q4+z+2+2+ ...+ 27



26

(5)

QCM n°4

2n
A=Y (k1)
k=0
A=1l+z+2+2 +...+22"

A=1+22+2+28 +... +22"1 + 2"

N I I I R

A =1+22+322 +42° + ... + na*!
+(n+1)z” + na*! + (n-1)a™"?
+...+3272 + 292771 4 27

O

A=Y (k1) + )

A quelle condition le polynéme réel

Po)=a"+ 2"+ 2"+ 27+ 1

est-il divisible par

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

Q)=+ +24+2+17

P est divisible par @ si n est un []
multiple de 5.

P est divisible par @ si n est congru & []
1 modulo 5.

P est divisible par @ seulement si n []
n’est pas divisible par 5.

P est divisible par @ seulement si n [7]
est congru a 3 modulo 5.

P est toujours divisible par Q. ]
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EQUATIONS PALINDROMIQUES. On dit
équation polynomiale est palindromique

coefficients sont les mémes quand on lit de gauche a
droite, ou de droite & gauche.
équation palindromique du quatriéme degré est de la
forme

at + b2 + e 4+ bx + a = 0.

Quelles sont les propriétés de ces équations ?

(1)

(3)

(4)

Le changement de variablez = x + 1
T

transforme une équation palin-
dromique du quatriéme degré en une
équation du second degré en 2z que
l’on peut résoudre pour en déduire
ensuite .

Une équation du quatrieme degré
quelconque,
174+C313+C2.'I/2+01$+C0:0
peut étre transformée en une équation
palindromique par le changement de

variable z = y—%ca.

Toute équation du cinquiéme degré

P+ttt el +or+ =
0

peut étre transformée en une équation
palindromique puis résolue grace au

changement de variable z = y —% -

-1 est racine de tout polynéme
palindromique de degré impair.

qu’une

si

Par exemple, une

O
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(5) Si P est un polyndme palindromique
de degré pair, 2n, on a
P(a) = 2 P[l]

x
Soient n et keN, k>2 On

P, (x) = 2" - kz + 1. Combien le polynéme P, a-t-il

de racines dans l'intervalle |0;1[ ?

(1) Osik=2,1sik>2.

(2) 0 si k<nt2, 1 si k=n+2, 2 si
k> n+2.

(8) 1sik<n+2 2sik>nt2.
(4) 1, dans tous les cas.

(5) 2, dans tous les cas.

Que peut-on affirmer de la division de
P(X) = aX"+bX"'+1 (n>1)

par RIX)=(X+1)7?7

(1) P n’est jamais divisible par Q.

(2) P est toujours divisible par Q.

(3) P est divisible par @ si et seulement
sia= (—l)n(n —1) et b = (—1)" n.

O

O 040 O34

O O
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Lorsque P est divisible par @, le
quotient de P par @) vaut

1+2X+3X2+... +(n-1) X2

Lorsque P est divisible par Q, le
quotient de P par @) vaut

1-2X+3X2 - +(-1)" (n-1) X2

Quelles sont les propriétés du polynéme

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

P(X) = (X-2)° - X° ?

P est un polynéme de degré 5.

Dans le plan complexe, les racines de
P sont alignées sur la droite
d’équation r = 1.

Dans le plan complexe, les racines de
P sont aligndes sur la droite
d’équation y = 1.

Les racines de P ont des arguments de

la forme 6 = 1:[1 —%‘:} k=1,..4.

P(X) =[)@-2X+£+1_§_@]

[ o o

29
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10. EQUATIONS FONCTIONNELLES. Quelles sont les
affirmations correctes ?

(1) Le polyndme nul est lunique []
polynéme P vérifiant
VzeR, VyeR, P(z+y) = P(z) P(y).

(2) Le polynébme nul est I'unique ]
polynéme P vérifiant
VzeR, YyeR, P(zy) = P(z) P(y).

(3) Le polynéme nul est D'unique []
polynéme P vérifiant
VzeR, VyeR, P(z+y) = P(z) + P(y).

(4) Le polyndme nul est lunique []
polynéme P vérifiant
VzeR, VyeR, P(zy) = P(z) + P(y).

(5) Le polynéme nul est l'unique []
polynéme P vérifiant
VzeR, VyeR, P(z-y) = P(z) P(y).
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Espaces vectoriels

1.

(Résultats p. 165)

SOUS-ESPACES VECTORIELS. Parmi les assertions
suivantes, lesquelles sont suffisantes pour qu’une
partie F' d'un espace vectoriel E sur un corps
commutatif K soit un sous-espace vectoriel ?

(1) F est un sous-groupe additif de E tel []
que, pour tout n € N, et tout = € F,
on ait nx € F.

(2) F est une partie de E telle que, pour O
tout = et tout y € F, et pour tout
X € K, on ait z + Ay € F.

(8) F est une partie non vide de E telle []
que, pour tous z et y € F, et tout
a € K,on ait x+ y € Fet ax € F.

(4) F est une partie non vide de E telle []
que, pour tous z et y € F, et tous o et
B € K, on ait ax + By € F.

(5) F est une partie non vide de E telle []
que, pour tous z et y € F, et tout
a € K, on ait ¢ + ay € F.
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EXEMPLES DE SOUS-ESPACES VECTORIELS. Les
ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels

de R ?

(1)
(2)

0 . a, beR}

E

ab
a b; C'aZO, b, CER}

,§

a b; cE]R3.a+b+c=O}

I

(4)
(5)

abc€R3.a2+b2+02§1}

=
O O 0 0o g

-{
-{{
3) {{
{
-{

(a;b; c€Q3}

ﬁ

OPERATIONS SUR LES SOUS-ESPACES VECTORIELS.
Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif
K, F, G, deux sous-espaces vectoriels de E, et (H,);cs
une famille non vide de sous-espaces vectoriels de E.
Quelles sont les opérations valides pour former des
sous-espaces vectoriels ?

(1) L'intersection : () H, est un sous- []
i
espace vectoriel de E.

(2) Le passage au complémentaire : F°est []
un sous-espace vectoriel de F.

(3) La somme : ]
F+G ={z€E:3yeFA3Jz€G, z=y+2}

est un sous-espace vectoriel de F.



(5)

COMBINAISONS LINEAIRES. Les affirmations suivantes

Espaces vectoriels

La différence ensembliste : F \ G est ]

un sous-espace vectoriel de F.

La différence algébrique :
F-G ={y-z: y€F, zeG}
est un sous-espace vectoriel de E.

sont-elles correctes ?

(1)

(2)

(3)

Le vecteur wu =(2,-5:3)€R® est U

combinaison linéaire des vecteurs
v = (1,—3;2), v, = (2,—4;—1) et
v = (1,—5;7).

Le polynéme réel P(X) = X*> +4X -3

est combinaison linéaire des
polynoémes

QX) = X2+2X +5

R(X) = 2X* -3X
et S(X) = X +3.

, 3 1

La matrice A = est
| 1 -2

combinaison lindaire des matrices

11 00
B= ]’ Cz[ ], et
10 11

02]
D = .
\0_1
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(4) Tout vecteur de R® est combinaison []
linéaire des vecteurs e = (1;2;3),
& = (0;152) et ¢ = (0;052).
(5) Le plan 2= 0 de R’ est engendré par []
v = (2;3;0) et w = [1;1;0].
6 4

DIMENSION ET INTERSECTION. Soit F un espace
vectoriel de dimension 7, et soient Vet W deux sous-
espaces vectoriels de dimensions respectives 4 et 5.
Est-il possible que V' N W soit de dimension

1 1°? 0
(2) 27 0
3) 37 n
4) 47 ]
5) 57 ]

RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS. On
considére un systéme de n équations & p inconnues,

P
Y oz =0, (k=1,2..,n).
1=1

Quelles sont les manipulations valides pour résoudre
ce systéme, et quelles sont les situations possibles ?



(1)

(2)

(3)

OPERATEURS NILPOTENTS.

Espaces vectoriels

Si l'on arrive a des équations de la
forme

(2) 7 =c¢, .., 3, = ¢,
par des combinaisons lindaires des
équations de départ, le systéme (2)
fournit les solutions du systéme de
départ.

On peut remplacer une équation du
systéeme par une combinaison lindaire
des autres équations sans changer la
nature du systéme.

Le systéeme ne peut admettre une
solution unique que si n = p.

Si le nombre d’équations est
strictement inférieur au nombre p
d’inconnues, le systéme admet une
infinité de solutions.

Le systéme est impossible seulement si
Pun des vecteurs lignes (a;) est
combinaison  linéaire des autres
vecteurs lignes.

O

O

O
0
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Soient E un espace

vectoriel de dimension n, et f une application linéaire
nilpotente F — F, c’est-a-dire une application linéaire
telle qu’il existe un entier p tel que ff = 0, et que
f7' # 0 (On dit que p est 'index de f). Quelles sont
les propriétés de décomposition de f?

(1)
(2)

Si Ker f7 = Ker f?*!, alors ¢ > p.

Si Imf? = Im f7*', alors q > p.

[
[
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(3) Siz, m, .., , sont des vecteurs de E []
tels que{f”‘(:tl) i) ;f”'"(:cm)}

soit une famille libre, alors

{wl sA@)s s f P (x) s 25 f(2,) 5
s fP(>) 5 2, ...f”’"(mm)}

forme aussi une famille libre.

(4) 1l existe une base de E dans laquelle [7]
la matrice de fest de la forme

0100

(o]
O -

(6) p<n H

Soient U et V deux espaces vectoriels sur R, et H un
sous-espace vectoriel de U. Soient f une application
linéaire U — Vet fy sa restriction a H.

Que peut-on dire de fy ?

(1)  fyest une application linéaire H — V. ]
(2) Kerfy=ZKerf ]
(38) Kerfy= Kerf)n H ]

(4) Imfy=f(H) O
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(6) Imfy=Imfn f(H) O

ENDOMORPHISMES DE RANG 1. Soient E un espace
vectoriel, et f un endomorphisme de E de rang 1.
Que peut-on dire de f?

(1) vzeE, IeR fA(z) = 7f(a)
(2
(
(

N—

INER, Vz€E, fi(z) = \f(z)

3) fest un projecteur.

0O 000

4) f-Idg est un isomorphisme de E.

(6) Il existe des applications linéaires
g € L(R;E), et h € L(E;R) telles que
f=hogyg

. Soient F un espace vectoriel, et F un espace vectoriel

de dimension finie. Soient f € L(E;F), et
V= {9 € L(F;E):fogo f=0}
Que peut-on dire de fet de V;?

1 V. est un sous-espace vectoriel de
!

L(F;E).
(2) Si V;= L(F;E), alors fest bijective.

3) Si V.= {0}, alors fest injective.
f

(4) Si V;= {0}, alors fest surjective.

(I I I I O I R

(5) Si E est de dimension finie, alors

v, = {0}.
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Matrices

(Résultats p. 176)

1. Quelle est écriture développée de la matrice

(1)

(2)

(4)

(5)

((‘l)ij + ’)1515.; g2 |
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2. CALCUL DE COUT. Une société fabrique trois produits
A, B, et C dans quatre usines W, X, Y, Z. Le coiit
de fabrication de chaque produit est le méme dans
chaque usine, et fait intervenir trois ressources R, S et
T . Le tableau suivant donne le colit unitaire :

A B C
R 1 2 3
S 4 3 2
T 5 7 4

Les quantités de chaque produit fabriquées chaque mois par
les différentes usines, sont données par le tableau suivant :

w X Y VA
A 20 30 40 45
B 20 12 13 70
C 10 50 50 5

Les matrices peuvent-elles étre utilisées pour calculer le coiit
annuel dépensé, pour chacune des ressources R, Set T dans
chaque usine. ?

(1)  Les matrices n’ont rien a voir avec le []
probléme.
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Pour calculer le colit, on additionne []
les vecteurs colonnes de la matrice de
coiit, ce qui donne

1+2+3 6
C,=14+3+2|=]9
5+7+4 16

On additionne ensuite les vecteurs
lignes de la matrice des quantités de
fabrication, ce qui donne

F, =(20+20+10 30+12+50 40+13+50 45+70+5)
=(50 92 103 120)
On effectue enfin le produit 12 C| F;.

On éléve 3 la puissance 12 la matrice [7]
de colit, ce qui donne
12

123
C,=C%=|43 2
57 4
On effectue ensuite le produit C,F, ou
F est la matrice de fabrication,
20 30 40 45
F=120 12 13 70
10 50 50 5

On effectue le produit 12 CF, ou Cest [ ]
la matrice de coilit définie en (2), et ou
F est la matrice de fabrication définie

en (3).
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(5) On calcule (CF)", ou C est la matrice
de colit définie en (2), et ou F est la
matrice de fabrication définie en (3).

MATRICES REMARQUABLES. Quelles sont les
définitions correctes ?

(1) Une matrice est dite carrée si chacun [7]
de ses coefficients est un carré.

(2) La matrice inverse de la matrice []
A = (ay)1<icn1<j<p €5t définie si chacun
des a; est non nul; C’est la matrice
(1/%‘)1gign,lgjgp-

(3) La matrice identité d’ordre (m;p), []
notée 1Id,,, est la matrice
(‘aij)l.SiSn,lstp .d'éﬁn%e par a; =1 si
t=730;=0sl¢#]

(4) Une matrice est dite antisymétrique si []
elle est égale a la transposée de son

opposée, ou si elle est égale a
lopposée de sa transposée.

(5) Une matrice a coefficients dans C est []
dite hermitienne si elle est égale a la
transposée de sa matrice conjuguée.

MATRICES DE PERMUTATION : On appelle matrice de
permutation toute matrice dont les coefficients valent
0 ou 1, et qui a exactement un 1 sur chaque ligne et
chaque colonne. Que peut-on dire de ces matrices ?

(1) Les matrices de permutations sont des []
matrices d’isomorphismes.
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(2) Toute matrice d’isomorphisme est une []
matrice de permutation.

(3) Les matrices de permutation sont
appelées ainsi parce que ce sont les
matrices associées aux applications
linéaires qui effectuent des
permutations des vecteurs de l’espace
vectoriel.

(4) Une matrice de permutation est []
forcément une matrice carrée.

(5) La transposée d’'une matrice de []
permutation est égale a son inverse.

DECOMPOSITION EN BLOCS DE MATRICES. Quelles

sont les affirmations correctes ?

(1) Si deux matrices de méme taille A et []
B sont décomposées en blocs sous la

forme
A A, B, B,
|4, 4, | B, B,)
le produit AB est donné par
A B +A,B, A B,+A,B,
AB =\ 4B +A,B, AB,+A,B,
ou ABy, ..., A,B, sont les produits

des blocs.



(2)

(3)

(4)

Matrices

Si A est une matrice décomposée en []

'Al A2
blocs sous la forme A = , la
3 4
transposée de A s’écrit
tA ) t Al t A3
t A2 t A4
Si A est une matrice décomposée en
A, A,
blocs sous la forme A = ,
A; A,
A6l A
linverse de A est A =
Al AP

Soit A une matrice carrée inversible
décomposée en blocs sous la forme

Al A2
A3 A4

des matrices carrées inversibles de
méme taille. On suppose que A, Aj,
., A, admettent une décompostion
de la forme A= LU, A, = L,U,, ...,
Ay =L,U, ou L, Ly, ..., L, sont des
matrices triangulaires  unipotentes
inférieures, et ou M, M, ..., M, sont
des matrices triangulaires supérieures.
Alors,

Ll L2 Ml MZ
L = et M = .
L3 L4 M3 M4

A= ,ou Ay, ..., A, sont

43



44

6.

QCM n°6

(5) Une matrice carrée A décomposée en []

blocs carrés sous la forme

A, A,

A ={ , est diagonale si et

A

3 4

seulement si chacun des blocs A, ...

A, est diagonal.

010

b

Soit M la matrice |0 0 1|. Que vaut M'??

100

(1)

(2)

(3) o)

(4)

L]
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%) 100 u

001
010

On munit Ry[X] de la base B = {1; X; X*}, et 'on
consideére I’application

R[X] - R[X]
i) Pl - X2) P(0) +2X (1 -X)P[%] + X2 P(1)
et la famille C = {(1 -X%); X(1 - X); X*}. Quelles

sont les affirmations correctes ?
(1)  C est une base de Ry[X] OJ

(2) La matrice Mp(u) de u dans la base B []
est donnée par

P(0) -2P(0) P(0)

Myu) =| 0 QP(%] —21{%]
0o 0  PQ)

(3) La matrice Q, de passage de B a C []
est inversible, et s’écrit

100
Q=(210]
111
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(4) La matrice de u dans la base C est ]
1 0

M(u) =

S NI
O NI~ O

1
2
1

(5) La matrice Mp(u) de u lorsque
I’espace de départ est muni de la base
B, et ’espace d’arrivée de la base C
est définie par Mp (u) = M(u) Q.

DANSEZ MAINTENANT : «Lors d’un rallye ou se
trouvent réunis n filles et n gargons, chaque fille a été
présenté a k garcons, et chaque garcon a été présentée
a kfilles (k > 1). Ils vont tous danser. Est-il possible
de former des couples de telle facon que chaque garcon
et chaque fille danse avec quelqu’un qui lui a été
présenté 7 »

Ce probléeme important a été résolu en 1950 par
Konig. Parmi les assertions suivantes, quelles sont
celles qui peuvent étre utilisées a différentes étapes de
la démonstration du résultat de Konig ?



(1)

(2)

(3)
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Le probléme n’a généralement pas de []
solution, et I’étude de la matrice

\

01100
00110
01010
10001
10001

le montre.

Si M est une matrice carrée n x n []
dont les coefficients valent 0 ou 1, et
telle que la somme des termes sur
chaque ligne et sur chaque colonne
soit constante, égale a k, alors, M
s’écrit comme somme de k matrices de
permutation. :

M=P +P,+.. +P,

Une matrice a coefficients entiers []
positifs est somme de matrices de
permutations si et seulement si elle

est inversible.
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(4) Soit E' un ensemble, et F, Fy, ..., F, []
des parties de E. Les deux
affirmations suivantes sont
équivalentes :

— Il existe n éléments distincts deux
a deux a;, ay, ..., a, de E tels que
o €F,a€kF,, .., a,€F,;

— Pour toute combinaison {7;iy;
w3} déléments  de  {1;2;...;n},
p € {1;2;...;n}, SgUSgU'~'USf, a au

. 212
moins p éléments.

(5) Le probléime a une solution, car si ]
cinq points du plan n’ont pas trois
points alignés, quatre de ces points
sont les sommets d’un quadrilatére
convexe.

MATRICES DE M,(R,) INVERSIBLES DANS M, (R,).
Soit A l’ensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans R_, inversibles, et dont l'inverse est
aussi a coefficients dans R,. Que peut-on dire de A ?

1) A=o. J
(2) A est un sous-espace vectoriel non
vide de M, (R).

(3) A est non vide et est stable par
produit.

(4) A contient 'ensemble des matrices de
permutations (carrées d’ordre n).

o 0O O Od

(5) A est égal & l'ensemble des matrices
de permutations (carrées d’ordre n).
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10. EXEMPLES DE MATRICES INVERSIBLES. Parmi les
matrices suivantes, a coefficients réels, quelles sont
celles qui sont inversibles ?

(1) 13 23 33 43 53 D
2 3 48 5 6
3 4 5 6 7
4$ 5 68 78
5 6 7 8 9 )

(2) A, matrice carrée d’ordre n telle qu’il []
existe une matrice carrée d’ordre n, B
telle que AB = Id,,.

b

()  A=(a;)1<icni1<jcn avec, pour tout i, []]

1<i¢< n |a >E|aik].
pow

(4) ) O]
a,-b, a-b, a-b; a,-b,

a,=b, ay-b, a,~b; a,-b,
a;-b, a;-b, a;-b; a,-b,

a,~b, a,-b, a,-b; a,-b,

avec a,f+a;+a§+a§=1,
et bbb+ bl+b =1,
(5)

1 cosa cos2a -~ cos(m=1)a
cosa cos2o cosdow - COSTIY
cos2a  cos3x cosdae - cos(n+l)a

cos(n-1)a cos(na) cos(n+l)a - cos(2n-1)a,

avec a ¢ {kr : k € Z}.






50

QCM n°7
Réduction des endomorphismes
(Résultats p. 185)

1. Soient, pour tout n € N, F, Pensemble des fonctions
R — R de période n, et P, ’ensemble des suites réelles
de période n. Les affirmations suivantes sont-elles
exactes 7

(1) F, et P, sont des espaces vectoriels. O
(2) F 2 + F 3 = F6 D

8) F,+F,=F,®F, si pet g sont []
premiers entre eux.

(4) U P_ et U F_ sont des espaces ]
neN* neN*
vectoriels.

(5) Les suites (F,) et (P, sont []

croissantes.

2. APPLICATIONS LINEAIRES COUPLEES. Soient E un
espace vectoriel de dimension finie sur un corps
commutatif K, et fet g deux endomorphismes E — E.
Comment ces deux applications peuvent-elles étre
reliées 7

(1) 1l est possible d’avoir ]
fog—gof=1dg.
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(2) Si fog=gof=0, f est le projecteur []
sur Ker g parallélement a Im g, et g est
le projecteur sur Ker f parallelement a
Imf.

(8) Si, pour tout x € E, il existe \, € K []
tel que g(z) = X\, f(z), alors il existe
X € K tel que g(z) = X f(2).

(4) Si fog= gof, tout vecteur propre de [ ]
f est aussi vecteur propre de g.

(5) Si fog=gof, g est inclus dans []
lalgébre d’endomorphismes engendrée

par f, Cc’est-a-dire s’exprime en
fonction de Idg, de f, ... de f*.

VALEURS PROPRES. Soient a, b et ¢ trois réels non

a
nuls, U=|blet V= [l 1 1) Que peut-on dire
a b c

c
des valeurs propres des matrices formées a partir de
U V,'Uet 'V?

(1) Les valeurs propres de UV sont 0, 0 [7]
et 3.

(2) 3 est 'unique valeur propre de VU. ]

(3) Les valeurs propres de ‘VVsont 0, 0, []
et 1 + 1 + 1
a b c

(4) Les valeurs propres de (UV) UV sont []
0,0et9.



QCM n°7

(5) Les valeurs propres de {(UV) UV sont []

0,0 et (a? + 82 + &) 1,1,.1)
@ v &

PUISSANCES D’UNE MATRICE. Soient

0 a &

0 a

1o
a

vl

Que peut-on dire de ces matrices et de leurs
puissances successives ?

len—t ol

a € R et

(1) M = M+21Id4 O

(2) N = N-+21d, O

(3) -1 et 2 sont valeurs propres de M et []
de N.

W - o dezcayle, O

(5)

= 2o (e L vz (g, O
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EVOLUTION DU CHOMAGE ET PUISSANCES DE
MATRICES. Dans une ville dont la population totale
est stationnaire, on étudie 1’évolution de I’emploi, en
mesurant chaque année a la méme date le nombre de
personnes ayant un emploi, et celui des chomeurs. La
situation du chomage a la date 0 de mesure est la
suivante : il y a 10.000 personnes en activité, parmi
lesquelles 7.000 ont un emploi, et 3.000 sont au
chomage. L’évolution du chomage d’une année sur la
suivante se fait selon les régles suivantes :

— 10% des personnes qui ont un emploi a la date n
sont au chomage a la date n+1 ;

— 60% de ceux qui sont au chémage a la date n ont
un emploi a la date n+1.

Qu’est ce que les matrices permettent de dire de
I’évolution future du chémage ?

(1) Les matrices ne peuvent pas aider []
dans I’étude de ce probléme.

(2) Le chomage tend vers une limite non []
nulle.

(3) Le chomage tend vers un cycle de []
période 2, c’est-a-dire vers une valeur
les années paires, et vers une autre
valeur les années impaires.

(4) Asymptotiquement, toute la []
population sera au chomage.

(5) Le chémage s’annulera ’année 33. ]
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6. Si A est une matrice m X n, et si B est une matrice px,
on définit le produit direct A ® B comme étant la
matrice mp x nq définie, en matrice-bloc, par

a,B a,B - a,B
ayB ay,B - a,B

a’mlB a’mQB a’mnB

Quelles sont les propriétés du produit direct ?

(1) Si A, Bet C sont trois matrices, et si [ ]
A et B sont de méme taille, alors

(A+Ble c=(4e O +(Be

(2) Si A, B, Cet D sont quatre matrices [ ]
de tailles respectives mx n, p X q, nx s,
et gx t, alors

(4@ B)(ce D) = (40 e (BD)

(3) Si u est un vecteur propre de la []
matrice mx m A pour la valeur propre
X\, et si v est un vecteur propre de la
matrice nx n B pour la valeur propre
i, alors u® v est vecteur propre de
A ® B pour la valeur propre \u.

(4) Si u est un vecteur propre de la []
matrice mx m A pour la valeur propre
X\, et si v est un vecteur propre de la
matrice nx n B pour la valeur propre
B, alors u® v est vecteur propre de
A ® B pour la valeur propre X + .



DIAGONALISATION.

Réduction des endomorphismes

Si u est un vecteur propre de la

matrice mx m A pour la valeur propre

\, et si v est un vecteur propre de la

matrice nx n B pour la valeur propre

i, alors u® v est vecteur propre de
C=(A®Id) + (Id,® B)

pour la valeur propre X\ + .

O

55

Comment peut-on compléter la

phrase "Une matrice carrée M d’ordre n est
diagonalisable..." ?

(5)

seulement si elle a n valeurs propres
distinctes.

s’il existe deux matrices inversibles P
et Q telles que P'MQ soit une
matrice diagonale.

seulement s’il existe une famille libre
de n vecteurs colonnes qui soient
vecteurs propres de M.

si et seulement s’il existe une famille
libre de n vecteurs colonnes qui soient
vecteurs propres de M.

seulement s’il existe une matrice
inversible P telle que P M P soit une
matrice diagonale.

OJ
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8. MATRICES DIAGONALISABLES. Quelles sont les
matrices diagonalisables (sur R) ?

(1) U

1234
012
100

@ 01 [

-10

®) 00O [

001
010
100

(=R

o O O© =

(5) O
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PROBLEME DE POPULATION. Dans une population de
lapins et de fouines, on a observé les faits suivants :
— Chaque année, le nombre de lapins est égal a 4
fois le nombre de lapins moins deux fois le nombre de
fouines de ’année précédente.

— Chaque année, le nombre de fouines est égal a la
somme du nombre de lapins et du nombre de fouines
de ’année précédente.

Sachant qu’il y a actuellement 100 lapins et 10
fouines, que peut-on dire de I’évolution future du
nombre de lapins et du nombre de fouines ?

(1) Rien : les hypothéses sont [7]
visiblement incomplétes.

(2) Si l’évolution de poursuit selon les []]
régles énoncées, les deux populations
augmenteront indéfiniment.

(8) L’évolution s’arrétera forcément au []
bout de 14 années, lorsque la
population des lapins se sera éteinte.

(4) Asymptotiquement, il y aura deux fois ]
plus de lapins que de fouines.

(5) Asymptotiquement, il y aura []
infiniment plus de lapins que de
fouines.

RECURRENCE LINEAIRE. Soit w, le nombre de mots de
n lettres prises dans lalphabet {0;1;2;3;4} et tels
que deux lettres consécutives different d’une unité.
Soient également a,, b, et c, le nombre de ces mots
qui se terminent par respectivement 0, 1 et 2. Que
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peut-on dire de ces quatre suites (w,), (a,), (b,) et

(ca) ?

(1)

(2)

(3)

(4)

Elles satisfont & la relation

récurrence
w, =a,+b +c,.

\

Elles satisfont a la relation
récurrence

w, =2a,+2b +c,.

Elles satisfont & la relation
récurrence

a.=b

n+l n
bn*l = a’n + cn :
C,y =2b,

La suite (b)) vérifie b, = b, ,, =

de

de

de

O

La suite (w,) vérifie []

w,, = 3" si n>4.
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Statistiques descriptives

1.

(Résultats p. 200)

POPULATION ET VARIABLES STATISTIQUES. On reléve
I’opinion, favorable ou défavorable, de 50 éléves des
classes préparatoires, a propos d’un livre de QCM.
On note X la variable d’opinion, et z; ’opinion du s

iéme consommateur interrogé.

cette expérience statistique ?

(1)
(2)

(3)
(4)
(5)

La population est formée de
I’ensemble des étudiants interrogés.

La population est formée de tous les
éleves des classes préparatoires
concernées par le livre.

X est une variable quantitative
continue.

X est une variable quantitative
discrete.

X est wune variable qualitative
nominale.

Que peut-on dire de

O
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REPRESENTATION DES DONNEES. Voici la répartition
par age des éléves des colleéges et des lycées fournie

par le ministere de 1
1990 :

’Education Nationale en 1989-

Age %
12 ans et moins 15,6
13 ans 21,8
14 ans 23,8
15 ans 23,4
16 ans 11,6
17 ans 3,3
18 ans et plus 0,15

Quels sont les graphiques qui représentent ces

données ?

(1)

I XXX XX 1 X XA LR R

Répartition per fge des €léves des lycées et colléges D




(2)

Statistiques descriptives

Répartition par 4ge des &ldves des lycées et colloges

O

O
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Répartition par dge des éléves des lycées et colliges D

3. CARACTERISTIQUES DE POSITION. Voici la répartition
de taille des lycées et colléeges en 1989-1990.

Effectif % dans % dans

I’ensemble des I’ensemble

lycées des colléges
moins de 300 5,0 19,1
de 300 a 399 3,9 13,6
de 400 a 499 4.8 16,1
de 500 a 599 5,2 16,5
de 600 a 699 6,8 13,3
de 700 a 899 13,7 16,4
de 900 a 1499 36,5 5,0
de 1500 a 4000 24,1 —

Quelles sont les caractéristiques de ces deux
populations ?

(1) La classe modale des effectifs des []
lycées est [900;1499].



(5)

Statistiques descriptives

La classe modale des effectifs des
lycées est [700;899)].

La classe médiane des effectifs des
lycées est [600;699)].

La classe médiane des effectifs des
lycées est [900;1499).

Les quatre quartiles des effectifs des

colleges sont

[0;300[, [400;499],

[600;699] et [900;1499].
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L’AGE DES ETUDIANTS. Voici la répartition des ages
des étudiants des classes préparatoires en 1989-1990
(données du ministére de ’Education Nationale)

Age Nombre
d’étudiants
14 3
15 40
16 258
17 5751
18 44142
19 64 355
20 62295
21 39779
22 17258
23 9445
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Quelles sont les caractéristiques de cette population ?

(1) L’histogramme de cette population est []
le suivant

Age des éudiants en classes supéricures
1969-1990

.!gg

2 La moyenne d’age des étudiants est de
g
18 ans.

(3) La moyenne d’age des étudiants est de []
19,7 ans.

(4) La médiane de la population est 20 []
ans.

(5) Le mode de la population est 19 ans.  []

5. PROPRIETES DE LA MOYENNE ARITHMETIQUE. Soient
(2:)1<i<n €t (¥;)1<j<, deux séquences® de nombres réels
(deux "séries statistiques"), et soient T et y les

3 . . e R . . .
Séquence : suite finie. En statistiques, on parle plutét de série statistique, mais en

mathématiques, le terme série peut étre ambigu.
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moyennes arithmétiques de ces deux séquences.
Quelles sont les propriétés de ces nombres ?

(1) La moyenne arithmétique de la []

séquence ((Z;)1<icn; (¥)1<jcp) Tréunion
des deux séries (2;);<;<,, €t (¥;)1</<p €St

égale a la moyenne arithmétique dez

et y, :z:;y_

(2) La somme des écarts & la moyenne est []
nulle :

n

Z(zi—a_:) =0

1=1

(3) La somme des carrés des écarts a la []
moyenne est nulle :

n

Y (z-2) =0

=1

(4) La somme des carrés des écarts & la []
moyenne est minimale :

3 (-3 - nf{Y" (- af
i=1 a€R | ;o1

(5) Pour tout entier p > 2, la somme des []
puissances p-iémes des écarts a la
moyenne est minimale :

n n

Y (-2 =inf\} (x -af

i=1 a€R |5
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FONCTION D’ECART ABSOLU.  Soit (z;);<;c, une
séquence (série statistique). Soit fla fonction R — R,

t - 1 E |t - :vil ; on dit que fest la fonction d’écart
n ;=1

moyen de la séquence. Quelles sont les propriétés de
cette fonction ?

(1) Le minimum de f est atteint en z, la
moyenne arithmétique des z;.

(2) La fonction f est constante sur tout

' intervalle I contenant z, la moyenne
arithmétique des z;, et ne contenant
aucun des z;.

(3) Le minimum de f est atteint en m, []
médiane des z;.

(4) La fonction f est constante sur tout []
intervalle I contenant une médiane m
des z;, et ne contenant aucun des z;

(5) La fonction f est constante sur tout []
intervalle I ne contenant aucun des z;.

FONCTION D’ECART QUADRATIQUE. Soit (;);<;<, une

séquence (série statistique). Soit fla fonction R — R,

t - 12 (t—mi)2 ; on dit que f est la fonction
=

d’écart quadratique de la séquence. Quelles sont les

propriétés de cette fonction ?

(1) Si n=2p, f est constante sur []
intervalle [zy; 2, ].
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(2) Si n=2k+1l, l’ensemble des []
minimums de fest réduit & {z,,}.

(3) Si m est médiane des z;, f(m) = 0. OJ

(4) Si 7 est la moyenne arithmétique des [ ]
.'E,i, f(.’-lt-) = (.

(5) f est minimale en Z, la moyenne [ ]
arithmétique des z;,

LE PRIX D’UN LIVRE EST-IL FONCTION DU NOMBRE DE
PAGES ? Voici un tableau donnant en paralléle le
nombre de pages et le prix des livres d’un échantillon
d’une collection d’un grand éditeur scientifique
parisien (devinez lequel!) :

|| Pages I Prix ll Pages | Prix || Pages | Prix l
192 95 96 8 256 | 130

0
176 288 130
192 320 145
224 380 152
240 272 152

Soient X la variable associée au nombre de pages, et
Y celle associée au prix. Que peut-on dire de ces
distributions statistiques ?

(1) La distribution marginale de X est
{192 ; 176 ; 192 ; 224 ; 240 ; 96 ; 176 ;
264 ; 256 ; 320 ; 256 ; 288 ; 320 ; 380 ;
272}
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(2) Le nuage de points de ces données []
peut étre représenté ainsi

(8) Le coefficient de corrélation de X et
de Y vaut approximativement 0,8946.

(4) Une approximation numérique d’une OJ
équation de la droite de regression de
Yen X est

T - 243,466 = [M] x(y - 122,866)
567,982

(5) Une approximation numérique d’une O
équation de la droite de regression de

Xen Yest
y -122,866 = (M] x(z - 243,466
4695, 182

9. Voici les résultats des ventes trimestrielles de cartes &
puces d’une société qui monte :

|| Année 1 Année 2 Année 3 "

" Trimestre 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
"Qua.ut;it.és vendues 100 |250 |350 900 | 1500 | 3800 |6000 |13000 |25000 |55000 "
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On désigne par f(z) la quantité de cartes vendues
durant le trimestre . Quelles informations peut-on
tirer d’un tel tableau ?

(1)

(3)

(4)

(5)

On peut légitimement effectuer un
ajustement linéaire de f, c’est-a-dire
approcher f par une fonction de la
forme x - azx + b.

On peut légitimement approcher f par
une fonction de la forme
z» aln(z) + b.

On peut légitimement approcher f par
une fonction exponentielle, de la forme
z~ b a’.

On peut légitimement approcher f par
une fonction puissance, de la forme
T~ ar.

On peut légitimement approcher f par
une fonction quadratique, de la forme
z~ ar + bz + c.

O]

O

[’AGE DU GAPIFAINE TRAVAILLEUR. Voici un tableau
donnant les prévisions de I'INSEE concernant le
nombre des actifs en 'an 2000, en fonction de leur

age :

Classes d’age [20;24] [[25;39] [[40;54] |[55;65]

Nombre total 2956 (10933 [10571 |1989
d’actifs (en
milliers)

Quelle est la courbe de Gini (¢.e. la courbe de
concentration) de cette distribution ?
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(1)

(2)

(3)




(4)
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Calculs de probabilités

1.

(Résultats p. 219)

ESPACE PROBABILISE. Les espaces suivants peuvent-

ils servir d’espace probabilisable pour modéliser le jeu
de Loto ?

(1)

(2)
3)

(4)
(5)

L’ensemble des parties a 6 éléments
de {1;2;...;49}.

L’ensemble {1;2;...;49}°.

L’ensemble des suites finies & valeurs
dans ’ensemble des parties a 6
éléments de {1;2;...;49}.

L’ensemble des parties a 7 éléments

de {1;2;...;49}.

L’ensemble des suites a valeurs dans
I’ensemble des parties a 6 éléments de
{1;2;...;49}.

[l

0 0O

TRIBUS. Soient 2 un ensemble, T une tribu de parties
de 2, et E une partie propre de (2, c’est-a-dire une
partie non vide de  différente de 2. Les familles
suivantes de parties de 2 sont-elles des tribus ?



(2)

(3)
(4)

(5)

Calculs de probabilités

EU T, cest-d-dire la famille des

parties de 2 de la forme F U A, avec
AeT.

EnN T, cest-a-dire la famille des
parties de 2 de la forme E N A, avec
AeT.

T¢, c’est-a-dire la famille des parties
de Q de la forme A°, avec A € €.

g U (EU T)U (E°U T),c’est-a-direla
famille de parties de Q formée de la
partie vide et des parties de Q de la
forme EU A ou E°U A, avec A € T.

La famille U des parties de Q formée
de la partie vide et des parties de €2
incluant soit E soit E°.

73

PROBABILITES. Les formules suivantes définissent-elles
des lois de probabilité sur N 7

(1)

(2)

Pour tout n > e, P,(n) = L
nlnn

- 3 ., COST _sinx
P(0) = [3[o 222 -22)

et, pour tout n > 1,

Y
2n® + =

Py(n) = J‘ [a: ., COST _ sina:]
(n-1)2x +Z

T 2
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(3) Pour tout n > 0, ]
ORES (N [SUCEPM
avec a R,’, p € ]0;1], et
[—a] _ (),
n n!
_ (o) (~a-1) = (-a-n+1)

(4) Pour tout k < N, 0
e

N

n
ou N, m et n sont des entiers vérifiant
n< Net m< N.

(5) Pour tout k < N, ]
_(n) (m) (N-m),,
B - [k] ™),

ou N, m et n sont des entiers vérifiant
n< Net m<N.

FORMULE DE POINCARE. Soient (£2,4,P) un espace
probabilisé, et E,, E,, ..., E; des événements de cet
espace probabilisé. Pour tout 7,1 < 7 < 5, on désigne
par P, ’ensemble des parties de {1, 2, ..., 5} ayant ¢
éléments, par Xg, la fonction caractéristique
(indicatrice) de E,, définie par

1si z€E,
XE,.(x) =
0siz¢E,

et par a,, le réel défini par
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= E.
On a donc par exemple
a = PE)+PE)+... + PE)
a, = PE,NE,) + (E,NE,) +... + P(E,NE,)
a; = P[ENEN..NE)

Quelles sont les probabilités correctes ?

(1)

5
L_!Ei =q

@ P({weﬂ: ca.rd{i : wC—_E,-} =2 })

= a,-3a,;+6a,-10aq,

?) P<{w€Q: ca.rd{i:weE"}=3})

= a; -4a, +10aq

“ P({weQ: card{i:weE"} =4})

= a, +5a,

(5) O

P({wGQ: card{i:weEi)=5}) = a,

EVENEMENTS INDEPENDANTS. On lance n pieces de
monnaie bien équilibrées (la probabilité d’obtenir face
vaut 1/2), n > 2. Soit A Pévénement "Toutes les
pieces tombent du méme coté". Soit B ’événement
"Au plus une piece donne face". Que peut-on dire de
l’indépendance de A et de B ?
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(1) A et B sont toujours dépendants. ]
(2) A et B sont toujours indépendants. O

(3) A et B sont indépendants si et []
seulement si n = 3.

(4) A et B sont indépendants si et []
seulement si n # 3.

(5) A et B sont indépendants si et []
seulement si n > 2.

UNE QUESTION CONTROVERSEE. Un jeu télévisé se
déroule de la fagon suivante : un candidat est face a
trois portes fermées, A, B et C. Derriere 'une des
portes se trouve une voiture, et derriere les deux
autres une chevre. Le candidat choisit d’abord une
porte, qui reste fermée. L’animateur du jeu ouvre
alors ’'une des deux autres portes, derriére laquelle se
trouve une chévre, et demande au candidat s’il désire
changer de choix de porte. Le candidat peut alors soit
garder la premiére porte, soit choisir 'autre porte
encore fermée. On ouvre alors la porte qu’il a
finalement choisie, et il part avec ce qu’il y a derriére.

On admet qu’au départ, la voiture est placée de
maniére équiprobable derriére 'une des portes, et que
lorsque le candidat a, lors de son premier choix,
choisi la porte derriére laquelle se trouve la voiture, le
présentateur ouvre avec la méme probabilité 'une ou
I’autre des deux autres portes.

Le probleme est le suivant : Quelle stratégie le
candidat doit-il adopter pour optimiser ses chances de
gagner la voiture ?
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(1) Le candidat doit choisir la porte A, et []
la garder.

(2) Le candidat peut choisir n’importe [7]
quelle porte au départ, mais il doit
ensuite modifier son choix.

(3) Le candidat peut choisir n’importe []
quelle porte au départ, mais il a
ensuite intérét a ne pas modifier son
choix initial.

(4) Le candidat peut choisir n’importe []
quelle porte au départ, et le fait qu’il
change ou non son choix n’a pas
d’effet sur ses chances de gagner.

(5) Le candidat peut choisir n’importe []
quelle porte au départ, mais la
stratégie optimale qu’il doit ensuite
adopter est probabiliste : il doit
changer son choix initial avec la
probabilité 1/3, et le garder avec la
probabilité 2/3.

SQUASH. Les régles du jeu du squash sont les
suivantes : Le joueur au service gagne le point s’il
remporte ’échange. Le joueur qui n’est pas au service
remporte le service s’il remporte 1’échange (s’il
remporte aussi I’échange suivant, il gagne le point).
Le premier joueur qui arrive & 9 points gagne le jeu,
sauf si les deux joueurs sont a égalité & 8 points
partout. Dans ce cas, au moment ou ’on arrive pour
la premiere fois du jeu a 8-8, le joueur qui n’a pas le
service doit prendre une décision : ou bien le gagnant
sera celui qui arrivera le premier a 9 points, ou bien
le gagnant sera le premier des deux joueurs & avoir 10
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points. Dans ce dernier cas, reprenant la terminologie
anglo saxonne, nous dirons qu’il "set". Bien entendu,
une fois que ce joueur a pris sa décision lors de
I’égalité, le choix qui a été fait s’impose jusqu’a la fin
du jeu. En particulier, celui qui a choisi ne peut plus
changer d’avis si c’est lui qui arrive le premier a 9
point !

Considérant que si les joueurs sont arrivés a ’égalité
a 8 points chacun, c’est qu’ils sont de force
sensiblement égale, on supposera que chaque joueur a
une probabilité 1/2 de gagner un échange. Quelle est
la stratégie optimale du joueur qui doit choisir
comment sera gagné le jeu ?

(1) Les deux stratégies sont équivalentes. []
(2) Le joueur a toujours intérét a choisir []
le jeu gagnant en 9 points.

(3) Le joueur a toujours intérét a choisir []
le jeu gagnant en 10 points.

(4) Sl a gagné le dernier échange, le []
joueur a intérét a choisir le jeu

gagnant en 10 points ; sinon il a
intérét a choisir le jeu gagnant en 9
points.

(5) S'il a gagné 'avant dernier échange et []
perdu le dernier, le joueur a intérét a
choisir le jeu gagnant en 9 points ;

g'il a perdu les deux derniers
échanges, il a intérét a choisir le jeu
gagnant en 10 points.
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TROIS EVENEMENTS INDEPENDANTS. Trois événements
indépendants A, B et C ont pour probabilités
respectives a, b et c¢. Par ailleurs, on note z la
probabilité pour que ni A ni B ni C ne se produise, y
la probabilité pour qu’au moins 'un des trois
événements A, B et C ne se produise pas, et enfin zla
probabilité pour que C se produise sans que ni A ni B
ne le fasse. Quelles sont les relations entre a, b, c, z,

yet 27

(1) z=1-abe
2 y=Q0-91-b1-c)
B) z=c(l-a)l-0)

(4) z

r+2z

(5) b = (1-y)(z+2)
az

O Oo000

CALCULS DE PROBABILITES. Soient A, B et C trois

événements d’un espace probabilisé tels que

P(A) =04 P(B) =05
P(C)=07 P(ANB) =02
P(BNC)=03 P(ANC) =02

Quelles sont les probabilités correctes ?

(1) P(A°NBNC) =0,2

(@) p((anBUBNC)U(CNA)) = 05

3)  P((ANB)| 4) = 05

O O
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(4)
(5)

PARIL

(1)
(2)
(3)
(4)
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P((ANBNC)| (AUBUC)) = 0,1

P(AUB| A) = Z

O
O

Francois propose a Patricia le pari suivant :
Dans ce jeu de 52 cartes, choisis deur niveaux de
cartes, par exemple Roi et Dame, puis bats le jeu.
Je te parie qu’en retournant le jeu, on trouvera
cote & cote deux cartes appartenant aux deux
niveaux que tu auras choisis, par exemple un Rot
et une Dame 'une a la suite de ’autre. Que doit-
on penser d’un tel pari ?

Francois a plus de chances que
Patricia de gagner le pari.

Patricia a plus de chances de gagner
le pari que Frangois.

Francois et Patricia ont exactement la
méme probabilité de gagner leur pari.

On ne peut dire qui a le plus de
chances de gagner, car cela dépend du
choix que fera Patricia pour les deux
niveaux.

Francois gagnera forcément, car quels
que soient les deux niveaux que
choisira Patricia, deux des cartes
ayant ces niveaux seront cote a cote.

O O O 0O

O
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Variables aléatoires discrétes

(Résultats p. 237)

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles, on note si
elles existent EX ou E(X) lespérance de X, Var(X) la
variance de X, et Cov(X; Y) la covariance de X et de Y (cf.

Pencadré de la page 242). -

DEPENDANCE, INDEPENDANCE. Soient X et Y deux
variables aléatoires telles que (X;Y) prenne les valeurs

(-1;0), (0;-1), (0;1) et (1;0) avec la probabilité %

Que peut-on dire des variables aléatoires X et Y 7

1) XY=o. ]

(2) EX=EY=0. 0

(3) E(XY)= EXEY. 0

(4) Les variables aléatoires X et Y sont []
indépendantes.

(5) Cov(X;Y)=0. ]

QUI VA COMMENCER ? Pour déterminer qui va jouer
en premier, N personnes qui sont assises autour d’une
table lancent a tour de rdle un dé. Ce dé, peut-étre
pipé, a la probabilité p de produire un 6 lorsqu’il est
lancé. La personne qui commence le jeu est la
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premiére a obtenir un 6. On note X la variable
aléatoire indiquant la personne qui commence & jouer,
sachant que 'on numérote les joueurs de 1 & N, dans
l’ordre des lancers, en donnant le 1 & celle qui lance le
dé en premier.

Quelle est la loi de X ?

(1) X suit une loi uniforme O

1
X=k = — 1<k<N.
AX =k ~ 1Sk<

(2) X suit une loi arithmétique (les []
probabilités sont en progression
arithmétique),

Px=k)=N*1-k ycp<n
N(N+1)

(3) X suit wune loi binomiale de []
parametres N et p,

Px-¥ - [];’]pk(l "™ 1<k<N.

(4) X suit une loi de Poisson circulaire, ]

- _ X e—ppkﬂ'N
PX=k gm 1<k<N

(5) X suit une loi géométrique tronquée,  []
k-1
P(X:k) = Tvl—p(l 'p)

Y o1 -p)”

i=0
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CALCUL DE LOL. On tire deux boules dans une urne
comportant n boules numérotées de 1 & n (n > 2).
Soient A et B les numéros des boules tirées,
X =min{A;B} e¢ Y =max{A;B}. Que peut-on
dire des lois de X, de Yet de (X;Y) ?

(1) La variable aléatoire (X;Y) suit une
loi uniforme sur {1;2;...;n}%

(2) X suit une loi uniforme sur
{1;2;...;n-1}.

(3) Y suit une loi uniforme sur
{2;3;...;n}.

(4) Les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes si n = 2.

O O o o 0O

(5) Les variables aléatoires X et Y sont
dépendantes quel que soit n > 2.

CALCULS DE LOIS. Soient X et Y deux variables
aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de

parameétre p € |0;1[ (¢.e. PX=k =p(1 —p)k sik € N,

0 sinon). Quelles sont les lois et probabilités
correctes ?

(1) La loi de Z=min(X;Y) est une loi []
géométrique de parameétre 1 — p.

(2) La variable aléatoire ]
T = max(0; X-Y)
suit une loi géométrique de parameétre

2-p
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) Ply>x) - L O
2-p
(4) La variable aléatoire U= X + Y suit []
une loi géométrique de parameétre
p(1-p).

(5) Pour tout entier k > 0, et tout entier []
naturel non nul ¢ < k, on a

P(Y=q| X+Y=H) =71c

LE REGISSEUR SURMENE. Un régisseur de théatre
surmené place des costumes dans les loges des acteurs.
Il place au hasard les n costumes des n acteurs dans
les loges (n > 2), de telle sorte qu’il y ait exactement
un costume par loge, et que chacune des nl!
répartitions possibles ait la méme probabilité. On
note X la variable aléatoire donnant le nombre
d’acteurs trouvant leur costume dans leur loge, et,
pour 1 < k < n, X, la variable aléatoire valant 1 si
l’acteur k trouve son costume dans sa loge, 0 sinon.

Quelles sont les propriétés des variables aléatoires X
et X, ?

(1) Les variables aléatoires (X,) sont []

indépendantes.
2 n
@ X = E X,. D
=
3 n
® o 0
k=1

4) n O
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(5) O

var[X] = z": va.r[X 0l

k=1 n

LE REGISSEUR SURMENE (BIS). Un régisseur de thétre
surmené place des costumes dans les loges des acteurs.
Il place au hasard les n costumes des n acteurs dans
les loges (n > 2), de telle sorte que chacune des n”
répartitions possibles ait la méme probabilité. On
note X la variable aléatoire donnant le nombre
d’acteurs trouvant leur costume dans leur loge, et,
pour 1 < k < n, X la variable aléatoire valant 1 si
l’acteur k trouve son costume dans sa loge, 0 sinon.

Quelles sont les propriétés des variables aléatoires X
et Xk ?

(1) Les variables aléatoires (X;) sont []

indépendantes.
(2) n
X = X,. u
e

(3) O
(4) " O
(5) - n-1 O

UNE BONNE ESPERANCE. Une expérience consiste a
répéter n fois une épreuve dont la probabilité de

N 1 , .
succes est P Les épreuves successives sont
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indépendantes. L’expérience est considérée comme un
succes lorsque toutes les épreuves ont été un succes.
Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fois
qu’il a fallu répéter l’expérience pour arriver a une
expérience qui soit un succes. Que peut-on dire ?

(1) La probabilité pour qu’une expérience []

. n
soit un succes est %

(2) X suit une loi géométrique de []

parametre 1
Kk

(3) E(X)=n~ ]
(4) EX) =k ]

(5) La probabilité pour que X soit []
inférieur & E(X) ne dépend pas de k.

JEU DE RAQUETTES. Dans un jeu ressemblant au
tennis, deux joueurs A et B échangent des balles.
Gagne le jeu le premier qui gagne trois échanges (pour
le tennis, il en faut quatre), avec la réserve que si les
deux joueurs gagnent chacun deux échanges, le jeu se
poursuit jusqu’a ce que 'un des deux joueurs ait
remporté deux échanges de plus que l'autre. On
désigne par p la probabilité pour que A gagne un
échange, et par f(p) la probabilité pour qu’il gagne un
jeu. Que peut-on dire de ce jeu ?

(1) La probabilité pour que A gagne le ]
jeu apres seulement trois échanges est
3
P’
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(2) La probabilité pour que A gagne le []
jeu apres quatre échanges est
P’(1-p)

(3) Pour tout p € [0;1], on a f(p) = p.

O

(4) La probabilité pour que A gagne le
jeu est égale a la probabilité pour que
A gagne un échange (ie. f(p) = p) si
et seulement si p € {0;1}.

O

(5) La reégle du jeu favorise les joueurs []
faibles : si un joueur a une probabilité

p < % de gagner un échange, alors sa

probabilité de gagner le jeu est
supérieure a p.

EST-IL RENTABLE DE GROUPER LES TESTS SANGUINS ?
C’est la question que se posent les responsables d’un
laboratoire d’analyse devant pratiquer un test de
dépistage d’un virus sur les N éléments d’une
population. Les données sont les suivantes : chaque
individu a la probabilité p d’étre infecté, et si ’on
note X, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si
P’individu k est infecté, 0 sinon, les variables aléatoires
(X4),1 < k < Nsont mutuellement indépendantes. Si
le laboratoire ne groupe pas les tests sanguins, il
effectue N analyses. S’il groupe les échantillons
sanguins par paquets de n, il y a deux cas possibles
pour un paquet : ou bien tous les membres de ce
paquet de n individus sont séro-négatifs, et alors le
test groupé est négatif, ou bien au moins 'un des n
membres de ce paquet est séro-positif, et alors le test
de tout le groupe est positif ; dans ce cas, le
laboratoire analyse individuellement les échantillons
sanguins provenant des n individus, et il a alors dii
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effectuer n+1 analyses. On suppose pour simplifier
que n divise N. Quelles sont les propriétés de cette
méthode de groupage sanguin ?

(1) La probabilité pour qu’un test groupé []
sur un échantillon de n personnes soit
positif est (1 — p)™.

(2) L’espérance du nombre d’analyse a []
effectuer pour dépister le virus dans
les n membres d’un paquet, dans le
cas d’un dépistage groupé est

(n+1) - n(1 -p)

(3) Quelles que soient la probabilité p et [7]
la taille N du groupe, la méthode de
groupage conduit toujours en
moyenne 3 plus d’analyses que
I’analyse systématique.

(4) L’espérance du nombre d’analyses a []
effectuer est une fonction décroissante
du nombre d’individus dans les
paquets, de sorte que plus les paquets
sont grands, moins il y a d’analyses a
effectuer.

(5) Il existe un taille optimale des paquets []
qui minimise l’espérance du nombre
d’analyses a effectuer pour dépister le
virus parmi les N personnes de la
population.

LE S6R6HER METEOROLOGUE INCOMPETENT. Dans un
pays pluvieux ou la probabilité de pluie durant un

jour donné est p > %, et ou les événements "il pleut
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durant le jour k" sont mutuellement indépendants, un
sereter météorologue totalement incompétent décide
de prévoir le temps des n prochains jours au hasard,
en prévoyant parmi eux r jours de pluie, de telle sorte

que les [n répartitions possibles de ces r jours aient
r

la méme probabilité. On désigne par X, la variable
aléatoire valant 1 si la prévision pour le jour k est
correcte, 0 sinon. On désigne également par X la
variable aléatoire donnant le nombre de jours pour
lesquels la prévision a été correcte. Quelles sont les
propriétés de X et des X, et le sereter météorologue
peut-il optimiser sa prédiction ?

(1) La loi de X, est donnée par ]
PX,=1) =1 - PX,=0)
=p+(1-p 22
n n

(2) Les X;, 1 < k< n, sont des variables O
aléatoires mutuellement
indépendantes.

(3) Le météorologue peut maximiser EX []
en choisissant r de telle sorte que le

r . .
rapport — soit aussi proche que
n

possible de p.

(4) Le météorologue peut maximiser EX []
en choisissant r = n.

(5) EX ne dépend pas de r. ]
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Variables aléatoires continues

(Résultats p. 251)

CARACTERISTIQUES D’UNE LOL Pour tout o € ]0;1],
soit X, une variable aléatoire dont la fonction de

0;3 ar
gk
F (z) = 1-e™tn=

a

Quelles sont les propriétés des variables aléatoires

X, ?

répartition F_ est définie sur

(1) La médiane m, de X, vaut ]
[ln2]
arctan
o

(2) La densité f, de X, est définie sur []

0;1r ar

[ ik

f(x) = -tanze™r=

(8) La densité f, de X, est définie sur []

0;3 ar
[ 2]p

f2) = e

COS T

(4) L’espérance mathématique de X, vaut []

E[X] —J :v»—»e"’“"")
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(5) L’espérance mathématique E[X,] de []
X, satisfait a I’équation différentielle

cFE[X] HX]

CHANGEMENT DE VARIABLE POUR LES VARIABLES
ALEATOIRES A DENSITE. Soit X une variable aléatoire
réelle continue de densité f. Les densités déduites de
fen effectuant un changement de variable sur X sont-
elles exactes 7

(1) La variable aléatoire ¥ = X* a comme [ ]
densité la fonction g définie par

o) - —2—\/——_[1‘(\/— f{\/—)] si y>0

0 si y<0

(2) La variable aléatoire Y = X’ a comme []
densité la fonction h définie par

f{\@)si y>0

0 si y<0

h(y) =

(3) La variable aléatoire Y = X* a comme []
densité la fonction k définie par

(

f(—m si y>0
k(y) =9 2y
0 si y<0
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(4) La variable aléatoire Z=aX+ b []
(avec a, b € R) a comme densité la
fonction r définie sur R par

r(y) = 1 y_—b]
a’\ a
(5) La variable aléatoire Z = aX + b

(avec a, b € R) a comme densité la
fonction r définie sur R par

) = L2

LOIS MARGINALES. La loi conjointe de deux variables
aléatoires X et Y admet pour densité une fonction fyy
définie sur le domaine 0 < X < 1,0 < Y < X, et qui
est proportionnelle a la fonction

(my) = (12,
oi a et 3 sont des réels fixés tous deux > —1.
Autrement dit, il existe X\ € R tel que, pour tout (z;y)
tel que 0<z<1 e que 0<y<uzx on ait

fxmy) = NP (1-2)
On rappelle que la fonction B (lire béta) est définie
pour m > 0 et n > 0 par
B(m;n) = ﬁ(t - ¢l (1))
et qu’elle vérifie B(m;n) = B(n;m) et

B(m+1;n) =_m B(m;n).
m+n

Quelles sont les propriétés des lois de X et de Y ?

M B+l 0
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(2) La densité fy de X est la fonction []
[0;1] — R définie par
fulo) = L0
B(B +2;a+1)
(3) La densité fy de Y est la fonction [7]
[0;1] — R définie par
FAY) = B+1)gp -y
<0L +1) B(B +1 ;(x+2)
“ Blx] - B[] - B2
a+3 +3

(5) La densité conditionnelle fyy_, de X []
sachant Y = yest la fonction [0;1] — R
définie par

f X y=y(-’17) = —(OL ’ 1) (1;13:)[’
(1-9)

4. CORDES. On trace une corde de longueur aléatoire
dans un cercle de rayon 1. Pour cela, on désigne
respectivement par X, et Y les variables aléatoires
donnant la longueur de la corde lorsque la loi de cette
longueur obéit aux conditions suivantes :

(i) Pour X: la distance
de la corde au centre
du cercle, R, suit une
loi uniforme sur [0;1].

(i) Pour Y: langle 6
que fait la corde avec

la tangente en son
extrémité suit une loi

0-1‘]
"2

uniforme sur
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Que peut-on dire des lois de X, Yet Z7?

(1) Pour tout z € [0;2], O
pPlx>d) = [1-Z
4

(2) Pour tout y € [0;2], W

P(YZy) =1 —arcsin-g

(3) Pour tout = € [0;2], ]
P(X>2) < P(Y>2)
(4) o
E[X] = 2
@ By

TEMPS D’ATTENTE DU METRO. Les métros passent a
la station Bourbaki toutes les quatre minutes, en
respectant des écarts fixes entre deux métros
consécutifs. Un voyageur se présente a la station a
une heure aléatoire indépendante du passage des
métros. Quelle est l’espérance de son temps
d’attente ?

(1) Une minute.

(2) Deux minutes.
(3) Trois minutes.
(4) Quatre minutes.

(5) Plus de quatre minutes.

O 04daogd
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TEMPS D’ATTENTE DE L’AUTOBUS. Pour se rendre du
départ de la ligne a la station Feller, les autobus de
cette ligne mettent un temps aléatoire, de telle sorte
que les temps s’écoulant entre les passages de deux
autobus consécutifs soient mutuellement indépendants
et suivent une loi exponentielle de paramétre o (voir
p. 256). Le nombre N(t) d’autobus qui sont passés &
la station Feller entre les instant 0 et ¢ suit donc une
loi de Poisson de parameétre «t, définie par
P(N(t) =n) = e""'(OL—t'y1 . On suppose que le temps
n!

moyen s’écoulant entre deux bus est de quatre
minutes. Un voyageur se présente a la station a une
heure aléatoire indépendante du passage des autobus.
Quelle est ’espérance de son temps d’attente ?

(1) Une minute.
(2) Deux minutes.

(8) Trois minutes.

O 04O gd

(4) Quatre minutes.

(5) Plus de quatre minutes. ]

ETES-vOUS L’ETRE LE PLUS MALCHANCEUX DE LA
TERRE 7 Quand vous choisissez une queue au
supermarché, n’avez-vous pas souvent l’impression
d’avoir pris la mauvaise file 7 Pour savoir si ce
sentiment est justifié, considérons des clients
numérotés 0, 1, ..., n, ... qui se présentent a des
caisses. On note W, le temps d’attente du client n,
et l'on suppose que les W, sont des variables
aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi,
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absolument continue, et a valeurs dans R,. Puisque
les W, sont absolument continues, la probabilité pour
qu’il existe n et p tels que W, = W, est nulle.
Imaginez que vous avez le numéro 0. Soit N ’indice
du premier client plus malchanceux que vous, c’est-a-
dire le plus petit entier n tel que W, > W,. Que
peut-on dire de la variable aléatoire N ?

(1) EN)=1 O
2) E(N) = +oo n

(3) L’espérance de N est toujours finie, ]
mais la valeur de cette espérance
dépend de la loi des W,.

n

(4) 1l existe des lois de W, qui donnent & []
N une espérance finie, et des lois de
W,, conduisant a une espérance infinie
pour N.

(5) Siles W, suivent une loi exponentielle
de parametre a, ’espérance de N vaut
20

QUOTIENT. Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles indépendantes de méme loi exponentielle de

parametre o. Que peut-on dire de la loi du quotient
X/Y?

(1) La fonction de répartition F de X/Y []
1

est telle que F(t) = — sit > 0.
1+t
(2) La fonction de répartition F de X/Y []
est telle que F(t) = tosit>o.

1+t
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(8) La densité f de X/Y est telle que []
F() = In(1 +%),si t > 0.
(4) La densité f de X/Y est telle que []

£ty = 2
(1 +1,

(5) L’espérance de X/Y vaut 1. ]

,sit>0.

2

DECOUPE. On considére n variables aléatoires
indépendantes X;, X,, ..., X, de méme loi uniforme
sur [0;1]. Ces variables aléatoires définissent n points
de lintervalle [0;1], et découpent donc cet intervalle

en n+l sous-intervalles. Soient L,, Ly, ..., L, ; les

longueurs de ces sous-intervalles. Que peut-on dire

des variables aléatoires Ly, Ly, ..., L, ; ?

(1) Les variables aléatoires L), Ly, .., []
L,,, sont mutuellement
indépendantes.

(2) Les variables aléatoires L;, L, .., []

L, ., sont équidistribuées.

(3) Les variables aléatoires L, et L, ; ont []
la méme loi, différente des lois des
variables aléatoires L,, .., L, et

BX,) = 2 BX,)

(4) Les variables aléatoires L et L, ; ont []
la méme loi, différente des lois des
variables aléatoires L,, .., L, et

HX) = 2BX,).

n’

n’
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(5) La fonction de répartition de L; se []
déduit de la formule

P(L <) =(1-¢
valide pour tout t € [0;1].

REDECOUPE. On considére le cercle S!, de centre
(0;0) € R?* = C, et de rayon 1. Soient X, et X, deux
variables indépendantes équidistribuées, suivant une
loi uniforme sur S*. Les points S et S? partagent le

cercle S* en deux arcs, X X, et X, X, (comptés dans
le sens trigonométrique) de longueurs respectives L, et
L,. On désigne par L; la longueur de I’arc contenant
(1;0) = e*". Que peut-on dire des lois de L;, L, et
Ly?

(1) L, L, et Ly sont équidistribuées. J

(2) L, et L, sont équidistribuées, mais la []
loi de L est différente.

3) E(L) = E(Ly) =~ O
@ E(Ly) = 4—‘K L]
3

(5) L suit une loi uniforme. O
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Convergence de variables aléatoires

(Résultats p. 263)

ECART-TYPE ET INEGALITE DE CEBICEV. Pour faire
comprendre la signification de 1’écart-type o, on a
coutume de dire qu’environ 70% de la masse d’une
variable aléatoire est concentrée & moins de o de
i, que 95% sont a moins de 20, et que 99% sont
a moins de 3o0. Cette affirmation est a peu pres
correcte lorsqu’on a affaire a des variables aléatoires
suivant une loi normale, mais ce n’est pas toujours le
cas. L’inégalité de Cebicev fournit une autre
estimation.

Voici cinq tableaux proposant des valeurs de

P(| X -p ch) pour  trois lois usuelles, la loi
binomiale, la loi de Poisson et la loi normale, pour
différentes valeurs de k; ces tableaux proposent
également dans la derniére colonne la majoration tirée
de I’inégalité de Cebicev.

Quels sont les tableaux donnant des résultats exacts
(3 107-pres) ?

(1) P(Xu] > o) O
o [Beo2) | Pa) | Mo | Cebicev

1 0,030 0,234 0,80 | 0,250
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(2) P(Xp| > ko) O
kB0 | P) | Moy | Cebicev
1 05% | 0632 | 0317 | 1,000

(3) P(Xw] > o) O
k[ Beo2) | Pa) | Moy | Cebicev
2 0058 | 0080 | 0046 | 0,250

(4) P(X4| > ko) O
FoBe0 | PO | Mo | Cebitev
3 0,007 | 0019 | 0003 | o111

(5) P(Xw] > o) O

k B(50,2) | P(1) N(0;1) Cebitev

4 0,000 0,004 0,000 | 0,063

2. Pour tout n € N', soit X, une variable aléatoire réelle
dont la loi vérifie

AX=n)=PXx=-n) =L,

2n?

et P(X=0)=1—i2.

n

Quelles sont les propriétés de ces lois ?
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(1) L’espérance et la variance de X, []
valent 1.

(2) L’espérance E(X)) vaut 1, et I'écart- []
type vaut n.

(3) La variable aléatoire X, fournit un [7]
exemple d’égalité dans l’inégalité de
Cebicev, du fait de la relation

P X,- B(X,)| 2n0) = =
n2

(4) Pour tous entiers n et k non nuls, les []
variables aléatoires X, fournissent des
exemples d’égalité dans l'inégalité de
Cebicev, du fait des relations

P X, - E(X,)| ko) = %

(5) Pour tout entier n > 0, et tout k > n, []
ona P| X, -EX,)| >k) =0

LOI DES GRANDS NOMBRES. Soit (X,), n € N', une
suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi, d’espérance |, et de variance 0. Pour tout n, on

pose S, =Y X, et Y, = i‘ = lz X,. Qu’affirme
k=1 n

U=
la loi faible des grands nombres ?

1) lim(s, -nu) =0 O
(2) Pour tout € > 0, ]

lim P(|S, -m|>¢) = 0
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(3) Pour tout € > 0, ]
lim P(|Y, -p|>¢) = 0
(4) Pour tout € > 0, ]

lim P(|¥, -p|<e) = 1

(5) Avec une probabilité égale & 1, Y, []
tend vers .

THEOREME LRVHFE-CENTFRAL DE LA LIMITE CENTREE.
Soit (X,), n € N', une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, d’espérance p, et de

n
variance o’. Pour tout n, on pose S, = EXk,
k=1

S n

Y =2 = lz X, et 7, =2, Quaffirme le
n 7 k=1 f,;

théoréme lLmite-eentral de la limite centrée ?

(1) Pour tout réel z, ]

lim P

n —ou

e
S - 2
n W<$] e

oVn

(2) Pour tout réel z,

S, - <m] )
oyn

[
z -lp
LJ‘ (tHe 2 )
Var © 7%

(3) Pour tout réel =, J
v -1z
- 3
n W < w] _ €

T, \/2_1(_

lim P

n —00
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(4) Pour tout réel z, J
T, - z -1p
lim P "u<w]=LJ (t»—»e?‘)
n —0o0 Tn ’2“ -0
(5) Pour tout réel =, ]
T -
lim P| 2" < w]
n —00 T,

CONVERGENCE DES LOIS HYPERGEOMETRIQUES. On
considére une population de N individus, parmi
lesquels R sont de type I, et N—R ne le sont pas. On
extrait de cette population un échantillon de taille M,
en supposant que chacun des N membres de la
population a la méme probabilité d’étre tiré. On
appelle X la variable aléatoire donnant le nombre
d’individus de type I figurant dans ’échantillon tiré.
La loi de X est une loi hypergéométrique de
parametres N, R et M. Elle est donnée par

P(X =2) Jf_nﬁ

(30
M
On fait tendre la population N vers linfini, en

gardant constant (on néglige ’arrondi) la proportion
d’individus de type qu’elle contient : R = pN. Les

probabilités P(X = :1:) convergent-elles ?

(1) Les probabilités n’ont pas de limite. OJ
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(2) La loi converge vers une loi []
géométrique de parametre p :
Vz, lim P(X= :c) = p(l —p)x
N -0
(3) La loi converge vers une loi binomiale [7]
de parametres M et p :

Va, lim P(X=2) = [1\;} oot - g

N -0

(4) La loi converge vers une loi de []
Poisson de parametre p,
Vo, lim P(X=2) = e~
N —o0 IL"
(5) La loi converge vers une loi binomiale [7]
négative de parameétres Met p :
Vz, lim P(X=12) = (—1)x["M] pM(1 - pf
x

N -0

ESTIMATION D’UNE POPULATION. Pour estimer le
nombre N de poissons d’un lac, on procede ainsi : on
péche d’abord 20 poissons, que I’on marque et que 'on
reliche dans le lac. On péche ensuite 50 poissons,
parmi lesquels on trouve X poissons marqués. On
suppose que le nombre total de poissons reste
inchangé au cours de toute cette estimation, et que
tous les poissons ont la méme probabilité d’étre
péchés. Que peut-on dire de la population de
Poissons 7



Convergence de variables aléatoires

(1) Le nombre X de poissons marqués []
dans le lot de 50 poissons péchés la
deuxiéme fois suit une loi binomiale

de parametres 50 et p = 3_3_ , donnée

e Px-8) - (D)l

(2) Le nombre X de poissons marqués []
dans le lot de 50 poissons péchés la
deuxiéme fois suit une loi
hypergéométrique de parametres 50,

20et p = 3—3, donnée par

I 1

)

®) Elx] - 1000

N
(4) La variance de X est donnée par OJ
Var(x) = 50 20[1-20)(1 - 49
N N N-1

(5) Si X =4, on peut affirmer, grice a
I'inégalité de Cebicev, qu’il y a 250
poissons dans le lac.

105

NOMBRE D’ARRETS DE L’ASCENSEUR. (Q personnes
entrent dans un ascenseur au rez-de-chaussée d’un
immeuble qui comporte N étages (au-dessus du rez-de-
chaussée). Personne ne monte dans les étages, et
l’ascenseur ne s’arréte que pour laisser descendre des
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passagers qui sont montés au rez-de-chaussée. On
suppose que tous les passagers ont la méme
probabilité de descendre a tous les étages. Que peut-
on dire de l’espérance du nombre d’arréts de
I’ascenseur pour qu’il soit vide ?

(1) Ainsi posé, le probleme admet deux [7]
solutions possibles.

(2) Sous certaines hypotheéses, Iespérance []
E[X] cherchée vaut

-]

(3) Sous certaines hypothéses, I’espérance OJ
E[K] cherchée vaut

HK] - N9 _
N+Q-1
(4) Sous certaines hypotheses, et si []
lim £ - o, lespérance E[X] satisfait
N -0
a P’équivalent E[X] ~ N(1 -e™).
N —o0

(5) Sous certaines hypothéses, et si []
lim 9 - o, lespérance E[K] satisfait

N -0

a léquivalent E[X] ~ aN.

N —-o0

ALLO ? Combien faut-il brancher de lignes pour
équiper en lignes téléphoniques un quartier de 300
abonnés 7 Pour répondre a cette question, la
compagnie du téléphone observe qu’aux heures de
pointe, lorsqu’il dispose d’une ligne, chaque abonné
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appelle en moyenne 3 minutes par heure, et a donc
une probabilité égale & 1/20 d’étre en ligne & un
instant donné. Les abonnés appellent
indépendamment les uns des autres. La compagnie
décide de brancher N lignes fonctionnant ainsi : §’il y
a a < N abonnés en train de téléphoner & un instant
t, et qu'un abonné désire appeler, celui-ci obtient
immédiatement la tonalité et en t+At, il y a a+1
abonnés en ligne (on suppose négligeable la
probabilité pour que deux événements, de début
d’appel ou de fin d’appel, se produisent entre t et
t+At est négligeable ; s’il y a déja N abonnés en train
de téléphoner a l’instant ¢, un abonné essayant
d’utiliser son téléphone a cet instant n’obtient pas la
tonalité. On modélise donc ce service en considérant
qu’a l’instant ¢, on effectue 300 tirages indépendants
d’une loi ayant une probabilité de succes égale a
1/20 ; le nombre de succes correspond au nombre A
d’abonnés cherchant a appeler a cet instant t. Quelle
valeur doit-on donner a N pour que la probabilité de
I’événement A > N soit inférieure & q 7

(1) Un calcul direct & partir de la loi []]
binomiale montre qu’il faut brancher
24 lignes si ¢ = 0,01.

(2) Une approximation par la loi de []
Poisson suggere de brancher 25 lignes
si ¢ = 0,01.

(3) Une approximation par la loi normale [7]
sugggere de brancher 24 lignes si
q = 0,01.

(4) Si ¢=0,001, le calcul direct et les []
deux approximations, par la loi de
Poisson et par la loi normale,
suggerent d’installer 28 lignes.
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(5) 1l faut environ 25 lignes si ¢ = 0,01, et []
donc environ 50 =2 x 25 si
g = (0,01)%

SONDAGE. 30.000.000 d’électeurs doivent se rendrent
aux urnes pour un référendum. On organise un
sondage aupres de N personnes, et on leur demande si
elles voteront OUI ou NON. On suppose qu’elles
répondent honnétement et qu’elles ne changeront pas
d’avis entre le jour du sondage et le jour du vote. On
suppose que ’on va pronostiquer le OUI si le nombre
X d’électeurs sondés ayant annoncé leur intention de
voter OUI est strictement supérieur au nombre N — X
d’électeurs ayant annoncé qu’ils voteraient NON.
Inversement pour le NON. On désigne par p € [0;1]
la proportion d’électeurs votant OUIL. Quels sont les
risques de se tromper ?

(1) Si p=0,51, et si on interroge 200 []
personnes, un calcul direct a partir de
la loi hypergéométrique montre que la
probabilité d’erreur est d’environ 0,59.

(2) Si p=0,51, et si 'on interroge 500 []
personnes, une approximation de la loi
hypergéométrique par la loi binomiale
montre que la probabilité d’erreur est
d’environ 0,41.

(3) Si p=0,51, et si l'on interroge 5000 []
personnes, une approximation de la loi
hypergéométrique par la loi normale
montre que la probabilité d’erreur est
d’environ 0,08.
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(4) Si l'on a 15 OUI dans le premier []
échantillon de 20 personnes
interrogées, la probabilité de se
tromper en pronostiquant
immédiatement le OUI est évaluée,
par lapproximation binomiale a
0,006.

(6) Si l'on a 15 OUI dans le premier []
échantillon de 20 personnes
interrogées, la probabilité de se
tromper en pronostiquant
immédiatement le OUI est évaluée,
par 'approximation de Gauss a 0,007.

CHEZ LE MEDECIN. Les patients du docteur Martin se
présentent individuellement & son cabinet de telle
sorte que le temps séparant deux arrivées sucessives
suive une loi exponentielle de moyenne 1/X ; il y a
donc en moyenne X\ patients arrivant par unité de
temps, et la probabilité pour qu’entre les instant 0 et
til y ait eu un nombre < n d’arrivées est donnée par

n kot
E _()\t)k'e . La durée d’une consultation suit
k=0 :

également une loi exponentielle, de moyenne 1/u.
Lorsqu’un patient se présente, et que la salle d’attente
est déja pleine, il est renvoyé chez lui ; inversement,
si personne n’attend, et si le docteur n’est pas déja en
train d’examiner quelqu’un, larrivant entre
directement dans la salle d’examen. Ainsi, s’il y a
K-1 places dans la salle d’attente, la probabilité p,
pour qu’il y ait ¢ patients dans le cabinet (soit dans la
salle d’attente, soit dans la salle d’examen) est donnée
par



110 QCM n°12

DN
p, = -l:po
9 pn-'l = >\‘:::'ulpn_bz)n-l (]-Sn<K_1)
DN
Px = —Pka
n

Qué peut-on dire de ’attente ?

(1) Sik:u,onapi=-l%, si 1<i<K O

(2)

Si)\a&u,etsip=z\,ona O
M

p; = (l—p)p‘ si1<i<K

(3) Si A=y, le nombre moyen de []
patients dans le cabinet est K/2.

>

Si N#p, et si p ==, le nombre O

=

moyen L de patients dans le cabinet
est

I - pll-Kp¥+Kp*]
(L-p%)(1-p)
(5) Le nombre moyen L, de patients dans

la salle d’attente vérifie la relation
Lq =L-1.




111

QCM n°13
Récapitulatif
(Résultats p. 283)

1. Quelle est la formule illustrée par le dessin suivant ?

(1) 1+2+3+...+n = ___n(n2+ 1) D

@ papig. am - nlnr 1)6(2n = U

(3) O O
)> [2k+1] -2

o<k<nl
2
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(4) Pour | < 1, ]
E =lrz+2+3+...
=0
=1
1-2

(5) (1+2+8+..+n) =12+B+3+. . +nd O

EQUATION DU SECOND DEGRE. "Déterminer les réels
« et 3 solutions de ’équation du second degré en z,
Z 4+ azr+ B =0." Voici la solution donnée par un
étudiant :

Que peut-on dire de cette solution ?

(1) Elle est correcte. OJ

(2) Elle est fausse car lorsque o = -1, les []
termes se simplifient, de sorte que 1’on
n’a plus affaire & une équation du
second degré.
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(3) Elle est fausse car o et 3 ne sont pas []
forcément les seules racines de
I’équation.

(4) Elle est fausse car les relations []
donnant la somme et le produit des
racines d’une équation du second
degré ne sont pas vérifiées dans le cas
ou les coefficients contiennent des
parameétres.

(5) Elle est fausse car il y a une faute de []
signe des le départ : la somme des
racines de I’équation 2 + az + 3 =0
vaut o, et non —.

Soit A,, ’ensemble des matrices carrées M d’ordre n
3 coefficients dans {-1;0;1}, ayant un unique terme
non nul sur chaque ligne et sur chaque colonne, et
vérifiant M? = Id,. Soit u, le nombre d’éléments de
A,. Quelles sont les propriétés de A, et u, ?

(1) Les éléments de A, sont des matrices
symétriques.

(2) La suite (u,) satisfait & la relation de
récurrence u,,; = 2(n+1)u,.

(3) La suite (u,) satisfait & la relation de

2
récurrence u,,, = 2u, + 2nu,, ;.

O O O O 0O

(4) u = 2k n!
{(k;P)GN: k+2p =n} k! p'
) u = 2% nl

! pl
{kip)eN: 2k +p=n} K pl
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QUAND R" EST-IL UN CORPS ? Soit n un entier > 3 tel
que R”soit muni d’une structure de corps commutatif,
I’addition étant celle de la structure d’espace vectoriel
de R™. Soit I le neutre multiplicatif de R", et soit {I;

A .

vectoriel. Que peut-on affirmer ?

(1)
(2)
(3)

(5)

Il existe un polynome P de degré n tel
que P(A;) = 0.

Il existe X\ et p € R tels que
NA; +pI)>=-L

R", n >3, peut étre muni d’une
structure de corps commutatif dont
l’addition est celle de la structure
d’espace vectoriel si et seulement si
n = 4.

R", n > 3, ne peut jamais étre muni
d’une structure de corps commutatif
dont l’addition soit celle de la
structure d’espace vectoriel.

R", n >3, peut étre muni d’une
structure de corps commutatif dont
l’addition est celle de la structure
d’espace vectoriel si et seulement si
n > 4.

; A, 1} une base de R” considéré comme espace

O
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Quelle est I'image du cercle |[2- %’ = :11 par
Papplication 2 Hé ?
z

(1) Le cercle |2| = 4/3. ]

(2) La droite R(2) = 4/3. ]

(3) La parabole 3y — 222 - 1 = 0. ]

“ Le cercle 2-8 - 4 -

3| 3
(5) Le triangle de sommets 4/3, 4, et []
4(2 + 7)/3.

Quelle est la condition exprimant que les quatre
complexes 2, 2z, 2z; et 2z sont cocycliques ou
colinéaires ?

1) zrzzmz €R. O
2
@ 5 N
\B"3%) R
2~z
Z, "2
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(3) )
25 U

,Zz 23\ ER
22
22 24)

(4) 21‘22 GIRZ D
Z3~ 2

O) z+n+z+z o O

5 5t 5o

Soit M = (a;) une matrice carrée n x n ayant les
propriétés suivantes :

— Les coefficients de la matrice ne peuvent prendre
que les valeurs 0 ou 1.

— Sia; =0, alors a;; = 1, et inversement, si a; = 1,

alors a;; = 0.

— Les coefficients de la matrice sont nuls sur la
diagonale : a; = 0, V.

01111
00101
0 0 0 0 1| estun exemple d’une telle matrice.
01100
00010)

Quelles sont les propriétés d’une telle matrice, et que
peut-elle servir & illustrer ?
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(1) n n n n \ D
z[za;] -S54
[E%‘] =z E%‘

j=1 \ =1

N

(3) w [ o w [ O
Y [E %’] =Y | X
i=1 \j=1 j=1 \ =1

(4) On peut représenter avec de telles []
matrices le résultat de tout tournoi ou
n équipes sont engagées, et jouent
contre chacune des n-1 autres, le
résultat de chaque rencontre se
chiffrant par un 1 pour une victoire,
par un 0 pour une défaite, les matchs
nuls n’existant pas.

(5) Une telle matrice fournit un exemple |
de deux échantillons différents ayant
la méme moyenne, et la méme
variance.

On place n points dans le plan, et on trace les droites
les reliant. On suppose qu’il n’y a aucune paire de
droites paralleles, et que les seuls points du plan
appartenant a plus de deux droites sont les n points
choisis. Ces droites découpent le plan en w,, zones.
Que peut-on dire de ce découpage ?

1
(1) On a tracé (;] droites. O
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(2) Quand on rajoute un (n+1)-iéfme []
point, on trace n droites qui rajoutent

2
7 P
chacune 0] - g n +4 zones définies

par le découpage en deux d’une zone
obtenue précédemment.

(3) Les wu, satisfont & la relation de []

récurrence
3
_ n 3
U, = U, +E -=n°+4n

(4) Les wu, satisfont & la relation de []]

récurrence
3
0 3
Uy = U +— -0’ +4n -1
2 2

ARRIVEES PAR PAQUETS. Des autobus A;, 4,, ...,
ameénent des voyageurs vers un port ou ils sont
transbordés dans des ferries. Le remplissage des
autobus est aléatoire, et I’on désigne par X, le nombre
de passagers de l'autobus A, Les X; sont des
variables aléatoires mutuellement indépendantes,
équidistribuées, a valeurs entieres, et leur loi est
donnée par P(X‘. = k) = f,. Soit N le nombre
d’autobus dont les voyageurs sont regroupés dans un
ferry. On suppose que N est une variable aléatoire
indépendante des X, et que sa loi est donnée par

AN=n) =g,
Que peut-on dire de la loi de la variable aléatoire

S = X, + X, +... + X, donnant le nombre de passagers
du ferry amenés par la ligne d’autobus ?
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W) Ky - Bx)EN =
@ H9 - gx)+HN .
®)  Varls) = Varx) BN N

@ Varg) = Var(x) HN + Var) Bx;) O
" Vars) = Vartx) 3 + varlad 5z O
PROPRIETES DES LOIS NORMALES. Soit X une variable

aléatoire suivant une loi normale N(u;0). Quelles
sont les affirmations exactes ?

(1) La densité fde X est définie par OJ
D) = L exp| -L(z22 |
19 - | 42
@) BiX| = O
(8) Var[X]=o0. ]

(4) Pour tous réels a et b, la variable []
aléatoire aX + b suit une loi normale
N(ap + b; ao).

(6)  X-p suit une loi normale réduite, O

N(%;l).
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Combinatoire et dénombrements

(Questions p. 1)

1.
(1) O Pour chaque question, il y a deux réponses possibles.
(2) [ Pour dix questions, il y a donc 2 =1024 choix
@) O possibles.
4
(5 O
2.
(1) M Posons la soustraction, puis ’addition :
@ O
@ O
@ 0O
) O
Le résultat vaut toujours 1089.
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Ils peuvent tous étre premiers : prendre 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17 et 19. Dans ce cas, les z; sont tous premiers entre
eux, et il n’existe pas de z;, de n € N, ni de z; tels que
(z)" soit divisible par z; L’assertion (3) est un cas
particulier du principe de Dirichlet, aussi appelé
principe des trous de pigeons : si I'on dispose de n
boites pour ranger n+1 objets, il y a au moins deux
objets qui sont dans la méme boite. Ici, les boites sont
les classes de congruence modulo 7. Il y en a 7, alors
que l'on a 8 nombres. Donc au moins deux de ces 8
nombres sont congrus modulo 7, et 1’assertion (3) est
vraie. Pour l'assertion (4), supposons qu’aucun des huit
nombres ne soit premier. Puisque 19? = 361, tout entier
composite inférieur a 360 est divisible par un nombre
premier strictement inférieur a 19. Or il n’y a que 7 tels
nombres premiers. Le principe des trous de pigeons
permet encore de conclure : deux des huit entiers
doivent étre divisibles par le méme nombre premier.

Pour se convaincre de la premiére formule, développons
1+ 2)°:

(1+2)°

1 +5z +1022 + 1023 + 522 + 2P

() GG Gl )0
5 4 3 2 1 0
— En dérivant 2, on obtient 5z,

— En dérivant 52, on obtient 2 fois 102°.

— En dérivant 102%, on obtient 3 fois 1022.

— etc.

On pourra vérifier a partir de l’expression des
coefficients binomiaux que ceci est toujours vrai.

Pour établir la seconde assertion, il suffit, 14 encore, de
considérer 1’expression des coefficients binomiaux :

(3 sy - 2 i - 2 ()

Réponse correcte
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Pour établir I’assertion (3), utilisons I'interprétation des

coefficients binomiaux en termes de parties : [n]
p

représente le nombre de parties & p éléments dans un
ensemble & n éléments. Soit donc E = {z;;m;...;z,} un
ensemble & n éléments. Pour tout k, 1 < k < n, soit F},
I’ensemble des parties de F a p éléments dont le premier
élément est x;. Les F) réalisent une partition de
I’ensemble des parties de E a n éléments. Le premier
élément d’un élément A de F) étant fixé, A est
déterminé par ses p — 1 autres éléments, choisis parmi

les n— ksuivant ., & savoir 2,4, ..., %, ; il y a donc [n-f]
p-
éléments dans F}, et ’assertion (3) s’en déduit.

Enfin, les assertions (4) et (5) sont bien connues.

Les dessins suivants constituent le moyen
mnémotechnique pour se souvenir des formules des
choix (2) a (5).

Réponse correcte
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La méthode de calcul des probabilités des différentes
mains est standard. Voici par exemple les formules
donnant respectivement les probabilités d’avoir une
paire, deux paires, un brelan, et une couleur, dans le
poker usuel, a 5 cartes :

RO .
?)

CBETGE
)

o - GGG

A

52
5

EECOON

P(une paire

P(deux paires

Voici un tableau résumé des différentes probabilités avec
4, 5, 6 ou 7 cartes :

Réponse correcte
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Probabilités
Main 4 cartes | 5 cartes | 6 cartes | 7 cartes
Rien 0,6553 | 10,5011 0,3431 0,2091
1 paire 0,3042 | 0,4225| 0,4855| 04728
2 paires 0,0103 | 0,0475| 0,1213 0,2216
3 paires — —| 0,0030 0,0184
Brelan 0,0092| 0,0211| 00359 | 0,0492
Suite 0,0102 0,0039 0,0018 0,0010
Couleur | 0,0104]| 0,0020( 0,0003| 0,0001
Full —| 0,0014| 0,0081 0,0246
Carré 0,00005 0,0002 0,0007 0,0013
Straight | 0,0002 | 0,00002 |0,000002 [ 0,000000
flush 2

Avec 4 cartes, la possibilité d’avoir un full disparait, et
les probabilités d’avoir 2 paires, une couleur ou une
suite valent respectivement, a 107-pres, 0,0103721,
0,0104017 et 0,0102392.

Avec 6 cartes, comme avec 7, la probabilité de ne rien
avoir est inférieure a la probabilité d’avoir une paire. 11
faudrait donc changer 'ordre de valeur des mains. En
revanche, plus on rajoute de cartes, plus le nombre de
mains augmente : par exemple, avec 6 cartes, on peut
avoir 3 paires, ou une paire et un carré, ou deux brelans.
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Lemot AN A GR A MM E comporte 9 lettres, réparties
ainsi :

3A,2M,1N,1G, 1R, 1E.

Un anagramme du mot AN A GR AMM E correspond
a une classe de permutations des 9 lettres, ou deux
permutations sont équivalentes si les lettres A et les
lettres E occupent les mémes emplacements. Comme il
y a 3 lettres A, et 2 lettres E, les classes d’équivalence
comportent 3! x 2! éléments. finalement, le mot

|
ANAGRAMMEena —> .
312l

Calculons d’abord le nombre f(n;p) de fagons de prendre
p paires deux & deux disjointes, formées chacune de
deux objets consécutifs pris dans une liste ordonnée de
n objets z;, ), ..., z,. Si A est une telle liste,

A = {(a30,+1), (agay+1), ..., (ay30,+1)},

flA) = {ay; ay1; a3-2; a3; .5 a~(p-1)}.
Alors, f(A) est un choix de p objets parmi n—p, a savoir
{71, 23, ...y T}, et il est clair que fest une bijection de
notre ensemble de listes sur 1’ensemble de ces choix.

frsp) = [ng]

La différence entre fin;p) et g(n;p) tient au dernier
élément de la liste : le premier élément d’une paire ne
peut pas étre z,, tandis que le dernier élément d’une
liste d’objets non consécutifs peut étre z,. Si l'on
identifie chaque élément a, d’une liste de p objets non
consécutifs avec la paire (a;a;.,), on voit qu'’il existe
une bijection entre ’ensemble des listes de p objets non
consécutifs pris dans {z,, =, ..., z,}, et 'ensemble des

1 d
2 n
@) O
@ O
() O posons
Ainsi,
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paires disjointes formées de deux objets consécutifs pris
dans {z, z, .., 2,.,}. On adonc g(n;p) = fin+1;p),

soit y(n;p) = [n+1 —p] .
p

Lorsque les objets sont placés
circulairement, la différence
avec les cas précédents
provient de ce que sur le
cercle, le premier et le dernier
élément de la liste sont
voisins. Former une liste de
paires d’objets consécutifs
revient a placer des dominos
ne se chevauchant pas, et
recouvrant chacun deux points consécutifs parmi les n
points z;, x,, ..., z, placés sur le cercle. 1l y a des listes
incluant la paire {z,;z;}, et des listes n’incluant pas
cette paire. Choisir 'une de ces derniére revient a
choisir une liste de p paires deux a deux disjointes,
formées chacune de deux objets consécutifs pris dans la

liste ordonnée z;, w, ..., z,. Il y a donc j(n;p) = [n-P]
p

telles listes. Pour celles qui contiennent la paire {z,;z;},
une fois choisie cette derniére il reste & prendre p-1
paires disjointes formées de deux éléments consécutifs de
l'ensemble xy, z3, ..., z, ;. Iy a f(n—2;p-1) telles listes.

finalement,

Réponse correcte
Réponse fausse



128

@ 0O
2 O
@ O
) A
) W

Résultats du QCM n°1

7))

P p-1

- n [n—p
n-pl p

h(n;p)

Désignons par A, (resp. B,, C,) le nombre de parties
connexes ouvertes (= d’un seul morceau, sans son bord)
déterminées par n points sur une droite (resp. n droites
dans le plan, n plans dans R?). On cherche C,. Notons
d’abord que A, vaut n+1l. Cela étant, si 'on a déja n
droites dans le plan, la
(n+1)-itme va couper
les n premiéres en au
plus n points qui vont
découper cette (n+1)-
ieme droite en n+1
morceaux. Chaque
morceau découpe en B=1+4+ (;)

deux wune zone qui -1

avait été découpée

auparavant dans le plan par les n premiéres droites. La
(n+1)-iéme droite rajoute donc n+1 morceaux.
Autrement dit, on a la relation de récurrence

B,., = B, + A, = B, + (n+1).

On trouve immédiatement

n?+n+2
Byt

1 +n+[n]
2

De méme, le (n+l)-itme plan (coup de couteau)
rencontre les n plans précédents qui déterminent B,
morceaux dans ce (n+1)-itme plan. Chaque morceau
correspond au découpage d’un des morceaux qui avaient
été obtenus par les n premiers plans. finalement, on a
la relation de récurrence C, ., = C, + B,.
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Apres initialisation pour
YVows avey n = 1 ou 2, on aboutit aux

dHR escayé de formules des assertions (4)
coupen une tante et (5),
koncgontalement 7 c = (D) (n?-n+6)

" 6

tene(3)(3]

Il y a toujours un nombre impair de triangles numérotés
(1;2;3). Ce résultat est dii & Sperner, et il se généralise
aux simplexes de dimension quelconque. Rappelons
qu’un simplexe de dimension n est ’enveloppe convexe
de n+1 points affinement indépendants dans R”. Ainsi,
un simplexe de dimension 1 est un intervalle. Un
simplexe de dimension 2 est un triangle. Un simplexe
de dimension 3 est un tétraedre. Montrons le résultat
pour n=1, et n=2.

Soit donc un intervalle dont les deux extrémités sont
numérotées 1 et 2. On découpe cet intervalle en sous-
intervalles en prenant des points que I’on numérote 1 ou
2. Il y a toujours un nombre impair de petits sous-
intervalles numérotés (1;2). La démonstration se fait
par récurrence sur le nombre p de sommets rajoutés.
Pour p=0, on a seulement le grand intervalle, et la
propriété est vérifiée. Si elle est vraie pour p, rajoutons
un (p+1)-ieme point.

Réponse correcte
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Sn*l
1 11 2
Sn*} - 1 : N—’N
S, ™2 : N-N+2

o S’ est placé entre deux points ayant le méme
numéro, 1, il y a deux cas :

— S’il est numéroté 4, le nombre d’intervalles
numérotés (1;2) ne change pas.

— S’ est numéroté 4, le nombre d’intervalles
numérotés (1;2) augmente de deux unités, et ne change
donc pas de parité.

o Sl est placé entre deux points numérotés
différemment, quel que soit le numéro qu’on lui affecte,
le nombre d’intervalles numérotés (1;2) reste inchangé.
Voila pour la dimension 1.

Passons aux triangles. On va compter de deux fagons
différentes les arétes numérotées (1;2), avec leur ordre de
multiplicité, c’est-a-dire 1 (resp. 2) si elles appartiennent
a 1 (resp. 2) triangles de la triangulation. Soit N ce

nombre. o Sur le c6té (1;2) du grand triangle, il y en a,

d’apres le résultat démontré plus haut, un nombre
impair, 2k+1. A l'intérieur du grand triangle, il y en a
un nombre pair, 2¢, car chaque aréte est partagée par
deux petits triangles. On a donc N = 2q + 2k + 1.

o Un triangle a soit 0, soit 1, soit 2 arétes numérotées
(1;2). S’il en a une, c’est I'un des triangles qui nous
intéresse. Soit z leur nombre. Soit r le nombre de
triangles ayant deux arétes numérotées (1;2). On a
N=zx+ 2r

En égalant les deux expressions de N, on trouve
r=2q+2k+1-2n,
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qui est un nombre impair.

Entre les réponses 1 et 2, il résulte directement de la
définition des W(NV;P,n;i) que seule la n°2 est correcte.

Considérons a présent une suite de P ¥ et N-P %
associée a n voisins, et commengant par un ¥. Soit le
deuxieme élément de la séquence est aussi un i, et il y
a alors W(IN-1;P-1,n;1) fagons d’arranger les N-1 et
P-1 chiffres placés apres le premier § pour qu’il y ait n
voisins, soit le deuxieme élément est un %, et il est alors
voisin du premier ; les N-2 chiffres suivant le £ peuvent
étre arrangés n’importe comment, pourvu qu'’il y ait
parmi eux n-1 £ voisins de ¥, clest-a-dire de
W(N-2;P-1;n-1) fagons. L’assertion (3) est donc
correcte.

Détaillons le calcul de W(V;P,n,2), et considérons une
suite de P ¥ et N-P ¥ associée a n voisins, et
commengant par un Z. Soit le deuxiéme élément de la
séquence est aussi un %, et il y a alors W(N-1;P;n;2)
fagons d’arranger les N-1 et P-1 chiffres placés apres le
premier £ pour qu’il y ait n voisins, soit le deuxiéme
chiffre est un ¥, et alors le premier ¥ est voisin du ¥
placé en deuxiéme position ; les N-1 chiffres placés apres
le % de téte commencent par un ¥, et doivent founir n-1
voisins, ce qui peut se faire de W(N-1;P,n~1;1) fagons.
Cela montre la véracité de la formule (4).

Enfin, la formule (5) est fausse.

[ | Réponse correcte
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1.
1)
)
®)
)
(5)

2.
(1)
@
®3)
)
(5)

OoOomOQnd

oOooOm0O

(Questions p. 10)

Si vous pensez que 'assertion (5) est correcte, c’est tres
inquiétant. L’erreur est dans le passage de P(n) a
P(n+1). Quand on passe & u-1 et & v-1, ces deux
nombres ne restent pas forcément dans I’ensemble des
nombres entiers positifs. Par exemple, si u = 0, alors
u-1 = -1, et 'on ne peut appliquer I’hypothése de
récurrence.

Rappelons d’abord qu’une partie A de FE est dite stable
par % si la composée de deux éléments de A est un
élément de A. Cela étant, considérons la loi % définie
sur ’ensemble {z;y;z} par la table suivante

Si A = {z},ona Ax{z} = {y}, et yky =z ¢ Ax{z}. En
outre, AxA = {z}, et hT = z ¢ Ax A, ce qui montre que
Ax A n’est pas stable. Le commutant de z est {z;y}, et
rky = z ¢ {z;y}. Enfin, puisque A est un singleton, la
restriction de & &4 A x A est commutative, mais A n’est
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pas stable. Reste l’assertion (2). Elle est vraie ; il suffit
en effet d’écrire, par exemple pour Fx{z},

(ak2) * (bkz) = (akzhb) * .
On montre de méme, que si = et y sont deux éléments
de E, alors {z}xFEx{y} est stable, toujours sous
Phypothése selon laquelle & est associative.

Les trois premiéres assertions sont évidentes. Si fn’est
pas injective, il n’y a pas de raison pour que 'on ait
oky = ykhesi f(zky) = f(ykx) ; assertion (4) est donc
fausse. De méme, 'image du commutant de A est
incluse dans le commutant de f(A), mais n’a aucune
raison de lui étre égale.

La définition usuelle d’un groupe est donnée dans
assertion (5). La condition " exa = ake = e pour tout
a € G" de l’assertion (4) définit un élément absorbant,
e. Dans D’assertion (1), les quantificateurs ont été
modifiés : "Pour tout a, il existe e..." n’a pas le méme
sens que "Il existe e tel que, pour tout a, ...". Enfin,
restent les assertions (2) et (3). En apparence plus
faibles que (5), ces assertions sont en réalité
équivalentes.  Voyons par exemple l’assertion (2)
(Passertion (3) se démontre par des méthodes
semblables). Il s’agit de montrer (2) = (5). Supposons
donc (2) vérifiée, et soit a € G. Supposons par exemple
qu'il existe a’ tel que aka’ = e (le cas a’ka = e se traite
de la méme fagon). Il s’agit de démontrer que a’xa = e.
Posons a’k«a = b. Alors,
bxb = (a',a)k(a’ka) = a'k(aka)ka = a’ka = b.
Soit b’ tel que b, b = eouque bxd’ = e. Sib’xb = ¢, 0n
a
bk (bkb) = ('kb)xb = b= b',xb = ¢,
et de méme, si bxd’ = e.
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(N, +) n’est pas un groupe car 1 n’a pas de symétrique
(Z; +) satisfait & tous les axiomes de la structure de

(Z; x) est stable pour la loi qui est associative ; 1 est
élément n,eutre, mais 0 par exemple n’a pas d’inverse.

Pour la méme raison, (Q; x) n’est pas un groupe : 0 n’a
p groupe

L’ensemble I n’est pas stable par la multiplication. Par

exemple, \/2_€II , Iais ﬁx\/2—=2€Q.

Chaque ligne de la table d’une loi de groupe contient
chaque élément du groupe, listé une seule fois. De
méme pour chaque colonne. Comme a L a=d # a, a
n’est pas 1’élement neutre du groupe. De méme, comme
bla=c#a,etquedl a= >+ a,ni bni dne sont
élément neutre. C’est donc ¢ qui est 1’élément neutre.
La relation a L b = ¢ montre alors que c’est a qui est

L’ensemble {a"[ neN'}U{e} de I’assertion (4) n’a
aucune raison de contenir l'inverse de a. Ce n’est donc
pas un groupe. Cela fournit un contre-exemple a
lassertion (1). Le dernier ensemble, {axz| z€ G}, est
égal a G, car Papplication = = akxz est une bijection
G — G. Restent les ensembles décrits dans les assertions
(2) et (3). On montre facilement que ce sont des sous-

134
5.
M 0O
(2) W dans I'ensemble (-1 ¢N).
3) O
(4) O sgroupe.
(5) U
Ce n’est donc pas un groupe.
pas d’inverse.
6.
1 =
2 0O
3 O
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P’inverse de b.
7.
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groupes de G.
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— L’assertion (1) est une question de cours ; on peut

— Pour n = 2, le résultat est évident, car
Sy ={ld ; (1;2)}.

— Supposons la propriété établie pour S, _;, et
montrons-la pour S,. Soit donc o € .

o Si o(n) = n, la restriction o’ de o & S, ; est
1 qui s’écrit donc, d’apres
Phypothése de récurrence comme une composée de
transpositions de S, ;. Ces transpositions ne faisant pas
intervenir n, elles peuvent s’interpréter comme des
transpositions de S, et o est composée de transpositions

o Sio(n) = m < n, (m;n) o o laisse fixe n, et
se décompose donc, d’aprées ce qui précede, en un
produit de transpositions, T; 0 7, 0 ... o T,. Alors,

o = (m;n) o ((m;n) o o)

=(m;n) o T 0T, 0 ... 0T,

— Les affirmations (2) & (4) découlent de (1).

— Pour (2), il suffit de remarquer ’égalité

(55) = (1;3) o (13) o (1;9),
(L;i+1) = (43+1) o (1;9) o (444+1),

(51+1) = (1;2;...5n 1 o (1;2) o (1;2;...;m, 'n—i+]’

— L’assertion (5) est fausse. Pour S, par exemple, les
permutations (1;2) et (3;4) laissent toutes deux
I’ensemble {1;2} stable. Cet ensemble reste donc stable
par toute composée de ces deux permutations. La
permutation (2;3) ne peut donc s’écrire comme composée

8.
N |
(2) W Détablir par récurrence.
G n
() |
(5) O
une permutation de S
de §,.
lorsque 1< < j.
— Pour (3), on écrit ’égalité
lorsque 1 < i< n.
— Pour (4), on écrit ’égalité
lorsque 1< i< n.
de (1;2) et de (3;4).
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Une partie non vide A de Z (resp. R) est un sous-groupe
de Z (resp. R) si et seulement si pour tous z, y € A, on
a z—y € A. En utilisant cette caractérisation, on voit
que {-1;0;1} n’est pas un sous-groupe de (Z;+), car
1-(-1) =2 ¢ {-1;0;1}. On montre également

lassertion (2), car nm — np = n(m - p). Soit A est

un sous-groupe de (Z;+). Si A = {0}, alors A = 0Z.
Sinon, soit n le plus petit élément strictement positif de
A. Alors, A = nZ. En effet, comme 1’addition est une
loi interne de A, A contient n, n+n = 2n, 2n+n = 3n,
etc, soit nN. C A. Comme A est un groupe, —n € A, par
le raisonnement de stabilité précédent, (—n)N. C A.
Comme 0 € A, on a bien nZ C A. Inversement, s’il
existait m € A\ nZ, la division euclidienne de m par n
produirait m = np + r, avec 0 < r < n, et 'on aurait
r=m-—np € A, ce qui contredirait la définition de n.
Ainsi, A = nZ.

— Q est un sous-groupe additif de R qui contredit

I’assertion (4). En effet, pour tout z € Q, g ¢Zzx.
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— Enfin, Z est un sous-groupe additif de R qui
contredit 1’assertion (5).

10.
(1)
(2)
®)
)
()

0 n’admet pas n racines n-iémes, mais tout élément de
C" le fait.

U, e¢ U sont non vides, et l'on a !inclusion

U,cucc. En outre les deux égalités

2tkn 24(n-g)w 2¢(k+n-q)x
[P =e n et e e(2‘rr-ﬁ)i = e(21r+u—ﬁ)i

OOmmQOd

e n

montrent que si u et v appartiennent a U, (resp. a U),
alors uv™ appartient également & U, (resp. a U). Tout
ceci montre que U, est un sous-groupe de U qui est un
sous-groupe de C*.

L’assertion (3) découle de l’égalité 2z, = 2/, tandis
que la relation (4) est fausse, comme on peut le voir en

24 21w

3 6

prenant e ° et e ° ,deuxéléments de U Il n’existe

2im 2im \p
pas d’entier p tel que e® =\e3® | . La relation (4)
est vraie si z, est une racine primitive n-iéme de I'unité.

Les 2z, sont les racines n-iemes de l'unité, donc les

racines du polynéme P(X) = X"-1. La somme des

racines de ce polyndome est donnée par le coefficient de
n

X™! qui est nul. On a donc E z =0, ce que 'on
k=1

peut retrouver en remarquant qu’il s’agit de la somme

de termes consécutifs d’une suite géométrique :

n 2ikx 2in Zinm

- - - 1l-e™®
2 = e =e™ ———_ =0

l-e™
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Nombres complexes

(Questions p. 17)

Ce QCM porte sur les nombres complexes. Bien entendu, on identifie
C et R?, avec toutes les structures sous-jacentes.

1.
H m
@ O _[-3+4d] -[-2-24] _ -1+6
3 O [-2+2] -[3+4 5-2i
@ O
) O L6 52 T 32,
-5-21 -5+21 29 29
On en déduit
7 32
2) = -— z) = -=
W) = -1, o= -2,
2 2
5]
29 29 841 29
et
arg(z) = arg(—l +6i) - arg(-5 —Zi)
Un calcul rapide fournit une approximation de
arg(z) ; a.rg(z) ~1,35rad .
Enfin,
=_ -1+6s _ -1-61
5 -9; -5 +21
7 32 . 7 32
—— =1 T —— + —1
29 29 29 29
| Réponse correcte
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ique, on ul
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2.

1)
)
©)
)
(5)

1)
@
®3)
(4)
®)

¢
)
®3)
)
(5)

oododm
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Résultats du QCM n°3

Puisque u, v, et w sont des nombres complexes de
module 1, posons u = €%, v =¢€® et w = €Y. On
a alors

et(@*B) 4 giB+) + gily+e)

ei0*B+) (g7iv 4 &8 + i)
€8+ (5 + 7+ )

= @B (w+rv+uy

uv + vw + wu

d’ou
luv + vw + wul = |u+v+u|,
car |ef©@*B+V| =1 .

Enfin, les assertions (4) et (5) sont fausses, comme on
peut le constater en prenant par exemple

u=v=1=-w. On a alors wv+vw+wu = -1,

utv+w =1 ,et u?+? +u? = 3, cequi contredit ces
deux assertions.

La relation se

2, Z,*Z,  démontre facilement
en posant
2 = T + 1Y
2y k€ {1;2}.

Si ¢ # 0, ce qui est le cas puisqu’on a supposé a, b, c, et
) puisq ppo! )

d € R’, f n’est pas définie en -4 . Ce n’est donc pas
c

une application C — C. Comme le complexe -4
c

om
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n’appartient ni a E ni & F' (c’est un réel), fip et fipsont
bien définies comme fonctions a valeurs dans C.

Pour déterminer f(E) et f{F), on peut soit procéder
directement, soit poser z= z + 7y. Voici les deux
calculs :

f(2) = az+b _ (az+b) x(cZ +d)
cz+d  (cz+d) x(cz+d)
_ aczz+bd +adz+bcz
|cz+d[2

tion : fe complexe
conjugu€ de oz + b
(@ b € R) nest pos
a g — b mas
ag + b

d’out

S{adz + bcE)

|cz+d

ol o) + 9(3)

|cz+d|2 |cz+d|2

_ ad- bcg()

|c2+ dl2

Réponse correcte
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ou, en posant z = x + 1y,

fl2) = a(z+iy)+b _ (aa:+b)+iay
c(a:+iy) +d (c:z:+d) +icy

- [(aw + b) + iay] X [(ca: + d) - zy]
[(ca: + d) + icy] X [(c:c + d) - iy]

_ [ac(a:z +42) +(bc + ad) + bd] + 1[(ad - bc)y]
|cz + dl2

Ainsi, fchange le signe de $(2), de sorte que f est une
application E' — F) et que fjpest une application F' — E.

Pour les assertions (4) et (5), il convient de considérer
Papplication réciproque de f. Comme il s’agit d’une
application homographique, on peut soit résoudre

, Soit inverser

. . . az+b
directement 1’équation en 2, Z = =<
’ +
cz

b

la matrice associée a I’homographie, M; = [a d]'
c

dZ-b

ce qui
H
a-cZ

Dans les deux cas, on arrive & z =

montre que f est une bijection C\{_f} -—»C\{f} .
a

c

d

Comme £ et -2 n’appartiennent ni a E, ni & F, on
a c
en déduit que fp est injective, et que fip est une
surjection F'— FE.

Réponse correcte
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De
i _ -ir)\d
sinte = [ £ _€& _
21
= i(eﬁz 4% + 6 - 42T 4 g4ia)

24

et
cos’z = M]s = 1 (37 4 3617 4 3¢7iT 4 317

2 23

on tire

sinz cos®z = i7 [(641': — 4217 4+ 6§ - 42T 4 e-4iz)
(3% + 3¢ + 3717 + e’“’)]

% [(eh'z + TiE) - (Hiz 4 i)

- 3(6'31'2 + 6—31':) + 3(61':: + e—i::)]

1 (cos7:c - cosbz - 3cos3z + 3cosa:)

Des trois identités a3 - b = (a - b) (a2 +ab+ b2) ,

2

cos’z +sin’z =1 et sin2z = 2sinz cosz, on tire
immeédiatement

sindz - cos®z _ . 4 . 9

— =~ " =sin®c +sinzcosz + cos’x

sinz - cosz

=1+ 1 sin2z
2
Pour établir 1’assertion (3), on utilise une fois encore la
relation a® - b3 = (a - b)(a2 + ab + 5?) , mais aussi sa

variante a3 + b3 = (a +b) (a2 - ab + 5?) . 1l vient

Réponse correcte
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sin3z _ cos3z _ &% - 32 _ SiT 4+ 312

sinz  cosr €T - gz e? + iz

= (621'1 + € e7iT 4 e-2iz)

- (e'zu - T ei% 4 e—Ziz)

=2
Pour ’assertion (4), on utilise deux fois la formule

tan(z + y) = w
1 -tanz tany
On obtient alors

tan(z+y+2) = tan((:z; +y) + 2)

tanz +tany tanz
1 -tanz tany
_ tanzx +tany
1 -tanz tany

tanz

_ tanz +tany +tanz(1 -tanztany)

1 -tanztany - (tana: + tany) tanz

tanz +tany +tanz - tanz tany tanz
1 -tanz tany -tanztanz - tany tanz

Pour l’assertion (5), on peut utiliser les formules
d’addition, si on les connait, ou bien passer aux
exponentielles complexes. Dans le premier cas, on écrit

| Réponse correcte
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. 2 sinl(4:c + 22:) cos-1-(4:z: - 2:1:)
sindz +sin2z _ 2 2

cos4zr + cos2z

2 cos%(4z + 29:) oos%(4z - 2:0)

_ 2sin3x cosz
2 cos3x cosx

= tan3zx

et dans le second

sindz + sin2z

cosdzx + cos2z
_ 1 e4i:c - e-4iz + 621': - e-2iz

7 e4iz + 6—41': + 621': + e-2iz

_1 (eziz - 6—21'1) (621': + e—2iz:) + 2% — g 2iz
)

(631'2: + e-Six) (ei;c + e—iz)

21 (e2i:z: - e'“’) (e'zix +e2iT 4 1)
) (e%iz + e7317) (2 + ¢713)
(62"2 _ 6_21,:)[631.'2 - e—3iz]

eiz - e—iz

(e.'it'z + e—aiz) (eiz + e—iz)

1
1

_1_ (é”’ - e—Si:c) (e2iz - e—2£z)
1 (e3iz + e-Six) (eiz + e—iz) (eiz - e—i:r)

= tan3z
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6.
(1) O Les réels |z+1-2¢ et
(2 0O |z—-1 - i représentent
3) W respectivement la distance
( entre les points z et —14+21
4 O d’une part, z et 14+¢ d’autre
5 O part. La relation
z+1-2i| _
z-1-1
exprime donc ’égalité de ces distances. L’ensemble
cherché est 1a médiatrice du segment d’extrémités —1+21
et 1+,
7.
1
Ezi S La relation ;-%-?:Z
3) O exprime que les vecteurs
(4) O i z—3 et z-5+4 27 sont
) N colinéaires, C étant considéré
1 comme un espace vectoriel
s2i sur R, dont les complexes 1
et ¢ forment une base. Elle
est vérifiée lorsque les points
2, 3 (3 =31+ 0-3) et 5 — 2¢ sont alignés. La relation
273 eR
z-5+2i
exprime que les vecteurs z— 3 et z— 5 + 27 sont de sens
opposés, donc que le point z est entre les points 3 et
5 — 21
| Réponse correcte
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La relation s’écrit
aussi

z+ 2+ 3i=Ni(z—-2
9),

avec X\ € R. Les
vecteurs z + 2 + 3¢ et
z—2¢ sont donc
orthogonaux : la
multiplication par 1
d’un vecteur fait subir
a celui-ci une rotation
d’angle ©/2. Le point z "voit" les points —2-3¢ et 2¢
sous un angle droit, et se trouve sur le cercle de
diameétre [2-37;2i]. Du fait du quotient dans la
relation de départ, il convient d’6ter de ce cercle le point
21.

La condition est équivalente a |a - 2> < |a+ 22, ou

a -Ra+a)z<0. Comme a+a est réel et
strictement positif, la condition signifie ®(2) > 0. On
peut aussi le voir géométriquement, en disant que la
condition est équivalente a

o~ 2 < |z~ (-2),

ce qui exprime que la distance de z au point a est
inférieure a la distance de z au point @. L’ensemble
cherché est donc le demi-plan ouvert dont la frontiére
est la médiatrice de [a;a@), et qui contient a, & savoir le

demi-plan droit ouvert.
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10.

(1) M Les cing formules sont correctes. Leur vérification

(2) W repose sur un simple calcul. Voyons donc une autre
3 N implication. Considérons 1’égalité

(4 N (2n-1)+i _  2n?+i
) | (2n+1)+i  2p2+2n+1
En multipliant ces égalités, et en simplifiant, on obtient
No@n-1) v 1+d
ail Cn+1)+i 2N +1+4
- A o
ns1 2n? +2n +1
1

- T (22 +3

N n=1
[I(2n2 +2n+1)

n=1

puis, en égalant les arguments des deux membres,

1 ad 1
- arctan =) arctan—
2N +1 n=1 2n’

et enfin, en faisant tendre IV vers oo,

oo

=) .

= arctan — .
n=1 2n2

N
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Polynémes

(Questions p. 23)

Dans la partie gauche de la figure, la partie tramée a
une aire qui vaut a? — ¥ Dans la partie droite, on a
déplacé et retourné les deux parties constituant la partie
tramée, a gauche. On obtient alors un rectangle de
largeur a + b, et de hauteur a — b, dont ’aire est donc

Un polyndéme de période 1 est constant, car sinon, le
polynéme P = f-— f(1) aurait une infinité de racines

sans étre nul. Par suite, f[-;] =f(@3) =5.

Les assertions (1), (3), (4) et (5) sont exactes, et la
procédure indiquée fournit la démonstration des

Pour [I’assertion (2), le développement de

[(1 +1)"-(1 - 1)"] conduit a la relation

n = 9gn-1 ,
E 1 [2k+1]

=

et non a celle proposée. De la méme fagon, le

%[(1 +1)" +(1 - 1)"] conduit a la

1.

M O

2 O

@) O

(4 O

6) W (a-b)(a + b).

2.

1 O

@ O

3) O

@ O

) B

3.

1nH m

2 0O >

3) W formules de récurrence.

4 N )

m -

OIL I
développement de
relation

| Réponse correcte
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AR
0<ken 2k
2
4.
(1) O Considérons d’abord les développements pour n =1, 2
(2) O et3:
® 0O Q+2=1+22+ 2
(4) E A+z+ D =1+2z+32 + 22 + 2
5
) (1 +z+ 2+ 28)?
=142z + 3z
2442 + 328 + 22 + &
La formule se généralise, et la démonstration se fait par
récurrence. Il est a noter que la généralisation se fait
aussi "a l'ordre infini", avec I’argument suivant : pour
|z] < 1, on connait le développement tiré de la formule
de sommation des séries géométriques :
[o.¢]
PIEAEE T T
k=0
. 1
1-2
En outre, soit en dérivant les deux membres de cette
relation par rapport a =z, soit en utilisant le
développement de Taylor, soit en utilisant le
développement du binéme, on démontre la relation
00
y (k+1)a* = 1+20+322 +42t + ...
k=0
- 1
(1 -af
On déduit immédiatement de ces deux égalités ’identité
(lez+P+P+.) =1+20+32 +42% + ...
| Réponse correcte
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avec toujours la condition || < 1.

Notons enfin que la formule (5) est fausse, car elle
compte deux fois le terme en 7z, lorsque n est impair.

P est divisible par @ si et seulement si n n’est pas
divisible par 5. En effet, dans C, le polynéme P s’écrit
5 -1
2" -1
5n-iémes de 'unité qui ne sont pas racines n-iemes. Or
les racines de @ sont les racines cinquiémes de ’unité
autres que 1. Ce sont également des racines 5n-iémes de

I’unité qui ne sont pas racines n-iémes si et seulement si
n n’est pas divisible par 5.

P(2) = . Les racines de P sont donc les racines

Les équations palindromiques sont aussi appelées
équations réciproques.

Pour simplifier, divisons par a, et considérons 1’équation
palindromique du quatrieme degré

&+ p? + ¢ + pr+ a=0.

Le changement de variable =z ==z +1 transforme
x

I’équation en
24+ pz+q-2=0.

Une fois cette équation du second degré résolue,
éventuellement dans C, on peut trouver x en résolvant
les deux équations du second degré 22 — zz + 1 = 0, ot
z; sont les racines de ’équation en z.
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Le changement de variable = =y -:11 c;  conduit
seulement & une équation du quatritme degré ou le
coefficient de 37 est nul,
V' + dyy? + diy + dy =0,
avec
_ _3 2
h=a-3%
1 13
= - + -
h=a 566G,
1 1 2_ 3 4
et =c - - +— -—C,.
b= 706+ L0656
Il est toutefois possible de parvenir & une équation
palindromique du quatrieme degré en effectuant un
changement de variable supplémentaire. Posons
y = ut + v, ou u et v seront déterminés plus loin. En
remplagant dans ’équation en y, on obtient
Wt + 4028+ (607 + d) o2 B
+(4v’ +2d,v + dl)ut
+(v4 +d21’2+dlv+dn) =0
Pour rendre cette équation palindromique, il faut
ut = o v dy? +d v+ d,
et 4vu? =4113+2d2v+d1
En élevant au carré la derniére équation, multipliant
l’avant derniere par 16b% puis en égalant les deux
membres de droite des deux équations ainsi formées, on
obtient, aprés simplifications
8y +(16dy ~4dY)? ~4d, dyv - = 0
| Réponse correcte
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En prenant pour v une racine de cette derniére équation,
et en prenant ensuite u solution de

ut =+ dy?+div+d,,

on obtient une équation palindromique, ainsi qu’on
P’avait annoncé.

On ne sait pas résoudre les équations quelconques de
degré > 5. Inutile de chercher une formule : on peut
montrer qu’il n’en existe pas.

Enfin, les assertions (4) et (5) sont de simples
vérifications.

Considérons, sur R_, la fonction P,. Sa dérivée, définie

P{l(x) = (n+2) 2 -k

est une fonction strictement croissante sur R, négative
en 0, tendant vers +00 en 400 (la somme d’une fonction
strictement croissante et d’une fonction croissante est
strictement croissante). La fonction P, est donc,sur R,
une fonction décroissante puis croissante. Elle a donc 0,
1 ou 2 zéros. En 0 et en 400, la fonction P, est positive.
Pour les valeurs de P, en 1, deux cas sont & considérer.

— Si k> 2, alors, P,(1) < 0. Dans ce cas, P, a deux
racines, 'une dans ]0;1[, 'autre dans ]1;+o0].

— Si k=2, alors, P,(1) =0 et Py(1) > 0. Dans ce
cas, P, a deux racines dans R, I'une dans ]0;1[, I’autre

En fin de compte, on voit que P, a toujours une unique

7.
1 0O
(2) O par
3 O
4 B
(5) O
qui est 1.
racine dans ]0;1].
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8.
(1) O P est divisible par Q si et seulement si —1 est racine
(2) O doublede P, c’est-a-dire si et seulement si -1 est racine
3 W de Pet de P’. Le systéme affirmant que @ divise P est
donc le suivant
@ 0O
& W P(-1) = af-1)" + (-1 + 1
=(-1)"(a-8)+1 =0
P/(-1) = nal-1)"" +{n-1) b(- 1)"'2
= n( 1 1(a, b) - b(—l)"
soit
a-b = (—1) -
b= -n(a - b)
puis
a = (-1)*(n-1)
b= (-l)nn
Supposons a présent cette condition remplie. On a donc
PX) = (-1)"(n-1) 2" +(-1)" n X + 1
Pour effectuer la division, plusieurs solutions. On peut
bien silir poser la division, et procéder par récurrence
une fois que l'on a vu comment le quotient s’écrit.
Voyons une méthode plus formelle.
Si P(X) = (X+1) R(X), alors
P (X) = (1)"n(n-1) X*! 4+ (-1)"n(n-1) X*2
= (-1)"n(n-1) X" 2(X+1)
= R(X) + (X+1) R’ (X),
de sorte que
| Réponse correcte
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R(X) = (X+1) [(1)" n(n-1) X*? - R’(X)]

Par ailleurs, le polynéme R(X) se calcule facilement en
utilisant ’identité remarquable

1-a" = (1-a) (1+a+a’+...4+a™)
On obtient
P(X) = ()" (n-1) X* + (-1)"nX™! + 1
=(-D)"n(X"+X"1) + 1 - (-1)" X"

= (-1)"n X" (X+1)
+ (1+X) 1-X+X
()T X

= (X+1) 1-X+X24...+(-1)"1 X!
+ (-1
np X™1)

On a donc
R(X) = 1—X+X2+...+(—1)”'1 X'"_1+ (_l)nnxn—l’

d’ou, en remplagant R’(X) par sa valeur, le quotient S
cherché,

S(X) = (-1)"n(n-1) X2 - RI(X)
= 1-2X+3X’+... + (-1)*?% (n-1) X™?

équivalente a (X-2)*> = X5. En modules, on a donc

9.
(1) [0 Notons d’abord que P est
(2) M un polynéme de fiegré 4,
@) O et non 5. L’equatAlon
P(X) =0 peut étre
4 O abordéegéométriquement,
(5) O ou algébriquement.
Commengons par le point
de vue géométrique.
L’équation P(X) = 0 est
| Réponse correcte
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|X—2| = |X|’

ce qui exprime que, dans le plan complexe, la distance
entre le point X et le point 2 est égale a la distance
entre le point X et le point 0. Ainsi, X est sur la
médiatrice de 2 et de 0, a savoir la droite d’équation
rz=1.

Soit 6 largument d’une

pm & racine X de P. Comme X
/ : / est sur la droite d’équation

A r=1, le point X-2 est
egm“, symétrique de X par
rapport a l'axe z=0; si
0+a est Dargument de
X-2, on a 84+a =m7-6.
L’équation
(X-2) =
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implique, en termes d’arguments
50+a) = 50 [2x],
soit 5(n-0) = 50 [2x],

:

A noter que cette condition est nécessaire, mais non
suffisante pour que X soit une racine de P. Pour une

d’ou 6

. . ™ .
racine, on ne peut avoir 6 = 5 Avec ’abscisse et

Pargument, une racine de P est bien déterminée.

Passons a 1’étude algébrique. L’équation P(X) = 0 est
équivalente 3 (X-2)° = X5. Puisque X # 0, ceci est

X-2

équivalent a
éq (%

5
] =1, soit a

2ik T
X—);-g =e 9, k€{1;2;3;4},
2

24T
1-e B

ou a X = , k€{1;2;3;4} .

On peut préciser ’expression de X :

( -2ik’_‘)
x-_2 __ 2W-e 5
26T ( 2ik X -2k X
1-¢ 5 1-e 5\1-e¢ °
-2k sin2k X
_l-e =1+ 5
1 - cos2kX 1 - cos2kX
5 5

Notant X, )?1, X, et )_(2 les racines de P, ce

polynéme se factorise en
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P(X)
=X - X) (X - X,) (x - x;)(x - X))

N
X2 - (X, + X)X+ X, X,) (X2 - (X, + X)) X + X, X,)
(X2 - 2R(x,) X + X, X;) (X2 - 2:(X;) X + X, X,)

= >\(X2 _2)(+X1)_(l)(X2 -2X+X2)?2)

1]

Ainsi, il n’y a qu'a chercher les trois termes

A\, Xl}-(l et Xz)?z .11 suffit d’identifier les deux

expressions de P. On trouve :

P(X) = —10[X2-2X+L"1'§‘/_g][X?-2X+%g]

— Les fonctions exponentielles sont les fonctions
continues R — R non identiquement nulles vérifiant
I’équation fonctionnelle

VzeR, VyeR, P(z+y) = P(z) P(y).
Le seul polynéme non nul satisfaisant a cette équation
est le polynéme constant égal a 1.
— 1l satisfait également a ’équation fonctionnelle
VzeR, VyeR, P(z-y) = P(z) P(y),
de sorte que Paffirmation (5) est fausse.

— Les fonctions puissances, c’est-a-dire de la forme
P(z) = 2” sont les fonctions continues R — R non
identiquement nulles vérifiant I’équation fonctionnelle

Vz€eR, Vy€eR, P(zy) = P(z) P(y).
Les polynémes non nuls qui satisfont & cette équation

sont donc les mondmes de la forme P(z) = 2*, oun € N.
— L’équation fonctionnelle

VzeR, VyeR, P(z+y) = P(z) + P(y)
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caractérise les fonctions linéaires parmi les fonctions
continues R — R. Les fonctions polynémes satisfaisant a
cette équation fonctionnelle sont donc de la forme
P(z) = Az. On peut le démontrer directement : Soit P
un polynéme vérifiant, pour tous réels = et gy,
P(z+y) = P(x) + P(y). Si le polynéme P n’est pas
nul, il n’est pas constant. S’il est de degré n > 0, soit
a,x" son terme dominant. En +o0, on a P(z) ~ a,2", et,

)
27

I’équation fonctionnelle, on a P(k) = kP(1) pour tout
entier k > 0. En faisant tendre k vers +00, on en déduit
que P est de degré 1. Comme P(0) =0, c’est un
polynéme de la forme P(z) = A=z.

puisque a,, # 0, ~ a, . Par ailleurs, du fait de

— L’équation fonctionnelle
VzeR, YyeR, P(zy) = P(z) + P(y)

caractérise les fonctions logarithmes, dans ’ensemble des
fonctions non identiquement nulles continues R +‘ — R.
Le seul polynéme satisfaisant a cette équation est bien
le polynéme nul. Montrons-le directement. Si P est un
polynéme non nul solution de cette équation, ce n’est
pas un polynéme constant. S’il est de degré n > 0, soit
a,2" son terme dominant. En +o0, on a P(z) ~ a,2" et,

puisque a, # 0, M ~a, . Par ailleurs, en
il

appliquant n-1 fois l’équation avec z= y =2, on

montre égalité P(2") = nP(2), pour tout n>1;

comme P n’est pas le polynéme nul, on doit avoir

P(2) # 0, car sinon P aurait une infinité de racines. On

en déduit P(—2n) = 2 P(2) -0, ce qui contredit la
2" 2"

relation £(% ~ a, .
"
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Espaces vectoriels

1.

2.

3.

(1)
2)
3)
(4)
(5)

(1
(2)
3)
4)
(5)

(1)
)
®3)
4)
(6)
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(Questions p. 31)

Les réseaux ont la propriété de l’assertion (1) sans étre
pour autant étre des sous-espaces vectoriels de R”. Par
exemple, N x N dans R?. Dans l’assertion (2), la partie
F peut étre vide. Les assertions (3), (4) et (5) sont des
conditions suffisantes, et méme nécessaires et suffisantes
pour que F soit un sous-espace vectoriel de E.

~— W, est Pensemble des combinaisons linéaires de
(1;0;0) et de (0;1;0). C’est donc un sous-espace vectoriel
de R3.

— W, n’est pas un sous-espace vectoriel de R® car
(1;,0;0) € W,, tandis que —(1;0;0) = (-1;0;0) & W,.

— W, est un sous-espace vectoriel de R3, car c’est le
noyau de ’application linéaire R — R, (a;b; c) = a+be.

— W, n’est pas un sous-espace vectoriel de R® car
(1;,0;0) € W, tandis que 2 (1;0;0) = (2;0;0) ¢ W,.

— W; n’est pas un sous-espace vectoriel de R® car

(1;0;0) € W,, tandis que \/2_(1;0;0) = (\/2_;0;0) ¢ W, .

Une intersection quelconque (non vide) de sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel. La somme
algébrique de deux (ou d’une famille de) sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel, de méme bien
entendu que la différence algébrique. On a en effet
F+ G=F-G, car si G est un espace vectoriel,

om
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= —(@. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel,
tout comme la différence ensembliste de deux sous-
espaces vectoriels, ne saurait étre un sous-espace
vectoriel : il ne contient pas 0.

(1) O e Pour que u soit combinaison linéaire de v, v, et s,
2 m il faut et il suffit qu’il existe a, B et v € R tels que

3 N u=av, + B, + Y.

4 o Cela nous ameéne a étudier le systéme

(5 O
a +28 +y = 2
-3a - 48 - 5y = -5
2a - B + 7Ty = 3
que lon traite par la méthode de Gauss. On obtient

successivement
1 2 1|2
-3 -4 5| -b| —
2 -1 7|3

L1 — LI 1 2 1] 2
L2 «L2+3L1|0 2 -2|1 —
L8 —L3-2L110 -5 5 | -1

L1 « L1 12 112
L2 L2 02 -211
L3 «—2L3+5L110 0 0 |3

Ce dernier systéme est impossible, et u n’est pas
combinaison linéaire de v, v, et vs. (Suite p. 163)
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(Suite de la page 161)
e De méme, pour que P(X) soit combinaison linéaire
de Q(X), R(X) et S(X), il faut et il suffit qu’il existe
a, 3 et v € R tels que

P(X) = aQ(X) + BR(X) + vS5(X)

Cela nous ameéne a étudier ’équation

2 +4t-3 = (a+28)8 +(-20 - 38 +~)t + (50 +34)
qui se traduit, en identifiant les coefficients de 2, de t et
de 1 dans les deux membres, par le systéme

a + 28 =
200 - 3P + y =4
5a + 3y = 3

que l'on traite, comme d’habitude, par la méthode de
Gauss, avec cette fois-ci un pivot total. On obtient
successivement

1 2 01
2 -31|14]| —
5 0 3|-3

L1 — L1 1 2 0
L2 «L2+2L110 1 16| —
L3 «—L3-5L1\0 -10 3| -8

Ll « L1-2L2 |1 0 -2|-11
L2 «~ L2 011 6 —
L3 «— L3+10L210 0 13| 52

Ll «~13L1+2L3|13 0 O | -39
L2 «— 13L2-L3 |0 13 0 | 26
L3 L3 0 0 13] 52
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d’'o lon tire « =-32 - -3 B = 2 . 2, et
13 13
_ 52 _ .
N = i Cela montre que P(X) est bien

combinaison linéaire de Q(X), R(X) et S(X).

e Ecrire que la matrice A est égale 4 aB + 3C + D
donne le systéme

[3 1]_ Qa <x+2~1]
1 -2) la+B B -~
qui se résout directement :

a = 3

B = -2

N = -1

e Pour l'assertion (4), dire que tout vecteur de R3 est
combinaison linéaire de e}, e, et e;, c’est dire que ces
trois vecteurs forment une base de ]Ra, ou encore que la

100
matrice |2 1 0| formée par leur composantes est

321

inversible ; or on voit sans calculs que c’est une matrice
triangulaire inférieure dont les termes de la diagonale
sont tous non nuls. Cette matrice est inversible, et les
vecteurs e, e, et e; forment une base de R3.

e Pour lassertion (5), notons d’abord que les deux

1;1;0] sont dans le
6 4

vecteurs v = (2;3;0) et w =[
plan z=0. Un plan étant de dimension 2, il est
équivalent de dire que ces deux vecteurs engendrent le
plan, qu’ils en forment une base, ou qu'’ils forment une
famille libre de vecteurs de ce plan. Comme v = 12w,
ce n’est pas le cas.
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La formule de la dimension nous donne
dim (V+ W) = dim V + dim W - dim (VN W).
Comme V+ W est inclus dans F, on a
dim(V+ W) <dmFE=T.

Par ailleurs, puisque VN W C V, on a
dim(VN W) < dim V=4.

2 < dim(VNW) < 4.

Ce simple encadrement montre seulement que VN W ne
peut pas prendre de valeurs autres que 2, 3 ou 4. Il ne
montre pas que VN W peut effectivement prendre les
valeurs 2, 3 ou 4. Pour démontrer cette derniere
assertion, il suffit de prendre trois exemples. On
considére dans tous les cas E = R’, avec une base

— Pour obtenir dim (VN W) = 2, on prend

V= Vect(e,; &5 &3; €), et W= Vect(es;ey; €55 €5 &),
ou la notation Vect(A ) désigne le sous-espace vectoriel

— Pour obtenir dim (VN W) = 3, on prend
V = Vect(e; ;55655 €,), et W= Vect(e,;e5;€,;6€5;€).
— Pour obtenir dim (VN W) = 4, on prend
V= Vect(e1; ;€35 €), et W= Vect(e; e;; €55 €45 65).

L’assertion (1) est vraie si n = p. Dans ce cas, si, par
des combinaisons linéaires des équations de départ, on
arrive a des équations de la forme

@) o =cy .y Ty = Cpy
le systtme (2) fournit les solutions du systéme de
départ. Clest pratique, mais cela ne marche que si

0 O
2 n
@ n
(4) W On en déduit dim (VN W) > 2.
() O
Cela montre I’encadrement
CHEESH S
de E engendré par A.
6.
1 O
2 0O
@) O
4 O
) W
n=p.
| Réponse correcte
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Il ne faut surtout pas remplacer une équation par une
combinaison linéaire des autres équations. Ce que ’on
a le droit de faire, c’est de modifier une équation L; en
lui ajoutant une combinaison linéaire des autres

équations ; autrement dit, on change L;en L, + E L, .
ki

Le nombre d’équations et le nombre d’inconnues ne sont
pas les deux seuls éléments a considérer en matiére de
résolution de systéme ; il faut également considérer le
rang r du systéme, forcément inférieur a min{n;p}. Si
le rang du systéme est inférieur au nombre n
d’équations, il est possible que le systéme n’ait pas de
solutions. La solution pratique consiste & mettre le
systéeme sous forme échelonnée, par des combinaisons
linéaires de lignes (c’est-a-dire & mettre le systéme sous
la forme triangulaire). Siles n — r derniéres équations
sont de la forme 0 = ¢, ¢ # 0, le systéeme est impossible.
Si les n — r derniéres équations sont de la forme 0 = 0,
le systeme admet des solutions. Dans ce cas, si 7 = n,
il y a unicité des solutions, et si 7 < p, ’ensemble des
solutions est un espace affine de dimension p—r.

Pour un endomorphisme g de F, les noyaux des itérées
de g forment une suite croissante, tandis que les images
des itérées forment une suite décroissante. Si deux
noyaux consécutifs sont égaux, tous les noyaux suivants
le sont. De méme pour les images. En dimension finie,
il existe toujours un entier tel que ce soit le cas. Les
endomorphismes nilpotents sont ceux pour lesquels la
suite des noyaux se stabilise & l’espace tout entier. Pour
cette raison, on a forcément p < n. Le théoréme de
décomposition des endomorphismes nilpotents s’énonce
ainsi, avec les notations de la question : il existe des
éléments =z, .., z, .. z, de E, et une séquence
P =Py 2> Py > ps > ... > p,, d’entiers naturels tels que
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M) = fP(zy) = =fP(z,) =0,
et que
{-"a;f(wl);m;f”"l(wl);wz;f(rz);u-;f"fl(xz);--.
...;a:m;...fp"‘_l(mm)}

soit une base de E. Dans cette base, la matrice de fse
décompose en m blocs diagonaux de la forme

010 .0
001 0
...... ol ( Py lignes .
000 1
000 -0

L’assertion (3) est le lemme fondamental de la
démonstration de ce théoreme qui s’effectue par
récurrence.

8.
(1) M 1l est clair que fy est linéaire lorsque fl'est. Si H # U,
2 O Papplication linéaire nulle fournit un contre-exemple a
3 | Passertion (2) :on a alors Ker fiy = H, et Ker f= U. La
relation exacte est donnée dans l'affirmation (3), qui
(4 H découle immédiatement de la définition. Pour Im f,
) M comme HC U on a f(H)Cf(U) =Imf dou
Im fN f(H) = f(H), et
Im fy = f(H) = Im f 0 f(H).
| Réponse correcte
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Im f est un sous-espace vectoriel de dimension 1. Toute
base de Im f est donc constituée d’un seul élément. Soit
b un tel élément. Puisque f(b) € Imf, il existe X € R tel
que f(b) = X\b. Cela étant, si z € E, il existe p, € R tel
que f(z) = p,b. On a alors
(@) = f(1.0) = uof(b) = My b = \(2),

ce qui montre la relation f2 = \f; les deux premiéres
assertions sont donc vraies. En outre, si X\ # 1, fn’est
pas un projecteur. Rappelons en effet qu’un projecteur
est un endomorphisme tel que f2 = f. Si\ # 1, f-Id est
un isomorphisme ; en effet, si z € Ker(f-1d), on doit
avoir f(z) = , et x doit appartenir a I'image de f. Mais
si z€Imf\ {0}, on a flxy=Xz#z si X\=1.
Inversement, si A = 1, alors Ker(f—Id) contient Im f, de
sorte que f—1Id n’est pas injective.

1l ne peut pas exister g € L(R;E), et h € L(E;R) telles
que f= ho g; en effet, quand on prend I’application
h o g, la premiere application est g, qui est définie sur
R, tandis que fest définie sur E. En revanche, il existe
g € L(R;E), et h € L(E;R) telles que f=go h. En
effet, si 'on pose g(t) = tb pour tout ¢t € R, et si 1’on
définit une forme linéaire h par ’égalité f(z) = h(z) b,
alors on a bien f=go h. Il n’y a pas unicité des
applications linéaires get h: sil'on a f=go h,on a
également f = (£g) o [(1/€)A], pour tout £ € R".

Dans le cas d'un espace de dimension finie, la
décomposition f= g o h se traduit ainsi : une matrice
M est de rang 1 si et seulement si elle se décompose
comme produit M = CL d’une matrice colonne C par
une matrice ligne L.
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Il est clair que V; est un sous-espace vectoriel de
L(FE). En effet, il est non vide car il contient
l’application nulle ; En outre, 1’égalité

fo(\g+pk)of=Nogof+pfokof
montre que l’application g fo go f est linéaire.
L’ensemble V; n’est autre que le noyau de cette
application.

Lorsque fest 'application nulle, on a V; = L(F;E), et
Passertion (2) est fausse.

Si f n’est pas injective, soient z € Kerf, ¢ une forme
linéaire non nulle F — R, et g l’application linéaire
F— E, y» o(y)z. Alors, fo go f= 0, de sorte que
V; = {0}.

Si f n’est pas surjective, soient z € F\ Imf, G un
supplémentaire de Rz dans F' contenant Imf, y un
élément non nul de E, et g ’application linéaire F — E,
définie par g(hz+pz) =Xy (avec z€ G). Alors,
fogof=0.

Sif:R? =R, (zy) »zetsig: R— R? z» (0;2), alors
fogo f=0, ce qui montre V;# {0}. Cela contredit
’assertion (5).
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Matrices

1
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(Questions p. 38)

Quand on décrit une matrice sous la forme (a;;);<;<pn
1<j<ps l€ premier indice, i, désigne les numéros de lignes,
tandis que le second désigne ceux des colonnes. Ainsi,
n est le nombre de lignes, tandis que p est le nombre de
colonnes de la matrice. Ici, on a donc affaire a une
matrice & 3 lignes et 2 colonnes. Le premier coefficient,
en haut a gauche, a, , est a I'intersection de la premiere
ligne et de la premiére colonne ; pour trouver sa valeur,
on remplace ¢ par 1, et j par 1; il vaut donc

(-1)' x1 +1 =0. Au-dessous de ce coefficient, &
Pintersection de la deuxiéme ligne et de la premiere

colonne, on trouve a,; = (-1)2x1+2 =3 . etc. La

bonne réponse est la premieére.

Dans 'usine W, la dépense mensuelle en ressource R est
donnée par 1 x 20 +2 x 20 + 3 x 10, ou I’on reconnait
le coefficient (1;1) de la matrice CF. Le coiit annuel est
bien siir 12 fois plus élevé, et le résultat se lit sur les
coefficients de la matrice 12 CF. Les puissances de
matrices interviennent dés qu’on a affaire & un processus
itératif, ou l'on passe d’une étape a la suivante en
utilisant toujours la méme regle. Les dépenses d’un
mois s’ajoutent simplement a celles des mois précédents.
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Une matrice carrée est une matrice ayant le méme
nombre de lignes et de colonnes. La matrice inverse
d’une matrice carrée A d’ordre n est, si elle existe, la
matrice B telle que AB= BA =1d,, ou Id, est la
matrice identité d’ordre n, définie par
Id, = (@3)1<i<n1<j<n aVeC ay; = 1sii = j,a; = 0sii # j.
La matrice identité d’ordre n correspond a I’application
identité, qui va forcément d’un espace dans lui-méme.
Elle est donc obligatoirement carrée. La transposée de
Popposée d’une matrice est égale a l'opposée de la
transposée de cette matrice. La définition (4) est donc
redondante, et I'on peut la simplifier : une matrice est
dite antisymétrique si elle est égale a la transposée de
son opposée. De méme pour la définition (5). La
transposée de la conjuguée d’une matrice est égale a la
conjuguée de la transposée de cette matrice. On peut
donc également formuler ainsi la définition (5) : Une
matrice a coefficients dans C est dite hermitienne si elle
est égale a la conjuguée de sa matrice transposée.

Les matrices de permutation sont forcément des
matrices carrées : si ’on fait la somme des termes sur
chaque ligne et sur chaque colonne, on trouve toujours
1. Par suite, si I’on additionne tous les coefficients de la
matrice, on va trouver le nombre de lignes si 'on fait
Paddition selon les lignes, et on va trouver le nombre de
colonnes si l'on fait D’addition selon les colonnes.
Comme ces deux nombres doivent étre égaux, la matrice
est une matrice carrée. Cela étant, si I’on prend une
base, 'application linéaire associée a une matrice de
permutation est une application linéaire qui permute
entre eux les vecteurs de la base. C’est donc une
bijection, c’est-a-dire un isomorphisme qui permute les
vecteurs de l’espace vectoriel ; mais une matrice
associée a une application linéaire qui permute les
vecteurs de ’espace vectoriel n’est en général pas une
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matrice de permutation ; c’est simplement une matrice
d’isomorphisme. Enfin, soit (a;)<;;<, une matrice de
permutation, (Bij)lsi,an sa transposée, et ("‘ij)ISi,an sa
matrice inverse. Si a;=1,0na az=0si k+#j et
ag = 0si g #4; enoutre, sil'on interpréte la matrice
dans une base (e, ..., €,), le vecteur €; a pour image le
vecteur e; (on lit 'image du vecteur e; dans la colonne
jde la matrice). Par Papplication inverse, le vecteur e;
a pour image le vecteur e, et I'on a donc ~; =1,
Y =0 si k#j, et la zieme colonne de la matrice
(Vih<ij<n €st égale a la i-iéme ligne de la matrice

. ’ 7
aij)lg,jgn ; C'est sa transposée.

Pour que l'on puisse faire le produit ou la somme par
blocs de deux matrices décomposées en blocs, il faut (et
il suffit) que les matrices et les blocs aient des tailles
compatibles. Essayez donc de faire le produit

(310) (012 @19 {bl,l bl,z] [bl,B]
ay1| (@92 ag3)| X |21 b22) (ba3
a31) (432 O33 (b3,1 b3,) (bs,a)

Les opérations de transposition se font bien par blocs,
mais pas le passage a l'inverse, sauf dans le cas d’une
décomposition en blocs carrés diagonaux : si A est une
matrice décomposée en Dblocs sous la forme

A, 0
= ,ou A; et A, sont des matrices carrées,
0 A,
A est inversible si et seulement si A; et A, le sont, et
A7 0
alors Al = . La décomposition de
0 A

assertion (4) est notoirement fausse : les matrices M
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A, A,
Ay Ay

est diagonale si et seulement si A; et A, sont diagonales,
etsi A, = A; =0.

& L proposs re sut e pes tiangubies Fofing A =

La matrice M est une matrice de permutation. Si
(e1;€5;€3) est une base de R, la matrice M est associée a
P’application fqui permute les termes de cette base selon
le cycle d’ordre 3, e, — €3 — € — €;. Comme 1992 est

100
divisible par 3, M9 est la matrice identité, [0 1 0

001

Puisque C est une famille de trois éléments dans un
espace de dimension 3, pour montrer que c’est une base,
il suffit de vérifier que cette famille est libre. Or la
matrice de ces trois vecteurs dans la base B s’écrit

1 00
-2 1 0. C’est une matrice triangulaire inférieure
1 -11
dont les termes diagonaux sont tous non nuls. Clest
donc une matrice inversible, et C est une base.

Dans la définition de u, P est la variable. La matrice de
u ne saurait donc dépendre de P. On a en fait

100

1

01 =
Mp(u) = 2
00l

2
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Les matrices de passage sont une source fréquente
d’erreurs, en raison d’une confusion entre la matrice de
passage de la premiére base a la seconde, et la matrice
de passage de la seconde base a la premiére. Pour écrire
la matrice de passage de la base B a la base C, on écrit
les vecteurs de C dans la base B. Dans notre exemple,

1 00 100
cela donne @ =|-2 1 0. La matrice [2 1 0
1 -11 111

de I’assertion (3) n’est autre que Q7!, c’est-a-dire la
matrice de passage de C' & B. Pour finir de clarifier
cette question des changements de base, rappelons les
deux formules a connaitre :

— Si u est un endomorphisme dont les matrices dans
les bases B et C sont respectivement Mp(u) et M(u),
ces deux matrices sont reliées par la formule

M(u) = Q' M(w) Q.

— Si z est un vecteur de matrice Xp dans la base B, et
X dans la base C, ces deux matrices sont reliées par
la formule Xp= Q X, (en cas de doute, le "truc
mnémotechnique”, c’est de vérifier avec les vecteurs de

1
la base C : le premier vecteur de C's’écrit |0| dans la

0

base C, et en effectuant le produit par Q, on va obtenir
la premiere colonne de @, c’est-a-dire la matrice de ce
vecteur dans la base B.

En combinant les deux formules précédentes, on peut
par exemple calculer la matrice Mg {u) de u lorsque
I’espace de départ est muni de la base B, et I’espace
d’arrivée de la base C'; on a Mp fu) = M(u) Q.
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Le théoréme de Konig fournit une réponse affirmative au
probléme, grace au théoréme de I’assertion (2). En effet,
soit M la matrice dont le coefficient (7;7) vaut 1 si le
garcon ¢ et la fille j ont été présentés, 0 sinon. La
décomposition donnée par le théoréme fournit les
couples, griace & la matrice P, : le garcon ¢ va danser
avec la fille j telle que le coefficient (3;7) de P, vaille 1.
Cela étant, la démonstration de ’assertion (2) se fait par
récurrence sur k, et le passage de k a k — 1 se fait grace
a l'assertion (4) qui se démontre par récurrence sur n.

Revenons quand méme sur les trois autres assertions :
les affirmations (1) et (3) sont fantaisistes, et
affirmation (5) est un lemme utilisé pour démontrer un
théoréme sur les matrices formées de 0 et de 1, mais qui
n’a rien a voir avec le théoreme de Konig.

A est I'ensemble des matrices de M, (R,) ayant sur
chaque ligne, et sur chaque colonne, exactement un
terme non nul. Les matrices de permutation
appartienent donc & A, qui est non vide, mais A inclut
d’autres matrices. Il est clair que A n’est pas un espace
vectoriel, car la matrice nulle n’est pas inversible. En
outre, A est bien stable par produit.

e Montrons la caractérisation énoncée ci-dessus.

— Si A = (a;) est une matrice de M,(R,) ayant sur
chaque ligne, et chaque colonne, exactement un terme
non nul, soit B = (b;) la matrice définie par b';f =0 si
aj; =0, et b; =1/a;si a; #0. Alors, B= A"".

— Réciproquement, soient A = (a;) et B = (b;) deux
éléments de A tels que AB = (cy) = Id,. 1l est clair
que A et B ont au moins un terme non nul sur chaque
ligne et sur chaque colonne. Sinon, elles ne seraient pas
inversibles. Supposons, par I’absurde, que A ait deux
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termes non nuls sur une ligne, a;, > 0 et a;, > 0, r # s.
Alors, si j # 1,
n

' kfl: 04 by
ot ay, b-rj +eta bsj + e
Ainsi, b,;=b,;=0si i#j, et B nest pas inversible,
d’ou la contradiction. De méme, si A a deux termes
non nuls dans une colonne.

o
|

Pour l’assertion (1), en soustrayant la quatriéme ligne
de la cinquiéme, la troisitme de la quatriéme, etc., on
aboutit & une matrice dont deux lignes sont identiques.
La méthode du pivot va donc conduire & une matrice
dont une ligne est nulle, et la matrice de départ n’est
pas inversible.

Soit A est une matrice carrée d’ordre n telle qu'’il existe
une matrice carrée d’ordre n, B, telle que AB = Id,.
Considérons les endomorphismes f et g de R™ associés
respectivement a A et B, lorsqu’on munit R” de sa base
canonique. La relation fg =Id, montre que f est
surjective. S’agissant d’un endomorphisme, c’est un
isomorphisme (donc une bijection), et A est inversible,
ce qui établit I'assertion (2).

L’assertion (3) est due & Hadamard. Si A n’était pas
inversible, il existerait (z,);<;c, tel que

n
Vi, ¥ a z; = 0. Soit alors k I'indice tel que || soit
J=1

maximal. On aurait Q. = —E a,q-—J , et puisque
jrk Tk

% <1, |ay < E | ai] , d’ott la contradiction.

J*k

Ty,
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Appliquons la méthode de Gauss aux colonnes de la
matrice de I’assertion (4). Si b; = by, les deux premiéres
colonnes sont égales, et la matrice n’est pas inversible.
Sinon, on a successivement

a,=by a;=b; a,=b; a;-b,
ay=by ay=by a,-by ay-b,
az=b, az=b, ay-b; az-b,
a,~b, a,~b, a,~b; a,-b,
G~ GG

b,-b, a,-b, a,-b; a,-b,
by=by ay=by ay-by ay-b,

by=b; a3-b, a3-by a3-b,

. by=b; ay=by as~by a,-b,

b
Cy —Cy+—2_C),, Cy—Cy+

Cl
2 1 bl

by=b, a; a; a,-b,

by=by ay ay ay~b,
by=b, a3 a3 az-b,
b,~b, a, a, a,-b,

La derniére matrice a deux colonnes identiques ; elle
n’est pas inversible, et celle de 1'assertion (4) non plus.

Dans la matrice de ’assertion (5), il n’y a que deux
colonnes indépendantes. En appliquant la méthode de
Gauss sur les colonnes, on voit en effet que 1'on peut
écrire la somme de deux vecteurs colonnes consécutifs en
fonction des deux vecteurs colonnes précédents.
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(Questions p. 51)

P, est le noyau de P’application linéaire T" - 1d, ou T
est opérateur de translation, (u,) » (u,,,). C’est donc
un espace vectoriel. De méme pour F,. Comme
F, C (F, N F3), la somme F,+ Fg n'est pas directe.
Cela montre V’assertion (3). Pour contredire I’assertion
(2), on peut utiliser les espaces P,. Comme la
restriction d’une fonction a N est une suite, si 'on avait
F, + F3 = Fg, on aurait aussi P, + P; = Pg ; or comme
P, est de dimension n, cette derniére relation est
impossible. Les suites (F,) et (P,) ne sont bien sir pas
croissantes, mais comme la somme de deux suites
(fonctions) de périodes respectives m et n est de période

mn, |J P, et |J F, sont des espaces vectoriels.
nelN’ neN'

La trace de fog— gof vaut 0, tandis que celle de Idg
vaut dim(FE). L’égalité fog— gof=1Idg est donc
impossible.

L’assertion (2) est fausse, comme on peut le constater en
prenant f= g, ou f est une application nilpotente
d’index 2.

Si f=0, alors g = 0. Supposons donc f # 0. Soit z € F
tel que f(z) # 0, et soit a € K tel que g(z) = af(z). Soit
y € E. Sif(y) =0, alors g(z) = af(x). Sif(y) # 0, soit
b € K tel que g(y) = b g(y). Pour tout d € K, il existe
c € K tel que
g(dz—y) = c f(dz-y) = cd f(z) - c f(y)
= g(dz) - g(y) = ad f(z) - b f(y).
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Ainsi, (c-a)d f(z) = (c-b) f()-

Si f(z) et f(y) sont linéairement indépendants, alors
a=c=>b. Sif(z)et f(y) sont liés, f(y) = d f(z), et 12
encore, a = b. Finalement, g = af.

L’exemple de I’application Id p montre que les assertions
(4) et (5) sont fausses.

Si U-=|b| et si V=[lll], alors
a b

[—y
oo

Uv = est une matrice de rang 1. Son

o lo
—
alos ale

£ <
La b

noyau est donc de dimension 2, ce qui signifie que 0 est
valeur propre double de UV. Pour la troisiéme valeur
propre, un vecteur engendrant l'image de UV est

1
b
a

forcément vecteur propre. Par exemple, En

£
a
calculant 'image de ce vecteur par UV, on trouve la

troisieme valeur propre, a savoir 3.

La matrice VU se réduit a (3) (c’est une matrice 1 x 1).
Trivialement, son unique valeur propre est 3.

Comme UV, la matrice V'V est une matrice produit
d’une matrice colonne par une matrice ligne. Elle est de

Réponse correcte
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rang 1. On en déduit que 0 est valeur propre double, et
que le vecteur colonne 'V, qui engendre I’image de !V V
est vecteur propre de !V V. Pour déterminer la valeur
propre correspondante, il suffit de calculer I'image de ce
vecteur propre, a savoir

CVWVIV=V(V'V) = (V!V) 'V (car V!Vest unréel).
La valeur propre cherchée est donc V!V. On obtient

1
a
sz=[111]1 =[i+_1_+i].
a b c]|b 2 B2 &
1
p

Comme {(UV) UV = ('VIU) UV ="V(UU)V, et que
tU U se réduit a une matrice 1 x 1, c’est-a-dire a un réel,
asavoir (a2+82+c2) ,ona(UV) UV = (UV)('V V),

de sorte que les valeurs propres de YUV) UV se
déduisent de celle de !V V en les multipliant par

(a2+b2+ %) . Aussi les valeurs propres de {(UV) UV

sont-elles 0, 0 et (a2+b2+c2)[l + 1 +i]
@ ¥ &

B Un simple calcul donne
: 0 a a®)(0 a a? 2 a a
1 1 1
= 0 al]]= 0 a = 2 a
E M =| a a =l a
L 1oL 1] |11,
al a a’l a a a
= M+2Id,
De méme,

om
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el
£

= N+21Id,

Les deux relations M2 = M +2Id; et N =N +21d,

expriment que les puissances successives de M et de N
s’expriment comme fonctions respectives de M et de Idg
d’une part, de N et de Id, d’autre part. Par exemple,

M = MxM = Mx(M +2Idy)

M +2M = M +2Id, +2M

3M +2Id,

La relation étant identique pour M et pour N, si
M, =a,M+ b,Id;, alors N, = a,N+ b,Id,. Voici
deux méthodes pour calculer N™.

e Premiére méthode : la relation N? = N +2Id,

s'écrit aussi (N - 2Idy)(N +Id,) = 0 , ce qui montre que
-1 et 2 sont valeurs propres de N. Etant de taille 2 et

ayant deux valeurs propres distinctes, N est
diagonalisable. On peut donc calculer facilement N".

e Deuxieme méthode : On part encore de la relation

(N-2Id,)(N+1Idy) = 0. La division euclidienne du
polynéme X" par (X - 2) (X + 1) s’écrit

X = (X -2)(X +1) Q(X) +0,X +8,,
Du fait de la relation précédente, si ’on remplace X par
N dans cette expression, il restera seulement

N, =ao,N + 8, 1d,

qui est la relation cherchée, avec a, = o, et b, =@,,.
Pour effectuer la division euclidienne, on remplace
successivement X par —1 et par 2 dans I’égalité, ce qui
conduit a
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(-n"

211

-, +03,

20, +8,

puis a
= 1lon_(_1yn
o = 52" -(-1]
1

B = <27 +2(-1)"]
On en déduit

M = 2o - (0] v Ser 21y gy

et AP %[2"—(—1)"]N+715[2"+2(—1)"]Id.2

A noter que la recherche d’une relation de récurrence
entre les a, et les b, ne fournit pas une troisieme
méthode : la relation de récurrence s’écrit en effet

a
b

En termes de matrices, c’est justement la relation de
récurrence de la matrice V.

=a,* bn
= 2a,

n+l

n+l

Désignons respectivement par e, et c, le nombre
d’habitants de la ville considérée ayant un emploi a la
date n, et le nombre de ceux qui , a cette date,
cherchent un emploi. Les deux regles d’évolution se
traduisent par les équations suivantes :

e =09e€, +0,6 c,
Cheg = 01e, +04c,
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Cn

€
En termes de matrices, si l'on pose X, =[ n] , et

0,9 0,6 3 . ..
A= , ces deux équations s’écrivent

0,1 04
X,a = AX,. On peut donc déduire facilement la

situation a la date n de celle a I'instant 0, par la formule

X, =A"X, . Le vecteur X, est donné par les

7.000

3.000

on peut chercher les valeurs propres de A. Les valeurs
propres sont 3/10 et 1, et des vecteurs propres associés

conditions initiales : X = [ ] . Pour calculer A™,

-1 6
sont respectivement et [1] . En posant
-1 6 . a 1]-1 6 .
P = , on obtient P~ = = , d’ou
1 71 1
! [6 O3 6 -ex(o,:a)n]
711-(0,3)" 1+6x(0,3)"

6 6
Lorsque n tend vers co, A™ tend vers A*® = % [1 1] .

Le nombre des chéomeurs tend donc aussi vers une

limite,
6 61]|7.000
A°X, = 1
71 1)13.000

_ 10.000 |6
7 1

8571
1429
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On remarquera que la limite est colinéaire au vecteur
propre associé a la valeur propre 1. C’est tout a fait
général : la matrice A est une matrice de Markov
réguliére, c’est-a-dire une matrice a coefficients positifs,
tels que la somme des termes sur chaque colonne vaille
1, et que les termes d’une puissance de la matrice soient
strictement positifs. Pour une telle matrice, 1 est
toujours valeur propre, et les suites de la forme
(A™ X)nen convergent vers un vecteur dépendant de X,
mais colinéaire au vecteur propre associé a la valeur
propre 1 (on parle de propriété ergodique).

Comme X; et A™ ont des coefficients strictement
positifs, il est impossible que des X aient des coefficients
nuls, ou strictement négatifs.

6.
(1) M Les assertions (1) et (2) sont de simples vérifications.
(2) M Elles permettent d’établir les relations proposées en (3)
3) W et en (5). En effet, grice a (1) et a (2), on peut écrire
(4) O (A ® B)(u@ v) = (A u) ® (Bv)
(5) W
= AUQ® pv
= (w)(u® o)
et
[ | Réponse correcte
O Réponse fausse
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Auev) = (A® Id, + Id,,® B)(ue v)

A®1d,)(u® v) +(Id, ® B)(u® v)

u) ® (Id,v) + (Id,,u)® (Bv)

(
(
(4
()@ v+ ue(no)

=Nu®v) +p(u@ )

=\ +u)(ue v)

Ces deux formules montrent que le produit et la somme
de deux nombres algébriques sont aussi des nombres
algébriques. Rappelons qu’un nombre est dit algébrique
s’il existe un polynéme & coefficients entiers dont ce
nombre est une racine. Cela équivaut a dire que ce
nombre est valeur propre d’une matrice carrée a
coefficients entiers : si a est racine de

P(r) ="+ a, ;7" + ... + ay,

il est valeur propre de la matrice

0
0
o 0 0 - 1
TG T TOy v Ty,

Une matrice carrée M d’ordre n est diagonalisable si
et seulement s’il existe une matrice inversible P telle que
P1'MP soit une matrice diagonale. Un
endomorphisme est dit diagonalisable s’il existe une
base dans laquelle la matrice de f est diagonalisable.
Dans ce cas, la matrice de fest diagonalisable quelle que

7.

M O

2 O

@ u

4 N

) W
| Réponse correcte
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soit la base considérée. Cela étant, identifions pour
simplifier ’espace & R™, fixons une base, et considérons
une matrice M, et f, ’endomorphisme associé de R". Les
assertions suivantes sont équivalentes :

f est diagonalisable.
e M est diagonalisable.

e Il existe une base de R" formée de vecteurs propres de
f.

o R" est somme directe des sous-espaces propres de f.
e La somme des dimension des sous-espaces propres de
f est égale a n.

En outre, si M admet n valeurs propres distinctes, la
derniére condition est vérifiée, et alors M est
diagonalisable.

12314
La matrice |0 1 2 3| n’est pas une matrice carrée.

1000

C’est une matrice a 3 lignes et 4 colonnes, qui représente
donc une application d’un espace de dimension 4 vers un
espace de dimension 3. Elle ne peut représenter une
application d’un espace dans lui-méme. Une matrice est
dite diagonalisable s’il existe une base de ’espace dans
laquelle ’application linéaire est représentée par une
matrice qui est diagonale. Il faut, pour que ceci ait un
sens, que l’espace de départ soit égal a ’espace d’arrivée,
et que 'on prenne la méme base sur ’espace considéré
a la fois comme espace de départ, et comme espace
d’arrivée.
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Réponse fausse



Réduction des endomorphismes 187

0

1
La matrice [ 0] n’a pas de valeur propre sur R.
Elle ne saurait donc pas étre diagonalisable (c’est une
matrice de rotation, d’angle —g ; aucun vecteur du

plan ne garde la méme direction quand on lui applique

la matrice).
0001
. 0010 .
La matrice a ses coefficients non nuls
0100
1000

placés sur une diagonale, mais pas sur la bonne
diagonale, pour que 'on puisse dire directement qu’elle
est diagonalisable (d’ailleurs, l’exemple précédent
montre que le raisonnement serait faux). La matrice
étant simple, il est plus rapide d’interpréter ’application
linéaire associée. C’est une matrice de permutation,
e~ e e, e e Dans le plan (e;e,), on
reconnait une matrice de symétrie, par rapport a
e, + ¢, dans la direction de e, — e, Les valeurs
propres sont donc —1 et 1, et les vecteurs propres
associés sont e; — e, et ¢; + e, De méme dans le plan
(eg5€3). Ainsi, on a quatre vecteurs propres
indépendants pour une matrice de taille 4 ; cette matrice
est diagonalisable.

a a a

La matrice b b b est derang 1. Son
1-a-b 1-a-b 1-a-b

noyau est donc de dimension 2, ce qui fait un sous-

espace propre de dimension 2 pour la valeur propre 0.
Ce sous-espace est engendré par e;—e; et e;—e3. Le

Réponse correcte
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dernier vecteur propre est forcément dans I'image ; aussi
ae, + be + (1-a-b) e est-il vecteur propre pour la
valeur propre 1. En fin de compte, on a trouvé trois
vecteurs propres indépendants ; la matrice est
diagonalisable.
1234
. 0123 . .
La matrice est triangulaire. Ses valeurs
0012
0001
propres sont sur la diagonale, et il n’y a que des 1. Si
cette matrice était diagonalisable, la matrice obtenue
serait 'identité. Comme l’application identique a la
méme matrice dans toutes les bases, si la matrice
1234
0123 . . : . S
était diagonalisable, elle serait égale a
0012
0001
lidentité. @ Ce n’est pas le cas, et elle n’est pas
diagonalisable.
9.
(1) O Silon désigne par I, le nombre de lapins I’année n, et
(2) W par f, le nombre de fouines ’année n, les hypothéses se
@) O traduisent par le systéme linéaire
4) W
4) l = 4l - 2f
(5) D n+l n n
fm»l = ln + fn
qui s’écrit, en termes de matrices,
ln¢1 [4 _2] ln
fn+1 1 1 fn
soit
| Réponse correcte
O Réponse fausse
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REEI

n
4 -2
Il s’agit donc de calculer [1 ) ] . Pour cela, on

4 -2

diagonalise la matrice A = 11 ] . La résolution du

1 2
systeme des valeurs propres montre que [1J et [1]

sont vecteurs propres, pour les valeurs propres 2 et 3.

12 20
Si S=[ ],ona. D=[ J=S'1AS,puis
11 03

A" = (SDS™Y)" = SD*S™1 | et enfin

-

Pour n grand, le terme dominant sera 180 x 3" pour les
lapins, et 90 x 3" pour les fouines, de sorte
qu’asymptotiquement, il y aura deux fois plus de lapins
que de fouines.

180x3™ -80 x2™
90 x3™ -80 x2™

En remplagant toutes les lettres d’un mot, disons z, par
1-=z, on voit que le nombre des mots se terminant par
0 est égal au nombre de mots se terminant par 4. De
méme, le nombre de mots se terminant par 1 est égal au
nombre de mots se terminant par 3. Ainsi trouve-t-on
la premiére formule de récurrence :

w, =2a,+2b +c, .

1 O

2 n

3 N

4 O

) O
[ | Réponse correcte
a Réponse fausse
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Si la derniére lettre d’un mot est un 0, I’avant derniére
est forcément un 1 ; en outre, deux mots de n+1 lettres
se terminant par un 0 difféerent si et seulement s’ils
different dans les n—1 premiéres. On a donc

a,, =b,. De méme, un mot de n+1 lettres se

termine par un 1 si et seulement si la n-ieme lettre est
0 ou un 2, et deux mots distincts de n lettres se
terminant par un 0 ou un 2 donnent des mots de n+1
lettres différents lorsqu’on les prolonge par un 1 en
(n+1)-itme position. On en déduit la relation de

récurrence b,,; = a, +c, . De méme, si la (n+1)-iéme

lettre d’un mot est un 2, 'avant derniére est un 1 ou un
3, et deux mots de n lettres différents donnent, lorsqu’on

les compléte d’une lettre des mots encore différents.
Ainsi, c,,; = 2b, .

Partant des trois relations de récurrence

n+l n
bn+l =a, + Cn
S 2bn

on montre la relation
by = byy +2b, = 3b,

qui, jointe aux conditions initiales b; = 1, b, = 2, donne
by = 3k, by =2 x3k1,

On en déduit w, :

w, = 2a, +2b, +c, = 2b,_, +2b, +2b,,_;
=4b, ,+2b,
soit

Wopy = 14 3™, w,, =8 x3771,
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Statistiques descriptives
(Questions p. 60)

mple "mane" "eéhbatmre-“ "
“état mammoma.l") :

- eat seml—ouvert B glmche ou s dron.e, pour evxter ‘les problémes BUX bornea)




192

(1
2
®)
4)
(®)

1)
(2)
3)
(4)
(5)

1)
)
®
(4)
(5)

EO00O0ON

ECOCOEN

OmOmQO

Résultats du QCM n°8

Faute d’informations détaillées sur I’étude, on doit
considérer que la population est formée par les étudiants
interrogés. La variable observée ne peut prendre que
deux valeurs, "favorable" ou "défavorable". C’est une
variable qualitative nominale.

Le premier diagramme est un histogramme simple,
droit. Le second est renversé. Les histogrammes
renversés sont utilisés en particulier pour représenter la
pyramide des ages, I’'un des cotés représentant alors les
hommmes, I’autre les femmes. La figure (5) présente les
données dans un diagramme & secteurs, circulaire. On
notera que le secteur des 18 ans et plus, dont
Pimportance relative est faible est pratiquement
invisible.

Dans les figures (3) et (4), les données ont été
renversées : 18 ans et plus correspond en fait a 12 ans
et moins, 17 ans correspond a 13 ans etc. Dans la figure
(3), les barres de ’histogramme ont été espacées, et on
leur a donné un aspect tridimensionnel.

e La classe modale d’un tableau est celle qui correspond
a la fréquence maximale. Pour déterminer cette classe,
il convient donc de corriger le tableau par la taille des
classes : si une classe est d’amplitude n x a (a constante
de normalisation, identique pour tout le tableau), la
fréquence corrigée de la classe ¢ est fi/n, ou fi est
Peffectif initial de la classe. La classe modale est cele

|
a
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qui maximise fi/n. On effectue ce calcul simplement en
complétant le tableau de la maniére suivante :

Taille des lycées en 1989-1990
Classe % dans Amplitude | Facteur de | Fréquence
I’ensemble | de la classe | correction relative
des lycées (%100)
moins de 5,0 3 1/3 1,66
300
de 300 a 39 1 1 39
399
de 400 & 48 1 1 48
499
de 500 a 5,2 1 1 5,2
599
de 600 & 6,8 1 1 6,8
699
de 700 & 13,7 2 1/2 6,85
899
de 900 & 36,5 6 1/6 6,08
1499
de 1500 a 24,1 25 1/25 0,96
3999

On voit ainsi que la classe modale est [700;899].

e La classe médiane d’un tableau est celle qui contient
la médiane ; la médiane d’un tableau est la valeur qui
partage la série en deux sous-ensembles égaux. La
détermination de la classe médiane se fait simplement a
partir du tableau, en calculant les effectifs cumulés. Si
z; est Deffectif de la classe 7, leffectif cumulé de la classe

test F,= E z; . Dans le cas ou les effectifs sont

jsi

exprimés en pourcentages, la classe médiane est la
premiére qui vérifie fi > 50.
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Taille des lycées en 1989-
1990
Classe % dans | Effectif
I’ensemble | cumulé
des lycées
moins de 300 5,0 5,0
de 300 & 399 39 89
de 400 a 499 4,8 13,7
de 500 a 599 5,2 18,9
de 600 & 699 6,8 25,7
de 700 A 899 13,7 394
de 900 3 1499 365 759
de 1500 a 3999 24,1 100

e Pour découper un intervalle en quatre parties, il ne
faut pas 4 points, mais 3. Il n’y a donc pas quatre
quartiles, mais 3 (et de méme, il y a 9 déciles, et 99
centiles). Les quartiles sont en effet les valeurs qui
découpent la population en quatre parties égales ; et les
classes quartiles sont celles qui contiennent les quartiles.
Cela étant, la détermination des quartiles se fait comme
celle de la médiane, en considérant les effectifs cumulés.
Lorsque les effectifs sont exprimés en pourcentages, les
classes quartiles sont les premiéres dont les effectifs
cumulés dépassent respectivement 25%, 50% et 75%.
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Taille des colléeges en
1989-1990
Classe % dans | Effectif
I’ensemble | cumulé
des lycées
moins de 300 19,1 19,1
de 300 & 399 13,6 32,7
de 400 & 499 16,1 48,8
de 500 & 599 16,5 65,3
de 600 a 699 13,3 78,6
de 700 & 899 16,4 95
de 900 a 1499 50 100

Les trois classes quartiles sont donc [300;399], [500;599]

et [600;699).

séparées avec effet
Comme les classes

4.
1 . Age des étudiants en classes supérieures
Effeciiie
2 O 78000 1989-19%0
70000
(3) W poce mode we—v"
4 s
Ol pod
38000
30000
23000
£0000
15000
10000
8000
o 1% ® 10 17 1. A1) 2 4]
L’histogramme (ici & barres
tridimensionnel) est correct.
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correspondent exactement & une année, on lit
directement le mode sur cet histogramme, en
considérant la barre la plus haute.

La médiane peut également se lire sur un histogramme,
mais cette fois-ci sur I’histogramme des valeurs
cumulées.

Age des éudiants en classes supérieures des lycées

1989-1990

Pour calculer la moyenne, il faut effectuer plus de
calculs. Si =; est l'effectif de la tranche d’age i, la
moyenne m est donnée par

Apres calculs, on obtient m = 19,7.

e Les regles régissant les moyennes arithmétiques sont
celles des barycentres. Si n=p, la moyenne
arithmétique de la séquence concaténée
T+y

2

(®)1<i<n ;(yj)ISjSp) est effectivement égale a

om
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Dans le cas général, la moyenne arithmétique de
) nr+py
(Z)1<i<n 3(?/1)151'51)) est donné par n—+zy .

n
e La relation E (zi -5:') = 0 est évidente :

i=1

n n

3 (53 - | a|-n

i=1 =

n

.n - Elxz
= - 1=
1z=1:z1 n —
=0

e Pour tout entier p > 2, considérons la fonction R — R,
n
a=Y (z,-aff . Cest un polynéme de degré p, et
i=1
lorsque p est impair, son image est R tout entier. Dans
ce cas, il n’existe donc pas de minimum. Cela montre
que l'assertion (5) est fausse. En ce qui concerne la
somme des carrés des écarts a la moyenne, en tant que
somme de carrés, c’est une somme de réels positifs. Elle
ne peut étre nulle que si tous les nombres de la somme
le sont. Ce n’est en général pas le cas, et ’assertion (3)
est fausse.

e Enfin, la fonction

n n n
a~Y (z;-af = na®-2|Y z[a+Y o
i=1 i=1 i=1
est un trinbme du second degré dont le coefficient du

terme de second degré est positif. C’est donc une
fonction convexe décroissante puis croissante, dont le

minimum est atteint en z =
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1l est clair que la fonction fne dépend pas de 'ordre des
z; sur R. Quitte a changer les indices, on peut donc
supposer qu'’ils sont classés par ordre croissant. Cela
étant, pour tout 7, 1 < 1< n, et tout t € R, on a

T, -tsi t<m

|t -l = t-z; 8l t>m

Par suite, si p est le nombre de z; inférieurs a ¢, on a

n

o -1 g(t-z,.) LD
=.}L (2p—n)t+ z": a:l-—zp: T;

i=p+l i=1
La fonction f est continue et affine par morceaux. La
pente des morceaux étant croissante, fest une fonction
convexe ; comme en outre, fadmet comme limite —co en
—-00 et +00 en 400, elle admet un minimum sur R. Affine
par morceaux, et continue, fest dérivable a gauche et a
droite en tout point. En un minimum, la dérivée a
gauche est négative, et la dérivée a droite est positive
(Attention : si l'on ne précise pas, négatif signifie
inférieur ou égal a 0, et positif signifie supérieur ou égal
a 0), et puisque la fonction est convexe, cette condition
caractérise les minimums. Ces points sont donc les réels
t tels que le nombre de z; inférieurs a ¢ soit égal au
nombre de ceux supérieurs a t. Deux cas se présentent
donc :

— ou bien n est pair, n = 2k, et I’ensemble des
minimums de f est lintervalle [z;z,,4] des
médianes de la séquence,

— ou bien n est impair, n = 2k+1, et alors
Pensemble des minimums de f est réduit a
{2441}, 'unique médiane de la séquence.
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Bref, dans tous les cas, ce sont les médianes de la
séquence qui minimisent la fonction d’écart absolu.

La moyenne n’a pas de propriété trés remarquable vis a
vis de la fonction d’écart absolue. En revanche, la
moyenne annule la fonction d’écart algébrique, définie

n

par f(t) = lz(mi—t).

1=1

La fonction d’écart quadratique de la séquence (Z,);<;<p)

n

définie par ft) = 12 (t-=,)* est un trinome du
n =1

second degré. On peut en effet écrire

f0)

Le coefficient de # étant positif, ce trinome a un unique

minimum, & savoir z . Il ne saurait étre constant sur
aucun intervalle non réduit a un point. Si n > 1, et si
les z; ne sont pas tous égaux, f(t) est une somme de
termes positifs non tous nuls ; une telle somme ne peut

s’annuler. On peut aussi le vérifier en calculant j(i:') .

La médiane n’a pas de propriété trés remarquable vis a
vis de la fonction d’écart quadratique.
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Le tableau propose les données de I’échantillon sous
forme non groupée.

La distribution marginale de X n’est pas I’énumération
des valeurs prises par cette variable ; cest la
correspondance entre les valeurs prises, et le nombre de
fois ou ces valeurs ont été prises. On exprime cette
distribution dans un tableau de deux lignes ou la
premiére donne les valeurs prises par X, ordonnées par
ordre croissant, et ou la deuxi¢me ligne donne, pour
chaque valeur prise par X, le nombre de fois ol cette
valeur a été prise (ici, en raison de la longueur de la
ligne, les deux lignes ont été découpées : la ligne 3 est la
suite de la ligne 1, tandis que la ligne 4 fait suite a la
ligne 2).

96 | 176 | 192 | 224 | 240 | 256 |
1 [ 2] 2 [ 1] 1] 2

En appliquant les formules de ’encadré de la page 209,
on voit que les moyennes de X et de Y valent
respectivement 243,466 et 122,866, que les variances de
X et de Y valent respectivement 4695,182 et 567,9822,
que leur covariance vaut 1460,996, et que leur coefficient
de corrélation vaut 0,8946. Ainsi, le coefficiant de
corrélation de X et de Y est bien celui qui est proposé
dans I’assertion (3), tandis que les équations des droites
de régression ont été inversées : Une approximation
numérique d’une équation de la droite de régression de
Yen X est
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y-122,866 = [ 1460996 1 (, _243 466) ,
4695,182
tandis qu’une approximation numérique d’une équation
de la droite de régression de X en Y est
v -243,466 = | 1460996 | (0 _ 192 866)
567,982
Voici un graphique regroupant ces deux droites, et le
nuage de points
9.
(1) O Un ajustement linéaire d’une fonction revient a
2 O approcher son graphe par une droite.
(3) M Pour un ajustement logarithmique, on approche son
(4) [0 sgraphe par celui d’une fonction logarithmique, donc
d’une fonction concave, & croissance lente (cas d’une
6 O
fonction croissante). Approcher fpar une fonction de la
forme z = a In(z) + b revient a approcher le graphe de
f par une droite, dans une échelle semi-logarithmique,
logarithmique en z et arithmétique en y.
| Réponse correcte
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Pour un ajustement exponentiel, on approche le graphe
de f par celui d’une fonction exponentielle, donc d’une
fonction convexe, & croissance trés rapide (cas d’une
fonction croissante ; pour les fonctions décroissantes, la
décroissance est trés rapide). Approcher f par une
fonction de la forme z = b a* revient a approcher le
graphe de f par une droite, dans une échelle semi-

logarithmique, logarithmique en y et arithmétique en z.

Pour un ajustement en puissance, on approche le graphe
de f par celui d’'une fonction puissance, donc d’une
fonction convexe, a croissance assez rapide (cas d’une
fonction croissante ; pour les fonctions décroissantes, la
décroissance est assez rapide). Si g(zr) =a 7" on a
In(g(x)) = n In(z) + lna. Aussi approcher f par une
fonction de la forme z = a 2" revient-il a approcher le
graphe de f par une droite, dans une échelle
logarithmique.

Dans Pexemple des ventes de cartes a puce, on
détermine quel type d’approximation de fest légitime en
tragant les quatre graphes de f, dans les différents types
d’échelles. Voici ce que ’'on obtient :

Ventes de cartes a puces
D Nes

Quatis s ()
\

10000
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Ventes de cartes & puces
IDx

10000

1000

Quaiies o ik by

100

10

Ventes de cartes a puces
Données trimmestrielles

Qs s o i)
\\\

- /
—

o T T T
o.e 1 1.8 2
Logarithme du trimestre

2.8

La comparaison des quatre graphes montre que
l’approximation la plus raisonnable est exponentielle.
Pour la calculer, on évalue ’approximation par la
méthode des moindres carrés de Inf. En effet, ’égalité
f(z) = b a® se traduit par

In(f(z)) =~ z In(a) + Inbd.
Numériquement, onobtientIn(f(z)) = 0,6891z + 3,9652,
puis flz) = (52,735)(1,992)*.
Voici un graphe permettant de comparer les différents
ajustements de la courbe f que 'on peut ainsi définir.
Comme on le voit, le meilleur est bien 1’ajustement
exponentiel.
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‘e‘ et le. graphe‘
On app
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10.
(1) O Pour tracer la courbe de Gini de cette distribution, il est
2 n pratique de faire un tableau :
3 O
(4) O Classe | Centre | Nombre fi P %
de d’actifs,
(5) O classe, Yy
Cr
[20;24] |22 2956 0.1118 }{0.118 0.0631
[25;39) |32 10933 0.4134 |0.5251 |0.4024
[40;54] |47 10571 0.3997 |0.9248 ]0.8843
[55;65] |60 1989 0.0752 |1 1
La courbe de Gini est la ligne polygonale passant par les
points (p;;q). Clest le graphe d’une fonction convexe,
croissante de 0 & 1 sur I'intervalle [0;1] ; ce graphe est en
outre situé au-dessous de la diagonale. Le voici :
RSO -
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Calculs de probabilités

1.

2.

)
)
®3)
4
(5)

(1)
(2)
3)
(4)
(5)

OooOmmQOd

(Questions p. 73)

Eh bien oui, il y a plusieurs réponses possibles ; deux
raisons pour cela :

— La question n’est pas assez précise pour que l’'on
puisse éliminer un choix, tant que ’on ne sait pas quel
type de probléme probabiliste on veut étudier sur le
loto.

— Meéme quand le probleme probabiliste est bien posé,
il n’y a pas unicité de ’espace probabilisable pouvant
servir de modéle.

Par exemple, si 'on ne considére qu’un tirage de 6
nombres, le premier ensemble peut servir de modéle
lorsqu’on le munit d’une loi uniforme. Le second peut
aussi étre utilisé, mais avec une loi différente, attribuant
par exemple la probabilité nulle a des 6-uplets
comportant deux composantes identiques. Si 1’on
considere la succession des tirages du loto, les choix (3)
ou (5) peuvent étre utilisés. Et si lon considére le
numéro complémentaire, un modele fondé sur des
parties a 7 éléments peut étre utilisé.

Rappelons la définition d’une tribu : Si Q est un
ensemble, on appelle tribu de parties de Q toute
famille T de parties de 2 contenant 2, stable par
passage au complémentaire, et par réunion dénombrable.
Autrement dit, T est une tribu si et seulement si

(3) QeT.

Oom

Réponse correcte

Réponse fausse



Calculs de probabilités 209

() Pour tout E€ T,ona E° € T.
(#ir)  Pour toute suite (E,),cn d’éléments de T, on a

UE,eT.
neN

En raison de la propriété (iz), on peut de maniére
équivalente remplacer les conditions (7) et (713) par

(2 2el.
(7it’)  Pour toute suite (E,),cy d’éléments de T, on a

NE, eT.
neN

» Cela étant, EU T n’est pas une tribu de , car
2 ¢ T

» En revanche, E N T est une tribu de parties de E.
C’est la tribu induite sur Epar T. Si E # 2, ce n’est
pas une tribu de parties de Q, car Q2 ¢ EN T.

» T°¢ = T, d’aprés la propriété (iz), et on a bien affaire
a une tribu.

» U (EU T)U (E°U T)n’est pas une tribu de parties
de 2, car ce n’est pas un ensemble stable par passage au
complémentaire. A noter : la stabilité par passage au
complémentaire est fonction de I’ensemble par rapport
auquel on prend le complémentaire. Ici, il s’agit
forcément de 2, car l’ensemble de parties considéré
contient F et E° donc aussi 2, s’il s’agit d’une tribu.

» L’ensemble U des parties de 2 qui sont vides, ou bien
contiennent F ou E° n’est pas une tribu, car il n’est pas
stable par passage au complémentaire. Si EU A est un
élément de U, différent de Q2 et de E, alors (E U A)° =F1 A
n’appartient pas a U. En effet, c’est une partie non vide

de © qui ne contient ni E ni E°.
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Pour qu’une fonction PN — R définisse une loi de
probabilité sur N, il faut et il suffit qu’elle soit & valeurs

dans [0;1], et que la série Y P(n) converge et soit de
neN

somme égale a1 (i.e. Y, P(n) =1).
neN

(oo}
» La premiére série,

T diverge, et P; n’est
n=3 Ninn

pas une probabilité.

» Lafonction z = 8% est une primitive sur [0;400] de
T

la fonction gz »» ST —%: . Rappelons qu’on dit
T

qu’'une fonction F est une primitive de f sur un

intervalle fermé [a;b] si F est continue sur [a;b],

dérivable sur ]a;b[ et telle que, pour tout z € ]a;b|,

F(x) = f(z) ; la fonction f n’a donc pas besoin d’étre

définie en a ni en b. On a donc bien

2nm+ X
2

E Pz(n)
neN

n
—
S ol

+
™
—

[ COST _ sinx]
- T
n=1 (n-1)2x + '12'[ 2

=J*Tm»9_s£-ﬁ_n@]
0 T 2

|
2
Nt
8
g

=1
(noter l'interprétation de l'intégrale comme fonction)
mais cette fois-ci

X . . X
P,(0) =jg[z»m7w-%ﬂ] . ﬂk -2.1<0

Réponse correcte

Réponse fausse



Calculs de probabilités 211

ce qui montre que P, n’est pas & valeurs dans [0;1]. Ce
n’est donc pas une probabilité.

» P; est la probabilité binomiale négative de
parametres p et a. Pour tout entier n, le signe de

(~o),, est celui de (-1)", de sorte que P;(n) est positif.

On peut méme réécrire Ps(n) sous une autre forme :

Py = o)y
o S (0
n
Reste donc seulement a calculer la somme de la série

)" Py(n) . On remarque d’abord que [-a] ()" est
n

neN

le terme d’ordre n du développement de Taylor en 0 de
( 1 ) . En transformant ce développement limité en
1-t)°

série (i.e. en faisant tendre n vers oo), on trouve

1 § -
- (0"
(1 't)u n=0 { n]

En posant ¢t = 1 — p, on obtient

L3 (P)cra-ar
p n=0 n
puis Y Py(n) =1.
neN

» Les probabilités P, et P; sont égales. Il s’agit de la
probabilité hypergéométrique de parametres N, m et n.
L’égalité P, = P; est un simple calcul. Comme il est
clair que l'on a P, > 0, il suffit de vérifier ’égalité

N
Y Pk =1. On peut procéder directement en
k=0

om
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remarquant d’abord que [N] est le coefficient de ="
n

dans le développement de (1 + )V par la formule du
binéme. En utilisant 1’égalité

A+ =1+ 1+ ™,
on trouve 1’égalité

= (30 ()
= Lk){ n-k n
N
qui est équivalente & Y P,(k) =1 .
k=0

Pour voir que P, est bien une probabilité, on peut en
donner une interprétation : considérons une population
de N objets parmi lesquels m sont de type I, et N-m de
type II. Alors, P,(k) est la probabilité pour que, dans
un tirage aléatoire de n de ces N objets, il y en ait k qui
soient de type I.

Il'y a 5 événements Ej, ..., E;, et 5 nombres a, ..., as.
On pourrait penser que grace a ces 5 nombres réels, on
pourrait reconstituer les probabilités des FE,, et, plus
généralement des 2° événements que I'on peut former a
Paide de ces événements élémentaires. Il n’en est rien,
car les a; sont symétriques par rapport aux E,. Il est
donc impossible de discerner les E; entre eux ; les seuls
événements dont on puisse espérer évaluer la probabilité
sont des événements qui sont symétriques par rapport
aux E;. On peut par exemple calculer la probabilité

5
w: kE X, (W) =p
=1

mais pas P(E,).
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Cela étant, détaillons le calcul des probabilités des
événements des différentes assertions, en utilisant la
méthode des fonctions indicatrices.

Notons fi, 1 < k < 5 la fonction associée aux réels ay,
modulo les fonctions caractéristiques des ensembles
intervenant dans la définition de ces réels :

59 = 3 Nas®

JeP;  \es

Ces fonctions permettent de reformuler le probléeme. Si
w €N, et si 'on note j le nombre d’ensembles E;
auxquels w appartient, on a fi(w) =0 si j< k, et

filw) = [i] Sk

5
e Exprimer U E;| en fonction des a; revient a
et

UE

exprimer 'X(s ) comme combinaison linéaire des xp .
i=1

En effet, ’événement dont on cherche la probabilité peut

s’exprimer de différentes maniéres :

o)

P({weﬂ :wWE au moins un des EI})

5
we: Y Xg(w) 21
i=1
5

C’est pourquoi, si X(sz E) = E )\iin , on a également
i =1
i=1

P

5 5
U E| = E X a;
i=1 i=1

On est ainsi ramené & un systéme linéaire que l’on
pourrait tenter de résoudre par la méthode du pivot :
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W = O
- = O O
— e ek

6

10 10
Le systéme étant triangulaire,
directement

0
0
0
0
1

Ot o W -

1

’est inutile, et ’on trouve

aQ O = O O O

e De méme, pour calculer

P({wGQ: card{i: w€ E} =2}) ,

on résout le systéme linéaire

(100000
21 000]1
33 1 00]0
4 6 4 10]0
510 10 510

ce qui conduit a
P({wGQ: card{i:wGEi} =2}) = a, - 3a; +6a, - 10a;

e Pour calculer

P({wGQ: card{i: we E} =3}) ,

on résout le systéme linéaire
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10 0 00}0O
21 0 o00]f0O
33 1 00]1
4 6 41010
510 10 5110

ce qui conduit a

P({wGQ : card{i:wGEi} =3}) = a5 -4a, +10a
e On trouve de méme

l{{wéﬂ: ca.rd{i:weEi}=4}) = a, -5a,

et bien siir,

P({wGQ: card{i:we E} =5}) = ay .

» Ces formules s’étendent & plus de 5 ensembles. Si
l’'on a n événements E,, E,, ..., E,, et si ’on désigne par
P; l'ensemble des parties de {1, 2, .., n} ayant ¢

éléments, par xp la fonction caractéristique
(indicatrice) de E;, et par a,, le réel défini par
o= 3 P(ﬂ E)
Tep,  \iel

on peut exprimer en fonction des a; les probabilités
d’événements symétriques par rapport aux E; :

n n .
UE| =Y (-D)"g
i=1 i=1

(C’est la formule de POINCARE)

P({wGQ : card{i:w € E}) =j}) = i (-l)k_j[?] ay,

k=g

P({wEQ: ca.rd{i:wEEi}Zj}) = kz: (—l)k'j[::ll] ay,
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(Formules de K. JORDAN)
5.
(1) O Les événements A et B sont indépendants si et
(2) O seulement si P(4) P(B) = P(ANB). Ici, en notant p
3 N la probabilité pour qu’une piéce donne face, p = 1 , on
@ O 2
(5) O a:
P(A)=(1-p)" +p"
P(B) = n(1-p)p™" + p"
P(An B)=p"
Soit, lorsque p = %
1 n-1
P(A) =| = ,
@ - (3]
P(B) -(n+1)[.1_] ,
2
1
P(ANB) - [_]
2
1 2n-1
et P(A) P(B) =(n+1 [-2-]
Pour n =3, on a
P(ANB) = P(A) P(B) = é
et pour n # 3,
P(ANB) # P(A) P(B) .
Cette indépendance, fonction de n, va a ’encontre de
Iidée intuitive d’indépendance selon laquelle deux
événements A et B sont "indépendants s’ils ne sont pas
reliés au niveau probabiliste". Ce paradoxe a été
découvert en 1980 par Stenger, et étudié de maniére plus
générale par Gregorac et Meany en 1992. Ces derniers
| Réponse correcte
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ont montré que, pour tout entier n > 2, il existe une
probabilité p € [0;1] telle que, si les piéces ont la
probabilité p de donner face quand on les lance, alors les
événements A et B sont indépendants. Si ’on fixe p et
que le nombre de piéces varie, il y a au plus un cas
d’indépendance.

6.
(1) O Commengons par établir un tableau des différents cas ;
(2) W Dous verrons ensuite une solution plus formelle.
@) O
( 4) O Voiture A B (o
0 Premier A B|C|A B C|A|B (o
(5) Choix
Porte B|C|C|B|CJ{|A|C|A|B|A|A|B
ouverte
Proba. (en |1 ]1}2]2]|2]1 1 212121111
1/18)
Change PI|P|G|G|G|P|P|G|G|G]|P]|P
(P=perd
G=gagne)
Garde G|G|P|P|IP|G|G|P|P|P|G]|G
(P=perd
G=gagne)
Sur ce tableau, on voit qu’en changeant de porte, la
probabilité de gagner est de 2/3, tandis qu’elle n’est que
de 1/3 si 'on garde la méme porte.
De maniere plus formelle, notons d’abord que les trois
portes sont équivalentes, de sorte qu’on peut se ramener
au cas ou 'on a choisi la porte A, et ou la porte C a été
ouverte par le présentateur. On suppose donc que le
candidat a choisi la porte A. Soit V; I’événement la
voiture se trouve derriére la porte i. Clairement, on
| Réponse correcte
O Réponse fausse
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a Dégalité P(V,) = P(Vy) = P(Vy) = % . Soit Og
I’événement l’animateur ouvre la porte C. On a
d’une part
POc) = HOc| Va)xP(V,) + POc| V) x (V)
+ P(O¢| V) xP(V¢)
=_1.xl +1xl +0xl
2 3 3 3
=1
2
et d’autre part
\4 O, V
v, 0 - VAR V)
POqg
et
Vv O, V
P(VBI Oc) = P( B)P( C| B)’
PO
d’ou, en remplagant,
1,1
3 2 1
P(VAI OC) = l = § ]
2
et
- x1 9
Vg| Op = =—— = 2.
Ayl Og = 2 -2
2
Une faute fréquente sur cet exercice consiste a supposer
que le présentateur choisit au hasard la porte qu’il
ouvre ; c’est faux : il ouvre toujours une porte derriére
laquelle ne se trouve pas la voiture.
| Réponse correcte
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(1) O Notons d’abord que la situation décrite en (4) est

2 O impossible : c’est le joueur qui n’est pas au service qui

3) | décide selon quelle regle sera gagné le jeu. Ce joueur a
donc forcémernt perdu le dernier échange. En outre, il

(4 O est clair que le futur du jeu ne dépend que de son état

(5) O présent, et non de la fagon dont a évolué le jeu pour
aboutir & son état présent (on parle de propriété
markovienne).

Calculons d’abord la probabilité qu’a le serveur de
gagner le point pour lequel il va servir. Il gagne ce
point si la séquence des échanges est G, ou PGG, ou
PGPGG, ou PGPGPGG etc., ou G désigne un échange
qu'’il gagne, et P un échange qu’il perd. La probabilité

3
de la séquence G est % ; celle de PGG est [%] , celle

[ | Réponse correcte
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5
de PGPGG est (%J etc. finalement, la probabilité qu’a

le joueur au service de gagner le point est

§[1J2k’1 _ 1§[1]" _1 1 _2

o \2 22 4 2 1 - 1 3
Ainsi, la probabilité qu’a le joueur qui n’est pas au
service de gagner le point suivant est % . Clest la
probabilité qu’il a de gagner le jeu s’il choisit le jeu

gagnant en 9 point. Que se passe-t-il s’il "set" ? Dans
ce cas, I’arbre des possibilités est le suivant

9-10

Les scores indiqués donnent en premier le nombre de
points du joueur qui fait le choix (celui qui n’est pas au
service au début). S’il "set", la probabilité qu’il gagne

L2 (1o 1142 1,2) - 1L
373137373 (37373 27

220

le jeu est
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Le joueur a donc toujours
intérét a choisir le jeu en 10 gMais pOUlquOi

gardent-ils

points, c’est-a-dire a faire
"Set".

7/

oV ZAXOVZIEX)
Y

L’indépendance des événements A, B et C est une
relation forte. Elle implique que A€ B¢ C° sont
indépendants, que A€, B et C le sont également, etc.
Par suite, on peut exprimer directement z, y et z en
fonction de a, b et c.

z=P(A°N B°nN C°
=(1-a)1-b1-c

y=P(A°U B°U C°
= P((An Bn 0O)°)

=1- abe.
z=P(CNA°N B9
=c(l - a)(1 -b)
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Partant de ces expressions, on peut éliminer
partiellement a, b et ¢ entre ces trois équations, pour
exprimer ces nombres en fonctions de z, y et 2.
La premiére équation fournit
(1-b)(1-0o
ce qui conduit, en remplacant dans ’expression de z, a
z=c _z (1 - b)
1-bQ-¢
_ cz
1-c
En inversant cette formule, on trouve ’expression de c :
c=-2
T+z
En utilisant cette derniére expression dans la formule
y = 1 — abc, on obtient
b = l-y _1-y _z+2
- - )
ac a z
c’est-a-dire 'assertion (5).
A NOTER : On ne peut pas résoudre totalement le
systeme donnant a, b et c en fonction de z, y et 2. 1l
reste une certaine part d’indétermination. On peut par
exemple établir que a et z, y et zsont liés par ’équation
du second degré en z,
a2 +[az-(1-a)(a+y-1)]z+z(1-a)(1-y) = 0
Le discriminant de ce trinéme devant étre positif, on a
P’inégalité
)2
y> (1-a)® +azx
l1-a
| Réponse correcte
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9.
1 m ANB UBNC UICNA) 4. p
2 :
@ u
(4) B N B nC
O
Tous ceux qui ont répondu que P’assertion (5) est exacte
sont invités a reprendre a zéro leur cours de
probabilités ; une probabilité est toujours comprise
entre 0 et 1. Cela étant, les deux formules a connaitre
pour calculer les probabilités des assertions (1) a (5)
sont
P(AUB) = P(4) + P(B) - P(ANB)
et P(A| B) = P(A—nB)
P(B)
On obtient successivement
P(AcNBNA) = P(BNC) - P(ANBNC)
= b
| Réponse correcte
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PlanBUBNAU(cN )]
= P(ANB) + P[(Bn C)U(CnA)] -pP(ANnBNC)
= P(ANB)+P(BNC)+P(cNA) -2P(ANBNC)

=05

PlanB| 4) = P4NB) _ 5

P(ANBNC| AUBUQ - PLANBNCG) _
P(AUBUQ)

P(AUBUC) = P(4) + P(BUC) - P(AN(BUC))

P(4) + P(B) + P(C) - P(BN )
P(AnB AﬂC‘))
P(4) + P(B) + P(C) - P(BN O
- P(ANB) - P(ANC) + P(ANBN )
=1
et enfin

P(AUB| 4) = P(AUB)N4) _ P(4) _,
P(4) P(4)

n Réponse correcte
O Réponse fausse
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Supposons, pour fixer les idées, que Patricia ait choisi as
et roi comme niveaux. fixons tout d’abord les
emplacements des as ; ces emplacements étant choisis,
ils définissent n emplacements voisins, avec 1 < n < 8.
Il y a W(52;4;n) fagons de le faire, ot W(N;P;n) a été
défini dans la question précédente. Une fois les as
placés, la question est : parmi les 48 cartes restant, y-a-
t-il un roi dans I'un des n emplacements voisins des as
déja placés 7 Pour qu’il n’y en ait pas, il faut placer les
rois dans les 48 — n emplacements qui ne sont pas
occupés par des as, ou voisins des as, ce qui revient a
effectuer une injection de ’ensemble des rois dans un
ensemble a 48 — n éléments ; cela peut se faire de

_ (48 -n)t

(44 - n)!
placer les 4 as dans les emplacements choisis, et 44!
facons de placer les 44 cartes autrees que les as et les
rois dans les emplacements qu’il leur reste. Bref,
sachant qu’il y a 52! résultats possibles du battage de
cartes, la probabilité pour que Patricia gagne le pari est
de

(48 - n)4 fagons. Il y a bien siir 4! fagons de

S W52;4;n) 4l 44! (48 - n)!

n=1 52! (48 - n)!
Numériquement, en calculant les W(52;4;n) grace aux
formules de récurrence de la question précédente, on
trouve que Patricia gagne le pari avec la probabilité

0,5137..., tandis que Frangois gagne avec la probabilité
0,4862...
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Variables aléatoires discrétes

(Questions p. 82)

1.
(1) B Comme (X;Y) ne peut prendre que les valeurs (-1;0),
2 m (0;-1), (0;1) et (1;0), il y a toujours soit X, soit Y qui
3 W est nulle. On a donc XY = 0, et bien siir, E(XY) = 0.
0 Cela étant, la loi de X, identique a la loi de Y, est
(4) définie par
(5)
- =1 _ =
Ax=-1) = 2 = AX~=1)
Ax=0) =1
2
On a donc
EXx=1x(-1)+1xo+1x1=0
4 2 4
Il s'ensuit que l'on a E(XY)=EXEY=0, et
Cov(X;Y) = 0. Pourtant, les variables aléatoires X et
Y ne sont pas indépendantes. En effet, on a
Px=0, Y=0) =0
et Ax=0) = PlY=0) =%
d’ou
PXx=0) x (Y=0) = ?11 + P(X=0, Y=0) =0
| Réponse correcte
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Soit Y la variable aléatoire qui donne le nombre de
lancers au bout desquels apparait un 6. Cette variable
aléatoire donne le temps d’attente du premier succes
dans une suite de Bernoulli, et sa loi est une loi
géométrique de parameétre p,

AY=g = pll-p)"", qeN*.

La variable aléatoire X vaut k, 1< k< N, si et
seulement si Y vaut k, N+k, N+2k, N+3k, ... Ainsi,

VkeN, PX=# =§p(y=k+m)

- Z p( )k+N1
p(l o

(1 o

Toutes les paires de boules ont la méme probabilité

d’étre tirées. On a donc, pour tout couple
(59) € {1;2;...;n}\A (i.e. i #7),
PlA=i, B=j) =

n(n )
On en déduit la loi de (X;Y) :
Si i < j,

Px:¥) = (i) = Pl4=i, B=j) + Pl4=j, B=3)
2

R

Pour avoir la loi de X, et celle de Y, on additionne
respectivement en colonne et en ligne la loi de (X;Y).
Par exemple,
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Px =1) = ¥ Py = (i)
_3n-1) ’

Mn-l

~—

P(x =4 = 2(n-9)
n(n -1)
De méme, pour tout j € {2;3;...;n}, on a

-3=20-1)
Py =) SCER

Si n=2, les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes. En effet, on a alors X =1, et Y = 2,
c’est-a-dire que les deux variables aléatoires sont

Plx;¥) = (2:2) = 0 # P(x=2) x Ay =2)

montre que les variables aléatoires X et Y ne sont pas

Pour calculer la loi de Z = min(X;Y), on peut calculer

P(Z Zk) , pour tout entier k£ > 0. Comme les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes, on a

Pz>#) = Pmin(x; Y) 24)

= AX>k Y>k)

= A x>k) AY>k)

La probabilité P(X Zk) s’obtient a partir de la fonction
de répartition d’une loi géométrique. On obtient

228
et plus généralement,
pour tout 7 € {1;2;...;n-1}.
constantes, donc indépendantes.
Si n > 2, la relation
indépendantes.
4.
1 0O
2 O
@ N
@ O
) U
| Réponse correcte
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eeececccceoe
N EEEEEREEE)

7 .
e 9o 000000 000
EEEREEEEREEXXX

eoedo00000000

On en déduit

2k
Az>k) = (1-p)",
ce qui, d’aprés la fonction de répartition de la loi

géométrique montre que Z suit une loi géométrique de
paramétre 1 — (1 — p)? = 2p — p°.

Si k>0, l'événement (T = k) est la réunion des
événements disjoints (Y =¢q, X=q+ k), g€ N. Ona
donc

P(T=k = ‘5 P(Y=¢q X=q+k)

(e o}
=Y P(Y=q) P(X=q+k)
q=0
car X et Y sont indépendantes. On en déduit

P(T=H = i:? [p(l -p)'Ppll -p)"*k]

= k+2
=Y p?(1-p)™
q=0
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- 2=y [0 -9

1-(1-pf

=_P (1-pfF
215
Pour k=0, on utilise le fait que la somme des
probabilités est égale a1 :

P(T=0)=1-

-_1
2-p
Pour le calcul de P(YZX), on utilise encore

l'indépendance de X et de Y, ainsi que I’expression de
la fonction de répartition :

P(y>X) = f P(X=k Y>X)

=Y P(X=k Y2k
k=0
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La calcul de la loi de U= X + Y est standard :

P(X+Y=k) = zk: P(X=gq, Y=k-q)

q=0

; P(x=q) Py =k-q)

= Z:; p(t-p)p1-p)f*

=(k+1) p2 (1 -p)f

Pour P(Y=g¢ | X+Y-= k) , on utilise la définition des
probabilités conditionnelles :

Ply=q| x+v=§) = Y=g X+Y=-H
P(X+Y=k
_ P(X=k-q, Y=¢
P(X+Y=kK
. P(X=k-g P(y=¢
Px+Y=k
plt-p)"p(1-p)
(k+1) p2(1 - p)*

1
k+1
5.
1) [0 Les variables aléatoires X} ne sont pas indépendantes.
k
2 n C’est immédiat si ’on remarque que si les X;, X,, ...,
@) W X,., valent toutes 1, il en est de méme de X,,. On peut
" - également calculer la covariance : Si k # ¢, on a d’une
6 O 11
X, X)) =PX,=X,=1) = = x—0
BX,X) = P(X,=X,=1) = 1x L
1
et E(Xk) = E(Xq) = -
n Réponse correcte
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d'ott Cov(X;; X)) = ——x - = = —n.

Comme on a clairement X =Y X, , on en déduit
k=1
’espérance et la variance de X.

HX) = ¥ Bx,) =1

k=1

y Xk] -3 Var(x) 25 3 Cov(X,iX)

k=1 q=1 k=q+1
=1

Noter que pour une variable de comptage X, ne prenant

que les valeurs Oou 1, on a X, = Xi , et par suite

Var(X,) = BX?) -(EX)’ = Ex -(EX)’
= (Ex)1 -EX)

(1) W Bien que trés semblable en apparence, la situation de
9 cette question est trés différente de la précédente, du
2 W o g
point de vue des probabilités. Cette fois-ci, chaque
¢ n
- costume est placé au hasard dans une loge,
) indépendamment des autres ; cela revient a faire n
®) u tirages indépendants, un par costume. La variable
aléatoire X suit donc une loi binomiale, et 'on a

k n-k
k){n n
L’espérance et la variance de X valent respectivement 1

n-1
n

et
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@
(2)
3)
(4)
(5)

OmOm0d

Comme exemple d’expérience, on peut penser a un jet
de deux dés (n = 2), le succes étant un double six.

Cela étant, la probabilité pour qu’une expérience soit un

succes est 1 . La variable aléatoire X prend la valeur

rsi les r — 1 premiéres expériences sont des échecs, et si
la riéme est un succes. La loi de X est donc donnée

par Px=n=21 {1 - k_ln]’_l (r=12,.)

On en déduit I'espérance de X :

oo

3 rAx=1) = kif [1161]

r=1
Y
k’n
La probabilité pour que le nombre d’expériences a
réaliser avant un succes soit inférieur a I’espérance de X
est donné par

E(X)

kg P(X=r) - ’%:l 'I:—n(l _ 1]r-1

r=1 r=1 K*

-1 —(l—l]k”_l
k’n
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Ce nombre n’est pas indépendant de k, mais en
revanche, sa limite, lorsque n tend vers oo lest,

puisqu’elle vaut 1 -1 .
e

Les échanges étant
indépendants, la
probabilité pour que A
gagne le jeu apres
seulement trois échanges
est pS. La probabilité
pour que A gagne le jeu
apreés quatre échanges est
3p*(1-p). La probabilité
pour qu'il y ait égalité apres 4 échanges est 6 p?(1-p)2.
Lorsque cela se produit, A gagne aprés un total
4 + 2m + 2 échanges lorsqu’il gagne m des 2m échanges
suivants en alternance avec B, puis les deux suivants.
Pour ces 2m échanges, aprés un nombre pair d’entre
eux, A et B sont a égalité, ce qui peut se réaliser de
deux maniéres pour chaque paire d’échanges. Ainsi,
sachant qu'il y a égalité apres 4 échanges A gagne apres
un total 4 + 2m + 2 échanges avec la probabilité
2™ p™*2 (1-p)™. En fin de compte, la probabilité pour
que A gagne le jeu est

flp) = p*+3p*(1-p) +6p>(1-p?? ¥} 2mp™2(1-p)™
m=0

= p¥(4-3p) +6p*(1-p)* ¥ (2p -2p7)"
m=0

p3(4 _3p) + 6 p* (1 —P)2
1-2p +2p?
_ pla-5p +2p7)
1-2+2p?
L’équation f(p) = p se traduit par

]
O

Réponse correcte
Réponse fausse



236

@)
@
®3
4)
()

BEOOER0O

Résultats du QCM n°10

plept-5p3+2p2+2p-1) = 0
soit par

p(p-l)[p-%] p_1_2,/§][p_1 +2‘/5—] =0

Les réels#g I

o

n’appartiennent pas a
[0;1]. Ils ne peuvent donc
étre égaux & une
probabilité. Par suite, la T = w w W T
probabilité pour que A

gagne le jeu est égale a la probabilité pour que A gagne

(Y

un échange si et seulement si p € {0; % ;1 } . Comme on

le voit sur la courbe de f, le systéme favorise les joueurs
forts, et défavorise les joueurs faibles : la probabilité
pour qu’un joueur gagne le jeu lorsque sa probabilité p

de gagner un échange est supérieure a % est supérieure
a p. Inversement, si la probabilité p qu’a le joueur de

gagner un échange est inférieure a , alors sa

N =

N

probabilité de gagner le jeu est inférieure

I

p.

Un test groupé sur un paquet de n individus est négatif
si et seulement si tous les membres de ce paquet sont
séro-négatifs, ce qui se produit avec la probabilité
(1 - p)™ Ce test est donc positif avec la probabilité
1 - (1 - p)™. Par suite, si I’on désigne par Y, la variable
aléatoire prenant la valeur 1 si le test du paquet 7 est
négatif, n+1 si ce test est positif, Pespérance
mathématique de Y; vaut

Oom
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7Yy = -p"xt +[1 -0 -] xfn+1]
= (n+1) - nll -p)"
C’est le nombre moyen d’analyses que le laboratoire doit
pratiquer sur un paquet de n individus dans le cas d’un
groupage sanguin. Les variables aléatoires (Y) sont
indépendantes.

Désignons par Y le nombre total d’analyses a effectuer

pour dépister le virus dans la population totale. En

supposant pour simplifier que n divise N, on a
N

n
Y =Y} Y, de sorte que le nombre moyen d’analyses
i=1
a effectuer pour le dépistage du virus dans la population
des N individus avec la méthode du groupage par
paquets de n vaut

H9) = Mne1) - nlr -],

La variance vaut

Var(¥) = Nnl1 - p*(1 -(1 - p)?)
Posons

@) = Ye+1) - oft - pf*]

T

1 x+1-x08
X

)=

03

0.6

04

02
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La fonction f est continue et dérivable sur ]Rf. Pour
minimiser le nombre d’analyses, on cherche si la dérivée
de fs’annule. On a

1) = NEa-p)[-pf -1
fi(®) =N =

et cette dérivée est négative a droite de 0, positive
lorsque z tend vers +oo. La fonction f est donc
décroissante sur un voisinage a droite de 0 ; elle tend
par ailleurs vers +o0o en +o0o. Elle admet donc un
minimum absolu sur R +', qui est un minimum local,
donc aussi un point d’annulation de f’. 1l existe donc
une taille optimale des paquets pour le dépistage. Cette
taille est solution de ’équation

2In(1-p)(1-pf =1
En général, cette valeur n’est pas un entier, et I'on a
intérét a prendre I'une des valeurs entiéres voisines.

A noter : il ne faut pas prendre cet exemple simplifié a
la lettre. On a supposé que le test de dépistage est
capable de déceler une personne porteuse du virus dans
un paquet de taille quelconque, mais en pratique, ce
n’est pas aussi simple : un test ne dépiste pas forcément
le virus (et inversement réagit parfois a tort). Le fait de
constituer des paquets diminue le taux de présence du
virus recherché au sein de I’échantillon, de sorte qu’au-
dela d’une certaine taille des paquets, la probabilité de
dépistage diminue.

Posons g=1-p. 1l est clair que la loi de X, est
donnée par

P(X,=1) =1 - AX,=0) =p_£+(1—p).’%’."

om
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n
et que 'on a X =Y X, . Les variables aléatoires X

k=1
ne sont pas mutuellement indépendantes. En effet, on
a
HXX) = PX;=1, X;=1)
=p£pr_1 n-r +qn-r r +qn—r—l
n| n-1 n-1 n n-1 n-1

d’ou 'on déduit, apres calculs,

Cov(X;; X)) = r(r-n)(p-q° (p-9
J n? (n-1)
De la relation

BX)) = PX;=1)

1fop-1) +an]

on déduit

B4) = [rep-1) + n]
Ainsi, EX est une fonction affine de r, et comme

p > % , cette fonction est strictement croissante. Le

météorologue va donc maximiser 1’espérance du nombre
de jours pour lesquels sa prévision est avérée en
prédisant de la pluie tous les jours!
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Variables aléatoires continues

1)
(2)
3)
(4)
(5)

OEECON

(Questions p. 91)

La médiane m de la variable aléatoire X, est le réel

solution de I’équation F (m) = % . On a donc
F(m) = 1-eem = 1
2
d’ou e-cxtanm - l
2
puis atanm = In2
et enfin m = a.rctan[hl—z) .
a

Pour obtenir la densité de X a partir de la fonction de
répartition F,, on dérive cette fonction par rapport a la
variable, ici z, et non par rapport au parameétre. On

obtient donc f,(z) = —>_ ewotenz
cos’z

L’espérance mathématique de X, est donnée par
Y

Vintégrale E[XQ = Lf (z=zf(2)). Or, par
définition, F, est une primitive sur [0;-725] de f,. On
peut donc intégrer par parties, ce qui donne

BX] - [3 (2~ af()

T

_ fzfpm[.;.‘] SHEEIACY
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I
= 2 t
J‘O (z He‘Q anz)

En dérivant deux fois par rapport & a cette derniére
égalité, on montre que ’espérance mathématique E[X,]
de X, satisfait & ’équation différentielle

d2E[X ] + HX] -

2.
(1) M Pour répondre & ces questions, on peut utiliser
(2) [0 directement le théoréme de calcul de densité par
@) O changement de variable. Remontrons le résultat pour
I’exemple de Y = X2
(4) O
) W Posons
A5+ 4] 5 050
ov) =1 2/y
0 si y<0
et évaluons la fonction de répartition G de Y. Soient ¢
et U les deux fonctions définie par
| Réponse correcte
O Réponse fausse
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) R, —-R
P :L‘H\/;

et

R} —R
,LI’) : T » L *
2z
La fonction ¢ est une primitive de ¢ sur R, (voir dans

le volume 1 la définition des primitives sur un intervalle
fermé).

Si l'une des deux intégrales JIg et
=00

0

fx y";‘j—,—gj_[](\/;)*'f(—\/;)} existe, il en est de

méme de I’autre, et elles sont égales. En outre, sur [0;],
g est de la forme P X fo ¢, de sorte que le théoréme de
changement de variable pour les intégrales impropres
permet d’écrire

[l

[77 (e f9) + 5-2)

= J’ﬁ f
- A=) - Fl-v)
- G

ou F et G sont les fonctions de répartition respectives
de X et de Y. La fonction g est donc la densité de Y.
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» Pour que fyysoit la densité d’une loi de probabilités,
il faut que l'intégrale de cette fonction sur son domaine
vaille 1. Calculons-la :

oz folomawa-ae)] -5 o Lo
X

31 B(B +2;0L+1)

On en déduit
x=_ B+l

B(B+2;0L+1)
» Les densités marginales de X et Y, fy et fy, se

calculent en intégrant fyy selon l’autre variable. On
obtient :

fx@ = [[(y=xP (1 -2)
=31 -2¢ [y )

. (1 -2)*P"

B(B +2;0L+1)

et

1) = [ (a=xf (1 -2))
=2 [ (am(1-2))
2oy (1 -y

- P +1 i (1 -y)o!
(a+1) BB +2;a+1)
A
B(B +1; 0L+2)
» Les espérances de X et de Y se calculent elles-aussi
avec des intégrales :
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E[X] = J;(x = zfy(@) )

= 1 Hzm(l -2 #2
_WIO( (1 )13)

_BB+3;a+1) _ B+2
BB +2;a+1) B+a+3

HY] = [ (y=yfr))

_ g+1 1, ., .8+ 1- a+l
R TIEIe [ (9 -g)
= B+l B(B +2; 0L+2)
(<x+1) B(G +2; 0L+1)
- B+l
a+fB +3
» Pour ne pas se singulariser, la densité conditionnelle
fx)y=y réclame également le calcul d’une intégrale :

AP(l-2° _(a+1)(1-2°
!

[lamxpli-a) Oy

i X Y=y(9") =

1nH =
2 O *» La relation X =2y1-R? conduit a

3 O
(49 B p- l-z , puis a P(X_>_:c) = l—f . En

intégrant, on trouve ’espérance : E{X] =

iR

» De méme, la relation Y = 2sin@ conduit &

06 = arcsing , puis a (Suite p. 256)

| Réponse correcte
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(Suite de la page 255)

P(YZy) = P[G Zarcsin%/] =1-= arcsin-g

En intégrant, on obtient dld =_

» Enfin, un développement limité en 0 des deux termes
montre que la relation de I’affirmation 3 est fausse.
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Le voyageur arrive a 'instant X, entre les passages des
métros ket k+1. Le passage de ces métros se fait en 4k
et en 4(k+1). La variable aléatoire T du temps
d’attente est donc la loi de 4(k+1) — X, ou X suit une
loi uniforme sur lintervalle [4k ; 4(k+1)]. L’espérance
du temps d’attente, E(T) est donc donnée par

E(T) = j“(’“)[ Ygs1- a:)] =2

Ceci est conforme & I’intuition : s’il y a en moyenne un
métro toutes les quatre minutes, on arrive "en moyenne"
au milieu de Dintervalle séparant deux métros
consécutifs, et on attend le métro suivant en moyenne
deux minutes.

Bien que la situation semble trés semblable a celle des
métros, elle ne 'est pas. L’absence de mémoire du
processus de Poisson fait que le temps d’attente ne doit
pas dépendre de l'instant d’arrivée. Retrouvons ceci par
le calcul :

Soient X;, X,, ..., X,, ... les temps séparant le passage
des bus successifs. Pour tout entier naturel n, on pose
S,=X;+ Xy, + ... + X,; cela définit L’heure de
passage du n-ieme bus. La densité g, de S, est donnée
par (voir l'encadré p. 256)

0 siz<0
- n-1
9n(2) = ___(a:v) T sio >0
(n-1)!
de sorte que la fonction Xg, est constante sur R,
prenant la valeur a.

Soit k-1 lindice (aléatoire) du dernier bus qui est
passé a la station avant l’arrivée du voyageur, qui se
produit a 'instant t. On a donc S, ; < t < S;. Posons
L,= S, - 5;;. Cela mesure le temps séparant le
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passage des bus passés a la station juste avant et juste
apres l'instant ¢t. Calculons la fonction de répartition et
la densité h, de L,. Si z < t, 'événement {L, < z} se
produit si et seulement s’il existe n et y tels que S, = y
et t-y < X,,,; < =, ce qui impose

t—-z< y<t
On en déduit

P(L,<z) E J (y = g.(5) [t - ]
puis, comme Egn = q,
P(L,<z) = 1-e™ -aze™
et enfin, en dérivant,
h(z) = ?ze™® si 0<z<t
De méme, lorsque z > t, on obtient
h(z) =a(l +at)e™ si z>1t

Le temps d’attente du voyageur, noté traditionnellement
W, (pour waiting time), est défini par W, = S, - t. La
fonction de répartition de W, est donnée par

P( Wt S.’L’) -t _ e'ﬁ(xﬂ)
£ ol
n=1

1-e™

Clest la méme loi que les X,,. Ainsi, si les bus passent
en moyenne toutes les quatre minutes, notre voyageur
attendra en moyenne quatre minutes.

On montre en théorie du trafic que si 'on s’éloigne du
point de départ de la ligne de bus, et si ceux-ci avancent
de maniere indépendante, la loi des temps de passage
des bus au point considéré tend vers une loi
exponentielle. Le temps d’attente moyen des voyageurs
augmente donc lorsqu’on s’éloigne du départ de la
ligne : supposons que les bus partent a intervalles
réguliers, disons toutes les quatre minutes. Preés du
point de départ de la ligne, un voyageur attend en
moyenne deux minutes, tandis que plus loin, il attend en
moyenne quatre minutes. Pour réduire cet effet, une
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technique consiste a forcer les autobus a attendre en des
points fixes situés tout au long de la ligne, de manieére a
quitter ces points a intervalles réguliers. Et il n’y a pas
que les phénomenes probabilistes qui entrent en ligne de
compte dans l'attente des bus : un sondage aupres de
voyageurs attendant un autobus le long d’une ligne sans
horaires fixés a montré qu’en dessous de 10 minutes, les
voyageurs ont une bonne perception de leur temps
d’attente, mais qu'au dela, il y a une brusque
augmentation des voyageurs disant qu’il attendent
P’autobus "depuis une demi-heure”...

Vous n’avez pas de chance ! L’espérance du nombre de
clients a se présenter avant qu’il y en ait un de plus
malchanceux que vous est infinie, et cela quelle que soit
la loi des W,. En effet, 'événement {N > n} se réalise

si et seulement si le maximum de X, X, ..., X, est
atteint en X;,. Pour des raisons de symétrie, la
probabilité de cet événement est Ll . On a donc
n+
P(N=n) = P(N>n-1) - P(N> n)
= l -
n n+l
=1
n(n+1)
et
) -y "
E\N) = —_— = 400
g n(n+1)

On peut retrouver ce résultat par le calcul. Supposons
par exemple que les W, suivent une loi exponentielle de
parametre a. Supposons X; = z. Alors, pour tout
n > 1, la probabilité pour que l'on ait X, > z vaut
p = €% et 'on ai ramené a une suite de Bernoulli de
probabilité p. On a donc
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P(N=n| X,=1) = p(1 -p)""

puis
P(N=n) = J‘:‘(a: - ae ™% ez (] -e"")n_l)

En posant t =1-e™*, on peut calculer la derniére
intégrale. On obtient

1 1 1
PN=n)=2-—_ =___
(=) n n+l n(n+l)

ce qui est bien conforme au résultat précédent.

8.
(1) O Pour déterminer la valeur en t > 0 de la fonction de
2 | répartition F'de X/Y, on intégre le produit des densités,
@ O a? €Y sur le domaine de R, 2 formé des couples (z;y)
@ N tels que 0 < z < ty, y € R+*. On obtient
5) O Xt = v 2¢-o(x)
(5) P[YSt] Ioﬁynfo(z»ae )
= ~2 (" oy (W oz
o Joa{y e -[0 (z—e )J
=~2 [ -oy l 1 -e oty
@ e 30—
-t
1+¢
La densité f sobtient en dérivant F (et non en
primitivant). Sur R*, cette densité est donnée par
1
ay = L
(1 + t)
| Réponse correcte
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Comme la fonction ¢t = —L 5 est positive et que ’on
(1+4)

a 1’équivalent ¢ ~ 1 , cette fonction n’est pas
(1 +t)2 voo &

intégrable sur [0;400], et I’espérance de X/Y n’est pas
finie.

La relation L, + Ly + ... + L,,; =1 montre que les
variables aléatoires L,, L,, .., L,,; ne sont pas
mutuellement indépendantes.

Pour voir que les variables aléatoires L,, Ly, ..., L,
sont équidistribuées, identifions les points 0 et 1 de
lintervalle [0;1], pour obtenir un cercle. Plus

précisément, considérons n+1 variables aléatoires
indépendantes, équidistribuées, Y;, Y,, ..., Y, 4, de loi
uniforme sur le cercle {€%™, t € [0;]}. Sur le cercle, ces
n+1 variables aléatoires découpent n+1 intervalles, dont
les longueurs ont la méme loi. Coupons ce cercle en
Y, .1 ; on obtient un intervalle de longueur 2w, coupé en
n+1 sous-intervalles par des variables aléatoires
uniformes indépendantes. C’est notre situation : les

variables aléatoires L,, Ly, ..., L, sont équidistribuées.

Pour déterminer leur loi, il suffit de calculer celle de L;.
Or 1’événement {L; > t} est réalisé si et seulement si
tous les X; vérifient X;>t. Comme les X; sont
indépendants, la probabilité de cet événement est
(1 - t)" On en déduit immédiatement la fonction de
répartition Fde L, : si t € [0;1], on a
Fty=1-(Q1-t"
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Les lois de L;, L, et Ls ne sont pas les mémes! Les
points X; et X, jouant le méme rdle, il est clair que L,
et L, ont la méme loi ; mais quand on fixe le point (1;0)
pour choisir lintervalle contenant ce point, on a
tendance & choisir plus souvent l’arc le plus long, car
c’est généralement celui qui va contenir (1;0). Cela
explique intuitivement pourquoi la loi de Ly n’est pas la
méme que celle de L, et de L,. Evaluons les espérances
de L, Ly et Ly. Les variables aléatoires L, et L, ont la
méme loi ; on a donc E(L,) = E(L,). En outre,
l’espérance est une forme linéaire ; on a donc
E(L+L,) = E(L;) + E(L,). Et comme L, + L, = 2x,
on en déduit E(L+L,) = 2w, puis E(L;) = E(L,) = .
Pour déterminer 1’espérance de L, coupons notre cercle
en (1;0), et déplions-le. Cela revient a placer deux
points selon une loi uniforme sur l'intervalle [0;27]. On
a vu dans la question précédente que ces deux points
coupent l'intervalle [0;2n] en trois sous-intervalles dont
les longueurs suivent la méme loi, et d’espérance

(toujours la linéarité de l’espérance) 2x/3 . L’arc du

cercle contenant (1;0) correspond & la réunion du
premier et du dernier sous-intervalle de [0;2].

L’espérance de Lg vaut X
2r _ 4w
E(LB) =2><-§- =?: 2x

c’est-a-dire le double de
P’espérance de L, et L,.

Si L, et L, suivent des lois
uniformes, L; suit une loi ¢
de densité 4mz. Par
exemple pour L; et L,,
comme on peut le lire sur

Z2X1Xa<t

la figure ci-contre, on a P(L1 St) = 21 xt (produit de

la base par la hauteur), de sorte que la densité de L, et
de L, est constante, de valeur 2x.
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Convergence de variables aléatoires

1

e

(Questions p. 100)

Rappelons d’abord 'inégalité de Cebicev : Soit X une
variable aléatoire réelle admettant une espérance
E(X) et un écart-type o. Alors, pour tout € > 0,

2
Al X-EX)|2¢) s Z
22
En particulier, en posant p = E(X), et € = ko,
1
Pl X-p| 2h0) < =
K2

Cela étant, pour répondre a la question, il suffit de
consulter une table statistique, ou d’interroger sa

Les variables aléatoires X, ont une espérance nulle, car
leur loi est symétrique par rapport a l'origine. Leur
écart-type vaut 1. Cela étant, les inégalités de type
Cebicev vérifiées par les variables aléatoires X, sont

P X,-B(X,)| 2k) =L <1 sio<k<n
2 R

)

P X, - E(X,)| 2n0) = 2
n2

P| X,-E(X,)| ko) =0 si n<k
(noter I'inégalité stricte n < kdans la derniére relation).

Les variables aléatoires X, fournissent donc chacune un
unique cas d’égalité dans I'inégalité de Cebicev.

O
2 u
G n
ON
(5) W
calculatrice scientifique.
2.
M O
@ O
3 N
@ O
() O
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P{| X, - B(X,)| 2no) = ni

La loi des grands nombres porte sur les moyennes, et
non sur les sommes ; les deux premiéres affirmations
sont donc fausses. Ce qu’affirme la loi des grands
nombres, c’est qu’en général, lorsque n devient grand,
Y, est proche de 1. Plus précisément, avec les notations
de I’énoncé, la loi faible des grands nombres affirme que,
pour tout o > 0, on a les deux relations

lim P(|Y,-u|>¢) =0
n —00

et lim P(IYn—u|<r—:> 1.

n —0o0
Sous les mémes hypothéses, la loi forte des grands
nombres affirme qu’avec une probabilité égale a 1 (on
dit "presque siirement"), Y, tend vers p.

- _ Y,
oyn Tn

affirmations 1 et 3 d’une part, 2 et 4 d’autre part sont
donc équivalentes.

Cela étant, le théoréme limite central, aussi appelé
théoréme de De Moivre-Laplace, et que la derniére
mode consiste & appeler théoréme de la limite
centrée, affirme que sous les hypothéses de 1’énoncé, la

Y

Notons d’abord 1’égalité Les

S, - Y, -
loi de = nu’ (i.e. celle de —= u) peut étre
oyn Tn
. . s i1 S'n-nu
gpodée pr b 1 romek aatée idie Ie e P <z
ovn
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S, -np

représentant la fonction de répartition de , il
ovn

est approché par le terme correspondant de la fonction

de répartition de la loi normale centrée réduite. C’est

donc ’égalité

S,
lim P

L 1 -3¢
Tl = —— JZ t—e 2

avn

qui est correcte.

S, - np

Enfin, est une loi centrée réduite ; c’est donc

oyn

une loi normmale centrée réduite qui pourra en
approcher la loi, et ’assertion 5 est fausse.

(1) O Calculons la limite cherchée. On a d’abord
RN
o 0 & G
() O M M

(oM (i -p)n

_ dlpN-a) ((1 ~p)N-M+a)

(N M)!

.M
a:’(M-z)!
[pN(pN (pN- .'z:+1)] [qN(qN—l)...(qN—M+z+1)]
N(v-1)...(N-p+1)

ou 'on a posé comme d’habitude, ¢ = 1 — p. Puisqu’on
a affaire a des produits, utilisons les équivalents pour

| Réponse correcte
O Réponse fausse



Convergence de variables aléatoires 255

évaluer la limite. Lorsque N tend vers 0o, le nombre de
facteurs de chacun des termes

[oNpN-1)...(pN -2 +1)]

[qN(qN—l)...(qN—M+a:+1)]
et

MN-1)...(N-M+1)
respectivement de x, M — = et M reste inchangé ; cela
autorise ’emploi des équivalents. On obtient

[pN(pN—l)...(pN—z+1)] o (p N
(g™

[qN(qN—l)...(qN—M+m+l)] al
et

NN-1)...(N-M+1) ~ NM

N —o00

On en déduit

Px=2 ~ M x(PMI(%V)M-Z

N gl (M-2)! N
et enfin
lim P(X=2) = M p=(1-p)*
N —o0 o (M-2)!

En pratique, on considére que I’approximation d’un loi
hypergéométrique par un loi binomiale est légitime deés
que le taux de sondage M/ N est inférieur & 10%.

» Notons que la réponse (4) est fausse, mais qu’une
légere modification dans les hypothéses peut rendre la
conclusion correcte. En effet, on vient de voir que la loi
hypergéométrique tend vers la loi binomiale. Or on sait
également que la loi binomiale tend vers la loi de
Poisson. En faisant tendre de maniére convenable vers
00 les différents parametres de la loi hypergéométrique,

|
a
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on peut donc la faire tendre vers une loi de Poisson.
Dans la question, on a supposé que Deffectif de
I’échantillon tiré reste constant, lorsque N tend vers oo.
Si Pon suppose que le nombre d’individus de type I, R,
et que effectif de ’échantillon, M, évoluent tous deux

en fonction de N, de telle sorte que 'on ait —AJJV—R =\,

ou X est fixé, alors la loi hypergéométrique tend vers une
loi de Poisson de parameétre \.

Au moment ou 'on va effectuer la deuxiéme péche, le
lac contient N poissons parmi lesquels 20 sont marqués ;
on en tire 50. Si X désigne la loi du nombre de poissons
marqués que l'on tire parmi les 50, alors X suit une loi
hypergéométrique, donnée par

5

()

Si ’on avait un grand nombre N de poissons dans le lac,
et si 'on avait aussi un grand nombre, M, de poissons
marqués, de telle sorte que le nombre de poissons
péchés, 50 soit négligeable devant NN et M, alors on
pourrait légitimement approcher la loi de X par une loi
binomiale, en considérant que quel que soit la nature des
premiers poissons péchés, le rapport M/N reste
inchangé. C’est ici évidemment faux, du fait de
P’inégalité 20 < 50.

Si ’on désigne par Y la variable aléatoire qui vaut 1 si

le kiéme des 50 poissons est marqué, 0 sinon,

50
Pespérance de Y vaut 20/N. Comme X =Y Y,
k=1

]
a
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I’addivité de 1’espérance permet d’écrire

50
1000
Ex] =Y E[v] = -
k=1
La variance de la loi hypergéométrique est donnée par

Var(x) =50 2[4 -@][1 -4

N N N-1
e L’inégalité de Cebiev n’est pas assez précise pour
qu’on puisse affirmer avec certitude que le lac contient

250 poissons. Reprenons cette inégalité. Pour tout réel
t > 0, elle s’écrit :

2
[X—L‘OO] >t
N

< Var(x)
T

P

Posons § = %) . L’inégalité s’écrit

P <b

[ xo 1000]2 > Var(X)
N 5

Si l'on trouve X =4, pour chaque §, il existe un
intervalle [o(4;8);3(4;8)] de valeurs de N pour lesquelles

on a [4— 1000]2 < Var(X) . Lorsque & augmente,
N &

jusqu’a 1° lintervalle en question diminue, jusqu’a

atteindre une valeur correspondant a la limite de

I'inégalité de Cebiev ; cette valeur limite exprime

Pinsuffisance du sondage avec seulement 50 poissons

péchés.

Lorsqu’on augmente ce nombre M de poissons péchés,
en gardant constant le rapport X/M, la fourchette
minimale d’estimation diminue. La courbe ci-dessus
montre ’évolution de cette fourchette, de 50 a 250
poissons péchés. L’existence de cette fourchette montre
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Evaluation d'une population de poissons

‘# ( partir de Tinégalité de Celricev)

m_
-
K
8 280

200

180

100-

50

‘% 100 180 200 280
Nombre de plchée dene la ame éape

que lorsqu’un sondage est fait sur un petit échantillon,
on ne peut réduire la fourchette d’estimation ; si on veut
la réduire, il faut augmenter la taille de I’échantillon.

e L’estimation de N a partir de X est un probléme
standard en statistiques. Bien que ce ne soit pas au
programme, on peut sur cet exemple simple découvrir la
démarche du statisticien. Si X = 4, le choix usuel pour
estimer N est de choisir I’entier n pour lequel P(X = 4)
est maximal (on parle du mazimum de
vraisemblance). Autrement dit, on prend ’entier n qui
maximise la fonction fdéfinie par

- )

(5)

Le graphe de f est le suivant :

Son maximum est bien atteint en 250, et c’est le choix
usuel du statisticien.

e L’inégalité de Cebitev nous a montré la nécessité de
considérer une fourchette de valeurs pour ’estimation de
N. Une technique standard en statistiques consiste
encore a maximiser une fonction : on cherche tous les
entiers n pour lesquels 4 est le nombre le plus probable
de poissons marqués péchés. Autrement dit, on cherche
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c2z
0.15
¢1

0.05

150 200 250 300 350 400

les entiers n pour lesquels 4 est ’entier qui maximise la
fonction g, définie par

NG

(%)

La fonction (n;k) = g,(k) est représentée par la figure ci-
dessous
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Le maximum de g, est atteint en 4 lorsque n décrit les
valeurs entiéres de l'intervalle [213;265].

Ainsi posé, il y a deux fagons de modéliser le probléeme.
Soit on considére que 'on peut distinguer les personnes,
soit on considére qu’elles sont indiscernables.

» Dans le premier cas, soit X; la variable aléatoire qui
vaut 1 si le ¢+iéme étage est un arrét, 0 sinon. La
probabilité pour qu'un passager donné ne veuille pas

s’arréter a ’étage test 1 - ]lV ; si les passagers agissent

indépendamment, la probabilité pour que ’ascenseur ne
R <1 ) 1)° .

s’arréte pas a l’étage 7 est donc |1 - ~ Cela étant,

comme X; ne prend que les valeurs 0 ou 1, on a

HX] = P(X;=1) = 1 -[1 -J.lv]"

d’ou

- S - -1

» Dans le deuxi¢me cas, on peut numéroter y, ..., Yo
les étages auxquels descendent les passagers 1, ..., Q.
Toutes les combinaisons sont également probables, et
cela revient a répartir avec répétition les Q passagers

N+Q—j
Q

facons. Soit K le nombre d’étages auxquels ’ascenseur
s’arréte.  L’événement {K = k} est réalisé si et
seulement si les passagers se répartissent sur k étages,

dans les N étages, ce qui peut se faire de[
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avec au moins un passager descendant a chacun de ces
k étages. On a donc

P(K=k)=w

e
Q
pour tout k € {1, 2, ..., min{M;Q }}. Ainsi,

HK] - mh%qk _[]’:r][g:}“]

k=1 [N+Q-1]
Q
) N min{N; Q-1 [N—l][ Q-l]
[N+Q-1] F=d i NQ-j-1
Q
N[N+Q—2]
- Q-1 )_ _N@Q
[N+Q—1] N+Q-1
Q

n
» Dans le premier cas, comme lim {1 - 1) . el si
n —0o0! n

im £ = a , on obtient E[X] ~ N(1-e%).

N—*OON N-oo

» Dans le deuxiéme cas, toujours en supposant

im £ -« , on obtient I’équivalent E[K] ~ oV
N-owo N Now 1l +a

% La probleme de lascenseur a été étudié de
nombreuses fois dans la littérature, sous des formes
différentes. Par exemple, E. Schrodinger a utilisé ce
modéele en 1951 pour évaluer le nombre de détecteurs se
déclenchant lorsque @ rayons cosmiques traversent P
détecteurs (Question : les rayons cosmiques sont-ils
discernables ou non ?). Le probléme de ’ascenseur lui-
méme a donné lieu a une abondante littérature. On
pourra ainsi chercher l’espérance de 1’étage ou
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I’ascenseur finit de se vider, ou se poser la question
inverse : ayant observé que I’ascenseur s’est arrété k fois,
combien y avait-il de personnes au départ ?

Le modele choisi correspond a une loi binomiale de
parametres 300 et 1/20. On peut ’approcher par une
loi de Poisson de parameétre 300 x 1/20 = 15, ou par
une loi de Gauss d’espérance 300 x 1/20 = 15 et de

variance 300 xgl(-) xé_ﬁ = 14,25 . On cherche ’entier N

qui est le plus petit entier ktel que P(A > k) < g, c'est-
a-dire tel que P(A < k) > 1- ¢. On est donc ramené a
considérer la fonction de répartition de la loi binomiale
et des deux lois utilisées pour son approximation. Le
tableau ci-dessous montre les résultats obtenus, pour les
valeurs entieres de k comprises entre 20 et 30.

k Loi Loi de | Loi de

binomiale | Poisson | Gauss
20 |0,92236 0,91702 0,90733
21 |0,95142 0,94689 0,94401
22 | 0,97081 0,96725 | 0,96815
23 |0,98315 0,98053 | 0,98296
24 10,99065 0,98883 0,99144
25 10,99500 0,99381 0,99696
26 |0,99743 0,99668 0,99821
27 10,99872 0,99828 0,99926
28 ]0,99939 0,99913 0,99971
29 10,99971 0,99958 0,99989
30 ]0,99987 0,99980 0,99996

Ainsi, lorsque ¢ = 0,01, on trouve une estimation du
besoin en lignes de 24 par la loi binomiale, de 25 par la
loi de Poisson, et de 24 encore par la loi de Gauss. Pour
q = 0,001, on trouve respectivement 28, 28 et 27 lignes
a brancher. L’amélioration de la probabilité de non
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saturation du réseau augmente rapidement, et il n’y a
pas besoin de doubler le nombre de lignes pour passer
de ¢ = 0,01 a ¢ = 0,0001. Les courbes des trois lois (on
a relié les points pour obtenir une représentation plus
lisible) sont représentées dans la figure ci-dessous.

0.1
0.08
0.06

0.04

0.02

» Ce modéle suggére un certain nombre de remarques :

— 1l représente le point de vue de la compagnie du

téléphone qui cherche & connaitre la probabilité pour
que son central soit saturé a un instant donné. La
probabilité pour qu’un usager n’obtienne pas la tonalité
est plus importante : lorsqu'on a A > N,ilya A- N
usagers qui n’obtiennent pas cette tonalité. Le calcul a
faire pour évaluer le nombre de lignes a installer pour
qu’un utilisateur ait une probabilité d’obtention de la
ligne supérieure a 0,99 est donc différent. Pour étre
réaliste, il faut alors tenir compte de la durée des
communications, et de la stratégie de rappel immédiat
ou d’abandon d’un abonné n’obtenant pas la tonalité.

— L’approximation de la loi binomiale par la loi de
Poisson ou par la loi de Gauss était trés important a
une époque ou il fallait faire les calculs & la main. On
se servait alors de tables donnant les probabilités des
lois de Poisson ou de la loi normale réduite. A notre
époque, plus aucun statisticien sérieux ne se sert de
tables, et les programmes informatiques spécialisés
calculent les lois binomiales sans difficultés. Les
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programmes les plus élaborés sont méme capables de
décider par eux-mémes s’il convient de passer par une
approximation, lorsque les parameétres sont trés grands.
L’importance donnée a !’étude des approximations
devrait donc diminuer rapidement, ce qui permettrait
d’étudier des questions d’un plus grand intérét pratique
comme les files d’attente markoviennes.

Connaissant p, la probabilité de mauvais pronostique est
donnée par la fonction de répartition de la loi
hypergéométrique. On a en effet un tirage de N
individus dans une population de 30.000.000 parmi
lesquels p x 30.000.000 vont voter OUI. Sip > 0,5, la
probabilité de faire un tirage conduisant a un mauvais
pronostique est forcément inférieure a 0,5, de sorte que
’assertion (1) est fausse.

Comme la taille du tirage est trés inférieure a celle de la
population totale, on peut approcher la loi
hypergéométrique par une loi binomiale de parametres
N et p. La fonction de répartition permet d’évaluer le
risque de mauvais pronostique, par le calcul de

P[X 51_2\[] . Numériquement, si N = 500, on trouve

0,3435.

Si la taille de ’échantillon utilisé pour le sondage est
assez importante, on peut approcher la loi binomiale par

X-Np

YNpll - p)

est une loi gaussienne réduite. La encore, ce calcul
suppose que l'on connaisse p. Numériquement, si

une loi de Gauss, en considérant que T =
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N = 5.000, on trouve 0,07860. Voici un tableau des
résultats numériques obtenus pour p = 0,51.

Calcul du risque de mauvais pronostique en fonction du
nombre de personnes interrogées dans 1’échantillon
Taille de | Calcul direct Calcul & Calcul &
I’échantillon par la loi partir de la | partir de la

hypergéo- loi binomiale | loi normale
métrique
100 0,4598 0,4599 0,4207
500 0,3423 0,3435 0,3273
1000 0,2704 0,2739 0,2635
1500 0,2211 0,2269 0,2192

Pour obtenir un tel tableau, on peut écrire un
programme en Turbo-Pascal. On pourra comparer, en
termes de longueur et de temps passé a 1’écrire, au
programme MATHEMATICA suivant, ne comportant
qu’une instruction (que pour des raisons typographiques
nous avons écrite sur plusieurs lignes), et produisant un
tableau donnant les trois estimations, pour toutes les
valeurs de N multiples de 100, entre 100 et 5.000 :
Table [{k,
N[CDF [HypergeometricDistribution[k,
300001, k/211,
N[CDF[BinomialDistribution[k,
N[CDF [NormalDistribution[k*.51,
k/211%},
{k, 100, 5000, 100}]

En pratique, au moment du sondage, on ne connait pas
p. C’est donc plutét dans I’autre sens que I’on procede :
on interroge les individus d’un premier échantillon, et
Pon se demande si 'on a un gros risque d’erreur a
conclure. Si oui, on compléte ’échantillon, sinon, on
arréte le sondage. Supposons qu’on ait obtenu 15 OUI
dans un échantillon de 20 personnes interrogées. On se
trompe en pronostiquant alors le OUI si 'on a p < 0,5.
Dans ce cas, la probabilité d’obtenir plus de 15 OUI

51*300,

511, k/2]1,
Sqrt [k*.51*49]],
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dans un échantillon de 20 individus est inférieure a
1 — Fy(15), ou Fj est la fonction de répartition de la loi
hypergéométrique de parameétres 30.000.000, p et 20.
Comme 20 est trés petit devant 30.000.000, on peut
approcher F) par la fonction de répartition F, de la loi
binomiale de parameétres 20 et 0,5. On obtient 0,005908.
Si on procéde a ’approximation par la loi gaussienne,
on obtient 0,01267, ce qui est environ deux fois plus
grand : pour N =20, Dapproximation de la loi
binomiale par la loi gaussienne n’est pas bonne. Le
calcul exact par la loi hypergéométrique donne
0,00590895, ce qui est trés proche de la valeur trouvée
par la loi binomiale, & savoir 0,00590897. Cette
différence dans la qualité de ’approximation tient a la
nature du parametre qui assure la convergence :
l’approximation de la loi hypergéométrique par la loi
binomiale est légitime dés que I’échantillon est petit par
rapport a la population totale ; ici, 20 est petit devant
30.000.000. Pour ’approximation par la loi gaussienne,
C’est la taille de ’échantillon qui doit étre grande ; ici,
20 n’est pas un grand nombre, et c’est ce qui explique la
médiocrité de 'approximation.

Le probléme de cette question est désigné en théorie des
files d’attente sous la dénomination "M/M/1/K". Le
premier "M" qualifie les arrivées, markoviennes, c’est-a-
dire avec des temps inter-arrivées répartis selon une loi
exponentielle. Le second "M" qualifie le service, lui-
aussi markovien, avec un temps d’examen d’un patient
suivant une loi exponentielle. Le "1" signifie qu’il y a 1
serveur, ici le médecin. Enfin, le "K" indique que le
systéme peut recevoir au plus K clients. Avant de voir
les solutions des questions, voyons comment les
équations de l’énoncé sont obtenues. Raisonnons
d’abord entre les instants t et t+At (At petit).

— Un développement limité de la probabilité pour
qu'un patient se présente est AAt; le nom-bre de
patients présents passe alors de 7a i+1,si 0< 1< K-1 (si
¢ = K, un nouveau patient est rejeté).
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— Un développement limité de la probabilité pour que
le docteur termine l’examen d’un patient est pAt ; le
nombre de patients dans le systéme passe alors de 7 a
-1,si1 < i< K (si t=0, il n’y a pas de client, donc
aucun examen a finir).

la probabilité pour que deux
événements se produisent entre t et t+At, un
développement limité de la probabilité pour qu’il ne se
produise rien, et que donc l'effectif reste constant, égal
a,est 1-NAtpALsil < 1 < K-1, 1pAtsi i = K, 1-\At
sit=0.

On obtient d’abord les équations
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Pt +) = (1 -2 pi(t) + p2xp(t) + olew)
plt+td) = \oep, (1) + (1 -\&¢ -p2¥) plt)

+ u&pm(t) + o(&), si1<i<K-1'
pdd) =Ny () + (1 -pat)pglt) + olay)

et, si At vers 0, les équations différentielles

P(/)(t) = ‘>\P0( ) + MP1( )
pilt) = >\P,-1() (-XN-w)pft) +upld), si 1<i<K-1
Plé(t >\P1\-1 le\’(t)

En régime d’équilibre, la probabilité p/t) ne dépend pas
de t. Sa dérivée est donc nulle, de sorte que 'on a le
systeme donné dans I’énoncé,

_ A
Pr = =D
ow X
+
pn+] = up' pn "'p'n,—l (1 Sn<K—1)
Pk = —Pka
n
Revenons aux questions. Ce systéme se résout par
) DY DY AN )
récurrence, p;==p,, P,==p;=|Z|py, . ; la
n m m
K
condition supplémentaire E p; = 1, fournit
i=0
-0 K+1

K i p Do si p#l

E z p Po =

=0 (K + 1) sip=1

—o)pi
M sip=#1
. _ 1- pK*l

puis p; =

sip=1

K+1
Il peut y avoir de 0 a K clients dans le systeme.
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» Le nombre moyen L de patients dans le systéme est

K
défini par L = E ip; . Si p=1, on trouve
i=0

K K ]
L =Eipi=z'ip’p0
1=0 1=1

K d . d K )
=ppy Y, —P  =ppy— 3, p°

i1 dp i3
- d pl1-p¥)
=ppyo——E !

Ydp 1-p
1-(K+1)pK + Kpk+!

(1 —p)2
- p[l -(K+1)p"’+KpK'l]

(1-p%7)(1-p)
» Le nombre de patients dans la salle d’attente est égal
au nombre de patients dans le systéme moins un, sauf
sl n'y a aucun patient (ce qui se produit avec la
probabiité p,). Par suite, le nombre moyen L, de
patients dans la salle d’attente se déduit de L grace a la
relation

=P Py

L,=L-(1-p) =L —P(l_‘PK)

1- pK +1
» Le temps de séjour moyen W d’un patient entrant
dans le systéme (attente puis consul-tation) se déduit
facilement de L grace a la formule de Little, qui

s’écrit = —L7, ou X\ est le taux moyen de
A
consommateurs entrant dans le systéme. Ici,

X o=\ -px) » d’o, lorsque p # 1,

1-(K+1)pX+Kpk+
(1-p%1) (1 -p)u(l -pg)
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Récapitulatif
(Questions p. 112)

1.
1 0O
@ 0O —_
3) O S R P R
@ O SN REERNY NN M
(5) W — T T T
= vl B B L
. <
1(1x1) 3(3x3) 5(5xS5) 6(6x6)
22x2)  4(4xd)
La figure est faite pour n = 6, mais il est bien clair que
le résultat est vrai en général. Un calcul direct de I'aire
du carré montre que l’aire totale vaut
(1+2+3+..+6)
En comptant les carrés suggérés par le découpage, on
voit que cette aire vaut également
1B+28 43+, +6%
| Réponse correcte
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La solution de ’étudiant suppose que o et (3 sont les
deux solutions de l’équation du second degré
Z+azx+pB =0. Or quand on demande de chercher
"les réels a et 3 solutions de I’équation...", on n’exclut
pas le cas a = 3 ; si @ = 3, on peut avoir une deuxieéme
solution, autre que a.

Voici une solution correcte de 1’exercice.

Le fait que o et 3 soient solutions de 1’équation se

{a2+o¢2+ﬁ =0
B2+ +B =0

traduit par

ce qui équivaut a

202 +B3 =0
BB +a+1) =0

5 202+ =0 222 +f
et a {B"’Ol'*l 0ou{ 8

On obtient donc trois couples (a;3) solutions, a savoir

0
0

1,1 1
0;0), (1;-2) et |-=;-=|. Lorsque a =8 = -=, les
(050), ( ) [ > 2] q B 5

deux solutions de I’équation 2? —%az —% = 0 sont —.%

et 1.

La regle de multiplication des matrices, ligne par
colonne montre que les matrices de A, sont symétriques.
Cela étant, cherchons une relation de récurrence entre
les u,. Une matrice M = (a;) de A,,; comporte un
unique terme non nul sur la premiere ligne.

— 8’il s’agit de a,;, il y a deux possibilités pour a,;, et
les autres termes de la premiere ligne et de la premiére

Oom
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colonne sont forcément nuls. La matrice extraite,
formée des termes qui ne sont ni sur la premiére ligne ni
sur la premiére colonne est n’importe quel élément de
A,. Cela fait donc 2u, telles matrices.

— 8’1 s’agit de a,;, avec 1 > 1, on a deux possibilités
pour ay;, et les termes de la lére et de la i -iéme ligne
sont nuls, comme ceux de la lére et de la iieme
colonne. Les autres termes forment une matrice
quelconque de A, ;. Cela fait donc 2 u,, ; matrices.

En fin de compte, on a la formule de récurrence
Uy = 2u, + 2nu, ;.
Sachant que l'on a u; = 2, u, = 8, on en déduit
2k nl
{(kp)eN: kvap=n} K P!
On peut montrer que cela s’écrit également
37
> n] (2k) on-2k
o 2k k!
Sous cette derniére forme, on pourra établir le lien avec
le nombre de fagons de placer n tours sur un équiquier

de taille n, symétriquement par rapport a la diagonale,
et de telle maniére que les tours ne se mettent pas

7

2

mutuellement en échec, E [ n] @ .
k0 \2k) 2k k!

u, =

Comme R" est de dimension n, la famille

{I; Al;A?; A?; ...;A;’}
est liée. 1l existe donc un polynéme P de degré < n tel
que P(A,) = 0. Ce polynéme se factorise en facteurs de
degrés 1 ou 2. Si R" est un corps, pour avoir
P(A)) =0, A, doit annuler au moins l'un de ces

om

Réponse correcte
Réponse fausse



5.

6.

1)
@
®3)
4)
®)

(1)
2)
®3)
(4)
(5)

omOo0O0O

OooomO

Récapitulatif 273

facteurs. Il ne peut s’agir d’un facteur de degré 1, car
par hypothése, I et A, sont linéairement indépendants.
Bref, A; annule un polynome de degré 2,

aAl+bA, +cl =0 ,avec b - 4ac < 0. En mettant ce

trinome du second degré sous forme canonique, on voit
qu’il existe X\ et p tels que (\A; + pI)? = —I. De méme,
il existe o et B tels que (ad, +BI?=-I En
factorisant la différence de ces deux expressions grace a
I’identité remarquable
@ - = (u- v)(u + v),

on trouve une combinaison linéaire reliant A,, A, et I,
ce qui contredit ’hypothése. Cela montre un résultat
établi pour la premiere fois par Frobenius en 1877 : R",
n > 3, ne peut jamais étre muni d’une structure de corps
commutatif dont l'addition soit celle de la structure
d’espace vectoriel.

0

Les quatre points sont colinéaires si et seulement si les
2 - -z
1758 o A%
H~x B~
quatre points ne sont pas colinéaires, ’argument de

deux quotients sont réels. Si les

om
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h7% ne peut différer de celui de A%
] B
multiple de 2.

que par un

L’assertion (3) est vraie pour n’importe quelle matrice.
Quand on additionne tous les coefficients d’une matrice,
qu’on le fasse ligne par ligne, ou colonne par colonne, le
résultat est toujours le méme. C’est la propriété (2) qui
est plus remarquable. Désignons par C;la somme des
coefficients de la colonne j, et par L, la somme des

n
coefficients de la ligne <¢; CJ = Zl: a;j, et

n
L, = E a;; . Notons d’abord que la propriété (3), qui

J=1

n n
peut s’écrire Y C? = Y L? est vraie si la matrice est
j=1 i=1
triangulaire supérieure, c’est-a-dire n’a que des 1 au-
dessus strictement de la diagonale, et que des 0 au-
dessous de celle-ci. Cela étant, que se passe-t-il
lorsqu’on intervertit un 0 et un 1, par exemple si l’'on
change a; en 1 (et donc a; en 0), alors qu'il valait
auparavant 0 7 Les lignes et colonnes 7 et j sont les
seules a étre modifiées. On peut résumer les
changements dans un tableau.
La propriété d’"antisymétrie" de la matrice conduit a
R;+ C;= R; + C;= n -1, de sorte que le bilan est le
méme pour les lignes et pour les colonnes.
En considérant comme échantillons les (C)) et les (D)),

on obtient deux échantillons éventuellement différents
qui ont la méme moyenne et la méme variance.

Ces matrices ont de nombreuses interprétations,
notamment en mécanique.
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Avant Apres
C; C; C1
G G Citt
L; L; LA1
L L; L1
c? c? C22C+1
c? C} C2+2CH+1
L? L? L2+2LA1
L? L? L?-2L+1
2, L2 By L2 2y L2+2L,
-2LA2
T, C2 , C2 S C2+
2C2CH2

8.
(1) M Notons M, ..., M, ... les points choisis dans le plan, E,
(2) [0 les ensembles définis par E, = {M;;My;..;M,}, et F,
@) O I’ensemble des droites reliant les éléments de E,. Un
- élément de F, est déterminé de maniére unique par le
(4) choix d’une paire d’éléments de E,. Le nombre
5) M $éléments de F,, est donc égal au nombre de paires de
E,, a savoir [n] .
2
Cela étant, étudions ce qui se passe lorsqu’on rajoute
M, , a E,, pour former E,_ ;. On trace alors n droites
supplémentaires, disons D;, ..., D,, la droite D; reliant
M, et M, Cette droite D; coupe les [n;l] autres
| Réponse correcte
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droites, mais les points d’intersection de D, avec les

autres droites ne sont pas au nombre de [n2+1] , car il

y a toutes les droites passant par M, , et M,
Comptons donc précisément ce nombre de points
d’intersection :

Tragons d’abord D;, puis les autres droites D,
Lorsqu’on procéde ainsi, le nombre de points
d’intersection de D, avec les droites déja tracées est

2
L —gn+2, car D; est la premiére droite tracée

2

passant par M, ;. Ainsi, sur D,, il y a seulement
n 3 . , ., .
5 —En +3 intervalles déterminés par les points

d’intersection avec les autres droites. Chacun de ces
intervalles coupe en deux I'une des wu, zones du plan
formées a 1’étape précédente a partir des points de E,,.
Pour les n-1 autres droites D,, ..., D,, le calcul est
légerement différent. Il y a n-1 droites autres que D,
passant par M,, et autant pour M, ,. Cela fait donc

2
£—§n+1
2

points d’intersection autres que M, , et M, Au total,
. n 3 . s . .
ilya 5 —§n+3 points d’intersection sur D, qui

2
découpent sur cette droite % -§n+4 intervalles.

N

Comme pour la droite D,, chacun de ces intervalles
coupe en deux l'une des zones du plan que 'on avait
formé a I’étape précédente a partir des points de E,, et
des droites D, tracées en premier. Ainsi, chacune des

2
n—1 droites tracées apres D, rajoute % - g n +4 zones,

ce qui nous donne finalement la relation de récurrence
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- n3 _ 3 2 _
Uy, 4 un+_2- §n +4n -1

On reconnait une relation de récurrence linéaire a
coefficients constants. Si T désigne ’application linéaire
dite "opérateur de translation", qui, & une suite
u = (u,) associé la suite translatée (u,.,), I’équation
récurrente s’écrit (T — Id)(u) = v, ol v est la suite (v,)

(oo s n 3 s
définie par v, = — - =n? +4n - 1. On reconnait une
équation linéaire. L’ensemble des solutions est donc un
sous-espace affine de 1’espace des suites dont la direction
vectorielle est le noyau de (T — Id) ; autrement dit, on
peut exprimer les solutions de cette équation récurrente
comme la somme d’une solution particuliére et de la
"solution générale de I’équation sans second membre",
(T -1d)(uw) =0. Cette équation admet comme
ensemble de solutions les suites constantes. Reste a
trouver une solution particuliere. Les suites
polynomiales de degré inférieur ou égal a p sont
invariantes par T, et par Id. Ici, la suite v du second

n3

membre, définie par v, = 5 - gnz +4n -1 est un
polynéme (en n) de degré 3. Comme les suites
constantes (polynomes de degré 0 < 3) sont solutions de
I’équation sans second membre, on peut chercher une
solution sous la forme d’un polynéme de degré 4. 1l est
inutile de résoudre de maniére générale 1’équation
récurrente ; on peut chercher directement wu,, en
résolvant le systéme d’équations obtenu & partir des
premieéres valeurs de la suite.

Ces premiéres valeurs sont u, =2, ug =7, u, = 18,
us = 41, ug = 85. La résolution du systéme conduit a
la forme générale de u,, :

u, =_1.n4—§n3+_2.§n2—_1_3.

n+l
" 8 4 8
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Pour calculer I’espérance et la variance de S, utilisons la
méthode des fonctions génératrices. Posons

he = PlS=H) I(Z)=Zz;ﬁz", g(z)=z“=;gnzn et

[o. 0]
h(z) = E hkz}“ . En pratique, la capacité des autobus
k=0

et celle du ferry sont limitées, de sorte que les sommes

= f [f PN=n) P(X; + X, +.. + X, = k)]zk
= g [z: g A X+ Xp+ v X, = k)z’“]
F [ f e ox - 04)

On en déduit immédiatement l’espérance et la variance

HS) = h'(1) et Varls) = n” (1) +h’(1) -[n’/ (1)

On obtient, en utilisant ces formules aussi pour les X et

HS) = BX) HN)
Vars) = Var(x,) BN + Varl) [ Bx) ]

278
9.
1H m
2 4
@ O
4 O
c) W
sont finies.
On a:
(o}
h(z) =Y h*
k=0
=¥ (o l1a])
n=0
= go f2)
de S, grace aux formules
pour N,
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La densité fde X est définie par
1
fla) = exp

-l[u]z]

oy2x 2o

L’espérance E[X] de X vérifie E[X] = p, et sa variance

Var[X] est donnée par Var[X] = o>

Pour tous réels a et b, la variable aléatoire aX + b suit

une loi normale N(ap + b, |alo).

Enfin, une variable aléatoire X d’espérance p et de

variance o2 suit une loi normale N(u1;0) si et seulement

X-p
o

si suit une loi normale réduite, N(0;1).
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