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q Plan du cours

|
1 Analyse d'erreurs

2 Equations non-linéaires

3 Systemes d'équations

4 Interpolation et approximation

5 Dérivation et intégration numeériques
6 Equations différentielles



ANALYSE NUMERIQUE
POUR L'INGENIEUR

CHAPITRE 5: DERIVATION ET
INTEGRATION NUMERIQUE
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q CHAPITRE 5

Plan

1. Dérivation numérique

1.1 Dérivée d'ordre 1

1.2 Dérivée d'ordre 2

1.3 Applications: méthode des différences finies.
2. Intégration numérique

2.1 Formules de Newton-Cotes simples

2.2 Formules de Newton-Cotes composées

a) Méthode du trapeze

b) Méthodes de Simpson

2.3 Méthodes de Gauss
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Dérivation

1. Dérivation numérique

1.1 Dérivation numérique premiere
Dans le chapitre 5 nous avons utilise le polynome d'interpolation
pour approcher une fonction 7 Nous allons maintenant nous
servir de ce polyndme pour approcher les valeurs de la fonction f’
dérivéee de f.
Soit f une fonction réelle sur [a; b]
Considérons n + 1 points distincts de [a; b] notes x0; x1; [ xn
et soit Frn - le polyndme de Lagrange qui interpole f sur

.On a {T'LTIV"H’M}
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Dérivation

.f'::” :P*.-'-:-':IJ +E*.-'-:-':TJ

Nous approchons
fliz)= P (x), =¢cla,b]

et nous cherchons a estimer l'erreur

E.(x) = f'{x)— Plx)
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Dérivation

On a Théoreme Soit f = c™{a,b) Pour tout xi; i = 0;1; ;n, il
existe un point i du plus petit intervalle ferme contenant x0;
x1; ..., xntel ne

E'x;) = fllzg) — Prlzy) =

n
1 L (re41)y
(100 H I:T't'_ﬁi:al I (e, )

i=0,574

Corollaire Une borne supérieure de l'erreur E(xi) est donnee par
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Dérivation

A Ti ) [= - 1 |y — Iy )
(n 4+ 1)! Dt
| i () |

ou M designe le maximum de
Quelques formules de dérivation numeérique
Nous supposons que les points x7 sont quidistants:

s =rp+ith, 1=0,1.2 --.

Dérivation et Intégration Numériques. Pr. RACHID SEHAQUI Univesité Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences Ain Chock



Dérivation

En dérivant les formules d'interpolation de Lagrange a deux, a
trois points et en évaluant / aux points d'interpolation, nous
trouvons les formules de dérivation suivantes:

Formules a deux points d’ordre 1

. 1 h ..
flrg) = E[_ff._:t‘.j + h)— flzo)) — EIF (kg |

Formules a trois points d'ordre 2
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q Dérivation

Formules a trois points d'ordre 2

Différences arrieres
1 h (3] J
fizo :'=2hL 3fL1c-J+4=fL11,l—fLﬂz,l"+—f (H )
A | S S
fiixy) = EthLin flxa)) — Ff”"':ﬂi:'

: 2
/(22) = o= f(20)~4f (20) 43 (22))+ 7 ) z)
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Dérivation

D'une maniere générale on a les formules suivantes

d'ordre 1:
fliz) =+ (flz+h)— flx))

flz) =+ (flx)— flz—h))
d'ordre 2:
fi(z) == ;—h (—flz+2h)+4fiz+h) —3f(x))

fliz) = & (flz+h)—flz—h))

i — i f . . . i i
flx) = g5 (3f(x) —4f(x—h)+ flx—2h))
Dérivation et Intégration Numériques. Pr. RACHID SEHAQUI Univesité Hassan II Casablanca
Faculté des Sciences Ain Chock

12



q Dérivation

1.2 Dérivation numérique seconde
Nous approchons la dérivée seconde par

fl{x)= P)(z), =& la,b

Quelques formules de dérivation numérique seconde

=) =52 (flz —2h) = 2f(z — h) + flz)) + O(h

(flx+2h)—2f(z+h)+ fiz))+ Cih

=)

f'z) =
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Dérivation

Nous approchons la dérivée seconde par

f'lz) =gz (flz + h)2f(z) + flz — k) + O(h?)

ffix) = ﬁ (—flz+2h)+ 16flx+ h) — 30f(x)
+16f(x — h) + f(xr — 2h)) 4+ O(h?)

1.3 Application: la méthode des différences finies
Exemple: On cherche une fonction y(x) solution du probleme aux
limites:
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Dérivation

y'(x) =0, D=x=<6

y(0) =-1
y(G) =35
Pour cela on pose:
h =%,TD=D,Ti=TD+Eh,I‘N=5
Ui = ylrq)

vz o~ s (i — 2w+ weq),i=1,2,- - N
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Dérivation

1.4 Instabilite numerique
But Etudier I'effet de I'arithmétique flottante sur la précision
reelle d'une méthode d'approximation numérigue. On va traiter le
cas de la formule centrée:

".I

fllz) = Elh flr+h)—flx—h)— —f'ra'l‘u:t“l

Dans la pratique le calcul de f(xxh) est engendre par des
erreurs d'arrondi:
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q Dérivation
On a alors

F(2)— & (Flz+h) - flz—h) =

1 \ R2 afays..
ar €1 —Ea) — 1 o)

Si )
M=max| f*z)|, e=max{|e | |ea]}

On a alors la majoration suivante

1 = L E h?
| fiz)— oh (fLEL +h)— flr— h]l) |< S M
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Dérivation

Le choix de A optimal est celui qui minimise /a fonction

£ h?
A ¥ gl
Rt g

JE 3
h=| —
(37)

Exemples d’application

flx)=e*enx=0,h=0.1
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Dérivation

Extrapolation de Richardson

o Ve (2) = Qupp ()
exa — (27 — 1)

Exemples d'application avecn=1etn =2

flx)=e*enx=0,h=0.1
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Intégration

2. Intégration numérique
Soit f :[a.B] — R yne fonction integrable.
On ne sait pas toujours calculer la valeur exacte de l'intégrale

&
Car r= [ f(z)dz
& il

f peut ne pas étre donnée par une écriture mathématique
mais comme résultats de mesures.

f est définie mathématiquement mais on ne sait pas calculer
explicitement sa primitive.

Dérivation et Intégration Numériques. Pr. RACHID SEHAQUI Univesité
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Intégration

On cherche alors a approcher f par un polynome P, par exemple,

et on prend la valeur numérique de l'intégrale JI": Plx)dr

comme valeur approchée de I, I/ existe de nombreuses formules
d'intégration numeériques ou de quadrature suivant I'approximation P
gue ['on choisit pour f. On étudiera dans la suite le cas ou P est un
polynome d'interpolation de £,
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Intégration

2.1 Formules de Newton-Cotes simples

a) Formule du rectangle

[7 flz)de = fla)(b—a)+

fb_‘?ﬂ:li fIl:_E:Iﬁ I = [ﬂ.,lg']

h) Formule du point milieu

I flz)de = f(2E2)(b—a)+

fb;:]Sle:ﬁJ:. = [ﬂ.,lr_f']

Dérivation et Intégration Numériques. Pr. RACHID SEHAQUI Univesité
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Intégration

2.1 Formules de Newton-Cotes simples
¢) Formule du trapéze

J; flz)dz = Lib— a)(fla) + F(b))—
“:' 'J-.:l _f”i_EJ., H'-.: [ﬂ-,lﬁ']

d) Formmle de Simpson

[ flz)dr = B35 (fa)+
AR + ) - (55 G ()

Exemple f 2sin(_ﬂr:j dx
]
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Intégration

2.2 Formules de Newton-Cotes composées
a) Méthode du trapeze composée On écrit

h —
la,b] = [zo, z1]U[r1, To]U - -Ulen_1,Tn], h = ——

T

et on utilise la formule du trapéze sur chaque sous-intervalle
|24, T 1]

Jl‘ub fle)dr = % (fla)+2flxz )4+ -
+2f (1) + F(0)) — 452 R2F7(6), 6 € [a,]

L/ClivAduiviil L LIIL\.BIULIUII INUITTTICT TYULCO. s INOUI LY JLl IM\yuUlL UIIIV\—DILe
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Intégration

ba |

Exemple f sin(x)dx  méthode des trapézes composées n = 4 et
o

n= 8.
b) Méthode de Simpson composée (Simpson composée 1/3 ) On
ecrit
[a,b] = [zq, 2] U 2o, 2y - - U [Tapm1ys Tan)s
h = bh—a

2

et on utilise la formule de Simpson sur chaque sous-intervalle

225, T2pit1)]
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Intégration

[0 flz)de = B (fla)+ 4f(z1) + - +4f(T2n_1)
+2f(x2) + -+ 2f(22n—2) + F(B))

~E=aptyWig), 6 < [a.b]

iT

Exemple fzsin[xj dx methode Simpson composée n =4 etn =8
0

1
a2
J‘E:"‘dx
]

Trapeéze composée, Simpson 1/3, exacte = 0.746 824 133
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Intégration

3. Méthode de Romberg

La méthode de Romberg est une méthode d’intégration qui permet
d’atteindre des résultats tres précis. Elle est basée sur une utilisation
astucieuse de la méthode des trapezes composeées (ordre 2) et de la
technique d’extrapolation de Richardson.

L _ VT T, —_— 2%T5 501 — T,
2,0 22 . 1 3.1 24-_ 1
H — .
2'51“3,1'+1_ [EY T- . = 2 laia — L
Iy; = 6 _ 1 2 28 — 1
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Intégration

Ce qui donne un triangle de la forme :
Méthode de Romberg
Ty Ty, Ty Tips Tys Tye (ordre 2)

T, T, T3 Tu Tys (ordre 4)
T3 7 T3, T35 T34 (ordre 6)
Ty T4 T4s (ordre 8)
Ts 1 Ts,, (ordre 10)
Te 1 (ordre 1)
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