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R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
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Vibrations linéaires
des systémes a 1 degré de liberté

Plan du cours

e Présentation générale de I’étude des vibrations
* Position du probleme et observations
e Ecriture de I'équation du mouvement a 1DDL
e Ftude des vibrations libres ou naturelles
- Systéemes non amortis ou conservatifs
- Systémes amortis ou dissipatifs
e Ftude des vibrations forcées
- Réponse a une excitation sinusoidale
- Fonction de réponse en fréquence
- Mesure de I'amortissement
- Excitation périodique
- Réponse a une excitation quelconque
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Avant (Calcul) Roles de l'ingénieur | Aprés (Mesure)

Dimensionner | Surveiller
Modéliser Diagnostiquer

Concevoir
Modifier

Quand un systeme est mal congu ...
Destruction du pont de Tacoma (USA) (7/11/1940) - 4 mois d’existence

DISASTER!
The Greatest

Camera Scoop
of all time!

-
oments
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Cliquer pour animer
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Capteurs et excitateurs
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RIEENARIECURIE des systémes & 1DDL 3t¢année - LA 30B
Les vibrations en pratique

Mesure des déformées _
opérationnelles &
d’un véhicule

Mesure des modes de
vibration

. . ays d’une roue a aubes
Calcul des vibrations d’un batiment

en grandes déformations
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Les vibrations en pratique

Un mode de vibration

B ) ; Un mode de vibration du Concorde
d’une caisse de voiture
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Quelle précision est nécessaire au probléme ?

Différents types de modéle

Modéles discrets Modéles continus
(M1S2 — MS 122) (M1S2 — MS 138)
nombre fini n de ddI nbr o de ddl (n)

(cordes - poutres - plaques)

Ecriture : analytique
itu yuqu Ecriture : analytique

Soluti hée :
olution approchee Solution : analytique exacte

analytique sin <2
numérique sin > 2 Modéles a éléments finis
(M1S2 — MIS-138)
association d’un nombre fini
de structures continues élémentaires
Ecriture numérique
Solution numérique approchée
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Probleme

= Quelle structure vibre ?
= Quelles causes ?
= Quel mouvement ?
= Quels paramétres ?

Observations

Mouvement :
Oscillation autour
d ‘'une position
d ’équilibre statique

Cliquer pour animer

Paramétres influents :
Inertie
masse, moment

Elasticité

traction, cisaillement, torsion

Amortissement
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Modeles de Systemes vibrants a 1DDL

o ' “‘:‘
el I i

En translation En rotation Pendulaire
Paramétrage Translation Rotation Pendulaire
Déplacement | Longitudinal : x Angulaire : 0 Angulaire : 0

Inertie Masse : M ’Mom_enF Masse : M
dinertie : I
. Résistance Résistance
Raideur S g . 5 S Pesanteur
a l'allongement : k| a la torsion : k
Amortissement Frottements visqueux : ¢

Objectif :
Déterminer la forme du mouvement de la structure en fonction :
- du temps : x(t), o(t)

- de la fréguence de | ‘excitation : x(Q), 0(Q)
F.Ollivier 2007-2008 10
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Modeles de Systemes vibrants a 1DDL

Accélérometre

Ressort

Masse sismique _.
—

Cristal piezo électrique

x(0)
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Modeéles de Systemes vibrants a 1DDL

0
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__ k
X / g
70 =
Passerelle )
k
12




Licence de Mécanique

Vibrations linéaires
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niE & MARIE CURIE des systémes a 1DDL

Ecriture de | "éguation du mouvement 1DDL
(en translation)

2 méthodes ”“ Théoréme de I ’énergie :

Bilan des forces (PFD) : * Energie cinétique : T=1imx?
= Force d ’excitation : F(t) " Energie p’oten_tielle. Ve i@
= Force de rappel élastique : -k x(t) clastique : 2

» Force de frottement visqueux :-cx(t)] = Puissance dissipée : I ,=cX’

ZForces =my » Puissance extérieure : II, =Fx
< F-kx—cx=mx
d(T+U)+1‘Id _m,
dt
c o mX+kx+cx=F
l F
7 :l_4_ m j—) = N

MWW ) mX +cX +kx =F
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2 états de vibrations des structures
» Les Vibrations libres (VL)

Réponse

Excitation Vibration naturelle de la structure
= Pas de force extérieure = sans amortissement :
F(t) =0 = libre # Mouvement harmonique (= a fréquence constante)
= Positon et/ou vitesse a la fréquence naturelle (ou propre)

entretenue (= permanente)
ou transitoire (= courte durée

initiales non nulles = avec amortissement :

Mouvement pseudo harmonique amorti

> Les Vibrations forcées (VF)

. Réponse
ExLatl’o.n Vibration forcée de la structure
= Force extérieure Mouvement accordé a I’excitation :
Amplitude et phase
) selon le spectre de I’excitation
+
Vibration libre si x, et/ou v, 0
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F(t) # 0 = forcée

. — Vibrations linéaires
PIERKE 5 MARIE Ulllll des systémes a 1DDL

Solutions de | "‘équation du mouvement
Vibrations libres non amorties (c=0)

Equation du mouvement : mx(t) + kx(t)=0 < X(t)+£x(t) =0
m

x(t) = X,e ™ + X e ™!
sotution ; | XW=% 2 ‘ K
3 écritures { X(t) = Asin(o,t) + Bcos(m,t) ou |o, = o
équivalentes
X(t) = X cos(w,t - ¢) o, . pulsation propre,
Rg : fonction du rapport
de | ‘élasticité a | ‘inertie.

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

Conditions initiales :
x(0) = x o> copstantes
vO A, B ou X;, X, ou X,f
0

x(0) =

X : amplitude,

Vo _
x(t) = " sin(mot) + Xo cos(wot) = X cos(awpt + ¢) ¢ : phase

0
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ke fanit CURIE des systéemes a 1DDL
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Vibrations libres d’'un systeme non amorti

X(t) = —sm(coot) + Xq cos(mpt) = X cos(mpt — )
G
X(t)“ X(t) = X cos(agt + $) = X cos (g (t - At)) 2
Vv
To= 1/ f, = 2n/w, X = [—Oj + %o
®
> _ ¢” \ VO 5
Va‘ \ X cos(amqt) At _;f:; \‘ tgd = (DOXO/’
Xg T 7 , X /
\\‘ 'Ir \\‘ "I /
l\ II ‘\ ,I' t
\\ r‘ \| ,I
) O = WAt :
Ay ) A) 0
\\ Y ‘\ ’l
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Vibrations libres d’un systeme non amorti

R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
BIERACE MAIECUBIE des systémes a 1DDL 3%année - LA 30B

Solutions de | ‘équation du mouvement
Vibrations libres amorties (c+#0)

Déplacement Vitesse Xx(t)=—wpX sin(mgt—d) )

A A
Equation du mouvement :
= — Y
x(t) = X cos(aot =) X = wpX cOS(aot ¢+ 2) o L C. ;
2 mXx(t) + cx(t) + kx(t) =0 < X(t)+ —x(t)+ wg” x(t)=0
X
) m
™2 X : . RN
0 Solutions de la forme : x(t) = Xe
: . R . 2 C 2
> Equation caracteristique : S°+—Ss+wy = 0
t m
C C 2
Racines : s— -+ || = —(002 = —Ewy + wpyE2 —1
2m 2m
Accélérati eDéplacement et vitesse c )
cceleration en quadrature = 5 & : facteur d’amortissement
X(t) = —wp 2X cos(wot — ) eDéplacement et gccélération mamg
5 en opposition de phase 3 cas d’amortissement selon &
= “X cos(agt — ¢+ 7)
F.Ollivier 2007-2008 17 F.Ollivier 2007-2008 18

L — Vibrations linéaires Licence de Mécanique O EHE TR Vibrations linéaires Licence de Mécanique
prense & MARtE CURTE des systémes a 1DDL 3¢année - LA 30B prense & MARIECURITE des systémes a 1DDL 3¢année - LA 30B

Vibrations libres d'un systeme amorti
amortissement surcritique : § > 1

X(t) [0 = 0y 1 _

x(t) = X1e’°‘t+X2e°‘t]e’E"°°t

=[A ch(at) + B sh(at)]e '
=| 3% ch(oc’[)+—§®0x0 Vo

sh(oct)} g 0!
Oy
V>0

Xo €XP(-Emqt)

v
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Vibrations libres d'un systeme amorti
amortissement critique : £ = 1
w,t

4 et X(t) =[Xo(1+ wgt) + v t]e

v
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B & tianis CURIE des systémes & 1DDL 32année - LA 30B B & tianis CURIE des systémes a 1DDL 32année - LA 30B
Vibrations libres d’un systeme amorti Vibrations libres d’un systeme amorti
amortissement sous - critique : £ < 1 amortissement sous - critique : £ < 1

X(t) x(t) = X e ! cos(wgt — ¢) Détermina_tion expérimentale x(t) T,

A de I'amortissement en V.L. : "\
. XH
- Pseudo pulsation On mesure les amplitudes X, et X, X1 ‘\ 11\ A
_ / 2 de 2 maxima successifs séparés de T, e
x(0) ~~ T4 = 210y Og = oy1-& Ona: i : \/ V i \/t
N _ =&ty
=~ 4 \4;// X eXp( E_s(l)ot) X, _ X(tO) _ x_im e _ e?;(»on On obtient 3 plus
= — Xn Xl +Tg) X g =™l précisément avec des
IR Décrément logarithmique maxima séparés de
> pTy:
— — —-v‘t Soit5=|l’1(xxn J et 8==EwgTy =2mg =0 = anz 5=tin| X
- n+1 | @4 \1-& | P Xnsp
- donné par la mesure déduit de la modélisation 5
—_— 2 Vi - X , . s 2o —
- e \/on +(v0 +F;o>0xoj tgp = Y0 L )?Eﬂ)o 5__2nc |Ded déterminé par la mesure, on dedlglt g m
- O a”o J1-82 | Rq:si & << 1 alors 8=2nf=&=—
2n F.Ollivier 2007-2008 22
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Vibrations forcées harmoniques Vibrations forcees harmoniques
CJGS systemes non amortis
jlc : Rappel de 'équation du mouvement W L ‘équation du mouvement est :
AMAAA " — PP a © © * ~ mX(t) + kX(t) = FO COS(QtQ’] )
MO MO NN mX(t) + cx(t) + kx(t) = F(t) La réponse transitoire est la solution générale (celle en V.L.) :

7777777777, 7>
Excitation harmonique F ( t) _ Fo cos (Qt) _ FO Re[ejm}

(notation complexe) .

X, (t) = X, cos(m,t—¢,)
La réponse permanente est la solution particuliere de la forme :

. i o ) X, (t)= X, cos(Qt)
Réponse = Rép. transitoire x,(t) + Rép. permanente x,(t) . F,/
0 o/M

P k-mQ? 0,2 -0

En la substituant dans (1) on a I'amplitude : X

= x,(t)_ = Réponse en régime libre (voir + haut)

_ S AF e A F F,/m
Xp(t) = mouvementAapres disparition du transitoire Le mouvement forcé permanent s'écrit :  |X,(t) =2‘)#chos(9t)
*Harmonique de méme pulsation Q que | ‘excitation © —
»Amplitude X et Déphasage y & déterminer et la solution compléte (trans. + perm.) :  X(t) = X,(t)+x,(t)

Remarque : Sans amortissement, I’excitation et la réponse sont en phase

F.Ollivier 2007-2008 23 F.0llivier 2007-2008 24




Vibrations linéaires
des systemes a 1DDL

Vibrations forcées harmoniques
_. des systemes sous amortis

c x(t)
g ;m mx(t) + cx(t) + kx(t) = Fy cos(Qt)

M ONNC)

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

ll\l\vlukl]l
PIERRE 5 MARIE cCURIE

< X(t) + 2E0pX(t) + wp2X(t) = %Ocos(Qt) 2)

x;(t) = [ X cos(ayt — ¢;)]e ="'

X, (t) =X, cos(Qt-¢,)
Par substitution dans (2) on obtient le mouvement forcé permanent :

1 260,02
“m Q) = Arctg| ——2—
m \/(w02—92)2+4(§9m0)z #(2) rcg(moz—ng

X(t) = % (t) +x,(t)
X(t) = [X; cos(wqt — ¢)] g o™t X, cos(Qt - ¢p)

—
—~ ~

Réponse transitoire Réponse permanenie .o 25

La réponse transitoire (celle en V.L.) :

La solution particuliére est de la forme :

La solution compléte :

ll\l\vlukl]l
PIERRE 5 MARIE cCURIE

Exemples de réponses

a des excitations
harmoniques

Vibrations linéaires
des systemes a 1DDL

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

X(t) = X, cos(mgt — d;)e =" +
m

Fo

cos(Qt - ¢p)
\/(0)02 — Q2 +(280Q)

Mgl )

Aa Al

Ay

Xo=5 dal  eamATE D T d Fek= @ o | E

Vomi¥ LI 7 sl ke BOMS 1T

g4 @=- 14 o =

—
—_—
'-—_'::—
"'_“—'_——
—
_‘_'.'_'__"
:~—_|..
_—
=
.__=n
'L'=.
5
Agatisa
—
—

T
"ot
B E
HHl .
o
8
D
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[
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Vibrations linéaires Licence de Mécanique

INIVERS
lI\JIIM |“| \lnll CURIE

Vibrations linéaires
des systéemes a 1DDL

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

Vibrations forcées harmoniques
xx, Courbes de Réponses en fréguence
4

35

X(p)

1

AB)=

015

X (=) JA-B2) +4e%B2

pitans ¢ Aanit CURIE des systémes & 1DDL 3¢année - LA 30B
Vibrations forcées harmoniques
Etude de la réponse permanente
On a: [X,(t) = X cos(Qt- @ (Q)) avec
1 2
X(Q oy
t Arct
m J(oao @y |77 gLoo 92}

= Amplitude et phase de x,(t) dépendent de la pulsation Q de I'excitation

Coefficient d’amplification dynamique (sans dimension) :

A@)=A(p-2|-x(p)E -2 o lag)-

0 st

1
(1-p*)* +4€°?

Résonance : I'amplification de la force appliquée est maximum
lorsque sa fréquence tends vers la fréquence propre du systéme :

Q - oy (B — 1) alors A(Q) et X(©) maximum
F.Ollivier 2007-2008 27
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Mesure de I'amortissement
xx, @ partir de la réponse en frequence (1/2)

AB)=—— Méthode de
(1-p°)" +4%p° o1 —
35 | € 025 — | | I"'amplification maximum

A la résonance, I'amplification
est maximum et g ~ 1.
On mesure le

Facteur de qualité:

R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
BIERACE MAIECUBIE des systémes a 1DDL 3%année - LA 30B

Mesure de I'amortissement
a partir de la réponse en fréquence (2/2)

XIX,,
T 1 T T r
“TIAB) = Py ar Méthode de la
35 P =P £ oz bande passante a -3dB
(Valide lorsque £<< 1)
3 A
-3dB < —max 1
Je A?(Byge) =
PY-J% [ . . ( 3dB ) (1 _ 6,3d32 )2 + 4&,2[3,3(152

S B =1-287 £4E\1-€7

1
Q:AmaX:A(1):2—g .
13 S Py =118 si Ex1
. 1 )
On en déduit  |5=-5
2Q A
05 azﬁz_&:mz_(’%: ®_398
Noter que : ' i 2 20, 20,
0 Jmk
Q:i:mmozi g B P2 Noter que : Q:i: ©o
0 02 05 075 1 125 15 4TS 22 C C 0 025 05 075 1 125 15 175 28 A 44
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Admittance et Impedance Admittance et Impédance
L'admittance ou mobilité Admittance Impédance

traduit la susceptibilité du Exemple pour ¢ = 0.07

systéme au mouvement sous /
I'effet d’une force appliquée : /
Pour une amplitude de force donnée, ofe =
I'amplitude, la vitesse ou l'accélération

du mouvement sont d’autant plus

importants que la mobilité est grande Qo Oioo

Me (@)= ()

fe B G

WiIF ()

L'impédance traduit la
résistance du systéme au ,
mouvement sous l'effet d’'une Ein e

force appliquée : Pour une force 0
d’amplitude donnée, I'amplitude du
mouvement est d’autant plus faible que
I'impédance est grande

(cE)

20

GiF

V (oo (oo

Aux basses fréquences

X 1 0 A S i M
Q<<oy : M,y(Q)=—=— » | T
F  k Bl
La mobilité du systéme 1
dépend de la raideur e s
Autour de la résonance PN R
X 1 Tl 5. |
Q=0w, : M (Q)=2=— T
F 2tk % :
La mobilité du systéme e
dépend de 'amortissement b M
En haute fréquence
oiry R
X o 1
Q>>ap: Myp=—=r—"~ > P L i
F kQ mQ 10 W o
La mobilité du systéme Clfon

dépend de la masse
F.Ollivier 2007-2008 32
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Transmission des vibrations

Un objet de masse M subit les
vibrations de son support

_1‘x(t) o
)%(t)
@ rL‘ k

On évalue le transfert vibratoire
du support vers I'objet par la

Transmissibilite

Transmissibilité :

X 1445282

Crmo

F.Ollivier 2007-2008 33
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Isolation vibratoire

Pour le systeme non isolé (courbe
bleue), la structure et la liaison au 0
support sont caractérisés par

M =1kg et k=105N/m
soit ®, = 300 rad/s ou f,=50 Hz
avec ¢&¢=0.1

Le systéme est isolé des vibrations
du support pour les fréquences
supérieures a 70 Hz

=

Transmissibilité

Pour le isoler le systéme, on modifie
sa suspension en assouplissant la —
liaison
k' = k/200 = 500 N/m
et en ajoutant de I'amortissement il
g =5x¢
Le systéme est désormais isolé a
partir de 5 Hz (Courbe rouge) FERlEME )

F.Ollivier 2007-2008 34
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Systeme soumis a des excitations multiples
Principe de superposition

La réponse d'un systéme linéaire (SL) a une somme d’excitation
est la superposition des réponses a chacune des excitations

Fi() xi(0) ol xal) o Folt) = SL_x,00

o Fi(t)
a, Fy(t)

a; Fy(t) Q+ X(8)= a; X4(1) + ap Xp(1)_+ a3 X5(t) + ....... + a, x,(t)

F.Ollivier 2007-2008 35
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Excitation T périodique
Décomposition en Série de Fourler

= Une excitation de période T F(t)
i.e. telle que F(t+nT) = F(t) '/V/L\ '/‘V/m‘t ./\JX,‘ f‘- S, ::-.

peut s’écrire comme une série : '-.- t

= iFﬂ(t F, +ZA cos(nQt)+B, sm(th +ZF cos(nQt—vy, )
n=0

n=1

Fo, A, et B, sont les coefficients de Fourier

Fo = ? IF(t)dt Valeur moyenne

=
A, :% [F(t)cos(n@t)dt F-JAZ+B?
3 o :
B, = [F(t)sin(not)dt I =2,
0 F.Ollivier 2007-2008 36
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Excitation T périodique
Réponse

A la composante harmonique F(t) de I'excitation correspond la
réponse harmonique x,(t) de méme fréquence nQ :

F.(t)= F, cos(nQt—y, )| == |x (t)= X, cos(nQt—y, —¢,)

1
X, (nQ)=-—" -
Avee m \/(%2 ~(nQ2)’ ) + 487 (o)’
,(nQ) = Arctg Ofg_n—?n(z;)z

Finalement, par application du principe de superposition, on a :

_ ixn(t) — ixn cos(nQt—y, —¢,)
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¢ — 0 ) ) . R
| o Exemple : Excitation a 3 composantes harmoniques
—
WIS ; F(t) =F, cos(Qt) +F, cos(2Qt) + F, cos(3Qt)
4
T
\Q // -\ // TR _~ // \ 7 3\\\\ //"\\
NIRRT SRR
F, Q=0.6 o et &=0.05 X X
X, =1.5F,/k X,
X, =2.2F,/k |
Xs;=0.5F,/k
o |20 30 ’ 1 @ o0 30
0)o (]

x(t) = X, cos(Qt—¢,) + X, cos(2Qt - ¢, ) + X, cos(3Qt - ¢, )

S /~&

~ /
~J= \/
= \r
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Exemple : Modélisation des vibrations d’un moteur de moto (1/7)
Systéme a étudier :

* Bloc moteur : Masse totale M =20 kg

» Suspension : Raideur =k, ¢ négligé

+ Position verticale du bloc moteur : x(t)
Hypothéses :

* L’excitation provient du déplacement des

masses mobiles concentrées en M,=200 g

et M,=700 g

* Le déplacement horizontal est impossible

* Le bloc a un déplacement vertical seult
Paramétrage

* | : longueur de la bielle, (15 cm)

* o :angle bielle / verticale (<< 1)

* r : rayon du vilebrequin (5 cm)

+ Q) : la vitesse angulaire du vilebrequin

* u(t) : position verticale du piston/PMH
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Piston-.. |

Pivot

UHIYERSITE Vibrations linéaires Licence de Mécanique
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (2/7)

Force extérieures

Mouvement vertical des masses M,et M,

Forces d’inertie verticales opposées :
Fi=-M;v(M)

Position verticale de M1/PMH : I -  COS Qt
M Accélération verticale de M1: r Q2 cos Qt
Pt Force verticale due a M1 :

F, =-M,r Q*cosQt

Position verticale de M2 /PMH : u(t)
Accélération verticale de M2 : u(t)
Force verticale due a M2 :

F, =-M, i(t)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’un moteur de moto (3/7)

Relations géométriques diverses :

Piston~-.

(1) lsina:rsithcom%sith

(2) u+/cosa+rcosQt=1I+r
< u(t)=1(1-cosa)+r(1-cosQt)

A
| - Bielle

N

R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
BIERACE MAIECUBIE des systémes a 1DDL 3%année - LA 30B

Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (4/7)

Force d’inertie totale : Décomposition par contribution des masses

F(t)=-Q%r M, cosQt — Q*r M, (cos Qt + gcos 2Qtj

Représentation pour N = 5000 tours/min soit Q = 523.6 rad/s

OL2 15000
o S uft) = l—2 +r(1-cosQt) 0000
. 2 ~ 5000
rsin® Qt Z
& u(t) = ————+r(1-cosQt) =
21/ o 0
o
- -5000
Force d’inertie due a M, :
= -10000 Hf
r -
F,(t) = -M,Q%r (coth +—Cos ZQt] 15000
/ Temos (s)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (5/7)
Force d’inertie totale : Décomposition en fréquences

F(t)=—-Q%r (M, + M,)cosQt - Q*r M, gcos 20t

Représentation pour N = 5000 tours/min = Q = 523.6 rad/s
2 composantes harmoniques (Q et 2Q)

15000 F
10000
5000 |
ol |

Force (N)

-5000 r

-10000

-15000

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Temos (s)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’un moteur de moto (6/7)

Fréquence naturelle de vibration : ®y = 4| —
M

0]

Vitesses de rotation critiques : Q =0, et 2Q,=0,<=Q, = 70

On choisit la raideur k de la suspension pour qu’un régime courant du
moteur (Q = 5000tr/min) ainsi que la mi-régime, ne soient pas critiques pour
la vibration.

On prend ®, = 1000 tr/min = 104 rad/s

On en déduit k = 219300 N/m

Force d’excitation F(t)=-Q%| (M, + M,)cosQt + M, %COS 20t

Pour obtenir la réponse permanente, on applique aux deux composantes
fréquentielles, le résultat établi pour I'excitation harmonique :

Réponse permanente :

X, (t) = —Q%(Wcos(ﬁt) + EMZ—/kzcos(ZQt)j
(1-B%) I (1-4B7)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’un moteur de moto (7/7)
Réponse permanente : Q = 5000 trs/min et w,= 1000 trs/min soit §=5

R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
BIERACE MAIECUBIE des systémes a 1DDL 3%année - LA 30B

Réponse a une excitation quelconque :
Utilisation de la Transformée de Laplace (1/3)

Erfﬂfnsiqrmée de Laplace Transformée des
M, +M.)/k r M., /k erinition : i
X, (t) = _er[%cos(ﬂtﬁ—2—/2003(2Qt)j ; fonctions usuelles
(1-p%) | (1-4p?) f(ty=2 F(s)= [ f(t)e ™ dt 8(t) = 1
0.0025 X Propriétés utiles : gt — _nt
0.002 Xa()+ bxi . o & n+1
0.0015 |- | Linéarité (s -S,)
B 0.001 |- 1
= ooos | | o,f (1) + a,f,(t) 2 aF,(s)+ a,F,(s) Sin(sot) o i So i
E o P . e S"+S
B s L Transformée des dérivées 0
& i : S
8 oo , (1) 2 sF(s)-f(0) cos(sit) & o
! . 0 s$° +5s,
0002 | : f(t) = s2F(s)-sf(0)-f(0)
-0.0025 o } . S
0 0.02 00 oste ° 0.08 01 Propriétés de décalage Slnh(SOt) = o7 _OS 5
Le mouvement vertical du moteur est quasi harmonique de fréquence Q. fit—-t,) = F(S)e‘S‘o 0
La partie de la force a 2Q est sans effet. s h(s.t N S
L’amplitude est de 2.5 mm. e *f(t)ye2z F(s+s,) cos (SO ) — 2_g2
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Réponse a une excitation quelconque : Réponse a une excitation quelconque :
Utilisation de la Transformée de Laplace (2/3) Utilisation de la Transformée de Laplace (3/3)
¢ —> 0 Lorsque F(t) est une force gcq, non On en déduit la transformée de la réponse cherchée :
—a— exprimable en combinaison linéaire
MWW de fonctions harmoniques, il peut étre F(s) 1 (s+ 2@‘90 )Xo -V,
fL e @ plus simple de passer dans I'espace X(s)= 2.9 > T3 2 2
complexe de Laplace ou les calculs . m 8" +280,S+ 0, , ,S + 28055 + |
mX(t) s CX(t) + kX(t) = F(t) sont plus directs. Réponse permanente X, (s) Réponse transitoire X, (s)
On commence par transformer chaque terme de I'équation du mouvement Soient s, et s, les racines du dénominateur: ~ S° + 28m,S8 + m02
F(t) = F(s);
(t)e=F(s): 2 X FO 1 (200 v,
X(t) 2 X(s); x(t)2sX(s)—x, X(t) =2 s°X(s)—sx, -V, | m (5—31)(3—52)| . (3_31)(3_32) |
L’équation du mouvement s’écrit alors dans le domaine complexe Réponse permanente X, (s) Réponse transitoire X, (s)

(ms2 +cs+k)X(s)—(ms+c:)x0 —-myv, =F(s)

& (8% + 28wys + @7 ) X(8) — (8 + 28wy )X, — Vo =F(s)/m
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Les deux termes se décomposent facilement en éléments simples.

On en déduit I'expression de la réponse totale
x(t) par transformation inverse (cf. formulaire)
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Exemple : Réponse impulsionnelle

On applique cette méthode au cas d’une force impulsive : F(t) = Fo 5(t)
Pour le cas ou le systéeme est immobile initialement, on obtient :

X(s) i L avec  Syp = —E0y T wgE° —1
m (s—s,)(s-s,)

Et on arrive a :
Wy = 0)0\/1 — &2 0.0z

Réponse impulsionnelis

| ——k-005
| ——e-026

R O — Vibrations linéaires Licence de Mécanique
BIERACE MAIECUBIE des systémes a 1DDL 3%année - LA 30B

Rendez — vous
en M1 pour des
vibrations un peu

F, _ . .
—° e “sin(ogt) sig<1 ¢
m&m, = I

: plus complexes

x(t)={ —°.t.e™™ siE=1 3§

m e L O O T

E font m = 10 kg

—2 g ™' gh(at siE>1  om k =10°N/m |

ma (ot) 5 Fo = 1000 N mEw

o = M, &2 -1 08 5 005 EI;W 015
Temps(s!
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A 3 MS122 : Dynéititgi&°dé¥ systemes di¥érets
Exemples de modeIeAs dlsbclrets
utomobile ~--1-4£——- y

Corps humain

Modéle discret modéle 3 ddf

Tangage/

o

Turbine de générateur
modéle 1dd|

Béatiment
a n étages
modéle n ddl
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Objectif : Modélisation des structures vibrantes par n dd/

Programme Cours (JC Guinot) (10h) — TD (12h) — TP (6h)

= Rappels sur les systéemes a 1 dd/

= Systemes a 2 ddl :

= Modes d’excitation
= Harmonique ou quelconque

= Représentation matricielle des = Transitoire et permanente
équations du mouvement = Par des actions extérieures

= Fréquences et Modes propres = Par le mouvement des supports

= Matrices d’Inertie et de Rigidité

= Matrice de souplesse = Outils

= Etude des couplages = Equations de Lagrange

= Algébre linéaire

=Transformées de Fourier et Laplace

= Systémes a n ddl :

= Fréquences et modes propres

= Analyse modale Travaux pratiques
= Coordonnées généralisées Systemes discrets & 2 ddl :
Equations couplées » Absorbeur dynamique

=Oscillateur a coussin d’air

= Coordonnées principales sl :
= Modeéle sismique : batiment a deux étages

Equation découplées
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T Vibrations linéaires
UNIVERSITE . N
des systemes a 1DDL

penre s MARE CURIE

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

MS138 - Propagation d’ondes
(Vibrations des systémes continus)

Objectif : Etude analytique de la dynamique
des structures déformables élémentaires et de leurs assemblages

Ondes Longitudinales — Traction/Compression
Barres et poutres
P ==

\>0>| Ondes
<& ( : de torsion
Ondes Transverses — Flexion

il
Membranes <

30
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Vibrations linéaires Licence de Mécanique
Jes systémes a 1DDL . 3¢année - LA 30B
Exemples de problemes

M =t i

Rail-Ballast
Modele continu

Elément M . s SRVERSES 0 |
du viaduc - | ow g SRR e
de Millau " — .
% A Vx
ERte 20000777

Fo(x.0)

Vibrations des péles d’hélicoptere

Traction-Compression il 1‘0"
Modélisation Flexion 5%,
Seuthom

de la guitare acoustique Torsion

t

. Vibrations linéaires
LUNIVERSITE

prEnke & MARE CURTE

L des systéemes a 1DDL

Licence de Mécanique
3¢année - LA 30B

Programme Cours (JC Guinot) (10h) — TD (12h) — TP (6h)

Méthodes exactes
structures simples

= Ondes dans les cordes

= Ondes longitudinales des barres
= Ondes de torsion des arbres

= Ondes de flexion des poutres

= Ondes dans les membranes

= Ondes dans les plaques

Eléments finis
Simulation des structures complexes
=Principes de mise en ceuvre

T, VO Vibrations linéaires
UNIVERBSITE | .
penke s MARIECURIE

Licence de Mécanique
L des systéemes a 1DDL

3¢année - LA 30B

MS145 : Vibrations aléatoires ou déterministes

Méthodes expérimentales

Méthodes approchées
pour I'ingénieur
analyse rapide
des structures composées

= Méthode de Rayleigh :
approximation a 1DDL
= Méthode de Ritz :
approximation a 2 ou 3 DDL

=Analyse du signal vibratoire
= Analyse modale

Expériences
»Etude des cordes vibrantes
» Etude des ondes de flexion

dans les poutres
»Etude d’une plaque mince

Objectif : Acquérir la base des outils de
traitement numérique du signal en vibration

Prolongement naturel des modules en théorie des vibrations :
¢ Vibration des systémes discrets (MS122)
e Vibration des systémes continus (MS138)

Exploitation des signaux issus des capteurs
en vibration (force, accélération, vitesse)
pour le diagnostic dynamique des structures
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s(t) Si(f) =[Sl
—{ FFT
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Programme Cours (F.Ollivier) (15h) — TD (12h) — TP (4h)

= Généralités sur les signaux en vibration
» Principes et mise en ceuvre
de I'analyse spectrale de Fourier
» Qutils de I'analyse des signaux aléatoires
= Corrélation
» Densité spectrale
= Fonction de réponse en fréquence
» Fonction de réponse impulsionnelle
= Cohérence
=Etude de techniques expérimentales d’ingénieurs
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2 excitations harmoniques Q;~ Q,
Phénomeéne de Battement

F(t)=F, cos(Qit)+F, cos(Q,t) — x,(t) =X, cos(Qt—d,)+ X, cos(Q,t—d,)

QCZZZZ . s.nﬁi Z >
) i 0
i T
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DIERRE & MARIE CURIE Mécanique des systemes multicorps
EascieNCE A pARIS et vibrations

VIBRATIONS
Examen du 18 JANVIER 2006

Etude dynamique d’une passerelle piétonniéere

On cherche a évaluer les caractéristiques vibratoires fondamentales de la passerelle piétonniére de
la figure 1 en utilisant un modele a un degré de liberté (figure 2)

Figure 1 Figure 2

Dans cette étude, on considére deux étapes. La premiéere intervient a l'origine du projet de
construction, en phase de conception. La deuxiéme qui intervient apres la construction, consiste a
vérifier expérimentalement les caractéristiques dynamiques de la structure.

Etape 1: Phase de conception préliminaire

Dans cette premiére phase, on se propose de modéliser la passerelle piétonniere comme un
systeme vibrant a un degré de liberté.

Il s’agit premierement de déterminer des valeurs approchées des masse et raideur dynamiques
(m, k). Pour cela on utilise les caractéristiques des matériaux constitutifs (béton arme) et la géométrie
de la passerelle

On choisit en outre, pour représenter cette derniere, un modele de poutre déformable en appui
simple a ses deux extrémités (figure 2). A partir des caractéristiques geometriques de la passerelle et
des constantes du béton armé, on obtient pour la poutre modéle les données suivantes :

- Masse par unité de longueur p

- Module d’Young E

- La longueur L
I

- Le moment quadratique de section droite :

Le point dont on cherche a déterminer le déplacement dynamique X(t) est le centre de la
passerelle.

1 — Pour déterminer la masse dynamique m, c'est-a-dire celle qui régit la vibration (& ne pas
confondre avec la masse statique M = pL), on utilise la théorie de la statique des poutres et on
évalue une énergie cinétigue maximum par I'expression suivante :

E =—pLV?
e~ 70"

ou V est 'amplitude de la vitesse d’oscillation de la poutre.



En déduire la masse dynamique m de la passerelle

2 - Pour déterminer une valeur approchée de la raideur dynamique k, on fait encore appel a la
statique des poutres. On considére le déplacement statique Xs; du centre de la poutre soumise a
son poids dynamique. Il est donné par :

17 L*

X, =
=~ 359 28E
En déduire I'expression de la raideur k.

3 — Donner ensuite I'expression de la pulsation propre wo en fonction du rapport :

r- [
pL
4 — Application numeérique : On donne R =2.53 et ‘/481)(735 =9.94

En déduire une valeur approchée de la fréquence propre f, de vibration de la passerelle.

Etape 2 : Phase de vérification expérimentale :

Aprés construction de la passerelle, 'ingénieur dynamicien installe un accélérometre au centre de
la passerelle pour en vérifier les caractéristiques dynamiques.

Il utilise vérin pneumatique pour placer la structure hors de sa position statique et la relacher
instantanément.

L’accélérometre enregistre le signal suivant.

1
08 N --H--P-H-—-5-1-—--
06 {--
04 H--
02 H-1
ol
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L |
|
|
T
|
4
|
|
T
|
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I I

| |
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|
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|
|
|
L L L A A Ee

‘
—_
I i
I I
<l |
I I
I
I
-
I [
I |
I
| | |

I
F-d—— bk A=k — - — =
I
I

0 02505075 1 12515175 2 22525275 3 32535375 4 42545475 5
Temps (s)

5 — En terme d’amortissement quel type de structure constitue la passerelle ?

6 — En utilisant le décrément logarithmique entre 0 et 2.5 s, mesurer le coefficient d’amortissement &
de la structure. (On donne In(2) = 0.7)

7 — Mesurer ensuite la fréquence propre de la structure. Le calcul étudié a I'étape 1 est-il correct ?

8 - Rappeler pour le cas de cette structure, I'expression du déplacement libre x(t). On note oy la
pseudo pulsation.

9 — En déduire celle de I'accélération y(t) et donner un ordre de grandeur de I'amplitude maximum du
déplacement de la structure pendant I'essai.

La passerelle est destinée a subir le passage de piétons dont la marche engendre une excitation
d’amplitude P et de fréequence fondamentale F = 2 Hz. (2 pas/s). On note Q = 2zF. La masse des
piétons est négligée.

10 — Rappeler I'expression de I'amplitude du déplacement forcé induit par cette excitation (on ne
considére que la composante fondamentale). Calculer un ordre de grandeur de cette 'amplitude

11 — Comment la prise en compte de la masse des piétons modifierait-elle ces résultats.



Licence de Mécanique - L3
UNIVERSITE Module - LA30B
b

DiEBRE & MARTE CUBIE Mécanique des systémes multicorps et vibrations

VIBRATIONS
Examen du 5 SEpPTEMBRE 2006

En utilisant un modeéle a un degré de liberté on étudie les vibrations d’'une machine industrielle.

La machine en question, de masse M = 7000 kg, est montée sur une dalle rigide par l'intermédiaire
de 4 plots de caoutchouc.

La charge étant uniformément répartie sur les 4 plots, ceux-ci présentent a I'équilibre statique de
I'ensemble (lorsque la machine ne fonctionne pas) un écrasement A = I-lp =5 mm.

1 - En déduire la raideur K de I'ensemble et celle, notée k, d’'un plot de caoutchouc. On prendra
g =10 m/s?

2 — Calculer les valeurs de la pulsation propre wo et de la fréquence propre f, de la machine
suspendue.
Oscillation libres

Dans un premier temps, on néglige I'amortissement des plots de caoutchouc

On note x(t) la position de la machine par rapport a sa position d’équilibre statique.

A l'instant initial la machine est déplacée a la position xo = 1 mm et libérée avec une vitesse nulle.

3 - Décrire son mouvement et exprimer x(t).

4 — Donner les expressions de la vitesse v(t) et de I'accélération a(t) de la machine. Donner les
valeurs numériques de leur amplitude V et T

5 — Exprimer I'énergie E(t) du systeme vibrant, montrer qu’elle est constante et calculer sa valeur
numéerique.

Désormais on considére 'amortissement des plots de caoutchouc.

On souhaite qu'au bout de 10 oscillations libres, I'amplitude du mouvement de la machine soit
divisée par 10.

6 — En déduire la valeur du décrément logarithmique 3.

7 — En utilisant I'expression approchée de & en fonction du facteur d'amortissement &, en déduire la
valeur de &.

8 — Rappeler la relation entre &, le coefficient d’amortissement C du systéeme, M et w,. Calculer C.

Oscillation forcées

La machine étudiée est une machine tournante entrainée par un moteur dont on note Q la vitesse de
rotation. En présence d’'un léger déséquilibre du rotor, la machine subit une force harmonique de la
forme

F(t) =F, cos(Qt)

9 — Rappeler (ou établir a partir de I'équation du mouvement force€) I'expression de I'amplitude et du
déphasage de la réponse permanente de la structure amortie a cette excitation.

10 — Donner en tours par minute la vitesse de rotation critique Q¢ du moteur d’entrainement.

Toutes les applications numériques sont faisables « a la main ». On attend des valeurs approchées en unités Sl.
On donne les valeurs particuliéres suivantes : \/2000 = 44.72 et In(10) = 2.3
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IFSTIENCE A DARIS

VIBRATIONS

Examen du 12 JANVIER 2007
Durée 1h - Sans document ni calculatrice

Etude vibratoire d’un ascenseur

Un ascenseur est constitué d’'une cabine de masse M suspendue a un
treuil par I'intermédiaire d’'un cable. La raideur k du céable dépend de sa
longueur variable L.

OndonneM =1000kg X &3

Pour le cable, la section droite est S=3.14cm? la masse est
négligeable et le module d’Young est E = 1,03 x 10** Pa. ;

On donne ES/M = 1802 SI

Evaluation des caractéristigues propres du systeme

1. Sil'on suppose une répartition uniforme de la contrainte dans la section
droite du cable, montrer que l'allongement du céble sous le seul effet
du poids de la cabine s’écrit

AL, = Mot

st ES
2. En déduire la raideur k du cable en fonction de L

3. Exprimer la fréquence propre o, du systéme en fonction de L.

Dans un immeuble de 10 étages, la longueur du cable varie de 36 ma 1 m T1x

4. Donner les valeurs numériques de lintervalle critique des vitesses de
rotation du treuil.

5. Comment cet intervalle est-il modifié par la présence de passagers ?
Evaluation des efforts sur le cable

A chaque demarrage ou arrét du treuil, une vibration libre verticale de la L
cabine apparait. On souhaite étudier cette vibration pour connaitre I'effort
subi par le cable.

On considére un arrét alors que la cabine se déplace a la vitesse constante vy. Le cable a la
longueur L.

6. Si on néglige 'amortissement, rappeler I'expression générale de x(t) le déplacement vibratoire de
la cabine.

Préciser son amplitude X en fonction de vo.

8. En déduire la contrainte dynamigue maximum omax Subie par le cable en fonction de son
allongement relatif maximum X/L.

Cas d’'oscillations forcées

On envisage une perturbation sismique qui transmettrait a la cabine, par I'intermédiaire du cable,
une force harmonique verticale de fréquence angulaire Q.

9. Si on considéere un amortissement faible de la structure du cable, rappeler I'expression Xp(t) du
mouvement permanent de la cabine.

10. Décrire et commenter en fonction de Q 'amplitude de ce mouvement permanent.

Les 3 parties sont indépendantes et certaines questions peuvent étre traitées indépendamment du reste.
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Afin de mesurer les caractéristigues dynamiques d’une structure, on effectue des essais pour
enregistrer sa fonction de réponse en fréquence. On utilise un excitateur dynamique qui soumet la
structure a une force sinusoidale d’amplitude constante Fo, mais dont on fait varier la fréquence de 0
a 1.2 Hz. Un capteur de vitesse est utilisé pour étudier la réponse de la structure. Le graphe joint
représente 'amplitude V(f) de la vitesse du déplacement permanent en fonction de la fréquence f de
la force appliquée par l'excitateur. C'est a partir de ce graphe que l'on déterminera les
caractéristiqgues de la structure. On donnera sur ce graphe (qui sera rendu avec la copie) les
indications des différentes mesures.

Les grandeurs a déterminer sont : f, la fréquence propre, o, la pulsation propre, k la raideur, m la
masse, & le coefficient d'amortissement et c le facteur d’amortissement. Pour toutes les grandeurs,
on indiquera les unités.

1.

Rappeler I'expression compléete du déplacement permanent x(t, Q) de la structure soumise a
une force sinusoidale de pulsation Q et de la forme F(t, Q) = Fo cos(Qt). Préciser les
expressions de I'amplitude X(Q2) et de la phase ®(Q).

En déduire I'expression théorique de la vitesse permanente v(t, Q). Exprimer son amplitude
V(Q). La réécrire en fonction de f (V(f)). Quelle relation de phase y a til entre vitesse et
déplacement ?

Rappeler la relation qui existe entre la fréquence de résonance de vitesse et la fréquence
propre du systéme.

A partir du graphe de la réponse en fréequence V(f) déterminer la fréequence propre fo. En
déduire la pulsation propre wo.

L’amplitude de la force Fo appliquée par I'excitateur est la méme pour toutes les fréquences et

vaut 500 N.
5. Montrer que la pente de la courbe V(f) a I'origine vaut 2nFo/k.
6. Mesurer cette pente sur le graphique et en déduire la valeur numérique de k.
7. Calculer la masse m de la structure.
8. Sur le méme graphe, en utilisant la méthode de la largeur a -3 dB, mesurer une valeur
approchée de €.
9. En déduire c.

10.La valeur de & ainsi obtenue n'est qu'une approximation grossiere. Rappeler a quelles

conditions cette méthode de mesure de I'amortissement est correcte.
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