UPMC — Paris 6 - Licence de Mécanique — LA 30B Vibrations linéaires a 1DDL

Vibrations des systemes mécaniques

2 domaines d’étude des
solides élastigues ou déformables (# rigides)

Statique Dynamique

Contexte : Contexte :

Structures soumise a des
Efforts dynamiques :
Q Evolution temporelle rapide

des efforts appliqués :
sHarmoniques, périodiques, qcq
sCaractérisés par leur spectre

Structures soumise a des
Efforts constants :
O Pas d’évolution temporelle
des efforts appliqués
O Evolution tres lente : Fatigue

Objet des cours de : Objet des cours de :
Q Stat. des milieux continus (MMC) O Vibrations ou Dynamique
O Résistance des matériaux (RDM) des structures
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Avant (Calcul) Roles de I'ingenieur Aprés (Mesure)

Dimensionner Construction _Surveil_ler
Modéliser Fabrication Diagnostiquer
Concevoir

Modifier [«—
Quand un systeme est mal concu ...
Destruction du pont de Tacoma (USA) (7/11/1940) - 4 mois d’existence

DISASTER!

The Greatest
Camera Scoop

Falloping Gertie's final moments
Bb-Z007 2
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Exemples de Modeles

Corps humain
Modéle discret

Rail-Ballast
Modeéle continu g=#=

RAIL (mg,E.) |
SEMELLES (k,.m)

TRAVERSES (my) |
4 ve BALLAST (mg kg 1ig
e (— -
eanesoare — | A,
Automobile modéle 2dd| V e
=] Turbine de générateur
modéle 1dd|
Bassin<;| _ "-'v
Batiment
an étages Al
modele n ddl -
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Capteurs et excitateurs

L  Z
Calibration Triaxial High sensitivity
{with built-in amplifier)
X .
@ Y
554 1049
Shock

316 mV/ims-2

85 = 1000 km2 a. =20 X 10%5ms2

min.

- Piezoelectric Accelerometer
LR AR AR AR {1 E.B:B.B
T’RAvib f,d_ ?.:
Principles of operation ;:I
Fl

I F
VImV] o F v [mV] « F
TR & foct = ¢ WY & oc) = F
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Les vibrations en pratique

Mesure des déformées
opérationnelles A
d’'un véhicule gf i

Mesure des modes de vibration
d’'une roue a aubes

Calcul des vibrations
en grandes déformations
d’'un batiment
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Les vibrations en pratigue

Un mode de vibration
d’'une caisse de voiture

Un mode de vibration du Concorde
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Quelle précision est nécessaire au probleme ?
Différents types de modele

Modeles discrets
(M1S2 — MFE 122 ou MIS-108B) Modeles continus
nombre fini n de ddl (M1S2 — MIS-109E)

. _ . nbr oo de ddl (n)
Ecriture : analytique (cordes - poutres - plaques)
Solution approchee : Ecriture : analytique

analytique sin <2 Solution : analytigue exacte
numerique sin > 2

Modeles a élements finis
(M1S2 — MIS-109B)
association d’un nombre fini
de structures continues élémentaires
Ecriture numeérique
Solution numérique approchée
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Probleme

= Quelle structure vibre ?
= Quelles causes ?
= Quel mouvement ?
» Quels parametres ?

Observations

Mouvement
Oscillation autour
d 'une position
d 'équilibre statique

Parametres influents :

Inertie

masse, moment

Elasticité

traction, cisaillement, torsion

Amortissement

Cliquer pour animer

Vibrations linéaires a 1DDL

........
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Modeles de Systemes vibrants a 1DDL

; c X 2 0
» [ml iy
9 ! M M 2 k, c :
/]
2 ¢ —l § k ! — |6
A T 3 e |
VI A 777 | @
En translation En rotation Pendulaire
Paramétrage Translation Rotation Pendulaire
Déplacement Longitudinal : x Angulaire : 6 Anguéalre :
Inertie Masse : M Moment d’inertie : || Masse : M
. Résistance Résistance
Raideur < _ R e Pesanteur
a l'allongement : k| alatorsion : k
Amortissement Frottements visqueux : C
Obijectif :
Déterminer la forme du mouvement de la structure
en fonction : - du temps : x(t), 6(t)

- de la fréquence de | 'excitation : x(Q), 6(€2)
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2 types de vibrations des structures

> Les Vibrations libres (VL)

Réponse
Excitation Vibration naturelle de la structure
= Pas de force extérieure " sans amortissement :
F(t) = 0 = libre # Mouvement harmonique (= a fréquence constante)
= Positon et/ou vitesse a la fréquence naturelle (ou propre)
Initiales non nulles = avec amortissement :

Mouvement pseudo harmonique amorti

> Les Vibrations forcées (VF)

. Réponse
Excitation Vibration forcée de la structure
= Force exterieure Mouvement accordé a I’excitation :
entretenue (= permanente) # Amplitude et phase
ou transitoire (= courte durée) selon le spectre de I'excitation
F(t) = 0 = forcée ¥

Vibration libre si x, et/ou vy 0
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Ecriture de | ’équation du mouvement 1DDL
(en translation)

,\\ 2methodes /immg  Theoreme de | 'énergie :

N\

Bilan des forces (PED) : = Energie cinétique : T=1mx?
= Force d ’excitation : F() " Energie p,oten_tlelle. U< Lk x2
= Force de rappel élastique : -k x(t) elastique : 2
= Force de frottement visqueux : -cx(t) | = Puissance dissipée : II,=cXx’

ZFOI’CGS =my » Puissance extérieure : II, =FX
< F—kx —cx =mxX
d(T +U) FTI, =10,
dt

2 c S mx+kx+cex=F

7/ ] F

7 A n = - .

AW MmX+cX +kx =F

Y

/17777777
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Solutions de | ’équation du mouvement

Vibrations Libres non amorties (c=0)

Equation du mouvement : mj{(t) +kx(t)=0 < X(t) 4+ Ex(t) =0
M

( : :
X(t) = X, + X e
Solution : (=X 2 \
3 écritures < X(t) = Asin(w,t) + Bcos(w,t)  ou

equivalentes
q \ X(t) = Xcos(m,t — ) ©,

(00: -
m

. pulsation propre,

Rq : fonction du rapport

de | 'élasticité a | 'inertie.

Conditions initiales :

X(0) = v,

X(0) = X - ABou X, X, ou X, ¢

Constantes

X(t) = V—Osin(ooot) + Xg COS(mgt) = X cos(mgt + )
Wg

X :amplitude,
¢ : phase
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Vibrations libres d’'un systeme non amorti

X(t) = V—Osin(ooot) + X COS(mpt) = X cos(myt — )

Q%
A
X(t) X(t) = X cos(mot + ¢) = X cos(wp (t - At)) 2
V 2
T.=1/f, = 2n/w X=l=>| +%g
0 0 0 ®
< > 0
\, f ¢' 3 VO :
\ At = —— A} t = ’,
Vd\ X cos(mgt) ) lfﬁ)p \s\. 9 WoXg
< > 7
X X 7
\‘ "
(§ /
! t /
/ 2 §
) p /
7 ] {
/ \‘ IJ
l‘ J
,I (I) — (DOAt \\ ;{'
¢ N /
/ \ '
J' ; ’

F.Ollivier 2006-2007 13



UPMC — Paris 6 - Licence de Mécanique — LA 30B Vibrations linéaires a 1DDL

Vibrations libres d’'un systeme non amorti

Déplacement Vitesse X(t) = -wyX sin(wgt — ¢)

A

X(t) = X cos(wgt — ¢)

X = 0y X COS(mpt —d+ g)

® X

*Déplacement et vitesse

en gquadrature
X(t) = oy 2X cos(wgt — ) *Déeplacement et accélération
en opposition de phase

Accélération

= 0y “X cos(wpt — ¢ + 1)

F.Ollivier 2006-2007 14



UPMC — Paris 6 - Licence de Mécanique — LA 30B Vibrations linéaires a 1DDL

Solutions de | ’équation du mouvement
Vibrations libres amorties (c#0)

Equation du mouvement :

M3(t) + cX(t) + kx(t) = 0 < X(t) + %)’((t) + g x(H) =0

Solutions de la forme : x(t) = XeS

. : L. _ 2 C 2

Equation caracteristique : S“+—S+wmy = 0
m

C C °
Racines : s=——= || — | —op° =—Ewp tmyyEZ -1
2m 2m
C _ : :
E = ¢ . facteur d’amortissement
2may

3 cas d’amortissement selon ¢
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Vibrations libres d’'un systeme amorti
amortissement surcritique : > 1

X(t) o4 = o, éz_l
A

X(t) =| X,e7%" + X ,e® } g0t

= [A ch(ogt) + B sh(ogt)]e "

Xg + V
= X ch(mdt)+§(DO 0~ 0

sh(wdt)}e_gwot
Q%
V>0
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Vibrations libres d’'un systeme amorti
amortissement critique : £ =1

—m,t

x(t)
A X(t) = [Xo 1+ wgt) + vq t]e

V>0
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Vibrations libres d’'un systeme amorti
amortissement sous - critique : £ <1

X(1) x(t) = X e ™' cos(myt — ¢)
A
Pseudo pulsation
-~ ) . 2
XOf \ ~~J _T,=2wo, ©g = ©o\1-&
N~ ~ al \{, — X exp(-Emgt)
— T— _t
—
-
_ g oy ®gXq

F.Ollivier 2006-2007 18



UPMC — Paris 6 - Licence de Mécanique — LA 30B Vibrations linéaires a 1DDL

Vibrations libres d’'un systeme amorti
amortissement sous - critique : £ <1

Détermination expérimentale X(t) T q
de 'amortissement en V.L. :

On mesure les amplitudes X, et X, ., X,
de 2 maxima successifs séparés de T, N
Ona:

Xo __ X(to) __Xe™ e .
Xna X(o+Ty) X e_g%(toﬂd) g)rréglggrenn;nf g\lllejei des
Decrément logarithmigue maxima séparés de pT:
sOitS:In(xt”J et o0=~&myly =2ng zz = \/1275% 6=£|n£XXn j
. _
donné par la mesure | déduit de la modélisation | " o
S = 218 De o déterminé par la mesure, on deduit I'amortissement &

J1-E2 Rg:si £ << 1 alors g,zzng@gzzi

7T
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Vibrations forcées harmoniques

/ c

7

Z 1 N Rappel de 'équation du mouvement
A-AMWW— . :

7 : mX(t) + cx(t) + kx(t) = F(t)
/, ///////////9///9//// g

Excitation harmonigue F(t) _ Fo COS(Q'[) _ Fo Re[ejm]

(notation complexe) .

Reponse = Reéponse transitoire x,(t)_+ Reponse permanente x,(t)

= X,(t)_ = Réponse en regime libre (voir + haut)

"X,(t) = mouvement apres disparition du transitoire
*Harmonique de méme pulsation Q que | 'excitation
»Amplitude X et Déphasage vy a déeterminer
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vibrations forcées harmoniques des systemes non amortis

EYYVVTYVEN iy L "equation du mouvement est :
5 mXx(t) + kx(t) = Fy cos(Qat) (1)

NOUNNNNNNNNN

|

La réeponse transitoire est la
solution genérale (celle obtenue en V.L.) :

X;(t) = X, cos(met — ¢,)

La réponse permanente est x_(t) = X_cos(Qt)
la solution particuliere de la forme : P P

. , : R Fo/m
En la substituant dans (1) on a 'amplitude : Xy = > = >
K-mQ® " -Q

F,/m
Le mouvement forcé permanent s’écrit : Xp(t) - 0.2 — 02 COS(Qt
0

N

et la solution compléte (trans. + perm.) :  X(t) = X, (t) + X, (t)

Remarque : L’excitation et la réponse sont en phase .
F.Ollivier 2006-2007 21
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Vibrations forcées harmonigues des systemes sous amortis

7 c — X0

g 1 |0 mK(t) + ex(t) + kx(t) = Ry cos(Qt)

Z R . | > F
;/7777;7777797779777;» & X(1) + 2EmpX(t) + mp X(t) = Eocos(Qt) (2)

La réponse transitoire (solution générale)
est celle obtenue en vibrations libres :

X (1) = [ X, cos(wgt — ¢;)]e ="'

La solution particuliére est de la forme : X,(t) = X, cos(Qt—¢,)

Elle est substituée dans (2) pour obtenir I'expression du mouvement forcé permanent :

F 1
X ()= Q) = Arctg| -2
N R N i O
La solution compléte : X(t) = x,(t) +x,(t)

X(t) =[ X, cos(wgt — ¢;)]e =" + X, cos(Qt — ¢, )

N e

—_—

Réponse transitoire Réponse permanente
F.Ollivier 2006-2007 22
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Vibrations forcées harmoniques
Etude de la réponse forcée permanente

Ona: |x, (t) = X COS(Q’[ — (D(Q)) avec

K 1
m \/(0302 ~ )% + (280, Q)

X(Q)

et CD(Q)zArctg{ 250 }

(002 . QZ

*Amplitude et phase de x,(t) dependent de la pulsation Q de I'excitation

Coefficient d’amplification dynamiqgue (sans dimension) :

A@)=AD) =X = o [AB) - =

"Q — 0, (f — 1) = X(Q2) Max < Résonance
¢ =0 > O(Q) =0, excitation et reponse en phase.
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Vibrations linéaires a 1DDL

Exemples de réponses
a des excitations
harmoniqgues

_ F
X(t) = X, cos(agt — ¢, ) e =" + -0

cos(Qt — ¢p)

i \/(0)02 — Q%) + (2ga)09)2

Amplitude (m)

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Amplitude (m)

o 1 2 3 4 s =) T g a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Temps (s)

Temps (s)
Xo=5 N | [+ oo=1725 L1 _1 =] Folk= 8 IR | |
vo=1.7 [« | £= 0015 [+_] 3 o= 1.1 JE | |
—
5]

Amplitude (m)

wo=21.5 LI 1 I
&= 0.02

Folk= &
I [ vl = 562

(I i | =]

Amplitude (m)

o 1I 2' 3' 4' 5' 5' ?; Eli EI| 1'0 1'1 1'2 1'3 1‘4 1'5 1‘5 1",' 1'3 1'9 2'0 2'1 2'2 2'3 2'4 25 o 1 2 3 4 5 =] 7 =] a 10 11 12 13 14 15 16 17 138 19 20 21 22 23 24 25
Temps (s) Temps (s)

Xo=5 KN | || oo =85 B B | Folk= 1 | a3 xXo=5 < 1 oo =85 < 1 3| Folk= 19 < O

Vo=5 X | I | = LS |ETC B Q= 0.8 N | | Vo =5 | i | £= 0015 [« | »| = 1.1 L=
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XIX

1.5

0.5

Vibrations linéaires a 1DDL

Vibrations forcées harmoniques

Courbe de réponse en fréeéguence

& 0.15

A(B)

X(B)

1

TXL(=R) JA—B2) + 4872

0.25 0.5

0.75

1.25

1.5

1.75

2.25

2.5 2.75 3
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Systemes a 1DDL - Vibrations forcéees harmoniques

1DDL Vertical

Régime libre

Régime forcé : 0.25 Hz

Réqgime forcé : 0.7 Hz

Régime forcé : 1 Hz

Réqgime forcé : 1.27 Hz

Régime forcé : 1.3 Hz

Régime forcé : 1.5 Hz

Réqgime forcé : 2 Hz

Exemples

1DDL Horizontal

Régime libre

Régime forcé : 0.25 Hz

Réqgime forcé : 0.5 Hz

Régime forcé : 0.7 Hz

Régime forcé : 0.75 Hz

Régime forcé : 0.8 Hz

Régime forcé : 1 Hz

Réqgime forcé : 2 Hz
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Mesure de 'amortissement
a partir de la réponse en fréguence

XX
41 A(B) _ 1 ! ' 1 Méthode de I'amplification maximum
—B?)? 232 015 —
3.5 - \/(1 P +4cB & 025 — A la résonance,
| I'amplification est maximum
etp~1.

On mesure le facteur de gualité:

1
=A =~ A(l)=—
Q max ( ) 2&‘
On en déduit
1
E=oo
2Q
Noter que :
0- 1 moe, +mk
0 i | [ [ [ [ f| 2&‘ C C
0 0.25 05 0.75 1 1.25 1.5 1.75
B
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Mesure de I'amortissement

o a partir de la réponse en fréguence
st
41 Méthode de la bande passante a -3dB
015 — (Valide lorsque & << 1)
35 1 & 025 — 1
Q=A_ = A(l) :2—(2
. A
3 _3dB « —max Q 2 5
\/E ﬁ = A(B—3dB)
25 T 1 1 1 ___ v,
3 1
2 | /\ (1_ B_sdsz)z + 4E.~2B—3d82
15 & Bygs” =1-28" £4E(1-¢°
S B =18 si Ex1
1 o
az Bz _Bl :(’32 — 0 _ ACO—3d|3
0.5 - 2 20, 20,
Noter que :
0 i 1 1 [?1 I B> 1 1 o- 1 o,
0 025 05 0.75 1 1.25 15 1.75 = =
28 A0 g4
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Vibrations linéaires a 1DDL

Systeme soumis a des excitations multiples

Principe de superposition

La reponse d’un systeme linéaire a une somme d’excitation
est la superposition des réponses a chacune des excitations

Fz(t) — SL

S.L.

> X(1)= a;x1(1) + o X(1)_+ a3 X3(1) +

F.t)=—> S.L. > x,(t)
a; Fi(t)
a, F,(1)
a; F4(t) '_‘|_>_>
a, Fi(t)

Fa(t) =

S.L.

= X ()
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2 excitations harmoniques Qx> Q,
Phénomene de Battement

F(t) =F, cos(Q;t)+F cos(Q,t) —» x,(t) =X, cos(Q;t—d,)+X,cos(Q,t-D,)

X, =X+ X, 20, =Q, +Q, 20, =0, + D,
X =X, -X, 20 =Q, -Q, 20 =@, -,
/\ /\

X, (t) = X cos(Q,t—d Ycos(Q t—-D_)

_ sin(Q,t-dNsin(Q.t-d_) >
S \/‘

A A

portguse enveloppe

\ i

X1 #X, X=X,

——

F.Ollivier 2006-2007 30
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Excitation T périodique
Décomposition en Série de Fourier

= Une excitation de période T A8 T -
l.e. telle que F(t+nT) = F(t) o By, ./\QA.‘ ./\Jm .,rbA.‘ fx_ 3:..__
Vv YV A

peut s’écrire comme une serie :

F(t) = iFn(t) =F + iAn cos(nQt) + B, sin(nQt) - F + iFn cos(nQt-vy,)
n=0 n=1 n=1

Fo, A, et B, sont les coefficients de Fourier

1 T
Fo — ?IF(t) dt | valeur moyenne
0

2 T
A, :?_([F(t)cos(th)dt F = JAZ+B,2
B

ou

2 ¢ .
B =—|F(t)sin(nQt)dt
: T!() (nQxt)
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Vibrations linéaires a 1DDL

Excitation T périodigue

Réponse

A la composante harmonique F,(t) de I'excitation correspond la réponse
harmonique x.(t) de méme frequence nQ :

F. ()= F cos(nQt—y, )| ===

X,(t)= X, cos(nQt—y, —¢,)

F

1

Avec X (nQ) N rr:

J(o - (n)’) + 427 (0,00

¢.(NQ) = Arctg(

2ENQo, }

®,° —(nQ)2

Finalement par le principe de superposition on a :

X(t) = ixn(t) = ixn cos(nQt—y, —¢,)
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F(t)

TC —"  Exemple : Excitation & 3 composantes harmoniques
LB m —
AWM F(t) = F, cos(Qt) +F, cos(2Qt) +F, cos(3Qt)

ol

NONNNNNNNNNNY

F, Q= 0.6 0, et & = 0.05
X, = 1.5 Fy/k
X, = 2.2 F,/k |
»  X;=05F/Kk

O 20 30 Q 2Q 3Q

® ®,

X(t) :OX1 cos(Qt—¢,)+X, cos(2Qt - ¢, )+ X, cos(3Qt—¢,)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (1/7)
Systeme a etudier :

* Bloc moteur : Masse totale M =20 kg
i \ » Suspension : Raideur =k, c négligé
N =S « Position verticale du bloc moteur : x(t)
A\( sl Hypothéses :

\ | ’excitation provient du déeplacement des
masses mobiles concentrées en M;=200 g
et M,=700 ¢

» Le deplacement horizontal est impossible
* Le bloc a un deplacement vertical seult
Parameétrage

| . longueur de la bielle, (15 cm)

o . angle bielle / verticale (<< 1)

r : rayon du vilebrequin (5 cm)

Q : la vitesse angulaire du vilebrequin
u(t) : position verticale du piston/PMH

F.Ollivier 2006-2007 34

Piston~_ A

Axe vilebrequin # I “Bloc moteur

S
~
~
i



UPMC — Paris 6 - Licence de Mécanique — LA 30B Vibrations linéaires a 1DDL

Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (2/7)

Force extérieures
Mouvement vertical des masses M,et M,
-Forces d’inertie verticales opposees

F; = -M; y(M)

Position verticale de M1/PMH : r - cOS ()t
~ Accélération verticale de M1 : r Q2 cos Ot
Force verticale due a M1 :

N .
Sy 2 Pivot
NN \ Y

/4/,‘

F =-M,r Q°cosQt

RS

Position verticale de M2 /PMH u(t)
" Accélération verticale de M2 : u(t)
/ Force verticale due a M2 :
Axe vilebrequin 7 2 ““Bloc moteur ~
2 F, =-M, u(t)
e
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (3/7)

Relations géomeétriques diverses :

. . r .
(1) Isina=rsinQt < o ~—sinQt

(2) u+lcosa+rcosQt=I1+r
< u(t) =1(1-cosa)+r (1- cosQt)

2

< u(t) = I%-Fr(l'COSQt)

AR 7 .
Ny - Pivot

r sin® Ot

< u(t) = e

Fr (1- cosQt)

Force d’inertie due a M, :

Axe vilebrequin / ““Bloc moteur

2 F,(t) = —-M,Q°r | cosQt + :—cos 20t
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (4/7)

Force d'inertie totale : Décomposition par contribution des masses

r
F(t) = -Q°r M, cosQt —Q°r M, (coth + I—COS ZQtj

Représentation pour N = 5000 tours/min soit Q =523.6 rad/s
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (5/7)

Force d’inertie totale : Décomposition en fréquences

Force (N)

-10000

-15000

F(t) =—Q%r (M, + M, )cosQt — Q°r M, T—cos 202t

Représentation pour N = 5000 tours/min = Q =523.6 rad/s
2 composantes harmoniques (Q2 et 2Q2)
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (6/7)

Frequence naturelle de vibration : ®, = h
M
. . .. QN
Vitesses de rotation critigues Ql =m, et 2Q2 =0, & Q2 — ?

On choisit la raideur k de la suspension pour qu’un régime courant du
moteur (W = 5000tr/min) ainsi que la mi-régime, ne soient pas critiques pour
la vibration.

On prend w, = 1000 tr/min = 104 rad/s

On en déduit k = 219300 N/m

r
Force d’excitation  F(t) =-Q°r| (M, + M, )cosQt + M, Tcos 20t

Pour obtenir la reponse permanente, on appligue aux deux composantes
frequentielles, le résultat etabli pour I'excitation harmonique :

Réponse permanente :

X, (t) = —er(

M, M)k
(1-B°)

r M, /k
os(Qt)+ i = 457) cos(ZQt)]
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Exemple : Modélisation des vibrations d’'un moteur de moto (7/7)

Réponse permanente : Q =5000 trs/min et w,= 1000 trs/min soit =35

X, (t) = —er((Ml " Mg)/k cos(Qt)+ ! MZ/kZ cos(ZQt)]
(1-p%) | (1-4p%)
0.0025 ‘ ‘ ‘ X
2NN N
0.0015 | .
g 0.001 - .
s 0.0005 |- .
§ AN VN A\ N 7N\ VN VN VAN 7N VAN VAN VaN 7N VaN N\ VaN 7\’
& -0.0005 - !
§ -0.001 f
-0.0015 | .
-0.002 .
-0.0025 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Temps (S)

Le mouvement vertical du moteur est quasi harmonique de fréquence Q.
La partie de la force a 2Q) est sans effet.
L'amplitude est de 2.5 mm.
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Réponse a une excitation guelconque :
Utilisation de la Transformée de Laplace (1/3)

Transformée de Laplace Transformée des
Definition : fonctions usuelles
fh 2 F(s)= [ f(tye ™ dt !
()2 Fs) =] () e = n
Propriétes utiles : (S—SO)
Linéarité S
sin(s,t = :
a,f, (1) + o, f, (1) 2 aF(s) + a,F,(s) ( 0 ) < S® + 802
Transformée des dérivees S
. cos(s,t) = —
f(t) 2 sF(s)-f(0) S°+5,
f(t) = s? _ _f . S
f(t) = s?F(s) - sf(0) - f(0) sinh(st) <
Proprietés de décalage S" —§,
ft—t,)2 F(s)e™" S
(t=t)e=  Fe) cosh(sgt) =2 —H——
e ™ f(t)e2 F(s+s,) S =S,
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Réponse a une excitation guelconque :
Utilisation de la Transformée de Laplace (2/3)

2 c =@ Lorsque F(t) est une force gcq, non
41— I A exprimable en combinaison linéaire
2‘NVWV\M— de fonctions harmoniques, il peut étre
2 ) 9 9 X plus simple de passer dans 'espace
complexe de Laplace ou les calculs
mx(t) + cx(t) + kx(t) = F(t) sont plus directs.

On commence par transformer chaque terme de I'équation du mouvement
F(t) = F(s);
X(1) 2 X(s); X() 22 SX(S)— Xy (1) 22 S?X(S) —S%, — V,
L’équation du mouvement s’écrit alors dans le domaine complexe
(ms2 +CS+ k) X(s) —(ms +c)x, —mv, =F(s)

& (8% + 280,58 + 0,7 ) X(S) = (S + 280X, —V,, = F(S)/m
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Réponse a une excitation guelconque :
Utilisation de la Transformée de Laplace (3/3)

On en déduit la transformee de la reponse cherchée :

X(s) = F(s) 1 N (S+ 28w, )X, — V,
m s°+28m,S+w,” S°+2Em,S+m,’
| Réponse permanente X, (s) - Réponse transitoire X, (S) I
Soient s, et s, les racines du dénominateur 1 S° + 2E®,S + ®,°
F(s 1 S+ 2Em, )X, —V
X(S) — ( ) + ( Ea O) 0 0
m (s—sl)(s—sz)l | (s—sl)(s—sz)l
Réponse permanente X (s) Réponse transitoire X, (S)

Les deux termes se decomposent facilement en éléments simples.

On en déduit I'expression de la réponse totale
X(t) par transformation inverse (cf. formulaire)
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Vibrations linéaires a 1DDL

Rendez — vous

en M1 pour des
vibrations un peu
plus complexes
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Z A y
Exemples de modeles discrets
. i y
Corps humain Autgmoblle RV ‘7/
Modéle discret modele 3ddl .~ o L
Tangage 7 C / 5
Roulis £~ AT— 2 /é
P To—s ) Pompage2b G >
Globes : ; 4.~ . ._ > y D | / ;
| Partie supérieure du torse | /i 28
Automobile modele a 2 ddl
=] Turbine de générateur
modele 1ddl
Bassin —l .,

Batiment

an étages

modele n ddl
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Vibrations linéaires a 1DDL

- MS122 : Dynamique des systemes discrets

Objectif : Modélisation des structures vibrantes par n ddl

Programme Cours (JC Guinot) (10h) — TD (12h) — TP (6h)

» Rappels sur les systemes a 1 ddl

» Systemes a 2 ddl :
= Représentation matricielle des
équations du mouvement
= Fréguences et Modes propres
= Matrices d’Inertie et de Rigidité
= Matrice de souplesse
= Etude des couplages

- Modes d’excitation

- Harmonique ou quelcongue

» Transitoire et permanente

= Par des actions extérieures

» Par le mouvement des supports

= Systemes a n ddl :

= Frequences et modes propres

= Analyse modale

= Coordonnées géneralisées
Equations couplées

= Coordonnées principales
Equation découplées

= Qutils

= Equations de Lagrange

= Algebre linéaire

=Transformées de Fourier et Laplace

Travaux pratigues

Systémes discrets a 2 ddl :
= Absorbeur dynamique
=Oscillateur a coussin d’air
= Modele sismique : batiment a deux étages
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MIS — 109E : Propagation d’ondes
(Vibrations des systemes continus)

Objectif : Etude analytique de la dynamique
des structures deformables éléementaires et de leurs assemblages

F

Ondes Longitudinales — Traction/Compression

Barres et poutres F@(/X ——
W&“

o (

Ondes
) de torsion

Ondes Transverses — Flexion

II'
g

Membranes
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Vibrations linéaires a 1DDL

Elément |~
du viaduc
de Millau

foF

(&

Eidvarion fnest Rin

LT

Modélisation
de la quitare acoustique

Exemples de probleme

Rail-Ballast RAL(MED |
Modele continu SEMELLES (k. 1)
% TRAVERSES (my) |
A Vot J BALLAST (mg.kg g

(— N
A i E
Z Y77/

Vibrations des pales d’hélicoptére
Traction-Compression [/
Flexion e
Torsion il

1

Smart s,
Spring

Torsion Ll:::ad Cell
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Proq ramme Cours (JC Guinot) (10h) — TD (12h) — TP (6h)

Méethodes e_xactes Eléments finis
structures simples Simulation des structures complexes
= Ondes dans les cordes =Principes de mise en ceuvre

» Ondes longitudinales des barres

= Ondes de torsion des arbres

= Ondes de flexion des poutres Méthodes expérimentales
» Ondes dans les membranes
= Ondes dans les plaques *Analyse du signal vibratoire

> - = Analyse modale
Méthodes approchées

pour I'ingénieur
analyse rapide

Expériences

des structures composées =Etude des cordes vibrantes
- Méthode de Rayleigh : » Etude des ondes de flexion
approximation a 1DDL dans |€S poutres

= Méthode de Ritz : . :
approximation a 2 ou 3 DDL *Etude d'une plaque mince
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MS111C : Vibrations aléatoires ou déterministes
des systemes

Objectif : Acquérir la base des outils de
traitement numerique du signal en vibration

Prolongement naturel des modules en théorie des vibrations :
e Vibration des systemes discrets (108B)
e Propagation d’ondes ou vibration des systemes continus (109E)

Exploitation des signhaux issus des capteurs
en vibration (force, accélération, vitesse)
pour le diagnostic dynamique des structures

si(1) Si(f) — ‘Si ‘ e/
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Programme Cours (F.Ollivier) (15h) — TD (12h) — TP (4h)

= Géeneralités sur les signaux en vibration
* Principes et mise en ceuvre
de I'analyse spectrale de Fourier
= Qutils mathematiques
de I'analyse des signaux aléatoires
=Corrélation
*Densité spectrale
*Fonction de réponse en frequence
*Fonction de réponse impulsionnelle
=Cohérence
=Etude de techniques expérimentales d’ingénieurs
*(Analyse frequentielle en ondelette)
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