Eixercices sur les développements limités.

Remarque : les exercices concernant l'utilisation des d.l. pour étudier loca-
lement une fonction (continuité et dérivabilité en un point), se trouvent
dans la partie “dérivabilité”.

. 1
Exercice 1: Montrer que le développement limité d’ordre n en 0 de th — vaut 1 quel
T
que soit n > 0.

Exercice 2 : En utilisant la formule de Taylor-Young, calculer le d.l. de arctan z & Pordre 3
au voisinage de 1. Puis retrouver ce résultat a partir du d.l. de la dérivée d’arctan x au voisinage
de 1.

Exercice 3: Donner la réponse, en la justifiant, aux questions suivantes :
a) La fonction z — Inz a-t-elle un développement limité en zéro?
b) La fonction z — /7 a-t-elle un développement limité d’ordre 1 en zéro?

c) La fonction z — Vx5 posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre 1?7 d’ordre 27
d’ordre 37

d) La fonction z +— e 1/ possede-t-elle un développement limité en zéro d’ordre n?



Exercice 4: Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes

a) (1+ arctanz)(e® + 2sinz) (ordre 3)
b) (1+2cos(2z))(z —In(1+ z)) (ordre 5)
g Lfarctanz (ordre 4)
COS T
d) emf’i - (ordre 5)
o Dtz (ordre 3)
r —SsSinx
f) V1+2cosz (ordre 2)
g) eVitreose (ordre 2)
h) (1+z)b" (ordre 2)
i) In Sizx (ordre 4)
7)) V14+In(l+z) (ordre 3)
k) cos(ecsz) (ordre 4)

Exercice 5: Calculer le développement limité & 'ordre 3 en zéro de la fonction f définie
par
1
J@)= (1 +z)ms .

Exercice 6: Calculer le développement limité & 'ordre 2 en zéro de

x @

f(37):1n(1_7+$)-

Exercice 7: Calculer le développement limité en zéro & l'ordre 2 de

1 x2
+ —
e\cosz  sinz /) _

In(1+x)

flz) =

Exercice 8: Trouver le développement limité & ordre 3 en 7 /4 de f(z) = (tan $)tan(2x) .



Exercice 9: Trouver un équivalent simple, lorsque z tend vers zéro des fonctions suivantes

a) z(l+cosz)—2tanz b) e0ST | echz _ 9o
c) Vsinz — vz tanz d) (2ecosz — ex-l—l)lnm
Incos z 2 —tanzx 4
1 _
2 + Inchz f) l+e= 4+ 22

Exercice 10: Calculer les limites des fonctions suivantes en utilisant les développements
limités.

T —arcsinz inz\
Q) g (z —0) b) (Zm) (z—0)
) o (z —0) a Yo (z— e)
o) e s e L o) (@ o0
) =3 (@ o) n (5 +m) @
—z\*® z— )13 — Jx
9) (1+x> (==0) n 1—);53/4 o)
PR i G R j) cotan?z — - (@ 0)

chz —cosz 2

Exercice 11: Calculer la limite lorsque z tend vers e de

7€ — %
~ 1—cos(x—e)

/(=)

Exercice 12: En utilisant les développements limités, trouver la limite quand z tend

vers 0 de
6V4+$ + e\/4—$ _ 262
f(z) = -

(On justifiera le choix de 'ordre auquel on commence les calculs, et on détaillera les calculs
intermédiaires).

tan? z

Exercice 13: Calculer la limite lorsque z tend vers /2 de

V1+sinz — /3 —sin’z
f(z) = ;

cos? z

en indiquant comment vous choisissez ’ordre des développements limités que vous utilisez.

Exercice 14 : Sans utiliser de d.l. , étudier les asymptotes et la position de la courbe par
rapport aux asymptotes lorsque x tend vers +o00 et —oo dans les cas suivants:



a) f(z)=In(e*+3e73" +1)

zt =223 + 222 + 1
b) f(z)= B o7 11

c) flz)= VIt + 23 — 22

Exercice 15: En utilisant les d.l. étudier & Pinfini, les fonctions suivantes :

a) f(z)=z2+az)el”

3 +222 —zr+1

b) flx) =

2 —xz+2
) o) = oyt
¢ = z+1

d) f(z)=1n(e*® —e® + 373 + 1)

Exercice 16: a) Ecrire le développement limité & 1’ordre 2 en zéro de la fonction g définie

par

In(1 + 2u)
g(u) =In m

(On justifiera le choix de 'ordre auquel on commence les calculs, et on détaillera les calculs
intermédiaires).

b) En déduire le comportement & +oo de la fonction f définie par

In(2+z) —Inz

f(z) =z In(l1+z)—Inz

(Equation de ’asymptote, position de la courbe par rapport & ’asymptote et dessin (on prendra
In2 =0,7)).

Exercice 17: a) Soit a et b deux réels. Donner le développement limité & I'ordre n en 0

de
1+ ax

gle) =My -

b) Soit f la fonction définie, lorsque cela a un sens, par

z+4

f(m):(3z2+6$—10)1n$+2 .

Montrer qu’elle admet un développement asymptotique lorsque z tend vers l'infini, de la forme
f@) =an+ B+ +o (2
T) = az — +o|—=
z?2 z2 )’
ou a, 0 et v sont des réels non nuls.

En déduire le comportement de la courbe représentative de f & +oo et & —oo. (Asymptote,
position par rapport & ’asymptote et dessin).



Exercice 18 : Soit la fonction f définie par

z—2

f(@) = z+2°

a) Montrer qu’au voisinage de I'infini, on a
07 1
flz)=az+pB+—+o(=] .
T x
Interpréter géométriquement ce résultat en faisant le dessin correspondant.

b) Etudier et représenter graphiquement la fonction f. (On pourra prendre le nombre 2 comme
valeur approchée de v/5).






Corrigé des exercices sur les développements limités.

Remarque : Les calculs de quotients de d.l. ont été effectués dans ce qui suit
en utilisant la méthode de division suitvant les puissances croissantes. On
peut, bien sur, utiliser d’autres méthodes.

1) On veut donc montrer que, pour tout entier n

1
th;zl—l—o(x"),

ou encore )
th— —1
I a— 0(1) ,

ce qui signifie que ’expression de gauche tend vers zéro lorsque x tend vers I'infini. Mais

:E’ﬂ

L loe e
2 14+ 6—2/552 1+ 6—2/552
En posant
1
u = P )
soit
1
r=——,
Vu
on obtient
1
th - = 1 _ ,—2u
oz _ /2 "%
zn 14+e2u’

et lorsque z tend vers zéro, u tend vers +oo. Il résulte du critére de croissance comparée des
fonctions exponentielles et puissances que cette quantité tend bien vers zéro, ce qui donne le
résultat voulu.

2) Posons f(z) = arctanz. On a donc

1 —2z 1— 322
! _ " _ (3) - _9
f ($) 1+.TL'2 7f (.Z') (1+[L‘2)2 7f ($) (1+$2)3 )
d’out 1 1 1
s
1) = — Il = — ”1 —_ — (3)1:__
=T =g, =5, f90) =
En utilisant la formule de Taylor-Young, on a alors
T 1 1 9 1 3 3
=—4+—-(z—1)—=(z—1 —(r—1 —1)°).
arctan x 1 + 2(35 ) 4(:1: )+ 12(:15 )° +o((z —1)°)
Partons maintenant de f’(z), et posons h =z — 1. On a donc
1 1 1 1
"1+ h) = = = - .
Fa+h 1+(1+h)2 2+2n+h2 2 h?
1+h+ —

2



On effectue un d.l. & 'ordre 2 de cette fonction puis on intégre pour retrouver le d.l. d’ordre 3
de f. En utilisant le d.l. de 1/(1 + u) on a

2
) 1 n? h? o 1 h B 2
Faany =5 1= (bt )+ (bt ) [+ =5 =5+ +o(h?)
En intégrant
ho B2 R 5
FA+h) = fA)+ 5 =+ 35 Holh).

On retrouve bien le d.l. obtenu plus haut.

3) a) Lorsque z tend vers zéro,  — Inz n’a pas de limite finie, donc pas de d.l. d’ordre 0, ni
d’aucun autre ordre.

b) La fonction z — +/z n’est pas dérivable en zéro, donc n’a pas de d.l. d’ordre 1 en zéro, ni
d’aucun ordre supérieur a 1.

c) On a

VS = 22/z = o(z?) .
Donc elle posséde des d.l. d’ordre 1 et 2 en zéro. Si elle possédait un d.l. d’ordre 3, il serait de
la forme

Vb = az® 4 o(z?) ,
et 'on aurait
N

lim —3 =a,
z—0t T

ce qui n’est pas le cas, puisque cette limite est infinie. Donc la fonction ne posséde pas de
d.l. d’ordre 3 en zéro.

d) On a, pour tout entier n positif

lim el =g
z—0+ ™

Donc
e /7 = o(a™) .

La fonction possede un d.l. d’ordre n pour tout entier n.

4) a) On part des d.l. de arctanz , e” et sinz & 'ordre 3 en zéro.

3
1—|—arctan:1:=1—|—:1:—%+o(x3),

et

2 3 3 2 3
e® + 2sinz = (1+x+%+%)—|—2(z—%)+0(m3):1+3m—|—%—%+0($3).

On effectue le produit en tronquant & ’ordre 3.

7 2
(1 + arctanz)(e® + 2sinz) =1+ 4z + % + o(z?) .



b) On part du d.l. & 'ordre 5 de In(1 + z)

2 3 4 5
z—In(l+z)=2— (x—%—i—%—%—i—%) + o(z?) .
Le premier terme non nul du d.l. de z — In(1 + z) est de degré 2. On peut donc mettre z? en
facteur. . ) 5
et =2 (5245 - T o) =),

I1 suffira donc du d.l. de 1 + 2 cos 2z & ordre 3. Tout d’abord

u>
cosu=1-— 7—|—o(u3) .

Donc en posant u = 2z
cos 2z = 1 — 222 4+ o(2?) .

D’out
14 2cos2z = 3 — 4a? + o(z?) .

On effectue, en le tronquant & 'ordre 3, le produit f(z)(1 + 2 cos 2x)

1 2
(3 — 4% + 0(1;3)) (5 + —g + % - % + o($3)> ,

et I’'on obtient

3 5z2 113
f(a:)(1+2(:032x):5—m—%+%+0(x3).
Alors
3 5z2  11z? 3z 5zt 11z°
142 cos 2z) (z—In(1+z) =22 (2 — o — 22 4 =L 3Y) =22 32T L 2T L o(4).
(142 cos 2z)(z—In(14+z) = (2 z— =+ T +o(x )) 5 et T +o(z”)

c¢) Le dénominateur de la fraction ne s’annulant pas en zéro, on effectue la division suivant les
puissances croissantes & ’ordre 4.

1 +z —z3/3 1 —12/2 +x*/24
-1 +22/2 —x*/24 |1 +z +2?/2 +23/6 +5x%/24
r +2°/2 —x3/3 —z'/24
-z +x3/2
?/2 +23/6 —a2?/24
—12/2 +xt/4
z3[6 +5bz*/24
—23/6
+5x* /24
—5x* /24
0
Pone 1+ arctanx z?  z3 bzt 4
T-l%—w—l—;—l—?—%ﬁ—i—ow).



d) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur étant de degré 1, on part de 'ordre 6. On

a

22 22 2t 1 x5

T_ 1= il il il el el 6.
€ vty e tart o T o)

Et donc
T 1

2 13 zt x5

+2 45+ 4 1 T o)
276 "24 " 120 ' 720

On effectue la division suivant les puissances croissantes & ’ordre 5 suivante:

et —1

1 +x/2 +2%/6 +23/24 +2*/120 +2°/720

—x/2 —x?/6 —x3/24 —x*/120 —25/720 (1 —x/2 +a%/12 —z* /720

—x/2 —2%/6 —1%/24 —2*/120 —z°/720
/2  +x*/4 +x3/12  +2*/48  +x°/240

z?/12 +2°/24  +27/80 +1°/360
—x?/12 —z%/24 —z*/72 —x5/288
—z* /720 —2x°/1440

x1/720 +2°/1440

0

On a donc finalement

x 11 1
—1_2 L2 L4 5)
er — 1 37+ 3% T ap” Tol)

e) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur est de degré 3. On part donc de d.l. &

I’ordre 6. s 5
T

x—sinmz%—m—l—O(zG),
et 6
3 3_ 7~ 6
In(l+2°) == —?—1-0(:1:)
Alors
6
3_ 7T 6
In(1+23%) x_?+°($)
r—sinz 2% 2P 6
6 120 o)
3
1— 5 +o(a”)
= 6 2
15 ofa)
20 * OV
73 3 72 3
= 6(1-Z +0@®)) (1+Z +o@?)
20
372 3 3
= 6+W_3$ +0(.’B)

f) On a tout d’abord
14 2cosz =3 — 2 +o(z?) ,

Donc

1/2
\/1+2cosx:\/3—x2+0(x2):\/§(1—%24-0(:32)) i

10



On utilise le d.l. de (1 4+ u)™ en zéro avec . = 1/2. Donc

WZ\/ﬁ(l—%%Q—I—o(mQ))=\/§<1—$—+o(ac2)).

g) En utilisant ’exercice précédent

z2 V3z?
Niesrrevil */5(1‘?+°($2)) 3 (_ 6 +°(x2)>

On utilise alors le d.l. de €* en zéro, d’ou

eV1+2cosz _ V3 (1 _ \/zx2> +o(a?) .

h) On écrit
In(1+z)
(1+z)/*=e =z

Puisque 'on divise par z, on part d’un d.l. de In(1 + z) a Pordre 3.

2 $3

.z 3
In(l+z)==z 2+3+0($).

On obtient

2

In(1 + z) (1 _ g n ‘% 4 o(:I:Q)) (—% + % + o(:z:2)>

On utilise alors le d.l. de €* & I'ordre 2 en zéro.

AV YA
2 3 2 2 3

i) Puisque l'on divise par z, on part d’'un d.l. de sinz & l'ordre 5.

In(1 + z)

(& x =€

z3 x°

AL 5
sinz =z 6—|—120—|—0(:z;).

Donc

. 2 4
sinxT A A
1 —m(1-Z 4+ 2 4 o@h)) .
T n( 6+120+°($)>

On utilise alors le d.l. 4 l’ordre 4 en zéro de In(1+z). (En tenant compte du fait que ’expression
ne dépend que de z2, 'ordre 2 suffira).

_ ) . 9 AN 2 2 4
lnsmaf::(_ﬂf__l_ T )_1(_1;__1_:1:_) +o(m4):—x——x—+°($4)-

T 6 ' 120) 2

j) En partant du d.l. & 'ordre 3 en zéro de In(1 + z), on a donc

22 o3 1/3
vV1+In(l+z) = <1+w—7+?—|—0(x3)) :

11



On utilise le d.I. de (14 u)'/3 & Pordre 3 en zéro:

1/1 2 1/1 1 3 2 3
(1+u)1/3 = 1+§+— (——1) %+§ (§_1> <§ —2) %—f—o(u?’) = 1—I—g—u—+5i+o(u3) .

3 9 8
Alors
1 72 o3 1 22 B\?2 5 2 3\ 3
31 In(1 = 1 — R — ] — = _ - _ _ i 3
+ In(1 + z) +3<a: 2+3) g(m 2+3) +81<a: 5t )+o(a:)
1 2 3 1
= 1+§<$—%+%>_§($2—$3)+85—1$3+0($3)
z  bz? 233
S T ol Mkt 3
+3 1 + o1 + o(z?)

k) On part du d.l. en zéro & lordre 3 de cosz.
2
cosz =1-— % +o(z?) .

Donc

Alors

z et 2 Ox4>
g(.ﬂr):e(cosx):e( +2+( ) .

En utilisant le d.l. en zéro a 'ordre 4 de I’exponentielle, on a

( ° ) z3 1 \? 1 3\ * 23\ * 4
cosz/ = il Z ll - fndlt il il
e 1+<w+2)+2<w+2) +6($+2> +24(x+2> + o(z")
3 42 g4 g3 g A
- 1 NI AR NS il
+w+2+2+2+6+24-|—o(:v)
= l+u(z),
ou 2 3 4
T 2z 13z 4
U(.’IJ)—ZE—F?-FT‘FT—FO(IE).
Alors

cos g(r) = cos(1 + u(zr)) = cos 1 cosu(x) — sinlsinu(z) .

Comme u(0) = 0, on peut utiliser maintenant les d.l. de sinz et cosz & l'ordre 4 en zéro. On a
donc

1 22 223 13z%\% 1 22 223 13z%\* A
cosu(z) = l—clz+—-+—+—F—) +t5|2+5+—F+—F—] +o(z)

2 2 3 24 24 2 3 24
1 zt 4zt zt
- 1-—°= 2 3 v el i 4
2(x +tat+ 3>+24+ (%)
2 3 4
T A - e



ainsi que

_ 2 273 13z2%\ 1 22 228 13z%\° .
sinu(e) = @*7*3*"%)‘5@*7*3”“@)*““
— $+x—2+%+ﬁ—1(3+ﬁ>+o(x4)
2 "3 " 24 "6 2
= z+$—2+$—3+7—$4+0(a:4)
2 "2 24

Alors, en remplacant

Z

1+4sinl 1+4sinl 18 14 7sinl
cosl+smml 5, cosl+smnl 5 18cosl+ 7smn 2o

4
5 T 5 T 9 (%) .

cos(ecosT) =cosl —zsinl —

5) On écrit
(ln(l —I—a;))
flz)=e sinz

?

et 'on cherche le d.l. de

~ In(1+2)
~ sinz

g9(z)

a lordre 3 en zéro. Comme le dénominateur sinz = z + o(x), a une partie principale de degré
1, on commence les calculs & 'ordre 4. On a

2 3 4
ln(1+x):x—%+%—%+0(w4),
et
.’L'3 4
sinx:w—g-l—o(w),
donc
2 3 4
x—%+%—%+0(x4)
g(z) = 3
z— % +ola)
6
r 22 3 ,
- 2
1—%+0(x3)
22 3 2
( 2-|-3 1 <+6)+0(x)
r z? 2
= 124z 2 3
2+2 3—{—0(3:)
Alors ) 5 ) s
ror T 2 ror_r 3
(1_2+2 3+°(x)> <2+2 3+°($)>
flz)=e =ee :

13



et en utilisant le d.l. a 'ordre 3 en zéro de I’exponentielle

f() — 1+ £+$_2 $_3 _}_1 E_‘_x_Q :L-_3 2_*_1 £+IL‘_2_.T_3 ’ +o($3)
Vo= 272 3) " 2\"2"72 " 3 6\ 272 3
r  5x?  29z3 3
= e|:1—§+?—w:|+o(l‘)

6) On a au dénominateur In(1 + z) = z 4+ o(z) . On commencera donc le calcul & 1'ordre 3.

On a
2 3

e$:1+w+%+%+0($3),

donc
2 3
1-I-:c—|—x—+x—+0(x3)
e . 2 6

2 3
z° T 3
(a:—l— 7 T % +o(z ))
ee

[ z? 13 1 22 2\ 1 22 22\° 3
= ]_ _— _— — _— _— — _— _—
e +(x+2+6)+2(x+2+6>+6(x-|-2-|-6) + o(z°)

[ 2 3 1 3
= e _1+(w+%+%>+§(w2+w3)+%] + o(z?)

- -
= e 1+$+x2+%] + o(z?) .

En changeant alors x en —x dans la formule précédente, on obtient

_ 53
e® w:e|:1—x+x2—%] +o(z?) .

Donc
3

- )
e — et wze(Qx—F%)—l—o(x?’).

On aura alors

3 52
e<2m+5%) + o(z?) e<2+%) + o(x?)
f(ZE): 2 3 = ) .
s— o+ Go@®)  1-Z41 4o(?)
2 3 2 3

On effectue la division suivant les puissances croissantes;

2 +522/3|1 —z/2 +x22/3
—2 +x —222/3|2 +z +327/2
x +z?

—z  +z%/2
3z%/2

—3z%/2

0

14



Finalement

7) Le dénominateur In(1+z) a un d.l. qui commence par une terme de degré 1. On développe
donc le numérateur a 'ordre 3. On a successivement

1 1 z?
= 2 = 1-|-—-|—O(:L‘3) ’
cos T T 3 2
1- 5 4o
2
et
2 2 2 3
c__ 3w = ;E =z 1+x—+0(x2) :x+$—+0(:1:3)
sinx T 3 T 9 6
Tbolat)  1-T 4ol
6 6
Donc ) ) s
1 T T
=1 LT 3y
cosx+sin$ —|—:1;+2+6—|—o(x)
Alors )
1 T 2 3 2 3
x x x x
(cosa;+sina;> Ltot g+ to@) o+ + 7 +o)
e —e 2 6 —ee 2 6 .
En utilisant le d.l. de I’exponentielle en zéro a l'ordre 3, on obtient
( = + $2> i 2 3
: 2 3 2 3 2 3
cosx sinx T T 1 T T 1 T T 3
= 1 R 4+ - — + =
e e +($+2+6)+2(w+2+6> +6<x+2+6) —I—O(x)]
r 2 3 1 3
= e _1+ (w+%+%> +§($2+x3)+%] + o(z?)
- 53
= e 1—|—.’L‘+£C2+%:|+o(:1;3)
Finalement
1 z?
coS T + sinx 513
e —e:e[x+12+7]+0(w3).
Alors ; )
5 5
e[mu%]ms) e[1+x+%]+o<xz)
f(:L') = B} 3 = D)
r— =+ 4o 1-24 2 4 o(@?)
2 3 2 3

En effectuant la divisions suivant les puissances croissantes

1 +x  +5z%/6 |1 —=z/2 +2?/3
-1 +4xz/2 —2%/3 |1 +3z/2 +5z%/4
3z/2  +z2%/2
—3z/2 +322/4
522 /4
—512 /4
0

15



On a donc finalement
3z 5x?

f(x)ze[1+7+7] +o(z?) .

8) On se raméne & un d.l. en zéro en posant h = z — 7/4. On obtient alors

h, ™
tan —l—tanz B 1+ tanh

T
tanz = tan (h-l——) = = .
4 1—tanhtan% 1 —tanh

Par ailleurs,

™ 1 1
2 = — 2 = = — .
tan 2z = tan (2 + h) tan(—2h) tan 2h
Donc 1/ tan2h
o Vis o 1 + tanh N an _ —g(h)
f(x)_f(h—l_Z)_(l—tanh) —° ’
ol

1 1+tanh
h) = 1 .
9(n) tan2h <1 — tanh)
Comme tan 2h s’annule en zéro, et que le premier terme non nul de son d.l. est de degré 1, il
faut donc commencer le calcul avec un d.l. d’ordre 4 en zéro de tanh :

h3
tanh =h+ = + o(h) .

Donc
3

h 4
1+tanh 1+h+§+°(h)

1—tanh 3 '
an 1—h—%+0(h4)

On effectue la division suivant les puissances croissantes a I’ordre 4

1 +h +h3/3 1 —h —h3/3
-1 +h +h3/3 1 +2h +2h* +8h°/3 +10R*/3
2h +2h3/3
—2h +2h? +2h*/3
2n* +2h%/3  +2h*/3
—2h% +2h3

8h3/3  +2h"/3
—8h3/3  +8h*/3

+10h4/3
—1Oh4/3
0
Donc 3 .
1+tanh 9 & 10A 4
l—tanh_1+2h+2h + 3 +—3 +o(h%) .
On a alors
1+tanh 9 8h®  10n* 4\
lnm—ln(1+2h+2h +T+T+O(h) —ln(1+u(h)),

16



ou

u(h) = 2h + 2h? +

8h3  10h*
R + [

4
3 3 +o(h®) .

Comme cette expression tend vers zéro, on utilise alors le d.l. de In(1 + u) & 'ordre 4 en zéro.

1+tanh

In— ="
nl—tanh

(Remarque: la fonction qui & h associe In

soit également).

Par ailleurs

On a alors

Alors

Il ne reste plus qu’a utiliser le d.l. de e*

Finalement

8h3

(2h—k2h24- 3

1
+§(yp+wﬂ+

8h3
+—+

2h + 2h?
+ 3

4 3
2h+%%+omﬂ.

+10h4 1
3 2

8h3

2h + 2h?
( * 3

8
3 3
10n* 1

3 2

104\ 1
4

@h+wﬂ

2ht
(4hz+81f”+4ff*+—3

1+tanh
1+ tanh

8h3

tan2h = 2h + 3 +o(h?) .

7(n+

4h3
2h + T + O(h4)

3
2h4—§gL-+o(h4)

2h?
1+7;+om%

4h?
1+7T+om%

(1+¥?)<1—#§)+0W%

22
1—%—!—0(}&3).

_ e(—l + 23i2 + 0(h3))

2h?
= ele<?+0(h3)> .

en zéro pour obtenir

Z):e4(1+¥?>+om%.

N 4_10h4 2
3

_%g§+q0m
3 3

1
) +—§(8h34—24h4)—

4
) +0(h4)
16h*
4

étant impaire, il est normal que son d.l. le

+ o(h4)



9) Remarque: dans cet exercice on ne peut savoir a priori a quel ordre choisir les d.l. que 1’on
utilise, les démonstrations sont données avec ’ordre nécessaire pour obtenir ’équivalent cherché.
En général, on choisit un ordre de départ, s’il est insuffisant pour conclure, on recommence les
calculs en augmentant I'ordre.

a) En effectuant un d.l. & Vordre 3,
2 3 T3
z(l4cosz)—2tanz =z (1 +1- % + o(a:3)) -2 (w + % + o(a:3)) = —i-i-o(x?’) ~——

b) En effectuant un d.l. & lordre 4,

A A 4
1 42
eCOST e< 2 +24+O($ )>

De méme
2 4
r,r 4
che _ e<1+2+24+°(x )>
2 4
x x 4
)
_ 66(2 24
2 4 1 /22 24\? .
= 1 il A
e +(2+24>+2(2+24> + o(z")
2 .
= e(l—}—?—FF)—i—o(x)
Alors

4 4
eCOST | Cha o % to(zt) ~ &

¢) Pour z tendant vers 07, on a

Vsinz = \/x—%?’+o(x3) =z (1—%24—0(:32))1/2 :

Donc, en utilisant le d.l. en zéro de (1 + u)/2,

m:\/f(l—f—;+o(m2)> :

De méme,

4 2 1/4
\/4:ctanac:</$2+%+0($4):\/E(1+%+0(12)) :
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Donc, en utilisant le d.l. en zéro de (1 + u)'/4,

\/mZﬁ(1+f—;+o(x2)> .

Alors \ " »
Vsinz — Vztanz = —/z (% + o(a:2)) = —% + o(z%/?) ~ _xT

d) On peut transformer ’expression en mettant e en facteur dans la parenthése
(2¢ cosz — 6$+1)IM =e"? (2cosz — )" ? =z (2cosz — 7)™ .

Or, en utilisant un d.l. d’ordre 1 en zéro,
2cosz—e*=2—(1+z)+o(z)=1—z+0(z),
donc
In(2cosz —e*) =In(l —z 4+ o(z)) = —x +o(z) ~z .

Alors
Inzln(2cosz —€*) ~ —zlnz ,

et cette expression tend vers zéro lorsque x tend vers 0. Donc

JAnzIn(2cosz — e”) Inz

= (2cosx — €")
tend vers 1, et il en résulte que

ew-l—l)h””

(2e cosz — = ze(z)

ou €(z) tend vers 1. Donc

(26 COST — eIH)lnw ~T

e) On part de d.l. & 'ordre 4.

2 4
Incosz = In (1 Ty 0(:1:4)>

2 24
z? zt 1 2 x42 4

- (5ra) 2 (T ) vl
2 4

_ =z 4
3 ~ 12 Tol)

De méme

2 4
Inchz = ln(l-l—x—-l—m— o(x4))
z*
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Alors

2 4
A A 4
Incosz _?_E+o(x)
Inchz 22 14 4
?—E—FO(.’L‘)
z? 9
B _1_F+O($)
= 2
T
1. 2
2 2
= (—1—%) (1+%>+o(w2)
2
= —1—x——|—o(x2)
On en déduit donc
1+lncosx__x_2+o($2) _:L‘_2
Inchz 3 3

f) On part de d.l. & I'ordre 3.

2—tana:=2—:1:—$—+0(w3),

3
et ) 5
= _9g_ 4T T 3
1+e =2 T+ 6+o(x).
On effectue alors la division suivant les puissances croissantes pour obtenir un d.l. du quotient.
2 -z —23/3|2 —x +2%/2 —23/6
-2 4z —x?/2  +23/6]|1 —x?/4 —5z%/24
—2?/2 —2°/6
+x2/2 —z%/4
—52% /12
+5x3 /12
0
Donc
2 —tanz 36_2 @+O( 3
lte® 4 20 T
Par ailleurs )
4 1 3
4+ 22 1+x2_1_Z+°(m)
4
Finalement
2 —tanz 4 5z° 53

— = —— 3 ~N ——
lte?® 442 or Tol@) 24

10) a) Le d.I. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche
un d.l. d’ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.l. d’arcsinz, on part du d.l. d’ordre 2 de la
dérivée.

1 2

_ X
T = e =1 ().
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Donc en intégrant, et puisque arcsin(0 = 0,

. 553 3
arcsinz = z + 5 +o(z”) .
Alors
. 3 s 23
x —arcsing = —— 4 o(z°) ~ —— ,
6 6
et
sin® z ~ z° ,
d’ou .
T — arcsinz 1
— 3 ™~z
sin® x 6
et .
. x —arcsinx 1
lim — s ==
z—0 sin® x 6

b) Comme shz a un d.l. en zéro dont le premier terme non nul est de degré 1, et que 1’on effectue

une division par z2, on partira de d.l. d’ordre 3. On a
3 3
sinz =1 — %—I—O(z?’) et shx:w+%+0(z3) ,
donc
3
z 3
sinz x—g+0(x )
shz z3
st o(z?)
2
_ 1-— % + o(.’L‘Z)
2
T
L+ o(z?)
2 2
- (3) ()0
2
= 1- % o(z?)
Alors
sinz_ (o w2+(2) w2+(2)
= |n _ — olx = —— o\Tr
shx 3 3
Puis ) . )
sinx
—1 =—= 1
2" shaz +o(l)
Finalement .
) /a2 ( 1 lnsmx)
<smx> _\a? "sha
shz
tend vers e~ /3 .

zlna

c¢) On part du d.l. d’ordre 1 en zéro de a® =e qui vaut 1 + zlna + o(z) . On a donc

8 —4"=(1+zln8) —(1+zln4)+o(z) =zIn2+o(z) ~zIn2,
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et
3 3
3¥—2"=(14+2In3) — (1 +zIn2) + o(x) zwln§ + o(x) ~1n§ ,

donc

. 8% _4* In2
lim = .
z—0 3% — 2% 1n(3/2)

d) On pose tout d’abord h = xz — e, et 'on cherche la limite lorsque h tend vers zéro de

VeThi- e

9(h) = In(e+h)—1"

On regarde le dénominateur.

ln(e—i—h)—lzln(l—i——

o
N——
i
o

On cherche donc un d.l. d’ordre 1 du numérateur.

Ve+h—ye= f(@—l)zx/é(1+£—1+o(h)>~2i\/é.

D’ou
N
2\/e e
o) ~ 2V
.

et la fonction tend vers y/e/2.

e) On effectue le méme changement de variable que dans d) et 'on cherche la limite lorsque h

tend vers zéro de ( ) th
e+ h)¢—ef
g(h) = h2 :

On cherche un d.l. d’ordre 2 du numérateur. Tout d’abord
(h+e)f=c¢e° (14—%)6 )
On utilise le d.l. de (1 4+ z)® en zéro, pour @ = e, et z = h/e. Donc
(hte) = e (1 + eg + 6(62_ D (g)Q + o(h2))

= ee( >+o(h2).

En utilisant le d.l. de I'exponentielle, on aura

h2
ehte = efel = ¢° (1 +h+ ?> +o(h?) .

D’ou
e—1

(h +e)e o eh—|—e — _eThQ + o(hz) )
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Alors

f) Posons tout d’abord h = 1/z. On cherche donc la limite quand & tend vers zéro de

g(h) = (%(ah + bh)>1/h .

Comme dans le calcul figure une division par h, on part de d.l. & 'ordre 1. Comme dans c¢) on a

1
%(ah—l—bh) = (I+hna+1+hlnb+o(h) =1+ %(1na—|—lnb)+0(h) =14 hlnVab+o(h) .

Donc

%m (%(ah +b")> = % (hln\/cﬁ+ o(h)) =1InVab+o(1)

et cette expression tend vers In+/ab. Alors

g(h) = exp [% In (%(ah 4 bh)>]

tend vers eln‘/‘E = v ab. Donc

T—00

T
lim (%(al/m + bl/z)> =Vab .

g) Comme dans le calcul figure une division par z, on part de d.l. & Pordre 1. On a tout d’abord

]__
x:(]__x)(l—g;—l—o(a:)):1—2£L'+0(£C),
1+
puis
1. 1— 1 1
St = ~In(l - 2z + o(z)) = ~(~2z + o(z)) = ~2 +o(1) .
zr l1+z =z T
Alors

1—z\Y® 11—
=exp |—In
1+z Pz +x
tend vers e 2 lorsque z tend vers zéro.

h) Posons tout d’abord h = z — 1. On cherche donc la limite quand h tend vers zéro de

(2+2h—(1+R)H—T+h

9(h) = 1— (1+h)3/A4

Le premier terme non nul du d.l. de 1 — (1 4+ h)%/* vaut —3h/4 et est de degré 1. On cherche un
d.l. d’ordre 1 du numérateur.

(242h—(1+h))3=2+2h—(1+3h+0(h)/> =1 —h+oh)/P=1- g +o(h) ,

et

h
v1+h:1+§+0(h).
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Donc 5k 5h
(2+2h—(1+h)3)1/3—\/1+h:—F+o(h) ~—.

6
Alors
5h
- 10
g(h) ~ Tﬁh =73 -
4

(20 — )13 — V&

1 — g3/4

Donc tend vers 10/9.

i) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur est de degré 2, puisque

72 72
chz —cosz = (l—l— ?> — <1 — 3> +o(z?) = 2% + o(z?) ~ 2% .

Par ailleurs il existe dans 1'expression de la fonction des divisions par z? . On commence les
calculs avec des d.l. d’ordre 4.

2 4
Inchz = 1n<1+%+;—4+o(w4)>
a:2+w4 1 (22 at 2+ ()
= )= = 4+ = o
2 T24) 2\ 2 "2 v
2 4 4
- r zr z 4
= 2 tm g )
2 4
-5 ge
Alors
( lnchx>
(ch:lc)_l/“52 e z?
]. IEQ 2
<—§+E+o($ ))
= e
2
:1:_+ (ac2)
e 12, 12
—1/2 1+‘T_2 +o( 2)
e D T
De méme

Incosz = In (1 S o(x4)>

2 "4

_ 12+LE_4 1 I_2+£E_4 2+(4)
- 2 Toa) To\T2 T T

.’L'2 .’L'4 .’L'4 4
——?+ﬂ—§+0(w)

2 4
_ oz 4
= 3 el
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Alors

Incosz
(cos:z:)1/582 = e( x? )

On en déduit

et finalement

T
_1/g2 2 il
(cha)~/*" — (cosz)!/® o126 _ 1 .
chz —cosz 2 6y/e
Donc ) )
lim (chz)~Y/*" — (cosz)t/*” 1
20 chz —cosz  6y/e

j) On écrit

9 1 1  2?—tan’z (7 +tanz)(z —tanx)
cotan”r — — = ——5— — —5 = —5 2 = 2 2 .
T tan“ T - tan“x - tan“x
Or 3 3 3
T 3 T 3 T
z—tanz =z — |z + — + oz = ——4o(z°) ~ ——
(a4 5 +ole) == +ola) ~ -2
z +tanz = 2z + o(z) ~ 2z ,
et
z?tan? z ~ z*
Alors 5
T
9290 [ =2
tan? 1 a:( 3) 2
cotan“x — —w ~ —————F = —— |
2 4 3
Donc

lim ( cotan®z — i = —g
x—0 x2 - 3 '

11) On pose tout d’abord u = x — e. Alors

(u+e)e —evte
1—cosu

flute) =

Le dénominateur 1 — cosu = u?/2 + o(u?) & une partie principale de degré 2. On effectue donc
le développement du numérateur a 1’ordre 2.
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Tout d’abord un €
e _ e et
(ut+e)f=e (1+e) :

On utilise le d.l. de (1 + z)® en zéro, pour a = e, et x = u/e. Donc

(wtef = e (1+eg+e(e2—_1)(g)2+o(u))
= ee<1+u+%u2>+0(u).

En utilisant le d.l. de I’exponentielle, on aura

2
eu—|—e — el = e° (1 +u+ u_) +O(u2) .

2
D’ou
e—1
(u+e) —e'te=— 5 u? + o(u?) .
Alors
) ee—l
lim flo) ===

12) Le dénominateur a un développement limité qui commence par un terme de degré 2. On
effectue les calculs en partant de 'ordre 2 au numérateur. En utilisant le développement limité

luw 1 /1 u? 9 u  u? 9
V1+U—1—|—§ﬁ+§ (5—1) E-I—O(U)—l-l-g—?—f—o(u),

on a tout d’abord, en remplagant u par z/4,

T T .’L‘2 T .’L‘2
V4 =2 /1+=2=2(14+2 - =94+ - 2) .
to=24/1+7 (+8 128)+0(:1:) t7 64+0(:1:)

r_r
ew:eQe4 64

On a donc
+ O(:B2)

bl

et comme I'exposant 7 — g—i +o(z?) tend vers zéro, on utilise le développement de 'exponentielle

a ordre 2 en zéro: )

ez:1+x+%+0(12).

N EEE AU EREAY
4 64 2\4 64

On développe en ne conservant que les termes de degré plus petit que 2. 11 vient

eViT? — ¢? + o(z?) .

x 2]

eViT? = ¢? _1+Z+6_4_ + o(z?) .
En changeant z en —z, on aura aussi
" 2 z 7] 2
e =e 1_Z+6_4_+0($)



Alors

2
eVitE | oVimT _ 9.2 ;_2$2 +o(z?) .

Comme
tan’z = 22 + o(z?) ,

on en déduit que
2

I(@) =55 +o(1) ,

et f(r) tend vers e?/32, lorsque z tend vers zéro.

13) Posons u = z — /2. En remarquant que
. ™ 7T .
sin (u—I—E) =cosu et cos <u+§> = —smnu,

On obtient

f(iﬂ):f(u—l—g) \/1+COSU’_2\/3—COSQU,.

sin” u
On a au dénominateur sin? u = u? + o(u?). On va donc chercher le d.I. du numérateur 3 1’ordre
2, en utilisant les d.l. & I'ordre 2 de cosz et v/1+ 2 . On a donc

72
1+COS$=2—7+0($2),

2
V1i+cosz = 4/2— % + o(z?)

2
= V2 1—%+o($2)

puis

2

= V2 (1—%)4—0(352).

D’autre part
2

3—cos’r =2+sin’z =2+ 2% 4 o(z?) ,
donc
V3—cos?z = /24 2%+ o(2?)
72
= V2 1+7+0($2)
72
= \/5(1—Z)+o(x2).
Alors

3
V1+cosz — /3 —cos’z = —g\/i:(;Z + o(z?)
et finalement

lim f(z)= —g\/i .

T—T/2
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14) a) Lorsque z tend vers +o00, la quantité e2* est prépondérante et on la met en facteur 3
Pintérieur du logartithme. On a alors

y=1n[e**(1+3e % +e %) =2z +1In(1l + 3¢ % + e 2%) .

Comme In(1 + 3¢5 4+ e72%) tend vers zéro lorsque  tend vers +oo on en déduit que la courbe
admet une asymptote d’équation y = 2z. De plus

y—2z =1In(l+3e % +e ),
est positif, car 1 + 3e 5% + 2% > 1. Donc la courbe est au-dessus de 'asymptote

Lorsque z tend vers —oo, la quantité 3e 3% est prépondérante et on la met en facteur & 'intérieur
du logartithme. On a alors

1 1 1 1
y=In [36_3‘” (1 + ge?’z + §e5’”>} =-3z+In3+1n <1 + ge?’w + ge‘%) .

Comme In (1 1 %63” + %ef’w) tend vers zéro lorsque x tend vers —oo on en déduit que la courbe
admet une asymptote d’équation y = —3z + In 3. De plus

1 1
y+3x—1n3 =In (1+§€3w+ §€5w> ,

est positif. Donc la courbe est au-dessus de ’asymptote

b) En effectuant la division euclidienne du numérateur par le dénominateur, on obtient
gt =223 4202 + 1= (23 + 222 + 1) (2 —4) + 102> —z + 5,
d’ot1 ’on déduit
1022 —z+5
23+ 222 +1
Comme la fraction tend vers zéro lorsque z tend vers 'infini, la courbe admet comme asymptote
la droite d’équation y = x — 4 . Par ailleurs, lorsque z tend vers l'infini,

y=x—4+

est du signe du rapport des termes de plus haut degré 10/z. Donc positif & +o0o et la courbe est
au-dessus de I'asymptote, et négatif & —oo et la courbe est au-dessous de ’asymptote.

/ 1
y=a:2< 1+——1>,
x

et en utilisant la quantité conjuguée, on obtient

c) On a

Z

y=—F——"
1
J1+=+1
T
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Donc
Y 1

e [ 1
1+—-+1
xz

tend vers 1/2 a U'infini. Alors, en réduisant au méme dénominateur, puis en prenant la quantité

conjuguée du numérateur,
1
z|1l—4/14+—
T T -1

Yy—5 = = ’
2 1 1 2
2{14+4/1+=| 2(144/1+=

r x

et cette quantité tend vers —1/8. La courbe admet donc une asymptote d’équation y = z/2—1/8.
Alors

_l’_

_Z
Y73

o =
[}
/N
[y
+
.
+
SH N
N—
N
oo

Cette quantité est du signe de z. Donc la courbe est au-dessus de son asymptote a +00 et en
dessous a —oo.

15) a) En mettant 2 en facteur sous la racine, il vient

f(z) = x2(1+g)el/$:\x| 1—I—gel/z.
x z

Posons h = 1/z, et faisons un d.l. de

flz) _ 1y _ h

On obtient
2
V1+2het = (1+h—é@hﬁ><1+h+l%)+om%

= 1+42h+h%40o(h?).
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Donc, si z est positif
1 1
flz)=2z+24+—-+o0 (—) ,
x x

et si x est négatif
1 1

f(x):—x—Q—E—l—o(;) .

La courbe admet la droite d’équation y = = + 2, comme asymptote a +oo et se trouve au-dessus
de 'asymptote car

f(m)—(m+2):£+o(l>,\,i

Z

est du signe de 1/z donc positif.
Elle admet la droite d’équation y = —x — 2, comme asymptote a —oo et se trouve également
au-dessus de ’asymptote car

f($)+(x+2):—%+o(1> oL

Z T

est du signe de —1/z donc encore positif.

b) Posons h = 1/z. On a alors

f(a:)_hf 1\ _1+2h—h>+h
x h)]  1—h+2n2

On cherche le d.I. d’ordre 3 en effectuant la division suivant les puissances croissantes.

1 +2h —h?> +h3|1 —h +2h?
-1 +h —2R? 1 +3h —5h3
3h —3h®> +hm°
—3h +3h*> —6h3
—5h3
5h3
0
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Donc

o =svs- 5o (L)

2

La courbe admet & +o0o Pasymptote d’équation y = z + 3. La différence

2 T

f(x)—(x+3)=—%+o(i> S

est du signe de —5/z%. La courbe est en dessous de son asymptote & 4-oc .

c) Posons h = 1/z. On a alors

1+h°

On effectue un d.l. & Pordre 2.

1—h
H_h:(1—h)(1—h—|—h2+o(h2)):1—2h+2h2+o(h2).
Alors
1—-h
— (1—-9 92 2\\1/2
TTh ( h + 2h* + o(h?))
1 1
= 1+35(=2h+ 2h?) — g(—2h+ 2h%)? + o(h?)
h2
= 1—h+7+o(h2).
On a donc

f(x):w—1+%+o<i) .

La courbe admet & +oo 'asymptote d’équation y =  — 1. La différence

xZ T

f@) - -1 =g+o (%)~ 5

31



est du signe de 1/2z. La courbe est en dessous de son asymptote & —oo , et au-dessus & +oo .

d) Lorsque z tend vers +oo le terme prépondérant i I’intérieur du logarithme est €?*. On le met
en facteur. Alors

flz) = ln[e%(l —e T ey 36_5“”)] =2z +In(1—e*+ e % 4 36_5$) .

Posons alors e™% = h, cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. & ordre 1 en zéro
de
In(1 — h + A%+ 3h%) =In(1 — h 4+ o(h)) .
On obtient
In(1 —h+h2+3hr%) = —h+o(h),
donc

flz) =2z —e " +o(e™™).

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = 2x. Et la différence
fla) =22 = —e " +o(e )~ —e ",
est du signe de —e~*. La courbe est en dessous de son asymptote & +0c0.

Lorsque z tend vers —oo le terme prépondérant & D'intérieur du logarithme est 3e73%. On le met
en facteur. Alors

1 1 1 1 1 1
f(z) =In [36_3‘” <1 + 563”” — §e4z + §G5$>:| =—-3z+In3+ (1 + 563”” — §e4z + 565;8) .

Posons alors e* = h, cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. a 'ordre 3 en zéro

de
h3 h4 h5 h3
n(l+———+—]= — 3 .
n(—l—3 3—1-3) ln<1+3—|—o(h)>
On obtient s . 5 5
h h h h
n(fl+———4+— ) =— 3
n<+3 3+3) 3+0(h),
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donc )
f(z) =—-3z+In3 + §e3$ +0(e%) .

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = —3z + In 3. Et la différence
1 3z 3z 1 3z
fx) —(—3z+1n3) = 3¢ +ofe )Nge ,

est du signe de €3*/3. La courbe est au-dessus de son asymptote 3 —oo.

16) a) Comme on a In(1 + u) = u + o(u), il faudra commencer le calcul & I'ordre 3 pour
obtenir un résultat final & ’ordre 2.
En partant du développement en zéro

2 3
In(l+u) =u— = + = +o(ud)
2 3
on a
2 8u? 3
In(1+ 2u) = 2u — 2u +T+0(’u,),
donc 802
u 2
In(1+2u) 272U+ +o(u)
In(1 B 2 ’
n(l+u) 1—%—1—%—}—0(112)

On effectue alors la division suivant les puissances croissantes

33



2 —2u
-2 Hu

+8u?/3

1 —u/2 +u?/3

—2u?/3

—U
u

+2u?
—u?/2

Donc

In(1 + 2u)

—3u?/2

3u? /2

0

In(1 + u)

Alors

ln2—|—ln<

2

2

=2—-u

2 —u +3u*/2

T + 0(u2) .

In (2 —u+ 3% +0(u2))

2
1= 54 24 o)

1 w  3u?)’ 9
3 (5+7) e

u  bu? 9

2
In(1+ -
(1+2) ()
—=xg|—] .

1
In (1 + —) T

z
Quand z tend vers l'infini, 1/z tend vers zéro. On peut utiliser le d.l. de g.

1 5 1 1 5 1
= In2 — — —s 5 =zrln2— - o - .
f(@) x(n 2$+8:1:2+0<:1:2)) i 2+8x+o(a:>

La courbe admet donc comme asymptote la droite d’équation

b) On a

f(x)=zln

1
=zln2——.
y=zln 5

La position de la courbe par rapport & cette asymptote est donnée par le signe de 5/(8z).
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La courbe est donc au-dessus de I’asymptote lorsque z tend vers +oc.

A\

17) a) En utilisant le d.l. de la fonction log, on a

g(z) = In(1 + az) — In(1 + bz) = zn:(ak — bk)i(_l)mg”]c
k=1

+ o(z") .

b) Posons u = 1/z. On veut obtenir un résultat de la forme

3 4 o(d
f(%):7u2+ﬁ+%+o(u2):a+ﬂu+7u + (u)’

u

cela signifie que ’on cherche un d.l. d’ordre 3 en zéro de uf(1/u).

; 1 3+6u—10u21 1+ 4u
-] = n .
Y U U 14+ 2u

Comme on divise par u, on part d'un d.l. d’ordre 4 du logarithme, ce qui, d’apres la question a)

donne
1+4u

1+ 2u

In

56
= 2u — 6u’ + Eu?’ —60u* + o(u?) ,

donc
1 2 56 3 3 3 3
uf " = (34 6u—10u”) (2 —6u+ 3 U —60u’ +o(u”) | =6 —6u — 8u’ + o(u’) .

On en déduit



La courbe admet donc comme asymptote la droite d’équation y = 6z —6 . Le terme —8/z? étant
négatif, la courbe est en dessous de son asymptote a +oo.

A

18) a) On pose u = 1/z. Alors

AR T
u) uV142u’

On a 1_9
. +2Z =(1—2u)(1 —2u +4u® + o(u?)) = 1 — 4u + 8u® + o(u?) ,
puis
1—2u

1 1
520 = 1+ 5(—4u + 8u?) — g(—4u + 8u?)? + o(u?) = 1 — 2u + 2u® + o(u?) ,

et donc finalement ) )
f(:(;)::c—2+—+0(—> .
T T
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation

y=x—2.
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La différence f(z) —z + 2 est du signe de 2/z. La courbe est au-dessus de son asymptote & +oo

et en dessous & —oo

b) Le domaine de définition de f est I'intervalle | —oo
,—2[U]2,400] et

=5

sur Yintervalle | —oco

fl@) =

/:1:—2 :L“+2
r+2

,—2[U[2,400][. La fonction est dérivable

_ T — + + 2
- \z+2 (:c + 2) V z —2
_ 22420 —4 [z+2
(x4 2)2 z—2
La dérivée est du signe de 22+ 2z —4 dont les racines sont —1 4 +/5. On a le tableau de variation
suivant
T | —o0 —1—-+5 —2 2 +00
y' + 0 — 00 +
o} +o0
Y / \ /
—00 —0 0

Calculons la valeur du maximum relatif f(—1 — v/5) = a. On a

f(=1-5)

—(1+ \/5)\/7_311\/55

34+ v5)(1 + V5)

_(1+\/5) \/( >

~(1+VE)\V2+V5.

Ceci donne une valeur peu différente de —6 en remplacant /5 par 2.
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