EXERCICES SUR LES SUITES NUMERIQUES

1. Etudier la monotonie des suites (ay)n>0 définies par :

a) an=n®—2n b) an=m+1)(n+2)-(n+n)
c) ap=n"—n! d) a,=na+ (=1)" (« réel positif)
nd+1

2. Soit a, la suite de terme général a,, = Trouver un entier N, tel que, si n > N,

n3+n?+2
on ait |a, — 1] < 1072

Plus généralement, € étant un nombre réel strictement positif, déterminer un entier N, tel que,
sin > N, on ait |a, — 1| < e. Qu'a-t-on démontré pour la suite (a,)?

3. Montrer que si lim(a,) = ¢ (¢ finie ou non), on a lim(|a,|) = |¢|.

En déduire que si la suite (|a,|) est divergente, la suite (a,,) est divergente.
Que pensez-vous de la réciproque ?

4. FKcrire sous forme quantifiée les propriétés suivantes :
a) La suite (a,) n’est pas bornée
b) La suite (a,) est divergente

c) La suite (ay) n’est pas monotone

5. Pour chacune des formules suivantes, on demande de dire s’il existe une suite (a,) qui la
vérifie, et le cas échéant, de reconnaitre la propriété générale des suites (a,) qui la vérifient.

a) (M eR) (VneN) (a, <M) b) (VneN) (IM eR) (a, < M)
¢c) (VM eR)(FneN)(a,<M) d) (IneN) (VM eR) (a, < M)

e) (VM eR)(WVneN)(a, <M) f) (IMe€R) (IneN) (a, < M)

6. Calculer la limite des suites (ay)p>1 définies par

Q) an= In(n +Inn) D) ay— n+e"
" In(2n +Inn) " 2nten
3 2 3 n__ Aan
&) an= \/?Jr Vntvnt im0 T8 e éels > 0)
Vn2+3+2vn+1 am + g
1424 -4n 143494430
e) an—T f) anp = 31

7. Calculer la limite ¢ des suites ci-dessous, et trouver, pour chacune d’elles, un entier NV, tel
que, si n > N, on ait |a, —¢| < 1072



n + cosn n n n
Q) an = b) an .
n —sinn

8. Soit z € R. Montrer que la suite (u,) définie par

[z] + [22] + - - + [na]

Up =
n

converge et calculer sa limite. (On rappelle que la partie entiére [u] du nombre u vérifie [u] < u < [u] + 1).

9. Soit (up)p>1 une suite numérique. On pose

uL
- .

Up —

a) Montrer que si (u,) converge vers 0 alors (v,) converge vers 0.
b) Etudier la réciproque en prenant u, = (—1)"

c¢) Déduire de a) que si (u,) converge vers ¢ alors (vy,) converge vers /.

10. Etudier si les suites (ay)n>0 définies ci-dessous possedent une limite
~on(=1)"+1
C2n(—=1)"+3
d) ap,=(=1)"e" e)  ap=mn"ttED" ) an = cos(my/n)

a)  a,=n"2tED" b) an

11. Distinguer le vrai du faux. Soit (u,) une suite réelle.

a) si lim wu, =1 et, si pour tout n € N, on au,, > 1, alors la suite (u,) est décroissante a
n—oo

partir d’un certain rang.

si lim u, = 1, alors il existe ng € N tel que u,, > 0 pour tout n > ng.
n—oo

)
) si lim w, = ¢, alors lim (up4+1 —uy) = 0.
n—oo n—oo
) si (upt+1 — uy) converge vers 0, alors (uy,) posséde une limite finie.
)

si la suite (uy) ne tend pas vers l'infini, alors elle est bornée.

12. Soit a et 3 deux nombres réels. A quelle condition la suite (ay,)n>0 définie par

a, = sin\/a + An + w2n?

a-t-elle une limite 7 Calculer cette limite lorsqu’elle existe.
(On commencera par chercher la limite de b, = \/a + fn + 72n2 — n, puis on exprimera a, en
fonction de by,).

13. Soit (a,) une suite. On suppose que les suites extraites x, y et z de (a,) de terme général
Ty = A2, Yn = A2p41 €6 2, = a3y, convergent. Démontrer que (an) converge.



14. Soit a un nombre réel et (a,)n>1, la suite définie par les relations a; = «, et pour tout
n € N*

2(n? +n+1) + nay
(n+41)2 '
Montrer que la suite (ay),>1 est monotone et bornée, et trouver sa limite £.

Trouver une relation simple entre a,11 — ¢ et a, — £.
En déduire la valeur de a,, en fonction de a et de n.

an4+1 =

15. Soit (uy) une suite bornée telle que, pour tout entier n > 1,

Up—1 + Upt1

Up < B

Montrer que la suite (uy,,) converge (Indication : étudier d’abord la suite (v,,) définie par v, = uy — up—1).

16. Soit a et b deux nombres réels strictement positifs et on définit les suites (uy,) et (v,) par
ug = a, vg = b, et pour tout entier n > 0 les relations

Up + Up Un+1 + Un

Un41 = 9 y  Un41 = 9

a) Montrer que pour tout entier n, les nombres u, et v, sont positifs et inférieurs au plus
grand des deux nombres a et b.

b) Etablir une relation simple entre w41 — Up41 €t u, — vy, et en déduire 'expression de
U, — U, en fonction de n.

c) Montrer que les suites (uy) et (v,) ont une limite commune ¢.

d) Etudier la suite (uy + 2vy,) et en déduire la valeur de ¢.

17. Soit « et 8 deux réels tels que 0 < o < 8. On pose ag = a, by = B et sin > 0,

2a,bp, 1
——— . by == b,
ap +b, T g (an + bn)

Montrer que les suites a,, et b,, convergent et ont la méme limite ¢ que 1’on calculera en fonction

de a et de S.
Montrer que pour tout n > 0,

Ap+1 =

(bn — an)2

0<bpy1 —any1 <
4o

En déduire que

B—a\”
0<b, —a, <4«
4o

Application : trouver une valeur approchée de v/2 & 10™% pres.

18. a) Soit (uy) une suite réelle telle que lim = 0. Montrer que la suite (u,) converge

n—oo 1 + Uy,
vers 0.



b) Soit (v,) une suite réelle bornée telle que lim = 0. Montrer que la suite (vy,)

n—oo | + 2

n
converge vers 0.

19. Dans chacun des cas ci-dessous, trouver une suite simple équivalente & la suite (a,) dont
on donne le terme général. En déduire si elle possede une limite.

2n%2 —n —10 In(n? + n)
b 3 2 _ /3
a) B n 12 ) V/nd+5n2—Vnd+n c) In(n? + 27)
1 n an® + fn+ v
d) ;‘1‘2(—1) €) n—H(@aB;VGR) ) vn+ta+yvn+p(a, 8 ER)
()™ +1 n® + o L nY42yn
S e By LT TV (heR
0 ) e (a>0) ) e
22+ 3n 41 n! + 2" n! +n"
j — (A€eR) k) ——F— ) ——
7) i1 NERH (n+1)H+3n )

20. Montrer que si P est un polynome non constant de degré ¢, on a 1’équivalent

In|P(n)| ~qlnn .

21. On suppose que, a partir d’un certain rang, on a, a, < b, < c¢,, et que a, ~ .
a) On suppose qu’a partir d’un certain rang, on a a, > 0. Montrer que a,, ~ b, ~ ¢j,.

b) Montrer que la conclusion est vraie sans hypothese de signe sur a,,.

22. Soit (ay,) une suite pour laquelle il existe un nombre p € [0, 1[, et un nombre réel k tels
que, pour tout entier n
a1 — an| < kp™ .

Montrer que la suite (ay) converge.

23. Soit la suite de nombre complexes (u,) définie par ug = « et vérifiant, pour tout n > 0, la

relation de récurrence
Up + |Un|

Upt1 = 5
a) Déterminer la suite (Imwu,) et sa limite.

b) Montrer que les suites (Juy|) et (Rew,) sont monotones.

¢) En déduire que la suite (u,) converge et que sa limite est réelle.
)

d) Que se passe-t-il si « est réel 7



Corrigé
1. a) Formons la différence a,4+1 — a,. On a
ans1 —an=Mm+1)?=2(n+1) - (n*—2n) =2n—1.

Cette expression est positive si n > 1, mais pas si n = 0. La suite (ay)n>0 n’est donc pas mono-
tone. Par contre la suite (a,),>1 est croissante.

b) Les termes de la suite étant positifs, on peut former le quotient de deux termes consécutifs.
On a
ant1=M+2)n+3)---(n+1+n+1),

donc

ntt  (n+2)(n+3)---(2n)2n+1)(2n+2) n
an (n+1)(n+2)---(2n) =22n+1).

Ceci est donc supérieur & 1 pour tout entier naturel n, et la suite est croissante.

c¢) Formons la différence a,+1 — ap,. On a

i1 —an = (m+D" —(n4+ D! = (0" —nl)
(n+ 1" —n™ — (n+1)n! +n!
= (n4+ 1" —n" —nn! .

n

Commen!=1-2---n<n-n---n=n",on a alors

Unge1 —an > (n+ D" —n® —nn®
> (n4+ 1) = (n+
> (n+D)((n+1)"=n").

On en déduit que la différence est positive et donc que la suite est croissante.

d) Formons la différence a, 11 — a,,. On a
i1 —an = (n+ Do+ (=1)"™ — (na + (=1)") = a +2(-1)"" .

Le membre de droite se minore par a — 2. Dongc, si a > 2, le membre de droite est toujours
positif, et la suite est croissante.

Si0 < a < 2, le membre de droite vaut a + 2, et est positif si n est impair. Il vaut o — 2 et est
négatif si n est pair. La suite n’est ni croissante, ni décroisante.

2. On a

2 2
—n -1 n“+1
lan, — 1] = ‘—

n3+n2+2| nd+n2+2°

Mais sin > 1, on a
n2+1<n’+n et n3—|—n2—|—2>n3—|—n2,
Alors
n?+n 1

TP L L
o = 1] nd+n2+2 n

5



Si 'on veut rendre |a, — 1| strictement inférieur & 1072, il suffit de choisir n tel que

1
~ <1072,
n

soit n > 100. On peut donc prendre N = 100.

Si 'on veut rendre |a, — 1| strictement inférieur a e, il suffit de choisir n tel que

Se€,

S|

soit
1
=

3
Vv

On pourra prendre N = E (%) + 1, ou E(x) désigne la partie entiere du nombre z. On a donc
ainsi montré que la suite o converge vers 1.

3. Supposons tout d’abord la limite finie. En utilisant 1'inégalité triangulaire
[lanl = 10 < Jan — 41,

on déduit du théoreme d’encadrement que, si (a,) converge vers ¢, alors (|a,|) converge vers |{|.
I en résulte que si (ay) est convergente, alors (|a,|) est convergente, ou encore, en prenant la
contraposée, que si (|ay|) est divergente, alors (a,) est divergente.

Si ¢ = 400, alors a,, est positif & partir d’'un certain rang g, et donc a partir de ce rang g, on a
|an| = an. Donc (|ay|) admet +o0o comme limite.

Si £ = —oo, alors a,, est négatif & partir d’un certain rang ¢, et donc a partir de ce rang g, on a
|an| = —ay,. Donc (Jay,|) admet +0o comme limite.

L’exemple de la suite ((—1)"),>0, montre que (|ay|) converge (puisque c’est une suite constante),
mais que (a,) diverge.
4. a) Ecrivons ”la suite est bornée” :

(M € R) (Vn e N) (lap| < M) .

Donc en la niant
(VM €R) (3n € N) (lan| > M) .

b) Ecrivons ”la suite est convergente” :
(FHeR) (Ve>0) (FgeN) (YneN) (n>q) = (Jan — ¥ <e)) .
Donc en la niant

(VW eR) (Fe >0) (VgeN) (IneN) ((n>q) et (la, — ¥ >¢)) .



c¢) Ecrivons "la suite est monotone”, c’est-a-dire, ”la suite est croissante ou décroissante”
(%0 € N) (ans1 = an)) ou (V' € N) (apryr < al) -
Donc en la niant

((3n €N) (ant1 < ayp)) et (Fn' €N) (aps1 > an)) -

5. a) Ceci est la définition d’une suite majorée.

b) Cette propriété est vérifiée par toutes les suites. Il suffit de prendre pour tout n, le nombre
M égal a ay,.
c¢) La négation de cette propriété s’écrit

(3M €R) (Yn e N) (a, > M),

qui signifie que la suite est bornée inférieurement. Donc c¢) signifie que la suite n’est pas bornée
inférieurement. Exemple la suite (—n).

d) La négation de cette propriété s’écrit
(Vn eN) (IM €R) (ap, > M) .

Elle est vérifiée par toute suite (ay) (il suffit de prendre M = a,, — 1). Donc aucune suite ne
vérifie d).

e) La négation de cette propriété s’écrit
(3M €R) (3n e N) (a, > M) .

Elle est vérifiée par toute suite (a,) (il suffit de prendre n = 1, M = a; —1). Donc aucune suite
ne vérifie e).

f) Cette propriété est vérifiée par toutes les suites. Il suffit de prendre n =1, M = a;.

6. a) Pour le numérateur, on écrit

1 1
In(n+1nn) =In (n <1+nn>) =Inn+1n <1+nn> )
n n

De méme pour le dénominateur

1
In(2n+Inn) =Inn+1In2+In (1—!—;n> .
n

Alors en divisant le numérateur et le dénominateur de a,, par Inn, on obtient

In <1+hm>
N n/

1+
o Inn
' m (1)
2 o
14—+ ——F
Inn Inn



et la suite (ay) converge vers 1 car (Inn/n) et (1/Inn) convergent vers zéro.

b) On divise numérateur et dénominateur par e™. On obtient

1+ ne "

=7 + 2ne—n "’

et la suite (ay) converge vers 1 car (ne”™) converge vers zéro.

¢) On cherche la plus grosse puissance figurant au numérateur et au dénominateur. Il s’agit dans
les deux cas de /n = n'/2. On divise par cette puissance. Il vient

i 1
3+2‘/1+ﬁ+7n1/6
3 1’
s T afie
n n

et la suite (ay) converge vers 5/3 car (1/nP) converge vers zéro si p > 0.

an —

d) Si a > 3, on divise par o’ le numérateur et le dénominateur. On trouve
n
()
Q@
o\ 7
4 (2)
Q@

et comme 0 < 3/a < 1, la suite ((8/a)™) converge vers zéro, et (ay) converge vers 1.

ayn —

Si a < §, on divise par 8" le numérateur et le dénominateur. On trouve
a n
-] =1
(5)
a n i
-] +1
(5)

et comme 0 < /(3 < 1, la suite ((/B3)™) converge vers zéro, et (a,) converge vers —1.

Ay =

Enfin si o = [ la suite (ay,) est constante et vaut zéro ainsi que sa limite.

e) On utilise la somme des termes d’une suite arithmétique

1
1+2+~~+n:nvgk).
Alors
n-+1 1 1
Ay = —_ = -
" on 2 2n’

et la suite (a,) converge vers 1/2.



f) On utilise la somme des termes d’une suite géométrique

3n+1_1 3n+1_1
1 n_ o
+34+94+---4+3 r— 5

Alors

gntl 1 1 1
Ay =

2.3n+l 2 2.3nfl”

et la suite (a,) converge vers 1/2.

7. a) En divisant le numérateur et le dénominateur par n, on a

cosn
1+
an = n__
sinn
1
n

Mais (sinn) et (cosn) sont des suites bornées, et (1/n) converge vers zéro, donc (sinn/n) et
(cosn/n) convergent vers zéro. Par suite (a,) converge vers 1. On a alors

cosn + sinn
ap—1=——7—7—7879¥—.
n —sinn

Mais
|cosn +sinn| < |cosn|+ |sinn| <2,
et pour n > 2,
|n —sinn| >n—-1>0.

Donc
2

n—1"

lan — 1] <

Si I'on veut rendre |a, — 1| inférieur & 1072, il suffit que

2

n—1

<1072,

soit n > 201. on peut donc prendre N = 201 .

b) On a, pour tout entier j compris entre 1 et n,

1 n n n 1
<

= < < — .
n+1 n2+n " n?24+j5 " n?24+1"n

Comme ay, est la somme des n termes n/(n? + j) pour j compris entre 1 et n, on aura

n
n+1

<ap, <1

)

et le théoreme d’encadrement montre que (a,) converge vers 1. Alors

0<1 <1-_" 1
—a - = .
= e R |




Pour rendre |a, — 1| = 1 — a,, inférieur & 1072, il suffit de rendre 1/(n + 1) inférieur & 10~2, donc

d’avoir n > 99 . On peut donc prendre N = 99.

8. On a donc pour tout nombre réel u, les inégalités u — 1 < [u] < u, donc, pour tout entier p
pr—1< [px] <pz,

et en sommant ces inégalités pour p variant de 1 a n,

n n n
Y lpr—=1) < [pr] <> pz,
p=1 p=1 p=1
mais . .
n(n+1)
S o= yop= 20D,
p=1 p=1
et " "
n(n+1)
1) = _ — _
Z(pw ) pr nx 5 &N
p=1 p=1
Alors
n+1 7& Sun<xn+1
2n n 2n

Comme le membre de gauche et celui de droite convergent vers la méme limite x/2, il résulte
du théoreme d’encadrement que la suite (u,) converge et a pour limite z/2.

9. a) Soit € > 0. il existe N tel que n > N implique |u,| < £/2. Alors, sin > N,

9
o1 + - -+ Jon—1] + Jun| + -+ + |vn] _ |U1‘+-..—|-|UN_1’—|—(n—N+1)§

n n

Si 'on pose
€
|U1\+---+\UN—1!+(7%—N+1)§
Wy, = )
n

la suite (wy,) converge vers /2. 1l existe donc N’ tel que n > N’ implique

€ €
-3 <3
On en déduit
€ €
wn =5 <3
donc
Wy < €,

Alors si n > max(N, N'), on obtient |v,| < &, ce qui montre que la suite (v,) converge vers 0.

b) Si u, = (—1)", on trouve

1

ugp =0 et ugpy1 = —m )

10



et les deux suites (ugy,) et (ug,41) convergent vers 0. Donc (u,,) converge vers 0. Par contre (uy,)
n’a pas de limite.

¢) Si (uy) converge vers ¢, alors (u, — £) converge vers 0. Mais

gm0t =)
n

et la suite (v, — £) converge vers 0 d’apres a). Il en résulte que (v,) converge vers /.

10. a) On a ag, = 1/(2n) et agp11 = 1/(2n + 1)3. Les deux suites (az,) et (az,+1) convergent
vers zéro, donc (a,) également.

b) On divise numérateur et dénominateur par (—1)"n. Il vient

1+
n
3(—=1)"
2—|-< )
n

Or la suite ((—1)") est bornée, et la suite (1/n) converge vers zéro. Donc ((—1)"/n) converge
vers zéro, et (a,) converge vers 1/2 . (On peut voir également que les suites (az,) et (azn+t1)
convergent toutes deux vers 1/2.

c) On a ag, = €2 et la suite (az,) admet +00 comme limite. On a également ag,; = e 2"~}

et la suite (agy,+1) converge vers zéro. La suite (a,,) n’a donc pas de limite.

d) La suite ((—1)") est bornée, et la suite (e™") converge vers zéro. Donc le produit (a,) de ces
suites converge aussi vers zéro.

e) Onaag, = (2n)? = 1, et la suite (a2n)n>1 converge vers 1. On a également agp41 = 1/(2n + 1),
et la suite (agn4+1)n>0 converge vers 0. Les deux suites extraites ayant des limites différentes, la
suite (a,,) n’a pas de limite.

f) On a a,2 = cos(nm) = (—1)". Cette suite extraite n’a pas de limite, donc la suite (ay) n’a pas
de limite.

1+

—1)n
11. ) a) FAUX Soit la suite définie par u, =1+ # On a
n

[un — 1| <

Y

et il résulte du théoreme d’encadrement que (u,) converge vers 1. Par ailleurs u, = 1 si n est
impair et u,, = 1+ 2/n si n est pair, donc, pour tout entier n > 0, on a u,, > 1. Enfin, pour tout

11



entier n > 1, uop41 — Uont2 = —n%rl < 0, et la suite n’est pas décroissante.

b) VRAI Soit ¢ = 1/2, il existe ng tel que n > ng implique |u, — 1| < 1/2, ce qui implique
Up, —1 > —1/2, donc u, > 1/2 > 0.

¢) VRAI (uy41) est une suite extraite de (uy,) et a donc méme limite. Alors (uy41 —u,) converge
vers { — ¢ = 0.

d) FAUX Si u,, = \/n, la suite (u,) n’a pas de limite finie, mais

1

e v e oy &

et (up41 — uy,) converge vers 0.

e) FAUX Si u,, = n(—1)", alors (u2y) a pour limite +00 et (u2p+1) a pour limite —oo, donc (uy,)
n’a pas de limite, mais elle n’est pas bornée.

12. En multipliant par la quantité conjuguée du dénominateur, on a

a+ On

bn: ’
a+ fn+m2n?2 +nmw

puis, en divisant par n le numérateur et le dénominateur,
«
B+ —
bn = L )

(0%
T+ 71.2_{_@_'_72
n n

et (by) converge vers 3/(2m) . Mais

sinby, = sin(va+ Bn+ 72n? —nr) = (=1)"sin/a + fn + 72n? .

Donc
an = (—1)"sinb, .

Alors (agy,) converge vers £ = sin(8/(27)) et (agn+1) converge vers ¢ = —sin(3/(2w)). La suite
ay, a une limite si et seulement si £ = ¢/, c’est-a-dire si et seulement si

m? —o
sin o ,
soit 5
2k
2 T

avec k entier. Finalement a, a une limite si et seulement si 3 = 2kn?, et dans ce cas la limite
est nulle.

13. La suite (ag,) est une suite extraite de (ag,). Elle converge donc vers o = lim agy,. Mais
c’est aussi une suite extraite de (as,, ). Elle converge donc vers 4 = lim as,,. Il en résulte que o = ~.

12



La suite (agn+3) est une suite extraite de (ag,41) car 6n + 3 = 2(3n + 1) + 1. Elle converge
donc vers 8 = lim ag,41. Mais c’est aussi une sous-suite de ag,. Elle converge donc vers «. Il en
résulte que g = .

On a donc a = (. Et comme les suites des termes de rang pair et de rang impair de (a,)
convergent vers la méme limite, la suite (a,) converge également vers cette limite commune.

14. Remarquons tout d’abord que la suite (a,,) est positive (Cela se démontre par récurrence).
Pour étudier la monotonie de la suite, évaluons a,11 — a, . On obtient

2(n? +n+1) + nay,
Un4+1 — aAn = (n T 1)2 — Qn
(2—an)(n®+n+1)
(n+1)?

La différence a,4+1 — a, est donc du signe de 2 — a,,. Calculons alors 2 — a,41. On obtient

2(n? +n+1) + nay,
(n+1)2

2—6Ln+1 = 2-

n(2 — ay)
(n+1)2

Il en résulte que si n > 1, les nombres 2 — a,+1 et 2 — a,, ont le méme signe. Cela signifie que ce
signe ne dépend pas de n. C’est celui de 2 — a;. On a alors les cas suivants :

(i) Si a1 < 2, on a, pour tout n, 'inégalité a,, < 2 et la suite est majorée par 2. Par ailleurs, pour
tout n , le nombre 2 — a,, est positif donc a,+1 — a, également. La suite est donc croissante.

(ii) Si a; > 2, on a , pour tout n, I'inégalité a, > 2 et la suite est minorée par 2. Par ailleurs,
pour tout n, le nombre 2—a,, est négatifdonc a,+1—a, également. La suite est donc décroissante.

Dans tous les cas la suite est convergente. Pour trouver sa limite écrivons par exemple

2n2 +n+1 n n
Uptl] =2————— +ap——75 -
T )2 T T i 1)?
2
1
La suite 2% converge vers 2. La suite de terme général % vers zéro, et la suite
(n+1) (n+1)

a, vers £. Alors par passage a la limite on en déduit que

= lim ap1=24+€x0=2.

n—-+o0o

Donc ¢ =2 .

En reprenant un calcul fait plus haut, on a, sin > 1

n(a, —2)
a _9g_\"n—4)
i (n+1)2
soit, pour p > 2
—1 1—-2
p

13



On en déduit alors que

On =2 = n? (n—1)2 3222 (a1 -2)
On a donc (n—1)! .
anp —2 = (12 (a1 —2) = %(al -2),
et finalement )
ap = %(al —2)+2

15. La relation donnée équivaut a
Uptl — Up = Up — Up—1 ,

soit vp4+1 > vy,. La suite (vy,) est donc croissante. Mais, si pour tout entier n, on a |u,| < M,
alors
"Un’ S ’un| + ‘un—l‘ S 2M )

et la suite (vy,) est bornée. C’est donc une suite croissante majorée. Elle converge vers une limite
£. 11 y a alors trois cas :

Si ¢ < 0, la suite (vy,) est négative a partir d’un certain rang, donc, a partir de ce rang u, < u,_1
et la suite (u,) est décroissante minorée, donc converge.

Si ¢ =0, la suite (v,) est croissante et converge vers 0, donc elle est négative, et comme dans le
cas précédent la suite (uy,) est décroissante minorée, donc converge.

Si ¢ > 0, la suite (v,,) est positive & partir d’un certain rang, donc, & partir de ce rang u, > u,_1
et la suite (u,) est croissante majorée, donc converge.
En fait cette derniere situation ne peut avoir lieu. Sinon, il existerait N tel que p > N implique

Up — Up—1 > ’
2
d’ol1 en sommant ces inégalités pour p variant de N a n

n n

14 14
Up —UN-1 = Z(UJD_UIDA)Z Zﬁz(n_N“‘l)ga
p=N p=N
ce qui donne
l
un2uN71+(n—N+1)§.

Et comme le membre de droite tend vers +oo il en serait de méme de celui de gauche.

16. a) Notons M le plus grand des deux nombres a et b. On montre alors par récurrence que
pour tout n > 0,on a0 < u, < Met0<wv, <M. Cest vrai pour n = 0. Si I’on suppose la
propriété vraie a 'ordre n, alors u,+1 est la moyenne de deux nombres compris entre 0 et M et
donc est aussi compris entre 0 et M, puis il en est de méme de v, 1. La propriété est donc vraie
a l'ordre n + 1 donc pour tout entier n > 0.
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b) On obtient

Un+1 — Un+1 = 9 9 4

Up — Un41 1 Up, + U, Up, — Up,
5 =5 (- = .
La suite (u, — v,) est donc une suite géométrique de raison 1/4, et

a—2>b

Uy — Vpy = .

c) D’apres ce qui précede
2(b—a
Un4+1 — Up = *2(un+1 - 'Un+1) = (4n+1) 5

cette expression est du signe de b — a. La suite (u,) est donc monotone. Comme elle est bornée
elle converge vers une limite £. Mais
a—b

g’

Up = Up, —
donc (vy,) converge aussi vers £.

d) On a
Unt1 + 2Un+1 = 2Up41 + UV = Up + 20, .

La suite (uy, + 2vy,,) est donc constante et vaut a + 2b. Par ailleurs elle admet 3¢ comme limite.

On en déduit donc que
0 a4+ 2b
=5

17. On montre tout d’abord par récurrence, que pour tout entier n, les nombres a,, et b, existent
et sont strictement positifs. C’est vrai a I’ordre 0 par hypothése. Si on suppose la propriété vraie
a l'ordre n, alors a, + b, et apb, sont strictement positifs, donc an,4+1 et b,41 existent et sont
positifs.

Pour étudier la monotonie des suites, on calcule

e 2anbn an (b, — an)
n+1 n_an+bn n an+bn
et
1 1
bn+1 - bn = §(an + bn) - bn = i(an - bn)

et I'on constate que le signe de ces différences dépend de celui de b, — a,,.
Or

20,0, (an, — bn)?

an +bn 2(an +by)
Il en résulte que by41 — an41 est positif pour tout n > 0. Comme par ailleurs by —ag = 8 — «
est positif par hypothese, on en déduit que b, — a,, est positif pour tout n > 0. Alors, d’une part
Gn4+1 — Gn, est positif pour tout entier n et la suite a, est croissante, et d’autre part b,4+1 — b
est négatif pour tout n et la suite b,, est décroissante.

bpt1 — py1 = i(an + bn)

15



On a donc
O<ap=a<a,<b, <by=0.

Il en résulte que a, est une suite croissante majorée par (. Elle converge vers une limite £. De
méme la suite b, est décroissante et minorée par a. Elle converge vers une limite ¢. Mais en
passant a la limite dans la relation

1
bn+1 = §(an + bn) y

on obtient
/ 1 /
0= 5(6 +7),

d’ott 'on déduit que £ = ¢'. Cette limite £ est positive.

Pour trouver cette limite, on remarque que pour tout entier n
Apt1bnt1 = an by
Cette suite est donc constante, et sa limite est égale a son premier terme. On en déduit que
2 =af,
et donc, puisque / est positive, que £ = /af3.

En partant de I’égalité

(an — bn)2
b —a =
et en minorant a, et b, par «, on en déduit que
an — by)?
bpi1 —ans1 < (an = bu)” .
4a

On démontre alors par récurrence la propriété suivante :

271
bn—an§4a(6 a) .

4a

A Tordre 0, on a une égalité :

B—a\?”
bo—agzﬂ—a:4a< ) .
4da

Supposons l'inégalité vraie a 'ordre n. On a

a, — by)?
bt — ansy < (71471) 7
a
donc en utilisant la relation a 'ordre n
(4@ < > >

4a
bpi1 —ans1 < 1

a

AN
W
Q
7 N\
K
1
S
o}
~_
[\~
82

IA
i
s}

VR

sy
-~
s}

o

N———



On obtient la relation a 'ordre n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.

Pour obtenir ¢ = v/2, il suffit de prendre b = 2 et a = 1. Dans ce cas

1
Ogﬁ_angbn_angﬁ-

Et de méme )
Oﬁbn—\@ﬁbn—anfwo

Si I’on veut rendre le membre de droite inférieur & 10~ il suffit de prendre n = 3. On calcule
alors les premiers termes :

4 b*3 24 17 _ 816 o7
MW=3 M7 @797 2T BTEm BT 408
Il en résulte que ag est une valeur approchée par défaut de v/2 et que bs est une valeur approchée
par exces de ce nombre.
On remarque que az = 1,414211 ... et que v/2 = 1,414213 . ... La valeur approchée obtenue est
de Tordre de 2 - 1076 c’est-a-dire meilleure que le prévoyait la majoration précédente.

18. 1) Posons a;, = Un__ On en déduit facilement que
1+ u,
Qp
Up = ;
" 1— o,

et puisque () converge vers 0, il résulte du théoreme sur les limites que (u,) converge aussi
vers 0.
2) Comme (vy,) est bornée, il en est de méme de (1 + v2), alors

— Un
1402

(1+27),

Un

et (vy,) est le produit d’une suite bornée et d’une suite qui converge vers 0. Elle converge aussi
vers 0.

19. Dans la plupart des exercives suivants, la méthode consiste a mettre en facteur au numérateur
et au dénominateur le terme ”prépondérant” (pas nécessairement le méme). Lorsque ces deux
termes sont identiques, cela revient a diviser numérateur et dénominateur par leur valeur com-
mune.

Pour les exercices comportant une différence de radicaux, on commence par multiplier par la
quantité conjuguée.

On se rappellera que si ¢ est une valeur finie non nulle, il est identique de dire ”(a,) converge
vers 7 ou ”(a,) est équivalente a la suite constante (£)”.

a) On met en facteur au numérateur et au dénominateur le terme de puissance la plus élevée.

17



1 ) 1 5
21— ——-—= - =
2n? —n—10 " < 2n n2> 2 (1 on  n2

3 - 1 2\ n I 2
n?+n+2 n3<1+2+3> n 4 — =
n n n n

En raison des théoremes sur les limites, la quantité entre parenthéses converge vers 1, et donc,
par définition des équivalents
2n? —n—10 2
n3+n+2 n

Et puisque (1/n) converge vers 0, on en déduit que (a,) converge vers 0.

b) En utilisant la quantité conjuguée du dénominateur, on écrit

_ 5n% —n
VS VSt

a

Puis en mettant en facteur au numérateur et au dénominateur la puissance la plus élevée,
1
n? (5 - >
B n
5 1
vn3 (\/l++\/l+2>
n n

On a donc

et (an) admet 400 comme limite.

c¢) On peut écrire a, en faisant apparaitre les quantités prépondérantes.

In(n? 4 n)
In(n? + 27)

1
In [nQ <1 + )}
n
In[27(1 + n22—7)]
1
2Inn +In <1 + >
n
nln2 + In(1 + n22—n)
1
In <1 + >
1 n
2lnn + 2Inn

nln?2 In(1 4 n227")
14—
nln2

n

Comme la fraction de droite converge vers 1, on en déduit que

2lnn

Gy ~
nln2’

18



et la suite (a,) converge vers zéro.

d) On met en facteur (—1)".

(1) =21y <1 + (_22)n> .

L’expression entre parentheses converge vers 1, donc (a,) est équivalente a (2(—1)"), et n’a pas
de limite.

e) Il faut discuter suivant les valeurs des nombres o 3 7.

Si « est non nul, a, ~ an et (a,) admet +0o comme limite si o est positif, et —oco sinon.
Si « est nul et § non nul, la suite (a,) converge vers [3.

Si « et ( sont nuls et vy non nul, a, ~ v/n, et la suite (a,) converge vers 0.
Sia=0F=v=0,o0naa, =0, donc a, ~ 0, et (a,) converge vers 0.

f) On met y/n en facteur.

mﬁﬂ:w&(ﬂ#@)

La quantité entre parentheses converge vers 2, donc

Vnt+a+n+p~2vn,

et la suite (ay) admet +00 comme limite..

g) On met (—1)"n en facteur au numérateur et n au dénominateur.

(14 (-1
(-1)"n+1 B ( 1) <1+ n > _ (_l)n 1+

B 1
n+n n|l4+—
Vn
La quantité entre parentheses converge vers 1, donc
(—=1)"n+1
n++/n

n
1
1 -
7

(_1)71 )
et la suite (ay,) n’a pas de limite.
h) La quantité prépondérante au numérateur et au dénominateur dépend de la position de «

par rapport a 1. On a les trois cas suivants :

(i) @ > 1. Dans ce cas
n®*+a" =a"(1+n% ") ~a",

et
n2a +a2n _ a2n(1 +n2aa72n) ~ O4271 ’
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d’ou

et (ay) converge vers zéro.

(ii) o < 1. Dans ce cas

a’n
n® +a" =n® <1+> ~n%,
no{
et
a2n 5
n2a+a2n:n2a 14+ S noc’
n (6%
d’ott
n 1
S E T
et (ay) converge vers zéro.
(iii) w = 1. Dans ce cas
n+1 1
Ay = ———— ~v —
"Tn241 o’

et (ay) converge vers zéro.

Dans tous les cas la suite converge vers zéro.

i) La quantité prépondérante au numérateur et au dénominateur dépend de la position de « par
rapport a 1/2. On a les trois cas suivants :

(i) @ > 1/2. Dans ce cas

n® + 2y/n = n® <1 + 2n1/2*“> ~n®,

et
2« +n= n?a(l + n1—2a) n2a ’
d’ou
n® 1
Qn n2a  pa’

et (ay) converge vers zéro.

(ii) @ < 1/2. Dans ce cas

na—1/2

na+2\/ﬁ:2\/ﬁ<1+ >~2\/ﬁ,

et
n**+n=n(l+n*1)~n,
d’ou
2\/n

anf\./i:

2
n vn'’
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et (ay) converge vers zéro.

(iii) w = 1/2. Dans ce cas

et (a,) converge vers zéro.

Dans tous les cas la suite converge vers zéro.

j) La quantité prépondérante au numérateur et au dénominateur dépend de la position de 2*
par rapport a 1, c’est-a-dire du signe de A\. On a les trois cas suivants :
(i) A > 0. Dans ce cas

2N 4 3n +1=2"(14 (3n+1)27") ~ 227

et
2)\n +1= 2)\71(1 + 27/\n) ~ 2)\n ’

Donc
anp ~ 1,

et (ay) converge vers 1.

(ii) A < 0. Dans ce cas

A 41
2’\n+3n+1:3n<1+ 3+ >~3n,
n

et le dénominateur converge vers 1. Donc

ap ~ 3n ,
et (ap) admet +oo pour limite.
(iii) A = 0. Dans ce cas
n+2 3n
Qa = ~ —
n 2 2 I

et (ap) admet +oo pour limite.

k) Les factorielles étant prépondérantes, on met n! en facteur au numérateur et (n + 1)! au
dénominateur

on on
n! + 2" n 1+H n! 1+ﬁ
(n4+ 1) 437 3n  (n41)! 3"
{14+ —— 14—
(n+1) + (n+1)! (n+1)!

La quantité entre parentheses converge vers 1. Donc

n! + 2™ n! 1 1

m+ )1 +3"  (n+D) n+l n

)
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et la suite (a,) converge vers zéro.

1) Remarquons tout d’abord que, si n > 2,

n=2x---xn<n"!,
on en déduit que
n! 1
0<—<—.
n n
D’autre part, si n > 3,
3" <n",
et qn
0= nt2 = p2

Et, en utilisant le théoréme d’encadrement, les suites (n!/n") et (3" /n"*2) convergent vers zéro.

n mettant 7" en racteur au numerateur €t n au denominateur, on optien
E ttant n” en fact Srat t n"*2 au dénominateur, btient
n! !
n |1+ — n
n!+n" < n”) 1 1+ nn
nnt2 4 3n - 3n - ? 3n
+2 —
n" L+ 2 1+ nte

La quantité entre parentheses converge vers 1, donc

n! +n" 1
nnt2 4 3n 2

)

et la suite (a,) converge vers 0.

20. On peut écrire
P(e) = aga” + ag 129" 4+ ag

avec a, non nul. On calcule In|P(n)| en mettant n? en facteur et en prenant le logarithme, il
vient ) )

In|P(n)| :lnnq+ln‘aq+q;1+...+i 7

n nd

puis en mettant Inn? = glnn en facteur

ao

Ag—1
1‘ 4+ 4
n |aq " + +n‘1

In|P(n)|=qlnn |1+ JInn

La quantité entre parentheses converge vers 1, donc

In|P(n)| ~qlnn .

21. a) Sil’on suppose a, > 0 a partir d’un certain rang, on a alors

b c
1< 2<
an an

22



Mais comme ¢, ~ a,, la suite (¢, /a,) converge vers 1, donc d’apres le théoreme d’encadrement,
la suite (by/ay) converge également vers 1, et 'on a bien b, ~ a,.

b) Si I'on ne suppose plus a,, > 0 & partir d’un certain rang, on procéde de la maniére suivante.

Puisque ¢, ~ ay, il existe une suite (g,) qui converge vers 1 et telle que, & partir d’'un certain
rang

Cn = Enly -
On pose
En sia, =0
—{ b,
i — siap #0
%9

Si a, est non nul, on a b, = n,ay.

Si a, est nul, alors a partir d’'un certain rang, ¢, l'est aussi, et les inégalités 0 < b, < 0, en-
trainent que b, est nul. On a donc également b,, = nya, = 0.

Donc a partir d’un cetrain rang, on a b, = nya,. Il reste a montrer que la suite 7,, tend vers 1.
Etudions suivant le signe de a,, :

(i) Si ap >0, on a

donc

—_
A
3
3
IN
™
3

c’est-a-dire

et finalement

(ii) Sia, <0, on a

H
v
|
v
|

donc

,_.
V
3
3
Y
™
3

c’est-a-dire

et de nouveau
1 — 1] < len — 1] .

(iii) Si a, =0, on a
M — 1] = [en — 1] .

Donc, pour n assez grand, on a
‘Wn—l‘ S‘En_”?
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alors, comme (g,) converge vers 1, la différence (¢, — 1) converge vers zéro, et il résulte du
théoreme d’encadrement que (|n, — 1|) converge aussi vers zéro, c’est-a-dire que (7,,) converge
vers 1. On a donc bien démontré que b, ~ a,, .

22. En écrivant
Qn+p — Ap = (an—f—p = Qpip-1) + o+ (Qnt1 — an)

et en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

‘an—l-p - an’ < |an+p - an—i—p—l’ + -+ ’an—i-l - an’ y

et donc
lantp — an| < k(P74 )

Le membre de droite est la somme des termes d’une suite géométrique qui se calcule, et I'on

obtient
1—pP

1—p
On majore encore le membre de droite pour obtenir finalement

|ngp — an| < kp"

MTL
1—p
Comme le membre de droite converge vers zéro, lorsque n tend vers I'infini, il existera, pour tout
€ > 0, un entier N, tel que n > N implique

|an+p — anl <k

Alors, quel que soit n > N et quel que soit p entier
|an+p — an\ <eg.

Cela montre que la suite (a,,) est une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge vers une limite £.

23. Sil’on pose =, = Reu, et y, = Imu,, on a donc

Tntl + Wnt1 = -9
et donc
Ty g
Tptl = 5
_Yn
Yn+1 5

a) La suite (y,,) est donc une suite géométrique de raison 1/2 et y, = yo/2", donc la suite (y,)
converge vers 0.

b) D’apres 'inégalité triangulaire



et la suite (|uy,|) est une suite décroissante.

$n+|un‘ _ . ‘un‘ — Tn
2 2 ’
mais, puisque la partie réelle d’'un nombre complexe est toujours inférieure au module, on en
déduit que x, 1 — xy, est positive donc que la suite (x,,) est croissante.
c) D’apres ce qui précede, on a

Tp4+l — Tp =

[Zn| < Jun| < uo|

donc la suite (z,) est bornée. Comme elle est croissante elle converge vers une limite réelle /.
Alors puisque u,, = @, + iypn, la suite (u,) converge aussi vers .

d) Si a est un réel positif, alors on démontre par récurrence que la suite (u,) est constante. En
effet, si u, = «, alors |u,| = @ et up11 = a.

Si « est un réel négatif, alors |ug| = —c«, donc u; = 0 et par récurrence, si n > 1, on a u, = 0.
La suite (uy,) est stationnaire.
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