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acquisition de compétences

La mécanique des milieux continus, ’élasticité linéaire en particulier, est & ’origine de bon nombre de théories
mathématiques venant en support a la construction (génie mécanique ou génie civil). Le but de ce cours
est de permettre ’acquisition de nouvelles compétences par I’étudiant qui sera & méme de comprendre le
vocabulaire, les concepts et les méthodes mis en oeuvre dans les codes de calcul ou les régles de calcul
internationales. Les premiers outils maitrisés par tout bon ingénieur sont ainsi mis & la portée des étudiants
de licence L3.

contenu

L’objet de la mécanique des milieux continus (mmc) est I’étude du comportement de milieux continus qui
respectent I’hypothése de continité. Ce cours de 3éme année de licence de mécanique est volontairement
restreint & I’étude des solides élastiques, dans 'hypothése des petites perturbations.

Globalement, le cours aborde les notions suivantes :
1. La cinématique explique ce qu’est ’hypothése de continuité et traite des déplacements et des déforma-
tions des solides;
2. La statique aborde les questions de forces internes et introduit le concept de contraintes et leurs
propriétés ;
3. Les lois de comportement des matériaux établissent des ponts entre les contraintes et les déformations.
La loi élastique des milieux homogénes isotropes est détaillée;
4. Ce qu’est un probléme de mécanique des milieux continus et les méthodes de résolution en élasticité.
Les deux derniers chapitres présentent des éléments de calcul vectoriel et les principales formules d’élasticité

dans différents systémes de projection. Un recueil d’exercices faisant I’objet d’un autre document est associé
a ce cours; il contient les sujets abordés au cours des travaux dirigés.

prérequis

mathématiques

Espaces vectoriels et affines. Calcul matriciel : matrice, polyndéme caractéristique, valeurs et vecteurs propres.
Géomeétrie Euclidienne élémentaire : triangle rectangle, cercle, trigonométrie. Produit vectoriel, produit sca-
laire. Equation et représentation paramétrique d’une courbe et d’une surface. Coordonnées cartésiennes et
cylindriques. Fonction, dérivée. Fonctions de plusieurs variables, dérivée partielle, différentielle. Fonctions
vectorielles, analyse vectorielle.



mécanique

Force, moment d’une force, torseur. Mécanique du solide indéformable : torseur cinématique, torseur dyna-
mique. Principe fondamental de la dynamique. Statique.
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Chapitre 1

Description cinématique d’un milieu

continu

1.1 hypothése de continuité

1.1.1 notion de solide

FIGURE 1.1.1 — discontinuité de la matiére
- macrovue d’un béton : interface granulat-
mortier

L’exposé porte sur I’étude des mouvements et des déformations
des solides. Pour simplifier, on conviendra qu’un solide posséde
une forme propre, c’est-a-dire qu’il faut lui appliquer des efforts
importants pour lui imposer un changement de forme, ce en
quoi il se distingue des liquides et des gaz.

1.1.2 continuité

Bien que la matiére soit discontinue, ce que peut mettre en évi-
dence n’importe quelle observation microscopique voire macro-
scopique, les mécaniciens ont besoin d’une hypothése de conti-
nuité permettant de décrire les grandeurs physiques par des
champs de fonctions mathématiques ayant les ’bonnes’ pro-
priétés de continuité et de dérivabilité.

Cette hypothése s’applique quand bien méme des hétérogénéi-
tés apparaissent & des échelles macroscopiques. Il en va ainsi du
béton bien que les granulats enchassés dans la pate de mortier
sont bien visibles.

Naturellement, il existe aussi des situations ou cette hypothése
de continuité ne permet plus de rendre compte de la réalité
physique :

— il s’agit par exemple des solides possédant une frontiére dé-
limitant deux matériaux distincts; dans ce cas les deux do-
maines sont traités séparément comme étant homogenes et
des équations de continuité décrivent la solidarité des deux
phases ;

— ou bien qu’une discontinuité apparaisse du fait de la pro-
pagation d’une fissure. A ce propos, les mécaniciens de la
rupture distinguent trois modes de propagation (Fig.

L’hypothése de continuité nous permettra de définir des densi-

FI1GURE 1.1.2 — discontinuité de la matiére
- microvue électronique d’une pate de ci-
ment : cristal de Portlandite (chaux) et gel
de silicate de calcium hydraté (C-S-H).

tés volumiques de certaines grandeurs physiques, parmi lesquelles la masse volumique par exemple.

11
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1.2 modéles de description cinématique

1.2.1 référentiel et repéres
L’observateur, le mécanicien,
appartient a un référentiel
d’observation. Les vitesses et
accélérations sont établies dans

ce référentiel. Naturellement,

on cherchera & privilégier les
référentiels Galiléens dans les-
quels les lois Newtonniennes T

sont applicables (cf. §[2.2.1]).

Dans ce référentiel, la position
des points de I’espace peuvent
étre décrits par leurs coordon-
nées dans un repére formé par
une origine et un jeu de trois
axes indépendants (en 3D).
Plusieurs repéres peuvent étre
associés & un méme référentiel.

la fissure

Fupte mode I v

Yy
s o R
5 A
" B, i
B, =
4 > el ‘y“' 3
ll ; i
» i/ i ’/,/'“1
a. L .3")
= B ‘\LL > =
1 & B

Fupture mode IT Rupture mode IIT ‘

FIGURE 1.1.3 — modes de ruptures selon le mouvement relatif des lévres de

Les repéres peuvent étre de nature cartésienne, cylindrique, sphérique ou attaché & une surface selon ce que

le mécanicien juge le plus pertinent.

C’est a l'intérieur de ce repére que s’effectue la description d’un solide. Deux point de vue peuvent étre

adoptés a cet égard.

1.2.2 description lagrangienne

At

%l A

=
-

FIGURE 1.2.1 — configurations initiale et
postérieure (instant ¢) d’un solide : vecteur
déplacement

Soit le repére orthonormé {R} = {O,e’i,e},e;}, a D'instant
to = 0 chaque point M appartenant au solide posséde des co-
ordonnées initiales X7, X5, X3. Le vecteur position initiale est
ainsi :

-7\_4):0—]\>4=X1€_1>+X2€_2>+X3€_3>

soit, de fagon abrégée et en utilisant la convention de somma-
tion implicite :

M = ZXN_% = X;e

i=1

Un description possible des transformations subies par le so-
lide consiste & considérer la loi d’évolution des positions de
chaque particule dudit solide. On introduit ainsi les coordon-
nées x1,Ts,x3 du point m, résultant du déplacement de M
entre les instants ¢y et t. Par conséquent le vecteur “position
instantanée” s’écrit de la fagon suivante :

Les coordonnées x; dépendent 4 la fois des coordonnées X; (position initiale) et de ¢ (temps). De sorte que :

= m(M,1)
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ou bien :
1 = x1(X1, X2, X3, 1)
To = X2 ()(1,)(2,)(37 ) (121)
T3 = T3 (X17X2uX37 )

Remark 1. On désignera par une lettre majuscule la position initiale d’un point (temps ty) et par une lettre
minuscule sa position instantanée au temps t.

La vitesse peut alors étre calculée par :

_>
iﬁmﬂzgg (1.2.2)

De composantes cartésiennes (par exemple) : V; = agf (Xk,t) k= 1..3 (la dérivée partielle ne concerne donc

que la variable de temps, les positions initiales en étant indépendantes quant a elles).

Et de méme pour 'accélération :

_> e
v d’m
T @ _ 1.2.
(m t) = dt dt? (1.2.3)
Qui aura pour composantes :
82
;= 92 (X, t)k=1.3 (1.2.4)

ey
L’introduction du vecteur déplacement W = Mm ne change pas grand chose a la formulation, en effet :

au — cﬁ;
V(7 1) = S == ) (1.2.5)

1.2.3 description eulérienne - dérivée particulaire

Au lieu de suivre chaque particule dans son mouvement, on peut aussi “se poster” en un point M donné de
Pespace et observer les particules qui y passent (et avec quelle vitesse elles y passent) ainsi que la variation
des grandeurs physiques locales qu’elles transportent (température, pression le cas échéant).

Selon ce point de vue, dit eulérien, les variables descriptives sont donc {?, t}ou{wy,x9,x3,t}.

Ainsi une grandeur physique (par exemple scalaire) G peut étre décrite de deux fagons :
— selon un point de vue de Lagrange, G dépend de la particule initiale et du temps et donc :

G = G(Xp, 1) (1.2.6)
— selon un point de vue d’Euler, G dépend de la position d’observation et du temps et donc :
G = g(z, 1) (1.2.7)

Si ’on s’intéresse & la variation de la grandeur G au cours du temps, on obtient également deux formulations :
— selon Lagrange, puisque les coordonnées initiales sont indépendantes du temps :
gidg dG( 1 = 0G(X 0 (1.2.8)
at — at YT e -

— selon Euler, par contre, en introduisant la différentielle totale exacte de g :

g dg og G 89 0g
I dt( Tk, t) = (8tdt+8x dxq a Zdl‘g-‘ragdxg)

ce qui devient, :

dg 0G =~ 0G dry  0G dxos =~ 0G dxs

g:a_a—kaxl dt +8.132 dt +8$3 dt

On reconnait les termes suivants :

6M _
1. En effet, %5~ = 0.
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— la dérivée partielle de la “mesure” locale G par rapport au temps : %—?
_ i . — Jdz1 dzp dzg
le vecteur vitesse local : 7 =5 I h

— le vecteur gradient de la mesure G : grad G = {gfl , gfz, 8‘953} (cf. §5.3.1).

Par conséquent, on retiendra que :

¢-% a (@1, t) + grad G(zx, ).V (21, 1) (1.2.9)

Cette relation s’applique également aux grandeurs vectorielles ou tensorielles.

Par exemple, s’agissant de l'accélération :

‘_)
av
T = = - 8t+grad77 (1.2.10)

En composantes cartésiennes :

3

o, v,

(1.2.11)

1.3 Champ de déformation

1.3.1 tenseur gradient du champ de déplacement

Pour caractériser une déformation éventuellement
subie par un solide au cours de sa transformation,

e—;f % ¥y il convient de “surveiller” s’il est affecté par des
; changements de longueur (élongations, raccourcis-
| sements) ou des distorsions d’angle.
| E,

I r Mr i ’. t . . 4
| M . ﬂ m Dans un premier temps, intéressons nous au sort
| | e L subi par un ve_ct>eur in_ﬁ)niment petit de la configura-
| A = . e s .
Lo d = ) ’g)n initiale dM — dm (que l'on note aussi dX —
: M 1% dz). Puisque z; = z;(Xy), il vient dz; =} 5% Oz, ka.
O ! - Soit, en composantes cartésiennes :
- —
- g
—— -
dzry = 89“ ~dXy + ‘%1 LdXo + aXl dX3
dry = 8@‘2 -d X + 612 dXs + 33”2 21X
FIG.URE 1.3.1 — transformation d’un vecteur infiniment drg = 823 LdX) + axg LdXy + 6$3 e
petit
On introduit ainsi le tenseur gradient F qui est un
opérateur 3 x 3 dont les composantes sontE| :
Oxq oz oxq
= —_— ?5(1 %€f2 E%gs
T xr
F=grad@ = | $% {2 % (1.3.1)
Ox3 O3 Ox3
00X 0Xo 0X3 {6—1)78—576—3)}
Et donc : o
dr = F.dX (1.3.2)
_9_
_ x1 X1
2. On peut noter que grad @ = 7 ® ? = ( T2 ) ® % (voir §5.3.1.3)).
T3 _9~
X5
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Sil’on introduit maintenant le champ de déplacement par U= MOM il apparait clairement que : 7 = ?Jrﬁ
et donc grad? grad? + grad U avec grad? F et grad Y =TI (identité). C’est- a—dlre

f:7+grad7 (1.3.3)

1.3.2 transformation de GREEN-LAGRANGE

La transformation d’un vecteur & elle seule ne peut pas décrire une déformation; par exemple, dw peut

différer de (ﬁz sous leffet d’une rotation sans que cela ne soit le signe d’une deformatlon D’autre part la
transformation d’un vecteur pris séparément ne peut en aucun cas rendre compte d’une quelconque variation
angulaire. Ainsi le tenseur gradient n’est pas adéquat pour caractériser, seul, un état de déformation.

Examinons plutot la transformation du couple formé
par deux vecteurs infinitésimaux dX et dX’. D’un

—

point de vue mathématique, il est avantageux de = | Sel & & 1S
porter son attention sur I’évolution du produit sca- : -
. 7 — ) . . . I k. "m
laire dX.dX" car l'invariance du produit scalaire I il -,
dans une transformation géométrique garantit que I = b /r
le milieu, ne subissant ni variation de longueur ni : s WA » =
variation d’angle, n’est pas déformé (localement). | e b
v d_f Wt
Les vecteurs cl_)(2 et cl_)(2 deviennent respectivement :
& =FX et d’ = FX' e
Ainsi la variation de produit scalaire est égale, ma- B == S = 6?1._
triciellement, aE| : _— _
- Y instnit 1° instant t
drd7’ — dX.dX' = [da]' . [d2'] — [dX]' . [dX"]
Autrement ditf]: FIGURE 1.3.2 — transformation d’un diédre infinitési-
R . mal
%
dr.dr’ — dX.dX" = ([F][dX))" . ([F] [dX"]) — [dX]" [1] [dX"]
Et encore, par associativité :
— — —
dr.di’ — dX.dX' = [aX)* ([F]'.[F] - .[1)) [4X"
Que l'on pose égal & :
— — —
di-de’ — dX.dX' = 2[dX]' [E] [dX'] (1.3.4)
ou : ]
[E] = 5 ([F]t F] - [I]) (1.3.5)
En prenant en compte 1’équation [1.3.3] et en revenant en notation tensorielle, il vient :
— 1 /)= —— \t = — -
E= 3 <<I+grad7> . <I+grad7) —I)
Soit
= 1
E= 5 (grad U + grad® ¥ + grad® Wgrad 7) (1.3.6)
E est le tenseur de déformation de GREEN-LAGRANGE; il est symétrique.

X1,x; X1,x, X1,x4 1 0 0 _
3. Parcequegrad X = X ®V = | X1x, Xox, Xox, |=]0 1 0]|=T

X1,x; X3,x, X3x3 0 0 1
1
4. [da] est le vecteur colonne | xa | et [dx]?, sa transposée, le vecteur ligne [z1,z2, 3]
Z3

5. On notera au passage que [X]* [I][X] = [X]* [X]; ce qui permet d’introduire Popérateur « Identité » [I] au besoin.
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1.3.3 Linéarisation du tenseur des déformations

Dans la suite de I’exposé, I’hypothése des petites perturbations (HPP) va permettre une simplification de
I’expression du tenseur des déformations.

Cette hypothése est double :
1. Petits déplacements : le déplacement de chacun des points du solide est petit de sorte que I’état actuel
(déformé) est confondu avec ’état initial dans le calcul des forces internesﬂ
2. Petites déformations : les termes du tenseur de déformation sont petits devant 'unité[’}
Les termes de déformation du second ordre deviennent négligeables devant les termes du premier ordre de
sorte que le tenseur des déformations, que ’on note désormais €, se réduise a :

|

~e= % (grad U + grad® 7) (1.3.7)

1.3.4 Interprétation - composantes

1.3.4.1 interprétation du tenseur ¢

Repartant des équations et on peut écrire :

cﬁ = d—)(Z + grad 7cl_)(Z

On introduit les parties anti-symeétriques w et symétriques € du tenseur gradient :

cﬁ: =dX + % (grad7 — gradt 7) al—)(z + % (grad7 + grad® 7) d7 = d—)(Z 4—5.0!7(k —|—?.c§Z (1.3.8)

Or, on montre aisément qu’un tenseur anti—symétriqueﬁ est
équivalent & un produit vectoriel, ainsi :

m. @
ﬁ —
di = dX + @ AdX +2dX
E.dX i’ ou encore (compte tenu de la définition des vecteurs ? et 7,
o A voir figure[1.3.1]) :
dx [r' ~. © 7 ; .
,‘f s ;U mm! = MM + @ AdX +edX
[ 0
REsT) — —_—
s et, puisque W (M) = Mm et @ (M') = M'm’ alors :
- P Tl' E translation rotation
y—e _
Y- WM = u(M) +TAdX+  EdX
solide indé formable déformation

FIGURE 1.3.3 — translation puis rotation Dans un solide déformable, dans I’hypothése HPP, le champ de

puis déformation. déplacement résulte ainsi de la combinaison (par sommation)
de :

— une translation d’ensemble;

— une rotation d’ensemble;

— un champ de déplacement générant la déformation pure.

6. Attention : cette premiére hypothése ne permet pas de rendre compte de certains phénoménes importants en mécanique
du solide, notamment les phénoménes d’instabilité.

7. Cette seconde hypothése peut légitimement étre faite dans le cadre d’une théorie du solide élastique ; ce peut ne plus étre
le cas lorsque les déformations plastiques deviennent importantes (par exemple dans un processus d’extrusion).

0 1 (Ou1 _ Ouy 1 (Ou1 _ Oug _1(Ouz _ Oug
2 \ 0z2 oxl 2 \ 0z3 ox1l 2 \ 0z3 ox2
5 = _1 (0w _ Ouy 1 (Ouz _ Ous — 1 (9uy _ Oug
8. w = 5 (53 — Bt 0 5 | 323 Py et donc & = 5 523 — Bs . On notera
_1 (0w _ Ous _ 1 (Ougy _ Oug 0 _1 (0w _ Ougy
2 \ 9z3 ozl 2 \ 0z3 ox2 2 \ O0z2 ozl

que les composantes diagonale du tenseur w sont nulles alors que les composantes extradiagonales sont opposées deux a deux :
w;ij = —wji. On dit que W est anti-symétrique.
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1.3.4.2 composantes de € en coordonnées cartésiennes

De par sa définition (équation [4.1.6), la matrice des déformations s’établit comme suit (voir § pour les
coordonnées cylindriques).

6:81 l ( 8x1 + (9332 ) l 6:81 + 83}3
€11 €12 €13 , 90X, , 2 6X23 0X1 2 aaxg 2)(1
€= ) — 1 131 Oza o 1 [ Oz T3
€=\ €2 €2 €3 [= 3 \oxs T ax, DX 2 \oxs T axs (1.3.9)
€13 €23 €33 1 ( Oz: + Ox3 1 ( Oza + dzs Ozs
2 8X3 0X1 2 8X3 0Xo 6X3
Elle est symétrique : €;; = €;;.
= =t
€ =€

On se reportera au §[6.4.1] pour I'expression du tenseur en coordonnées cylindriques.

1.3.5 analyse des composantes : élongation & distorsion
1.3.5.1 élongation

Considérons un vecteur matériel de la configuration initiale de lon-

gueur dX orienté par un vecteur directeur unitaire ?, alors CR = m'
d_))( .?, au cours de la transformation géométrique, ce vecteur g;evient 2
dx et, selon I’équation dans le cas particulier ou 7 =X e.dX Tl
_ Y :
dr? — dX? = (dx — dX) (dz + dX) = 2dX . EdX
LT =gy s M'
Dans I’hypothése des petites perturbations, on approxime la somme Ci?l =dY (1+e)e 3
dr 4+ dX par 2dX et on introduit la notation €, = % (“allonge- /
ment” relatif dans la direction €), alors : /
A 4 ®. ﬂl
_ m
(dz — dX) (dz + dX) ~ €,.dX.2dX = 2dX* € ¢
Et donc :
i
€e = €€ € (1.3.10)  Fiqure 1.3.4 — élongation : variation

. . . g locale de longueur
€ est adlmenswnnelEl7 il est positif si le segment dX s’allonge et est

négatif dans le cas d’un raccourcissement.

Ainsi :
11 = U est élongation selon T
i
€22 = 5.2 est élongation selon T3

€33 = g—gg est élongation selon T}

Et, de facon générale :

€11 €12 €13 €1
€e = [ €1 €2 €3 ] €12 €29 €93 () (1.3.11)
€13 €23 €33 €2

1.3.5.2 distorsion (glissement)

9. Les petites déformations ont un ordre de grandeur allant jusqu’a 10~ ; on prend 1’habitude de les exprimer en multiple
de 1076 (résolution des appareils de mesure). On définit ainsi une “microdéformation” et on note pe ou udef la valeur 1076,
Par exemple 250pudef = 250 x 1076 = 2.5 x 10~%.
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Considérons, cette fois, l’angke> droit construit sur
e deux vecteurs unitaires NV et M, ceux-ci se transfor-

i 5" it mant respectivement en 7 et mi. Encore en vertu
de I’équation ona:

T — NM = 2N EM

=~
24
>

rabattzment dudiddre | B, e N déformation dudiddre | N, 3 |

or, selon la figure[1.3.5] on voit que

T SINYNM _ SINYN M
[n| |m| (I+en)(1+en)

FIGURE 1.3.5 — distorsion : variation locale d’angle

Si ’on considére de nouveau ’hypothése des petites perturbations, on approxime ’angle et son sinus et on
néglige les déformations devant 'unité et donc : e YNM -

%
Par conséquent on obtient la distorsion (on dit aussi le “glissement”) de 1’angle droit bati sur NZ et M par :

yxar = 2N EM (1.3.12)

On voit ainsi qu’a une distorsion positive correspond une réduction d’angle droit. Les distorsions, tout comme
les élongations, sont adimensionnelles et s’expriment également en ude f E

€12 = % % + g—lg est lademi — distorsion del’angle x_1>, 7
€13 =3 g% + g% est lademi — distorsion de 'angle 77, 74
€23 =1 g—;i + gzz est lademi — distorsion del’angle zjg,-;—g;
1.3.5.3 dilatation volumique
Soit un petit parallélépigéde rectangle bati sur les vecteurs de
la base {e—1>, e, e—f} : dX1,dX5,dX3, alors son volume est dV =
T dX1dX2d X3 ; aprés transformation géométrique le volume devient
/ dv = dridxradrs (hypothése des petites perturbations prise en
,./f a | e compte). Par conséquent la variation relative de volume est :
\ - o v—V _ (1+611)dX1.(1+622)dX2.(1+633)dX3
a |4 dX1dX2d X3
FIGURE 1.3.6 — variation locale de vo- 9 — v €11 + €29 + €33 = Ouy | OGup  Ous
lume V O0r1  Oxy  Oxs

Soit, en introduisant les opérateurs « trace » et « divergence >>|E|:

0=tr(e) =divd (1.3.13)

On peut donc indifferemment exprimer la variation volumique unitaire soit par la trace du tenseur des
déformations, soit par la divergence du champ de déplacement.

1.4 Déformations & directions principales

On considére un état de déformation local au point matériel My du solide {S} étudié.

On voit que, parlant de déformation, il convient de préciser soit la direction d’intérét, soit ’angle (et donc
le plan) concerné. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle il faut un opérateur d’ordre 2 (un tenseur 3 x 3)
pour totalement caractériser un état de déformation locale.

10. Ce sont donc les demi-distorsions qui apparaissent dans la matrice des déformations.
11. La trace d’une matrice A, notée tr(A) est égale & la somme des termes de sa diagonale. Voir aussi le §}5.3.2| pour la
définition de la divergence.
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Dés lors, il devient légitime de s’interroger sur ’existence d’axes, centrés
sur un point matériel donné dans le solide étudié, selon lesquels les distor-
sions seraient nulles. Si de telles directions existent c’est qu’elles restent
perpendiculaires entre elles alors méme que le solide se déforme. Autre-
ment dit, ces directions trés particuliéres sont invariantes (& la rotation
prés) par la transformation imposée par 'opérateur € .

On aurait donc, pour ces directions privilégiées : e proportionnel am

D’un point de vue mathématique, ces directions sont dirigées par les vec-

teurs propres de la matrice € . FIGURE 1.4.1 — déformation sans

Comme la matrice € est symétrique et que ses termes sont des nombres distorsion d’un parallélépipéde
réels, ses valeurs propres sont donc également réelles et les vecteurs propres bati sur les axes principaux
associés (si les valeurs propres sont différentes entre elles) forment un

triedre (orthogonalité des vecteurs propres deux & deux).

Définition 1. On appelle déformation principale toute valeur propre du
tenseur des déformations.

Définition 2. On appelle direction principale de déformation toute direction orientée par un vecteur propre
du tenseur des déformations.

Remarque : Un petit élément de volume parallélépipédique dont les arétes sont orientées par les directions
principales reste parallélépipédique aprés transformation géométrique (voir la figure [1.4.1)).

1.4.1 déformations principales

Les déformations principales sont solutions de ’équation : det )? — )j‘ = 0. C’est une équation du troisiéme

degré en \ appelée « équation caractéristiques » de la matrice €. Les solutions en sont réelles et trois situations
peuvent survenir :

1. les trois valeurs propres sont égales : c’est que toute direction de ’espace autour de My est direction
principale et les dilatations sont les mémes dans toutes les directions. Il n’y a aucune distorsion dans
quelque plan que ce soit.

2. deux valeurs propres sont égales : il y a une troisiéme valeur propre associée & une direction propre.
Toute direction appartenant au plan perpendiculaire a cette direction propre est également propre.

3. les trois valeurs propres (principales) sont différentes alors les trois directions propres (principales) sont
différentes et orthogonales entre elles du fait de la symétrie du tenseur des déformations.

Dans la base des vecteurs propres (des directions principales) , le tenseur des déformations s’écrit ainsi :
€r 0 0

€= 0 €7 0 (14.1)

0 0 e {et.ert.erri}

1.4.2 directions principales de déformation

Les vecteurs propres orientent les directions principales de déformation. Ils sont solutions vectorielles de
I’équation :

— = _)

(E - eKI) =1 (1.4.2)

ol ex est déformation principale. Naturellement la solution n’est pas unique mais il faut ajouter les conditions
suivantes :

—
1. ekl =1
2. classement conventionnel des solutions : €7 > €75 > €rrr

3. {e_}, e, erri} forme un triedre direct.
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1.4.3 invariants du tenseur des déformations

Les invariants du tenseur des déformations sont les coefficients de I’équation caractéristique det

Ef)j‘:O:

N+ KN+ K A+K;3=0 (1.4.3)

Comme le nom l'indique, ils sont indépendants du choix de la base de projection du tenseur €, ce sont :

K| =tr (?)
Kz =4 (62 (@) - or (7)) (1.4.4)
K3 = det [¢|

Ces invariants sont utilisés pour la définition de certains « critéres » (plasticité, endommagement) exprimés
en terme de déformation (voir §J3.5).

1.5 Représentation graphique d’un état de déformation

Nous allons considérer un état local de déformation, initialement caractérisé par le tenseur € exprimé dans
son repére principal par :

es 0 0
e= 0 er O
0 0 err (e emi )

1.5.1 cercle de Mohr des déformations

On considére, d’autre part, le diédre formé par les vecteurs unitaires
- = — = —

W = ce; + ser; et t = —sej + cer; orthogonaux entre eux et appar-
tenant au plan {e_;, e_[}} , avec les notations ¢ = cosf, s = sinf, ou  est
I’angle d’inclinaison du vecteur 77 avec le vecteur ej. Il est alors possible
de calculer le « vecteur déformation » dans la direction en appliquant le
tenseur € au vecteur 70 , ainsi :

__>> N €r 0 0 c €rc _ N
FIGURE 1.5.1 — diédre {n,t} e(n) =¢en = 8 661 0 8 = 61015 =escer +errsery
€111

En projetant le vecteur ¢(70) selon 7 puis selon ¢, on obtient respec-
tivement 1’élongation dans la direction 77 (équation |1.3.10) et la demi-

distorsion de ’angle %,\? (équation |1.3.12) :

6(—737 €=¢rc® + erps?
| 2 = —(e1 —err)es

Introduisons I’angle double & 6, il vient :

N { €= AL 4 SImCIL cos(—26) (1.5.1)

=\ —
e(n) = 7 = S5 sin(—26)

Dans le plan {e_}, 8—11>} I’état de déformation autour du point M est donc caractérisé par un vecteur défor-

2y

mation ¢(77) dont les composantes {¢, 37} dépendent de l'orientation 6.
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Ces composantes peuvent étre reportées dans un plan (le plan
de MOHR), auquel cas le point figuratif du vecteur déformation
décrit un cercle lorsque 6 varie de 0 & .

Le cercle de Mohr des déformations présente de I'intérét pour
le dépouillement des mesures de déformation par exemple. Le
rayon est égale a la demi-différence des déformations principales
et son centre, toujours situé sur ’axe oest situé au milieu du
segment [oy7,07] : R = % (er —€r1) ; €0 = % (er +€r1)-

A noter que, dans un repére direct {e,% , si le vecteur w
tourne d’une rotation +6 alors le point figuratif du vecteur
déformation tourne d’un angle —26 sur le cercle de MOHR.

Certains mécaniciens préférent employer un repére de MOHR
indirectﬁ auquel cas la rotation d’amplitude +6 dans le plan
réel se traduit par une rotation du point figuratif associé de

FIGURE 1.5.2 - le de MOHR des défor-
corcle @¢ e detor +26 dans le plan de MOHR (figl1.5.3).

mations (plan direct)

1.5.2 autres représentations

pour mémoire seulement : ellipsoide de Lamé, tricercle de
MOoHR des déformations/]

1.6 Meétrologie des déformations 2

1.6.1 jauges de déformation

1.6.1.1 résistor

La résistance électrique d’un fil résistif cylindrique est donnée

par : R = p% ou R= p;%Q ou p est la résistivité du conduc-

teur, L la longueur du fil, A sa section et D son diamétre.

Apres déformation du fil, par exemple obtenue par traction, la 1
résistance change en R+ AR = (p+ Ap) % du fait de PR
Ieffet piézorésistif doublé de D'effet de variation de volume . Il

existe un domaine de relation linéaire entre A—RR et € = % de

AR FIGURE 1.5.3 — cercle de MOHR des défor-
sorte que = = Je. mations (plan indirect)

On voit ainsi que la mesure de la variation de ré-
sistance du résistor permet d’en évaluer la déforma-

tion. 1S) élongation .

L | AL ‘ jauge au

La jauge de déformationE repose sur le prin- |t
repos

cipe d’un fil résistif déformable. Le fil (constantan=nickel-
cuivre, karma=fer-nickel-chrome, nichrome=nickel-
chrome, platine-tungsténe), trés fin (~ 20um), est
collé sur le corps d’épreuve par l'intermédiaire d’un
film plastique, parallélement & la direction dans la-
quelle la déformation doit étre estimée. Une trac-
tion ou une compression exercée sur le fil modifie sa

1.6.1.2 jauge Dli{ (] () Joe LY
A '4" 4\ \
|
[

résistor principe photo

FIGURE 1.6.1 — principe & photo d’une jauge de dé-
formation.

12. repére de MoHR direct : o croissant vers la droite et % croissant vers le haut.

13. repére de MoHR indirect : o croissant vers la droite et % croissant vers le bas.
14. Le tricercle de MoHR est abordé au 5 pour ce qui concerne les contraintes.

15. L’expression « jauge de contrainte », parfois employé, est impropre car une contrainte n’est pas une grandeur mesurable.



22 CHAPITRE 1. DESCRIPTION CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

longueur et sa section. Ces variations, a leur tour,
induisent une modification de la résistance électrique du fil. On mesure alors cette variation de résistance
entre I’état repos et I'état déformé.

Comme la variation de résistance électrique due a la déformation
d’un fil seul est trés faible, celui-ci est replié sur lui-méme (sur une
longueur allant de 2mm a plus de 60mm pour les collages sur béton)
de sorte que la déformation amplifie la variation de résistance tout
en conservant le caractére « local » de la mesure.

Le fil est encapsulé dans un support plastique (polyamide ou époxy)
de faible épaisseur (30 & 100pm) lui-méme collé sur le solide étu-
FIGURE 1.6.2 — jauges collées sur une dié par une colle cyanolitique. Les déformations du solide sont ainsi
communiquées a la jauge.

éprouvette de bois

Les résistances électriques au repos des jauges sont standardisées.
Deux valeurs sont disponibles sur le marché : 1202 et 3502. Le coefficient de proportionnalité entre la
déformation axiale et la variation relative de résistance est le « facteur de jauge » sa valeur est voisine de
J=2,0 (AR/r = J.e).

Les caractéristiques physiques des jauges sont consignées par le fabricant sur une feuille de données techniques
(data sheet).

1.6.1.3 mesure de la variation de résistance
Les petites variations de résistance sont mesurées dans un montage électrique di & SAMUEL HUNTER CHRIS-
TIE et CHARLES WHEATSTONE (figure [1.6.3)).

Le pont de WHEATSTONE est constitué de quatre résistances disposées en quadrilatére et constitue un moyen
particuliérement précis de mesurer des résistances. Un ampéremétre formant le pont entre les points C et D,
détecte le courant lorsque A et B sont reliés & une source de tension ou de courant.

On montre que :

RiRs — RoR
Vout = Vin L 2 (161)
(Rl + Rg) (Rg + R4)
Le pont est équilibré lorsque le signal de sortie V,,; est nul quelque soit —__—+ D
la tension d’alimentation V. Vin

Dans ’application particuliére de mesure de déformation, les branches du
montage peuvent étre occupées par des jauges; plusieurs configurations
de montage sont ainsi possibles :

1) Dans le montage « quart de pont », une jauge occupe l’'emplacement

de I'une des quatre résistance du pont (par exemple R3 = R, valeur au FIGURE 1.6.3 — schéma du pont
repos), les autres branches ayant la méme résistance R. Supposons une de Wheatstone

variation dR de la jauge, alors I’équation donne :

Vout = szni%

2) Dans le montage « demi-pont », une jauge dite « active » occupe la résistance Rs tandis qu’une autre
dite « passive » occupe la branche R,. Les jauges au repos ont une résistance R qui est aussi celle des
autres branches. La jauge active est collée sur le solide et la jauge passive sur une petite plaquette du méme
matériau, placée dans la méme ambiance thermique mais soumise & aucune charge mécanique. Lorsque le
solide est sollicité, la déformation de la jauge active est égale & €3 = €meca + €therm €t cumule les effets
diis au chargement mécanique et la température ; cependant la jauge passive ne subit que la déformation
thermique €4 = €iperm. L’équation [I.6.1] selon les développements qui suivent, montre que la déformation
d’origine thermique est éliminée de la mesure :

Vout o R (R + dRmeca + thherm) -R (R + thherm)
Vin 4R?
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Vout 1 dRmeca
= ==
Vi 4 R

3) Le montage « pont-complet » est employé pour augmenter le gain dans des applications spéciales, en
particulier pour le développement de capteurs de force.

1.6.1.4 conditionneur de jauges

En pratique, le pont de WHEATSTONE (ou pont de jauges) est un condi-
tionneur disposant d’un bornier sur lequel 'opérateur effectue les raccor-
dements a la ou aux jauges.

Les ponts actuels (années 2010+) sont multi-voies, permettent de confi-
gurer la résistance de jauge et son facteur, disposent de potentiométres
pour I’équilibrage au repos, sont compatibles avec les différents montages
évoqués plus-haut ; ils affichent directement les mesures en udef pourvu
que le facteur de jauge soit corectement configuré.

FIGURE 1.6.4 — Conditionneur 1.6.2 rosettes

pont de Wheatstone (doc. VI-

SHAY) 1.6.2.1 matériel

Les jauges, telles qu’elles ont été abordées précédemment, ne permettent
que la détermination de 1’élongation dans une direction donnée (donnée
par 'axe de la jauge). Qu’en est-il des mesures de distorsion ?

En fait, il n’existe pas de micro-dispositif permettant de mesurer directement une variation d’angle, aussi la
« mesure » des glissements se fait-elle indirectement par la détermination de 1’état local de déformation &
la surface du solide. Comme cet état de déformation est totalement défini par le cercle de MOHRE et que
celui-ci dépend de trois paramétres : la position du centre oy, le rayon R, une direction principale 6, on voit
qu’il est nécessaire de collecter trois informations (ici, trois déformations) pour caractériser ce cercle.

Plutot que de coller 3 jauges séparément selon trois directions différentes, ce qui pourrait poser des problémes
de précision de collage et d’encombrement, on emploie des « rosettes » combinant sur un méme support
plastique trois jauges. Les fabricants de jauges (VisHAY-MICROMESURES, HBM) proposent ainsi des rosettes
symétriques par rapport & la jauge centrale et orientées a 45°, 60°, 120° (rosettes en 'Y’ & 3 « grilles »).

Si les directions principales sont connues, deux déformations
dans les directions orthogonales suffisent & établir le cercle de
MOHR, aussi existe t-il également des rosettes a deux jauges
(rosette en "T7 & 2 grilles).

1.6.2.2 dépouillement

Envisageons le dépouillement d’une rosette composée de trois
grilles notées 1, 2 et 3. La grille 1, centrale, forme un axe de
symétrie (fig[l.6.6) ; les grilles 2 et 3 sont situées de part et
d’autres de 1 en faisant un angle ¢ avec la premiére.

FIGURE 1.6.5 — rosettes : & 45°, 4 120° (doc
HBM).

L’orientation de ’axe principal de déformation I n’est pas connue a priori. L’angle que fait la grille 1 avec
cette direction principale est noté 6.

Dans le plan de MOHR, si on note C' (¢,,0) le centre du cercle, alors :
— le segment [C, 1] forme un angle —26 avec 'axe e.

— le segment [C, 2] forme un angle +2¢ avec 'axe [0,, 1].

— le segment [C, 3] forme un angle —2¢ avec 'axe [0,, 1].

16. En I’abscence de forces de frottement sur la surface, la normale & cette derniére est direction principale.
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Seules les élongations €7, €5 et €3 obtenues par mesures extensométriques sont connues, mais non pas les
distorsions associées.

Le cercle de MOHR est totalement défini par les paramétres €,, 6 et R qui sont les inconnues. On les détermine
en écrivant des relations dans les triangles rectangles remarquables inscrits dans le cercle de MOHR. Ainsi :

€1 = €, + Rcos (—26)
€2 =€, + Rcos (=2 (0 — ¢))
€3 = €, + Rcos (=2 (¢ + 0))

D’ot on peut extraire les relations :

€1 — €, = Rcos20
% (2 + €3) — €, = Rcos 26 cos 2¢

> I (e qui conduit & : % (e2 +€3) — €, = (€1 — €5) COS 20

D’ou la valeur de ¢, :

2(1—cos 2¢)

{ sip# T = ¢, = teaz2aconse
sip=17=e =7 (e2+e3)

De 14 on tire la valeur de 6 :

1 1 €o — €3
0 = — arctan | —
2 sin2¢ €1 — ¢,

Puis celle de R :
FIGURE 1.6.6 — cercle de Mohr de la rosette €1 — €
~ cos20

Les distorsions s’en déduisent aisément :

%’yl = —Rsin 26
?'yg Rsin2 (¢ —0) (1.6.2)
573 = —Rsin2(¢ +0)

Cette démonstration ne présente que le principe de dépouillement qu’il convient d’adapter aux géométries
particuliéres de rosettes. La géométrie 45° est particuliérement simple & résoudre.

1.7 Probléme inverse - compatibilité

L’équation [4.1.6|montre qu’il est possible d’établir le champ de déformation & partir de n’importe quel champ
de déplacement (si celui-ci est dérivable). Or il est utile, dans la résolution d’un probléme de mécanique, de
pouvoir « intégrer » un champ de déformation pour obtenir le champ de déplacement associé¢ (3 composantes).
Dés lors, il devient légitime de se pencher sur les conditions que doivent satisfaire les 6 composantes d’un
tenseur symeétrique pour que ce dernier puisse constituer véritablement un champ de déformation.

1.7.1 compatibilité d’un tenseur avec un champ de déplacement

Revenons pour cela un instant sur la définition des composantes symétriques et antisymétriques du tenseur
« gradient » des déplacements (équation [1.3.8) :

= % (gradtt + gra@ @) et = (gradi — grad' 1)

1
2
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Soit en coordonnées cartésiennes : 2¢;; = w; ; + u;; et 2w;; = u; ; —u;; en adoptant la notation contractée :
of _
Oz f,k-

—
Calculons les composantes du vecteur 2gradw;;. Il suffit pour cela de dériver partiellement par rapport aux
composantes xy :

2wij ke = Ui, gk = Wik

Ajoutant et retranchant le méme terme wuy ;; on obtient :

2wij ke = (Uijk + ki) — (Wi + Ukij) = (Ui g + Uk,i)’j — (ujx + Uk,j)’i

On reconnait, au facteur 2 prés, les termes de déformation en petites perturbations :

Wijk = €ikj ~ €k (@)

Ou, en changeant d’indice :

wiji = €1, — €1, (D)

Effectuons la combinaison a%l(a) - a%k_(b)7 alors :

wij el — wijake = (€ik,j — ki) y — (€ir,j — €j1i) p =0
Ainsi, on obtient 6 équations indépendantes :

8% 66jk (9621 86]'[

_ — =0 1.7.1
Ox;jO0x; Oxi0x; Ox;j0ry  Ox;0xy ( )
Qui se développent en :
626 826 826 _ 82611 o 8623 _ 8631 _ 6612 _
awél + 01%2 - 28.7,‘181;2 - 8128:23 + oz Oz Oz 313 - 0
82622 82633 _ 82623 _ 62622 8 6631 8612 6623 i
D2 + dx2 290005 =V Dzsbe1 T Oz \Ous — Ozs  0ar) =0 (1.7.2)
d%ess %e1y 2 D%e3y 0 8% o (o 9 o)
5 — = 33 €12 _ J€23 _ O€31 —
oz} + 83”123 Oz30m1 Ox10x2o + Ox3 \ Oxs Ox1 Oxo ) — 0

Que ’on peut écrire sous forme intrinséque (indépendante du systéme de projection) :
grad (dz_)v (?)) + grad? (% (?)) — grad (grad (tr?)) -A (?) =0 (1.7.3)

Ces équations sont notamment utilisées en élasticité sous une autre forme (voir §4.3).

1.7.2 intégration

Ayant vérifié qu'un tenseur € satisfait bien les équations de compatibilité, on peut ensuite procéder a la
recherche du champ de déplacement correspondant. Formellement, on procéde en deux étapes :

1) détermination des composantes du tenseur antisymétrique a laide des différentielles : dw;; = > w;j k.dzk,
c’est-a-dire dw;; = > (€ik,; — €xj.i) -dTk

2) détermination des composantes du champ de déplacement par les différentielles : du; = Y u; ;.dz; =
> (€35 — wij) .da;

3) prise en compte des conditions aux limites du solide pour la détermination des constantes d’intégration.

1.7.3 conditions aux limites du solide exprimées en déplacement
Les conditions aux limites en déplacement décrivent les liaisons du solide étudié avec I'extérieur. Ces liai-

sons s’effectuent au travers d’une surface 05, (dite surface d’appui) ou une ou plusieurs composantes de
déplacement sont connues, voire nulles.
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FIGURE 1.7.1 — partition de ’enveloppe :

05=0S; U S,

U; = U

Des conditions plus complexes peuvent exister par exemple &
I'interface de deux solides déformables. Elles peuvent encore se
compliquer avec la géométrie de la surface.

Pour simplifier, on considérera que la surface {0S} envelop-
pant le solide étudié {S} est partionnée en deux surfaces (voir

fis[L7) :

1. {05y} o les forces surfaciques fs(P ) sont connues et
peuvent étre éventuellement nulles ;

2. {08,} ou les déplacements sont —complétement ou
partiellement— connus.

Sur {95y}, les conditions limites s’expriment par :
U= u% sur {0Sy,} (1.7.4)

ou, de fagon moins restrictive :

sur {0S,} avec i€ (l,2,3] (1.7.5)




Chapitre 2

Contraintes

2.1 objectif

Dans ce chapitre on s’intéresse aux « forces internes » qui se développent dans un solide soumis & des actions
extérieures. On évoquera comment, ces forces se déclinent en « contraintes », comment les contraintes sont
décrites par un tenseur, comment I’équilibre local est régi.

En fait la notion de force, méme si elle semble intuitive de prime abord, pose un probléme de définition.
En effet une force n’est rien moins qu’un conceptE] ayant un caractére vectoriel ; elle est souvent définie en
référence & sa capacité d’accélérer une masse, concept newtonien s’il en est.

2.2 interactions - cadre Newtonien

Bien que la théorie de la relativité (EINSTEIN 1905) dénie 'unicité du temps en remettant en question la
notion de simultanéité, le cours de mmec reprendra les hypothéses formulées par Isaac NEWTON (1642-1727)
sur ’espace et le temps et qui prévalent en mécanique classique.

2.2.1 espace

NEWTON fait ’hypothése d’un espace dont la structure euclidienne est indépendante de la présence des corps
matériels : “L’espace absolu, sans relation aux choses extérieures, demeure toujours similaire et immobile”

Les référentiels en mouvement rectiligne uniforme les uns par rapport aux autres sont dits galiléens. En
pratique, on considére qu’un repére calé sur des étoiles “fixes” (lointaines) de la Galaxie constitue un repére
galiléen.

Pour la plupart des applications, notamment en génie civil, on considérera qu’'un référentiel lié & la Terre
constitue une bonne approximation d’un systéme galiléen.

2.2.2 temps

NEWTON fait ’hypothése d’une chronologie absolue, commune & tous les sites de I'espace : “le temps absolu
vrai et mathématique, sans relation & rien d’extérieur, coule uniformément et s’appelle durée”.

Pour lui toutes les horloges sont synchronisables quelque soit leur distance réciproque ou leur vitesse relative.
De ce fait la simultanéité de deux événements peut toujours étre établie

1. Une force n’est pas une grandeur directement « mesurable » car son évaluation résulte de ’observation des déformations
(ou des déplacements différentiels) qu’elle crée sur un solide déformable. Il en est par exemple ainsi de la mesure d’une force
par un anneau dynamométrique ou par un peson a ressort.

2. citation extraite de I'ouvrage “La relativité” de Stamatia Mavridés, collection Que sais-je, presse universitaire de France
isbn 2 13 042839 8. Voir aussi la biographie de Newton dans les Cahiers de Sciences & Vie “les péres fondateurs de la science”
numéro hors série n°13 de février 1993.

3. Cela revient a supposer qu’un signal (de synchronisation) peut se propager de fagon instantanée (avec une vitesse infinie).
En fait Einstein, en 1905, suite aux expériences de Morlay et Michelson, a montré qu’aucun signal ne pouvait se propager a
une vitesse supérieure & celle de la lumiére dans le vide. C’est la base de la théorie de la relativité restreinte.

27
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constante de couplage
interaction boson (vecteur (caractérise 'intensité commentaire
de P'interaction) de P’'interaction)
interaction forte gluons 1 portée trés courte, a l'intérieur
du noyau atomique
interaction élec- photons 1/137 forces de Van der Walls, liaisons
tromagnétique chimiques, forces de contact.
Peut étre répulsive ou attractive
interaction bosons W+,W-,7° 1076 interaction de contact entre les
faible quarks du noyau ; a 'origine de
la radioactivité
interaction graviton (pas 1038 toujours attractive, portée trés
gravitationnelle encore détecté ce longue ; structure ’Univers
jour)

TABLE 2.1 — interactions quantiques

2.2.3 origine des forces

Les forces entre solides (ou entre les différentes parties d’un
meéme solide), résultent principalement de deux interactions %
entre les particules constitutives de ces solides parmi quatre »
types d’interactions connues (table . Ces interactions sont
véhiculées au niveau quantique par des particules appelées bo-
sons d’interactionf]

E_Tlexf—SI:MfG

En mécanique classique, on ne considére que deux types d’in-
teractions[] :
1. les forces de contact : répulsives et d’origine électroma-
gnétiques;
2. les forces & distance : uniquement attractives et d’origine »
gravitationnelleﬂ
Les forces ont un caractére vectoriel. Plus précisément, un en-
semble de forces peut étre réduit, du point de vue mathéma-
tique, & un torseurﬂ

FIGURE 2.2.1 — théoréme fondamental

2.2.4 principe fondamental
2.2.4.1 dynamique

Le principe fondamental de la dynamique (ou de la statique en ’absence d’accélération) peut s’énoncer
comme suit :

Dans tout repére galiléen, le torseur des actions extérieures {Fe.¢— s} agissant sur un solide (ou une portion
de solide) est égal au torseur dynamique {’DS/ Ro} dudit solide (de ladite portion de solide). Par exemple,
en réduisant les torseurs au centre de gravité :

?(ext—)S’):Lfspﬂgsz'%;>

2.2.1
m(emt%S):fSGM/\dev:(g ( )

{Fext—>S}G = {DS/RO}G =

4. Voir “Sous I'atome les particules”, Etienne Klein, collection Domino, Edition Flammarion, isbn 2 08 035187 7.

5. NDLA : Les forces dites « centrifuges » ou encore les forces de CorRIOLIS n’apparaissent que si I’on écrit les équations de
la dynamique dans des repéres non-galiléens (ce que I’auteur du présent document ne recommande pas).

6. Bien que la constante de couplage de ’interaction gravitationnelle soit 1040 fois plus petite que la constante de couplage
électromagnétique, les forces gravitationnelles (poids) doivent souvent &tre prises en compte du fait que cette interaction est
uniquement attractive et posséde une longue portée.

7. Attention, deux systémes de forces ayant les mémes torseurs sont équivalents du point de vue statique et donc du point
de vue du solide indéformable mais n’ont pas forcément les mémes effets sur un milieu déformable. La répartition des efforts
constituant un torseur importe donc en mécanique des milieux continus.
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Equations dans lesquelles p désigne la masse volumique, 7 le champ d’accélération galiléenne dv un élément
de volume, M la masse totale du solide, 0 le moment dynamique calculé au centre de gravité G.

2.2.4.2 statique

En l’absence d’accélération (repos) les équations se simplifient car le torseur des forces extérieures agissant
sur un solide (une portion de solide) est égal au torseur nul :

%
?(ext% S) = O_)

{Fext—steg =10} = { — (2.2.2)

Mg(ext — S)= 0

2.2.5 action-réaction

Il sera utile de s’intéresser & ’action d’un solide S; sur un
autre solide Ss et, réciproquement, & l'action du solide Sy sur

\ & J le premier solide S;.
\ : Isi=ls,luls,! — On note {Fe+ — S} le torseur des forces agissant sur le so-
\ ‘ lide (S) formé par I'union des parties (S1) et (S2). Ces forces

g ; -q_._____ agissent de fagon volumique (par exemple le poids) ou au
|F,,— 5} contact de (S) a travers sa surface. D’apreés le théoréme fon-
\ damental de la dynamique :
f \ \\ {Fext = S} = {Ds/r, } (2.2.3)
— Aprés séparation des deux parties, on s’intéresse a la partie

(S1) et on observe 'action qu’exerce la partie (Sz) sur (S7)
FIGURE 2.2.2 — solide considéré comme réduite & son torseur {Sy — S1} , alors :

I’union de ses deux parties {Fogt — S1} 4+ {5 — S1} = {Dsl/Ro} (2.2.4)

— On s’intéresse aussi a la partie (S2) et on observe 'action
qu’exerce la partie (S7) sur (S2) réduite a son torseur {S; — Sz} , alors :

{Fezt = S2} +{S1 = S2} = {Ds,/r, } (2.2.5)

Sommons ([2.2.4) et (2.2.5)), il vient :

sz_.SJ {SI_SQ‘-![ A

[{Fezt - Sl} + {Fea:t — SQ}] —+
{Sy = S1} +{S1 = S} =

[{Dsl/Ro} + {DSQ/RO }]

LS

oxr

=8,

Vi
W

En regroupant les termes situés dans les
crochets :

r\\\\

FIGURE 2.2.3 - solide décomposé en deux parties

{Feot = S}{S2 = S1}+{S1 = So} = {Ds/n, }

Et compte tenu de (2.2.3)) :
{SQ — Sl} = —{Sl — SQ}

Le principe d’action-réaction s’énonce ainsi : Le torseur des actions qu’exerce le solide (S3) sur le solide (S7)
est égal & Popposé du torseur des actions qu’exerce le solide (S7) sur le solide (S5).

Ce principe s’étend au niveau local : en tout point situé a l'interface des deux parties, la force surfacique
qu’exerce le solide Sy sur le solide S5 est opposée a la force surfacique qu’exerce le solide Ss sur le solide S .

8. En régle général le champ de vitesse (et par voie de conséquence le champ d’accélération) n’est pas le champ de vitesse
d’un solide indéformable, le but de la mmc étant justement de mettre en évidence les déformations. Le champ de vitesse n’est
donc pas réductible a un torseur cinématique.
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2.3 champ de contrainte

2.3.1 partitionnement d’un solide
Soit un solide (S) (figure [2.3.1)) soumis & des efforts extérieurs (en
régime dynamique ou statique, peu importe).

Le solide (S) est partitionné par un plan arbitraireﬂ (figure [2.3.2).
Faisant abstraction de la partie (S3), la portion (S7) est soumise & :

e une partie des efforts extérieurs (poids volumique + forces appli-
quées sur la frontiére de (S) commune a (S7))

e I'ensemble des efforts qu’exerce (S2) (la partie « manquante ») sur
(S1) a travers la surface de contact () et qui traduisent la cohésion
des deux portions de solide dans la configuration ou (.5) est entier .

2.3.2 hypothése sur la nature des forces internes

L’action de (S3) sur (S1) est modélisée par une distribution de tor-
seurs agissant en chaque point de la surface de scission :

e Ces torseurs ont une résultante homogéne & une force par unité de
surface et un moment homogéne & un couple par unité de surface. La
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FIGURE 2.3.1 — solide soumis & des
forces

répartition de moments est uniquement prise en compte dans la théorie de la magnétodynamique décrivant
les effets a distance provoqués par un champ magnétique (ce qui ne sera pas abordé ici).

e Ces torseurs (réduits a des glisseurs donc) dépendent du point M auxquels ils sont appliqués;

e Ces torseurs dépendent également de ’orientation locale de la surface (caractérisée par le vecteur normal

unitaire extérieur a (S1) et noté 77 comme le montre la figure [2.3.2) ;

e Postulat de CAUCHY : ces torseurs ont un caractére local (ils ne dépendent que de M et de 7 et non

pas de la forme ou du volume de (S7) ).

Pour les situations courantes, la distribution de moments sur-

ey
sont notées T'(M, 7).

dépendant du point M de ladite surface et de 'orientation 7/
locale Dimension des forces surfaciques de contact [F.L’2],
unité SI : Pascal (1Pa = 1N/m?), unité courante : le Méga-
Pascal (1M Pa = 10°Pa).

faciques est ignorée. Nous ferons donc '’hypothése suivante :

e Les forces internes de contact qu’exerce (S3) sur (S7) a tra-
vers la surface commune sont modélisées uniquement par une
distribution de forces surfaciques (ou force par unité de surface)

%

o Ces forces surfaciques sont appelées « vecteur contrainte » et

FIGURE 2.3.2 — section du solide e Sur un plan formel, mathématique, il existe donc une trans-
formation, notée provisoirement &, qui a chaque paire for-
mée d’un point et d’un vecteur unitaire associe un vecteur

contrainte :
e
G (M) — T(M,7)

9. Le raisonnement est valable avec tout autre type de surface de partitionnement.
10. Cela signifie bien que si I’on change 'orientation de la facette (ou du plan) passant par le méme point M, le vecteur

contrainte change également.
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2.3.3 contrainte normale et contrainte de cisaillement

. % . .
Comme le montre la figure le vecteur contrainte T'(M, ﬁ) peut étre projeté sur le vecteur directeur
orientant la facette elle-méme ainsi que sur le plan tangent a la facette. On peut ainsi poser :

PR
T(M, 1) = onﬁ)—&—Tn?

e Le vecteur 7/ est parfaitement défini et la composante o,, est appelée « composante normale de contrainte »
ou, plus simplement « contrainte normale » ; il s’agit d’'une composante scalaire algébrique. Si elle est positive
c’est qu’elle exerce un effet de traction localement a la surface du solide; si, au contraire, elle est négative,
c’est qu’elle traduit une compression locale.

S T D

e Le vecteur 7, t est défini par différence 7, t = T (M, ) — 0, 7. Le vecteur ¢ est ainsi défini au sens
pres selon le signe qui est attribué par la composante 7,,. La composante 7,, a de multiples dénominations
équivalentes ; elle est ainsi appelée « contrainte tangente » ou « contrainte de cisaillement » ou « contrainte
de cission ».

2.4 propriétés des contraintes

Dans ce paragraphe, le caractére tensoriel du champ de contrainte est démontré; I’équilibre local est énoncé.

2.4.1 tenseur des contraintes

On considére un petit tétraeédre inscrit dans un solide (S) et centré sur un point M . Trois des facettes parmi
quatre sont construites parallélement aux plans du repére orthogonal €1, e3, e3 (figl2.4.1)).

_>
La facette 1, par exemple, posséde une surface dS; et est orientée par le vecteur —¢7. Si on nomme &, =
T(M, e_f) le vecteur contrainte agissant sur la facette orientée par le vecteur +&1, du fait du principe d’action

et réaction, le vecteur contrainte qui agit sur la facette 1 lui est opposé et vaut donc —®;. Il en va de méme
des autres faces orthogonales (notées 2 et 3).

La projection du vecteur <I>.k> k = 1..3 sur les vecteurs unitaires du repére permet d’en introduire les compo-
santes : <I>.;€> = akle_f + nge_2> + akge_g. Les composantes o}; se voient ainsi attribuer un double indice : le ler
indice k faisant référence a celui du vecteur unitaire directeur de la facette et le second indice j a 'axe de
projection, k, j = 1..3.

L’équilibre (statique ou dynamique) du domaine tétraédrique est simplement établi grace & un bilan de forces
résumé dans le tableau ci-dessous.

’ face \ vecteur directeur \ aire \ vecteur contrainte ‘

1 & dsS, = %dzzdifs —®; = — (01161 + 01263 + 013€3)

2 - dS,; = %dafsdm —0y = — (0'216_1> + 09003 + 023€_3>)

3 —e5 dSs = Zdxidzy | —P1 = — (03161 + 03963 + 033€3)

4 T =myef + naes + nses ds T(M, ) =Tyei + Toes + Tses

volume vecteur volumique

poids volumique - av Py
force d’inertie dv oy

Avec dS; = dS.ny, dSs = dS.ny, dSs = dS.n3 (par projection) et dV = édl‘ld.’lﬁgdﬂ?g.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au tétraédre permet ainsi d’écrire :

T'dS — B,dS, — BydSy — BydSs + pGdV = p7dV
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Soit :

(? — 51)711 — <I7§n2 — ng)ng) dS +pgdV = pdvV

Lorsque les cotés du tétraédre tendent vers zéro,
les termes de volume, d’ordre supérieur, deviennent
négligeables devant le terme de surface|37 de sorte

B

]
'
'
| ue :
L !
— — — —
> ? - <I>1n1 — (1327?,2 — <I’3n3 ~ 0
gl
Et ainsi :
%3
A Ty 011 012 013 ny
Ty | = | o021 o022 o023 no
FIGURE 2.4.1 — élément de volume tétraédrique T3 031 032 033 ns

On vient donc de démontrer que l'opérateur o
(M, 7)) — T(M,77) est linéaire d’ordre 2. C’est
un tenseur[?] dont les composantes viennent d’étre déterminées. On note :

T(M, 1) =o(M). 7 (2.4.1)

Le champ tensorielle o(M), fonction du point M, est appelé champ de contrainte.

2.4.2 équilibre dynamique d’un domaine solide

La répartition des contraintes au sein du solide (S) dépend des efforts qui s’exercent & sa surface (9.5 )E et
des efforts volumiques agissant sur chacune de ses parties.

La démonstration qui suit vise & établir les conditions de ’équilibre local.

Remark 2. Dans la littérature, on trouve souvent une méthode consistant & isoler un petit parallélépipéde
rectangle et conduisant & la méme solution bien qu’en particularisant le développement des calculs aux
coordonnées cartésiennes.

Considérons un sous-domaine D quelconque extrait du solide (S) et suivons-le dans son mouvement (des-
cription de LAGRANGE)

Le solide, globalement, est soumis & des actions extérieures appliquées & sa surface (9S) et des actions
volumiques dans le volume {S}; sous ces actions, il est le siége de déplacements, de déformations et de
contraintes éventuellement variables dans le temps.

Tout volume {D} extrait de {S} est soumis aux forces volumiques ainsi qu’aux forces de surface qui s’ex-
priment & sa surface (9D) ; ces derniéres forces surfaciques ne sont autres que les vecteurs contrainte agissant

en chaque point P de ’enveloppe localement orientée par le vecteur 7 normal extérieur a {D}.

2.4.2.1 résultante dynamique : équation de I’équilibre local

11. C’est la forme tétraédrique du volume isolé qui conduit a I’élimination des termes d’ordre 3 devant ceux d’ordre 2. Si
P’on avait pris un volume parallélépipédique, non seulement la nature tensiorelle du champ de contraintes n’aurait pas pu étre
montrée, mais encore les termes d’ordre 2 ne seraient apparus que par différence de sorte que ne subsisteraient que des termes
d’ordre 3. Voir la remarque |Z| du

12. Cette « linéarité » concerne orientation du vecteur 7 et non pas la position du point M.

13. Tenseur de contraintes de Cauchy.

14. On notera 99 le « bord » (I’enveloppe) d’un domaine €.
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L’équation fondamentale de la dynamique (2.2.1)
dans un repére galiléen Ry, en résultante, s’écrit :

[/ ﬁ(M)dv+£WdS - 4//,)7(1\4 dv

4 ou, compte tenu de la relation 2:4.T] et en adoptant
: une notation simplifiée pour les intégrales :

FIGURE 2.4.2 — sous-domaine extrait d’un solide
/ Fo(M)dv + 7§ P).dS = / M)do

D

Le théoréme de la divergenceEl (ou théoréme du
flux-divergence voir eqJ5.4.6|) permet de transformer
lintégrale de surface (sur ’enveloppe fermée) en intégrale de volume :

/fv dv—f—/dw( dv-/p?

et ce, quelque soit {D} C {S}, c’est donc quelfl:

divz+ 7, = p7 (2.4.2)

Cette équation exprime ’équilibre local (au sens dynamique du terme) de toute particule incluse dans le
solide.
En statique, et si I'on convient que la force de volume n’est autre que le poids volumique, il vient :

dve+pd =10 (2.4.3)

QH

2.4.2.2 moment dynamique : symétrie du tenseur des contraintes

L’équation fondamentale de la dynamique (2.2.1) dans un repére galiléen Ry, en moment par rapport au
centre O du repére, s’écrit :

/OM/\fU dv+§1§ﬁAT ).dS = /OM/\p7

oD

Prenant en compte ’équation [2.4.2] on transforme le second membre :

/OM/\fU dv+§£(ﬁ/\acﬁ /OM/\ §+ﬁ>)du

oD

ﬁ(ﬁmﬁ:/o—mﬁgdv

oD D

11 reste :

15. En analyse vectorielle, le théoréme de flux-divergence, aussi appelé le théoréme de GREEN-OSTROGRADSKI, relie la diver-
gence d’un champ vectoriel a la valeur de 1’1ntegrale de surface du flux défini par ce champ. Il présente plusieurs formes parmi

lesquelles la plus connue est : §, f. dﬁffﬂ div f.dv. Ici on utilise la forme Poq 0dS=J divadv .
—_ .
L’opérateur divergence est défini par la relation dlvf ?? fr,k (pour un scalaire) et dive = E? pour un tenseur).

l

La divergence d’un tenseur est un vecteur donc les coordonnées cartésiennes sont données par : divo = oy . el Noter que k
est ici 'indice muet de sommation.

16. Lemme fondamental : si une intégrale est nulle quelque soit le domaine d’intégration, c’est que « l’intégrande » est nul :
fodv:0V9:>f£0.
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%

Intéressons nous a la composante selon le vecteur unitaire eq :

oD

Se reduit[™ a :

yﬁ (OB A (77)) lds = / (03 £ av7) 2ldv

% (Z,Cga'gj — 3?30’2]‘) n]dS = /(.’L'Qa'gj’j — $302j’j)d1}

oD

D

Appliquons le théoréme de ﬂux—divergenceﬁ sur le premier membre, alors :

8 80’3‘ 80’2‘
- A N dy = J L )dv VD
[Zamj (x203; — x302;5) dv Z(wz oz, T3 3xj) v

En développant le premier termeﬁ :

80'3j

60'2]‘ 80’3j (’)agj

02j03; + X2 —— — 03j02; — a3 =T — 3

Oz

32L‘j ﬁxj 8:1:j

= 62j0’3j — (53j0’2j =0

Et, puisque 04;Fy; = Fap, il vient :

Et, de facon générale :

023 —032 =10

Oij = 0ji

Le tenseur des contraintes est donc symétrique.

FIGURE 2.4.3 — réciprocité des contraintes
de cisaillement

F=ot (2.4.4)

interprétation Si on considére un diédre droit et en parti-
culier un diédre dont les faces orientées par les vecteurs e et
e/, la composante de contraine o;; agit sur la facette orientée
par €; dans la direction € alors que o;; agit sur la facette
orientée par € ; dans la direction ¢;. Ces deux composantes
sont égales (par exemple les composantes a3 et o3 de la figure
, ce qui traduit la réciprocité des contraintes. Cette réci-
procité garantit ’équilibre, en moment, de toutes les particules
du solide.

2.5 Diagonalisation du tenseur des
contraintes

Le tenseur des contraintes est symétrique. Il existe une base orthonormée dans laquelle sa matrice est
diagonale et les valeurs propres qui composent sa diagonale sont réelles.

03iM4

L1023iMq — 20141

B o11n1 + o122 + 013N3 = 01”0, B T203;N; — TIO2N;
17. 5.7 = 02iN; et Oﬁ /\5.%> = T301;MN5 — L103;N;

18. La forme employée ici est la suivante : ¢, f.n;dS= [, %dv

19. On introduit le teme de KRONEKER d;; tel que {

8 =0sii#j

. oz,
.. 7 Y en ayant remarqué que -+ = §;;.
bij=1sii=7j ¥ aueq Y

oz j
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2.5.1 contraintes principales

Les contraintes principales sont les valeurs propres du tenseur des contraintes (fig. [2.5.1). Elles sont donc
solutions de l’équation caractéristique : det ‘?— )\T’ = 0. On note oy,077,07171, les contraintes principales

traditionnellement ainsi classées de la plus grande & la plus petite.

2.5.2 directions principales de contrainte

Les directions principales de contraintes sont les vecteurs

propres formant la base ?1, ?H, ?IH orthonormée@ et res- a
pectivement associées aux contraintes principales oy,077,07771. o
Ainsi @ est solution de I'équation (7 — os1). € ;= 0 (J =

I,11,111). Cette équation linéaire homogeéne admet une famille

vectorielle comme solution. On choisit de retenir des vecteurs

unitaires formant une base orthonormée directe.

. . . €7 |
Le tenseur des contraintes, dans la base des directions princi- y

pales s’écrit donc :

FIGURE 2.5.1 — contrainte principale et di-

B or 0 0 rection principale de contrainte.
o = O orr1 0 (251)
00 o Jgmamam

Propriété : Sur une facette orientée par un vecteur directeur principal, il n’y a pas de cisaillement.

2.5.3 invariants du tenseur des contraintes

L’équation caractéristique se développe en :

det ‘E— Aﬂ = N £ LiA2 + LoA+ Ls

Equation dans laquelle les coefficients sont indépendants de la base de projection de la matrice & : ce sont
les invariants du tenseur des contraintes. Leur valeur est donnée ci-dessous :

L, =tr (?) .
Ly =} (0% (3) - tr (7)) (2.5.2)
L3 = det |7

Valeurs que 'on peut déterminer soit dans une base quelconque ?1, s, ?3 :

Ly =0y, =01+ 02403

1
L2 = 5 (O—ii'o—jj — Uijaij)
L3 = det |E|
Soit dans la base des directions principales A T e T o

Ly =ogx =0r+orr+orr
Ly =001 + 01107111 + 0177107
Ly =o501107171

20. Si les trois contraintes principales sont égales, toute direction de I'espace est direction principale. Le tenseur est alors sphé-
rique car, dans toute base il s’écrit @ = o7I. On trouve ce genre d’état de contrainte dans un liquide en équilbre hydrostatique,
la contrainte principale est alors égale & oy = —p ou p désigne la « pression ».

21. On notera ¥ la trace du tenseur des contraintes 3 = det&.



36 CHAPITRE 2. CONTRAINTES

2.5.4 composantes sphérique et déviatorique d’un tenseur contrainte
2.5.4.1 définition

Il est probable que 'immersion d’un lopin métallique dans des profondeurs abyssales ne modifie pas consi-
dérablement sa microsturcture, cette derniére étant déja compacte a I’état naturel. De ce fait le métal en
question est peu sensible & la pression@ Si I’on cherche & établir les conditions dans lesquelles le lopin
métallique sera affecté de maniére irréversible par un état de contrainte, il convient alors de ne pas tenir
compte de la part de contrainte assimilable & une pression.

C’est la raison pour laquelle les mécaniciens décomposent le tenseur des contraintes en deux termes :
1. un terme tensoriel sphérique o5 apportant la totalité de la pression hydrostatique;

2. un terme tensoriel déviatorique op apportant le complément de contrainte. Comme la pression est
toute entiére contenue dans la trace du tenseur contrainte. Le tenseur déviateur a une trace nulle.

Ainsi on établit les relations suivantes :

o _ _ _ 1 1 = _ _ 1 .=
G=0s+op tr(Gp)=0 tr(c,)=tr(7)= 30k o5 = gakkf op =0 — gtr (@)1
%(2011—022—033) 012 013 1 1 0 0
= 1
0= 012 §(20'22—0'33—011) 0923 +§(U11+0'22+0'33) 0O 1 0
013 023 % (2033 — 011 — 022) 0 0 1
£ Gs

Le déviateur a les mémes directions principales que le tenseur des contraintes.

2.5.4.2 invariants du tenseur déviateur

Les mécaniciens établissent des critéres, portant par exemple sur le tenseur des contraintes mais pas seule-
ment, qui établissent les conditions de ’apparition de déformations irréversibles dans les matériaux (par
plasticité ou endommagement). Naturellement ces critéres s’expriment indépendamment du choix de la base
de projection des grandeurs tensorielles et s’appuient donc sur leurs invariants.

On est donc amené a considérer les invariants du tenseur déviateur :

J =tr (?D) = 0 par dé finition
J2 = —%tr §2D
J3 = det |§D|

Pour expliciter davantage ces termes, on peut diagonaliser le déviateur, et ce dans la méme base de directions
principales que le tenseur des contraintes, en :

Sr 0 0
op = 0 s O
0 0 SIIT {e—}—>—>}

Alors :

J =0
Jo = srspr+ srrsrrr + Srrrsr =

[(01 —o11) + (011 — o111)* + (0111 — 01)2} (2.5.3)
J3 = s1sr181171

| =

22. Ce ne serait pas le cas d’un matériau poreux, par exemple le béton, qui s’effondre sur lui-méme par réduction des vides
internes sous l’action d’une pression hydrostatique importante.
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2.6 représentation graphique d’un état de contrainte

2.6.1 tricercle de MOHR

Dans la base des directions principales de contraintes, la matrice représentative du tenseur des contraintes en
un point M du solide (S) est donnée par 1’équation Considérons la facette centrée en M et orientée par
le vecteur 77 de composantes ni,ns,ng dans la base des vecteurs propres {?}1, ?11, ?111}, alors (équation
, le vecteur contrainte agissant en M sur ladite facette vaut :

o1 or 0 0 ny oy
) S0n.7 - -
T(M, )—O‘(M).n = (o) = 0 ogr 0 N9 = orrne avec oy > 0oyy > O1J1
o3 0 0 or ng orrns

On peut calculer les composantes normale et tangentielle (§
v 2.3.3)) de ce vecteur projetées respectivement sur la normale &
- la facette et dans son plan.

—
?:T(M,W):anﬁ—&—m?

De plus, puisque nous avons le choix, convenons de prendre 7,
positif, le sens de ¢ découlant de ce choix. Alors :

o { On :?.ﬁ:mn%—l—aun%—i—mun%

T = H? —onﬁH =/1T? -2

FIGURE 2.6.1 — contrainte normale et En fin de compte, on réunit le jeu d’équations et d’inéquations
contrainte de cisaillement suivant :

2 2 _ 2 2 2,2 2 .2
on + T S orni J5011”1 +20111”1
o, =0ni+ oy +orrn;
n?+ni+ni=1
o1 > 011 > 0JI]

Les équations permettent de générer les relations suivantes :

n2 _ T3+(0n70'11)(0n7(7111)

1= (or—orr)(or—orrr)
n2 — T2t (0n—0111)(0n—01)

27 (on—omr)(orr—or) (2.6.1)
n2 To+(on—01)(on—0r1r)

3 ™ (orrr—or)(orrr—orr)

et or > o011 > 01171

Compte tenu des inéquations, d’une part, du fait que n? > 0 dautre part, on déduit les inéquations :

2+ (o0 —or1) (00 —0r11) >0
72+ (o —0o111) (00 —07) <0 (2.6.2)
7-5"'(0'71—0'1) (O'n—O'II) ZO

Si, & tout vecteur contrainte ? on fait correspondre un point image ® dans le plan {o,7} (plan de MOHR),

les inéquations précédentes montrent que le point ® (o, 7,) est inclus dans 'espace géométrique délimité
par trois cercles : c’est le « tricercle de MOHR ».

2.6.2 cercle de MOHR

2.6.2.1 un cas particulier de ’état de contrainte
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Si, localement, la facette (dS) est tangente &
l’un des trois plans principaux (contenant deux
axes principaux), par exemple (dSyrr) tangente
au plan {? e 11} alors le vecteur contrainte
agissant sur cette facette est réduite a la com-
posante oyrr. C'est le cas, notamment, lorsque
la facette considérée est prise & la surface d’un

solide3]

Considérons maintenant une facette quelconque

(dS) perpendiculaire & (dSyyy), donc contenant s g
?HI (c’est donc que oL ?111 et donc ng =

0).

A noter que, du fait de la réciprocité des cisaille-
ments, la composante de cission 7, est contenue
dans le plan {?1, ?II}.

-

FIGURE 2.6.2 — tricercle de MOHR (pour les contraintes)

Compte tenu de ce que nz = 0, la troisiéme
équation de la liste (2.6.1) se réduit ainsi a :

T2+ (00 —01) (00 —011) =0

o +oyy 2 oy —0J1 2
(o= (757)) 4= (757)

=Dans le plan de MOHR le point figuratif ® du vecteur contrainte se situe sur le cercle de centre de
coordonnées {o¢ = 3 (07 + 077);0} et de rayon R = % (o7 —oy7) . On dit que I'état de contrainte est
localement plan; ce cercle est le cercle de MOHR des contraintes (planes) ; le paragraphe suivant en précise
les modalités de construction.

Que l'on transforme en :

2.6.2.2 construction

La construction du cercle de MOHR des
contraintes concerne un état de contrainte lo-

24 calement plan@ L’état de contrainte est ainsi
caractérisé par un tenseur des contraintes ré-
g dult@ a
%
= @ oy 0 O
3 _
e .. . = / o = 0 o7 O (263)
00 0/ @aam

Conventionnellement, on le réduit en 2D & la

FIGURE 2.6.3 — état plan de contrainte (cas du plan perpen-
forme :

diculaire a I’axe III)

5= ( i 0 ) (2.6.4)
o1 {e1.e1)
L’objet du cercle de MOHR (fig)2.6.4)) est de permettre la détermination graphique (quantitative et rapidelﬂ)
des vecteurs contraintes agissant sur des facettes contenant le vecteur 67]_}; le vecteur directeur d’une telle
facette exclut donc €777 et, par conséquent, = nle_} + noer].

23. Si cette surface est libre de toute force surfacique, on a, en plus, oyy; = 0.

24. Le raisonnement vaut aussi pour les états de déformations planes si on fait abstraction de la composante de contrainte
03.

25. si oyy est nul , oy77 est négatif ou nul.

26. La technique du cercle de MoHR évite de déterminer les contraintes principales par résolution de I’équation det ‘5 - )\7‘ =0
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n1,ng sont les cosinus directeurs du vecteur 7 dans la base ?1, ?H. On introduit ainsi : 7 = cos 96_]> +

sin 96_H> ouf est I’angle que fait le vecteur 7 avec laxe e_} 0= e_}, 17 . Pour alléger encore 1’écriture on pose
c=-cosf et s =sinb.

grc

Le vecteur contrainte agissant sur ladite facette est donc : ?1 = < orrs
11

) dans la base {?I, ?H}.

% J—
On décompose ce vecteur selon la normale 77 = < z > et le vecteur tangent ¢ = ( CS )obtenu par

rotation de +73 de 7 autour de errr. Alors :

— -
T, =011 + 71 t avec oy = o7c® + o8 et 71 = —cs (o1 —or11)

Par commodité, on introduit I’angle double 260 de sorte que@:

o1 = (‘”g"”) + (01_2‘7”) cos 20

™ = — (7‘”_2‘7”) sin 20
ou :
or+ogr o1 —og71
o1 = + cos (—20)
2 2
oo R
T = (UI — UH) sin (—26)
2
R

NOTE 1 : Dans le plan {0, 7}, le point figuratif ®; du vecteur

contrainte ?1 est situé sur un cercle centré en ®¢(0,,0), de A
rayon R, avec 0, = 1 (07 +077) et R= 3 (07 — o11).

NOTE 2 : Si la normale & la facette fait un angle 6 avec la
direction principale ¢ 7, alors le rayon [®,P] fait un angle —26
avec 'axe Oo (prendre attention au changement de sens de
rotation).

2.6.2.3 généralisation (probléme inverse)

Au cas ou le tenseur des contraintes est connu dans une base
quelconque :

7= < o1 7'12) (2.6.5) FIGURE 2.6.4 — cercle de MOHR des
iz 022 /gy contraintes

%
Deux vecteurs contraintes peuvent étre facilement établis : 77 est celui qui agit sur la facette orientée par

W1 ="¢1 et Ty celui qui agit sur la facette orientée par o =€5. Alors :

7 [ o1 T2 1\ ([ on
T, = -
Ti2 011 0 T12
— 4
=T =o11€f + Ti2e3 = o11ni + T2ty

27. Contrairement au cas du tricercle, ici on fixe le sens du vecteur tangent —la composante de cisaillement est donc
algébrique et peut étre négative.
28. Rappelons que cos 20 = cos? 0 — sin? 0 = ¢2 — s2 et que sin 20 = 2 cos 0 sin 6=2cs
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et :
=4,
j_-v> _ 011 T12 0 o T12
2= o11 1 T\ o9 ik
= = — ™~ 2
= Th = Ti261 + 09263 = 02273 — Tiats car ty = —ef D \‘1 F=g
17"=1
|4._
Comme 'angle de rotation 77/1,-;_; est égal a 7, les points figuratifs ®; et
®, des vecteurs contraintes correspondants sont diamétralement opposés o
et, par conséquent, ces deux points caractérisent complétement le cercle Ha=¢s
de MOHR : i
B
1 /
centre 0, = 5 (011 + 092) fy=—¢ !
rayon R = \/(011 — 099)° + 472, ==

De 14 on déduit aisément les contraintes principales :
FIGURE 2.6.5 — vecteurs nor-

or=0,+R o1 =00—R maux et tangents.

Et ensuite les directions principales se déduisent de

tan (—26) = -2~ = § = — L arctan (%) ou § est 'angle

01—0o
d’inclinaison du vecteur W, = € par rapport a la direction
principale er.

F=T M 5
2.7 conditions aux limites du solide
exprimées en contraintes

Aux limites du solide, les vecteurs contraintes qui agissent sur
les facettes qui tapissent I’enveloppe {0S} ne sont autres que
les forces surfaciques qui y sont appliquées.

La ou les forces de surface sont connues, c’est-a-dire sur {95}

FIGURE 2.6.6 — construction du cercle de ©On €crit :

MOHR lorsque les contraintes principales

sont inconnues. T(P)=o(P) P; = fs( P VP € {0Sy} (2.7.1)

Les étapes de traitement d’une condition limite en contraintes@ sont donc les suivantes :
1. détermination de l’équationlﬂ du « bord » (surface en 3D ou ligne en 2D) : ¢ (P) =0;

. détermination du vecteur normal extérieur n(P;;

2
3. calcul du vecteur contrainte T'(P) = O’(P).H(P;;
4

. identification avec la force de surface : T(P) = fS(P;; on en déduit alors des conditions portant sur le
tenseur des contraintes.

2.8 métrologie des contraintes

29. Voir aussi les conditions en déplacement (§[1.7.3).
30. Dans l’espace tridimensionnel, une surface est définie par une représentation paramétrique a deux paramétres ou, alter-
nativement, par une équation. En coordonnées cartésiennes, une représentation paramétrique s’écrit :

Une équation est de la forme 1 (z, y, 2) = 0. Par exemple, un cylindre centré sur ’axe Oz de rayon R aura pour représentation
paramétrique £ = Rcos6, y = Rsinf, z = h (parameétres : 6 et h) ou pour équation z2 +y2? = R2.
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Bien que les contraintes aient un caractére conceptuel et ne soient
pas susceptibles de mesures directes, nous indiquons ici pour mé-
moire et par conformité aux (anciennes) habitudes, une méthode
de « mesure ». Il s’agit de la photo-élasticité mise en évidence par
E.G.COkKER et L.N.G.FILON de 'université de Londres : ce moyen
métrologique a été en grande vogue jusqu’a ’avénement du calcul
numérique a la fin du vingtiéme siécle.

2.8.1 photoélasticité par transmission

La photoélasticité est basée sur la biréfringence de certains maté-
riaux transparents sous l’effet de contraintes : alors que le matériau
est initialement isotrope, la lumiére se décompose selon les axes prin-
cipaux de réfringence (indices de réfraction principaux différents) qui
coincident avec les axes principaux de contrainte. Les deux ondes lu-
mineuses issues de cette décomposition se propageant & des vitesses

41

FIGURE 2.7.1 — partition de l'enve-
loppe : 05=0Sy U 0S,

différentes, elles se voient étre déphasées a la sortie du solide. Le déphasage dépend a la fois de 1’épaisseur
du solide et de I'intensité de 1’état de contrainte, de la longueur d’onde de la lumiére.

/l %2 pirsringent

*d polariseur plan
- '/

-®. Source de lmigre

Cette technique est bien adaptée a 1’étude de problémes
—7 en contraintes planes, les éprouvettes étant découpées

dans des plaques constituées dans un matériau biréfrin-
gent (araldite le plus souvent) et observées en transmis-
sion.

obsenvateur

: analyseur
{polarcide croisé)

Le déphasage peut conduire a ’extinction de 1’onde re-

eproLette en matériau composée mettant ainsi en évidence les lignes d’égal dé-

phasage que 'on peut associer & des lignes d’égale diffé-
rence de contraintes principales, isochromes, encore ape-
lées « lignes isostatiques ».

FIGURE 2.8.1 — po]ariscope emp]oyé en photoé_ La lumiére incidente est polarisée linéairement (voire cir-

lasticimétrie

culairement) grace a un polariseur. Aprés avoir traversé
le modéle biréfringent, la lumiére est filtrée par un second
polariseur croisé avec le polariseur d’entrée et appelé ana-

lyseur. Ce dernier permet en effet de révéler les déphasages nuls ou proportionnels & la longueur d’onde de
la lumiére ou de 'une de ses composantes.

e Condition d’extinction (isochromes) :

N
Ce

Oy — 011 =

e N est un nombre entier positif,

e )\ la longueur d’onde de ’onde éteinte,

e (' le coefficient photoélastique,

e ¢ ’épaisseur du modéle.

Le coefficient photoélastique a pour dimension l'in-  giaure 2.8.2
[L2F71], il est

verse d’une contrainte : [C] =

effort de traction croissant

M"“"’ '

- |

— différentes étapes de l'état de
contrainte d’un modéle en araldite.

exprimé en « BREWSTER », tel que 1Brewster =
10712 Pa~! . La table ci-dessous indique les valeurs
de constantes photoélastiques pour différents matériaux.

matériau indice (Brewster) matériau indice (Brewster)
pyrex 3.65 bakelite 40.0 a4 50.0
celluloid 15.0 plexiglas 5.0
verre 20a3.0 araldite 32.5
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Alternativement, une extinction totale de la lumiére survient 13 ou les axes des polaroides coincident avec
les axes principaux de contrainte. Des lignes noires se dessinent ainsi : ce sont les isoclines@

2.8.2 photoélasticité par réflexion

Lorsque I’on souhaite inspecter le champ de contrainte & la surface d’une piéce solide gauche, on peut recourir
a la photoélasticité par transmission. Une couche de vernis (polymeérisation aux UV) ayant des propriétés
photoélastiques est appliquée sur la piéce d’étude.

L’observation sous contrainte en lumiére polarisée permet de visualiser les franges d’extinction de la lumiére
et de déterminer le niveau de contrainte local sur des géométries compliquées.

2.8.3 autres méthodes

Citons pour mémoire :
— l'interférométrie par moiré ;
— la stéréophotogrammétrie.

FIGURE 2.8.3 — image en photoélasti-
cimétrie par réflexion.

31. Ces derniéres peuvent étre éliminées du champ de vision en polarisant la lumiére circulairement.



Chapitre 3

Lol de comportement élastique linéaire

3.1 introduction[]

La théorie de I’élasticité est un champ particulier d’étude des matériaux solides dans lequel on considére que
contraintes et déformations sont liées par une relation « linéaire ».

Cela induit deux conséquences :

— les effets (déformations) sont proportionnels aux causes (contraintes); si I'on considére une sollicitation
mono axiale, cela revient & écrire o = F.e. Cette proportionnalité est d’ailleurs transposable aux autres
répounses du solide (ou d’une structure composée de solides élastiques) et notamment les déplacementsﬂ
qui deviennent proportionnels ou plus exactement linéairement dépendants des efforts appliqués.

— les déformations sont réversibles. Lorsque la cause cesse, les déformations s’annulent.

En pratique, les matériaux de construction suivent des lois de comportement trés variées et souvent com-

plexes.

Par exemple :

les aciers suivent une loi « élastoplastique » : s’ils >
sont déformés au dela d’une valeur seulil €., la to -
linéarité n’est plus satisfaite. c = T
Toutefois, si la déformation vient & décroitre é < 0 A »
alors on retrouve la linéarité mais exprimée en '

terme d’accroissements : do = E.de . ' J

Malgré ce retour & un comportement linéaire, une rY
irréversibilité apparait sous la forme d’une T
déformation résiduelle alors méme que la contrainte
s’annule : c’est une déformation plastique e,. p

Le béton et d’autres matériaux poreux >
« s’endommagent » lorsque la contrainte qui leur oy il N iy omrivguinog 4
est appliquée dépasse un certain seuil (voisin de la i |

moitié de leur résistance initiale).
L’endommagement résulte de 'apparition de
microdiscontinuités au sein du matériau
(microfissuration, effondrement de la structure
poreuse, décohésion des particules) et se traduit a
la fois par une réduction de la pente E = d9/4e et
par des déformations irréversibles.

50 Contrainte axiale [MPa]

1. certaines illustrations de ce chapitre sont extraites du livre « Comportement mécanique du béton » dirigé par J-M Rey-
nouard et G Pijaudier-Cabot - ISBN 2-7462-0980-2 Ed. Lavoisier.

2. Rappelons que nous supposons ’hypothése des petites perturbations satisfaite et que les déplacements du solide (de la
structure) sont petits devant ses dimensions propres.

43
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— S’ est sollicité durablement & moins de la moitié de sa résistance, le béton présente les caractéristiques
d’un matériau viscoélastiqueﬂ Cela signifie que les déformations augmentent dans le temps alors méme
que la charge reste constante. Dans une action mono-axiale de compression appliquée a l'instant ¢, la
déformation & l'instant t est exprimée par une fonction de fluage J(to,t) telle que e(t) = J(to,t).00.

S’ajoutent & cela, d’autres considérations :

— les déformations peuvent résulter d’une dilatation thermique €, = AT ;

— le caractére cyclique d’un chargement provoque le phénoméne de « fatigue » a l’origine d’'un endommage-
ment alors méme que le niveau de sollicitation est relativement faible eu égard & la résistance du matériau
(fig. ;

— le caractére triaxial de certains chargements;

— la capacité de consolidation sous charge hydrostatique de certains matériaux;

— la possibilité de viscoplasticité ;

— la non symétrie de comportement des matériaux en traction et en compression (béton) ;

— la nature anisotrope de certains matériaux (le bois, les céramiques extrudées, les matériaux composites a
base de fibres) ;

— la nature composite de certains solides (béton armé, composites & base de carbone) ;

— la sensibilité des caractéristiques mécaniques des matériaux avec la température (tous), voire avec ’hy-
grométrie (bois, béton) ;

— le caractére évolutif, vieillissant, des matériaux au cours de leur histoire du fait de la migration de 1’eau
ou d’espéces chimiques (béton, verre) ;

— le couplage avec des actions physicochimiques (rayonnement électromagnétique, adsorption-désorption,
attaques chimiques, corrosion) ;

— les effets dynamiques (chocs).

On le voit, ’hypothése du comportement élastique
des matériaux ne rend pas compte de tous les phéno- —_——
meénes évoqués ci-dessus. Néanmoins, il s’agit d’une 2,0
loi applicable pourvu que le niveau de contrainte ne
soit pas trop élevé. Les ingénieurs s’appuient donc
sur cette hypothése en premiére intention et effec-
tuent des vérifications supplémentaires a posteriori ;
c’est ainsi qu’en béton armé, par exemple, il est loi-
sible de déterminer les sollicitations avec I’hypothése
de I’élasticité, de dimensionner les sections aux états Comportement du béton sollicité en fatigue par compression

limites de service avec cette méme hypothése, les

régles Européennes de calcul (Eurocodes) fixant les FIGURE 3.1.1 - courbe déformation - nombre de cycles.

modalités de calcul.

Lorsque la situation l’exige (ouvrages spéciaux, requéte d’une grande précision, recherche) des modéles plus
élaborés sont développés ou utilisés moyennant leur implémentation dans des codes de calcul numérique.

3.2 hypothéses

3.2.1 expérimentation

Sans entrer dans le détail des expériences propres & « identifier » le comportement mécanique de tous les
matériaux, attardons nous sur la caractérisation de deux d’entre eux : ’acier et le béton (vis & vis des actions
de courte durée).

3.2.1.1 comportement de ’acier (test de traction)

Une éprouvette cylindrique profilée est placée entre les mors d’une presse de traction. Elle est équipée de
jauges extensométriques permettant de mesurer a la fois la déformation axiale €17 (modification de longueur)
et la déformation transversale ess (modification du périmétre). Elle est soumise a 'action d’un effort de

3. Le béton peut, sous certaines conditions, étre considéré comme un matériau viscoélastique vieillissant. Les déformations
de « fluage » dépendent non seulement de la durée d’application du chargement mais encore de ’age du béton au moment de
P’application dudit chargement.
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traction I croissant. On admet que, dans la zone centrale de longeur initiale L, la contrainte de traction oy
est uniforme et vaut o = F/4 ot A est l’aire de la section droite initiale.

L’essai est asservi en déformation et I'on enregistre
Pévolution du couple {e11,011} = {¢,0} a vitesse de
déformation é constante. On observe quatre étapes :

1) une étape ou € et o croissent proportionnelle-
ment 'un & 'autre et ce tant que la contrainte
reste inférieure a une valeur o, appelée « limite élas-
tique » ; cette valeur est voisine de 360 M Pa pour les
aciers doux de construction par exemple et peut at-
teindre 1 600 M Pa pour acier constitutif des cables
de précontrainte. Pendant cette étape, si 'on dé-
charge I’éprouvette, on observe la réversibilité totale
de T’histoire de chargement. Lorsque la contrainte
s’annule, on n’observe pas de déformation résiduelle.
Cette phase est appelée « phase élastique ». Elle est caractérisée par le rapport constant /e = E appelé « mo-
dule d’élasticité ». Ce module est voisin de 200 000 M Pa = 200 G Pa pour la plupart des aciers. Si I’on observe
la déformation transversale, on constate qu’elle est négative : alors que ’éprouvette s’allonge, la section se
réduit. De plus le rapport €22/e;,, négatif, est également constant. On note eao = —veq; o v est le coeflicient
de contraction encore appelé coefficient de POISSON. v est adimensionnel et vaut approximativement 0.3
pour les aciers. Ainsi, en régime élastique :

FIGURE 3.2.1 — éprouvette de traction en acier.

011 = E611 €29 — —l€11 (321)

2) une étape au cours de laquelle la déformation augmente alors que la contrainte reste constante. Ce palier
est appelé « palier plastique » et on dit que le matériau « s’écoule ». Au niveau nanoscopique, cette phase
s’accompagne de réajustements au sein du réseau atomique : les dislocations issues des irrégularités locales
de propagent. Si I’on venait & stopper puis inverser la vitesse de déformation, on observerait immédiatement
une diminution de la contrainte. Le rapport 49/Ae reprend alors la valeur qu’il avait en régime élastique ; c’est
la preuve que le matériau n’est pas endommagé ; par contre une déformation résiduelle €, subsiste lorsque la
contrainte devient nulle.

3) si 'on poursuit augmentation des déformations on observe la reprise de augmentation de contraintelﬂ
Les dislocations étant épuisées, des glissements s’opérent dans la structure atomique. Le matériau « s’écrouit ».
Si 'on décharge 1’éprouvette a partir du niveau de contrainte o, > 0., on constate que le module n’a tou-
jours pas changé, la déformation plastique a augmenté quant a elle. Si ’on recharge le matériau, il adopte
un comportement élastique (‘ZT‘Z = E) et 1’écrouissage reprend a la valeur o4 de la contrainte comme si le

matériau avait gardé cette valeur en mémoire.

4) la déformation axiale continuant d’augmenter, la valeur de o passe par une valeur maximale, considérée
comme étant la « contrainte & la rupture » du matériau. S’en suit une diminution de la contrainte de traction
accompagnant une réduction localisée de la section de I’éprouvette : c’est la « striction ». L’essai peut étre
poursuivi jusqu’a la séparation de I’éprouvette en deux morceaux.

3.2.1.2 comportement du béton (test de compression)

Le béton posséde un caractére fragile : non seulement sa résistance a la traction est de ’ordre du dixiéme de
sa résistance en compression mais encore ne présente t-il aucune ductilité & moins que des fibres ne controlent
sa rupture. De ce fait, la résistance en traction du béton n’est pas prise en compte (sauf exception) dans les
calculs des ouvrages; les ingénieurs considérent en effet qu’il est du role des armatures (aciers de béton armé
ou cables de précontrainte) de reprendre les efforts de traction. Si 'on utilise le béton en construction, c’est
pour son aptitude au coulage, pour son bas cott (moins de 1€ le kg), pour sa grande disponibilitéﬂ et pour
ses performances en compression.

4. Cet accroissement est plus ou moins marqué selon la qualité de Dacier.
5. Le béton est le matériau de construction le plus employé dans le Monde. L’équivalent de 1m? de béton par habitant de
la planéte est coulé chaque année.
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Le comportement mécanique du béton est mis en évidence et caracté-
risé par un essai mené en laboratoire. On effectue des tests de com-
pression d’éprouvettes cylindriques (typiquement ®1lcm x h22c¢m ou
®16cm X h32cm ) aprés une période de durcissement adéquat. L’éprou-
vette est instrumentée avec des jauges ou des extensométres de sorte &
pouvoir mesurer la déformation axiale e = €17 dans la région centrale et la
déformation transversale eso . La contrainte moyenne est estimée comme
rapport de leffort de compression F' a I'aire de section droite de I’éprou-
vette A : 0 = 011 = F/A. L'essal est conduit & vitesse de déformation
constante.

De nouveau on observe trois étapes :

1) Etape de comportement linéaire quasi-élastique : tant que la contrainte
ne dépasse pas environ 40% de la résistance a la compression du béton,
les déformations sont réversibles. De nouveau, on admet la relation o1 =
Feq1. Le module d’élasticité dépend de la composition du béton ; un ordre FIGURE 3.2.2 — éprouvettes de
de grandeur est E ~ 40 GPa. L’observation de la déformation transversale béton aprés essai de compression
montre que I’éprouvette se dilate latéralement au fur et a4 mesure qu’elle

se contracte longitudinalement. La relation entre les déformations axiales

et transversales est encore linéaire et on peut écrire egy = —VEHH. Le

coefficient de POI1SSON pour le béton non fissuré est de ’ordre de 0.2.

2) La courbe {¢,0} s’infléchit lorsque la déforma-

TRV ————— tion augmente et passe par un maximum. Cette

inflexion résulte de linitiation de la microfissura-

, tion dans le matériau jusqu’a épuisement de la ca-

_ b—————(3)——propagation de la rupture pacité portante. La contrainte maximale (localisant

‘Hc| ‘ : le « pic ») est prise pour résistance mécanique du

‘ ‘ béton. Cette valeur dépend de la composition du

. béton ; elle présente une forte variabilité d’un essai

‘ ~ ) a lautre en raison du caractére hétérogéne et sta-

N | tistique du béton : elle doit donc étre déterminée

comme moyenne d’une série d’essais. La valeur a la

rupture varie entre 25 M Pa pour un béton ordinaire

> a plus de 90 M Pa pour une béton de haute perfor-

mance. A noter que les déformations transversales

n’évoluent pratiquement plus pendant cette étape

FIGURE 3.2.3 - loi type déformation-contrainte pour {’endommagement. Si I'on déchargeait 1’éprouvette

le béton en compression (o, € < 0) dans cette phase, on observerait que la pente do/de

est moindre que la pente initiale : ’endommagement

du béton affaiblit le module d’élasticité. De plus il reste une déformation irréversible lorsque la contrainte
s’annule.

+——(2)—+4—— développement de la microfissuration

-

\ pente Ejo |

{1

0] £

cl

3) A partir du < pic » 'augmentation de la déformation s’accompagne d’une diminution progressive de la
contrainte : les fissures se propagent en s’ouvrant jusqu’d éclatement de 1’éprouvette. Le comportement
post-pic dépend éminemment des conditions d’essais et notamment de la vitesse de déformation.

3.2.2 conséquences sur les déformations d’origine mécanique

Dans un essai de traction - compression, dans le domaine oii le matériau est élastique, on observe la linéarité
de la contrainte et de la déformation traduite par l’existence d’un module d’élasticité E et la linéarité des
déformations axiale et transversale traduite par un coefficient de contraction v.

On admet les relations d’élasticité mono axiale (eq.[3.2.1)).

Si ’on entreprend un essai en cisaillement, grace, par exemple, & un test en torsion, on observe de nouveau
la proportionnalité entre la contrainte de cisaillement et la distorsion correspondante :

T = G’Y < 012 = 2G612 (322)

6. Cette fois, €11 est négative (raccourcissement) alors que es2 est positive (dilatation latérale).
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Le module G qui apparait dans cette relation est dépendant du module A
d’élasticité et du coeflicient de contraction : g c
E

G~ A1) (3.2.3) C/@

3.2.3 déformations thermiques
FIGURE 3.2.4 — torsion d’un bar-

Dans des conditions de température voisine de la température ambiante Teau cylindrique

(grossiérement entre 0°C et 60°C) on pourra admettre que les matériaux

se dilatent proportionnellement a ’accroissement de température. Cette

dilatation posséde les caractéristiques suivantes :

— elle est isotrope (comme le matériau) et affecte également toutes les directions de ’espace = on admettra
donc qu’une élévation de température ne génére pas de distorsion.

— elle est proportionnelle a 'augmentation de température et le facteur de proportionnalité est appelé « co-
efficient de dilatation thermique », il est noté « et on le supposera indépendant de la température.

{ thermique _ o ATV direction {i} sii=j

thermi
ermique __ .. .
ij =0sii #j

(3.2.4)

Il est notable que le coefficient de dilatation de I'acier et celui du béton sont voisins. Ils valent qgejer =
péton, = 10.1075 K1 environ.

3.3 formulations de la loi élastique linéaire

Si la sollicitation agissant sur le solide induit un champ de contrainte multiaxial, I’élasticité linéaire se traduit
par une relation linéaire entre les tenseurs contrainte et déformation (a U'effet de température preés) :

=5 (@ —5o) +asT (3.3.1)

A la température de référence Tp, le solide peut étre le siege d’un champ de contraintes résiduelles dites
« autocontraintes » o en ’absence méme de forces extérieures.

S est le tenseur (ordre 4) des « compliances ».
@ est le tenseur des coefficients de dilatation.

Cette expression (3.3.1) se simplifie lorsque le matériau est isotrope, ce que nous supposerons dans la suite.

3.3.1 loi de HOOKE-DUHAMEL

Laloi de HOOKE—DUHAMELmSynthétise en les généralisant les hypothéses précédentes au cas des sollicitations
multiaxiales appliquées & un solide homogéne isotrope. Elle exprime le tenseur des déformations en fonction
du tenseur des contraintes. Ainsi :

5 - tr (@) T+edLT (3.3.2)

Dans cette relation apparaissent :

— E le module d’¢lasticité ou module de YOUNG. Sa dimension est celle d’'une contrainte [E] = [F.L72],
son unité SI est le Pascal Pa a laquelle on préférera le mégaPascal M Pa (voire le gigaPascal GPa) par
commodité dans toutes les applications courantes.

— v le coefficient de réduction ou coefficient de POISSON. Il est sans dimension et est compris dans l'intervalle
[0; 0.5].

7. Les lois de comportement sont aussi appelées « lois constitutives ».
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— « le coefficient de dilatation thermique. Sa dimension est celle de 'inverse d’une température [o] = [Tﬁl]
et son unitéﬂ est donc linverse de KELVIN K~'; §T représente la différence de température avec la
température Ty de référence.

Cette relation montre, chose importante, que les directions principales de contrainte et de déformation sont

confondues.

3.3.2 loi de GABRIEL LAME

La loi de Lamé-Duhamel est réciproque de la précédente (eq. [4.1.8) dans la mesure ou, cette fois, ce sont les
contraintes qui sont exprimées en terme de déformation (et de température) :

~il

G = 2ue+ Xtr (€) I — BT (3.3.3)

Relation dans laquelle

— p est le ler coefficient de LAME. On remarque que, si ’état de contrainte est réduit & une contrainte de
cisaillement o9, alors 012 = 2uer2. Par analogie avec la relation déja présentée (eq. [3.2.2)) on voit que
ce coefficient de LAME n’est autre que le module de cisaillement : 4 = G. Sa dimension est celle d’une
contrainte [u] = [F.L™?] et son unité le Pascal Pa.

— Xest le 2nd coefficient de LAME. Dimension : celle d’une contrainte [u] = [F.L™?] et unité : Pascal Pa.

— [ est un coefficient de contrainte thermique : on voit clairement que si les déformations sont bloquées (ma-
tériau confiné) alors qu’il y a augmentation de température, se développe un état de contrainte sphérique
dont la composante est négative (pression) gthermique — g — —B6T. La dimension de 3 est donc celle
du rapport contrainte / température : [5] = [F.L*2.T*1}. Ce coefficient s’exprime en Pascal par Kelvin,
Pa/K.

3.3.3 notation de VOIGT

En élasticité linéaire, en conditions isothermes et en ’absence de contraintes initiales, il y a dépendance
linéaire des tenseurs de contrainte et de déformation. On peut ainsi formellement noter :

llll

Qll

= €= (3.3.4)

Qlll
all

g:

Relations dans lesquelles C et S sont respectivement les tenseurs d’élasticité (dimension [F.L’Q]) et de
compliance (dimension inverse). Ce sont des tenseurs du quatriéme ordre et sont représentés par une matrice
a 4 dimensions.

Compte tenu de la symétrie des tenseurs de contrainte et de déformation, VOIGT donne une représentation
vectorielle aux tenseurs (avec une convention un peu différente pour chacun d’eux) comme suit :

011 012 013
012 022 023 | — 0 = (3.3.5)
013 023 033

Qll
I

et :

€11

€22
€11 €12 €13

€12 €22 €23 —> €= €33 (336)

anll
Il

Y23 = 2.€23
€13 €23 €33 Y13 = 2.€13
Y12 = 2.€12

8. Comme la température apparait en tant qu’accroissement a partir d’une température de référence Ty, on peut adopter le
degré CELcIUS comme unité sans inconvénient.
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Dans cette « transformation de VOIGT » tout se passe comme si on avait contracté les indices doubles en
indices simples avec la convention :

11 —1] [22—2 [33—3| [230u32—4| [130u31 =5 [120u21 — 6| (3.3.7)

Avec la différence notable qu’un coefficient x2 affecte les termes 4 & 6 du « pseudovecteur » des déformations.
Ainsi, dans le pseudovecteur des contraintes les termes 4 a4 6 sont occupés par les cisaillements alors qu’il
s’agit des distorsions dans le pseudovecteur des déformationsﬂ

La loi de comportement élastique est également changée par la transformation de VOIGT car elle met en
relation les deux pseudovecteurs. Ainsi, en élasticité isotrope € = So :

€11 _%V _?V :TZ 0 0 0 011
€22 E E ? 0 0 0 022
€33 = B B 0 0 0 033
s | = 0o 0 0 2(1};1/) 0 0 Tos (3.3.8)
M3 o o0 o o Mmoo Ti3
Y12 0 0 0 0 0o 2 T12

Le tenseur des compliance S est ainsi simplement représenté par une matrice 6 x 6 S.

Inversement o = Ce :

J11 2/1, =+ )\ )\ A 0 0 0 €11
022 )\ 2,[1, =+ A A O 0 O €292
033 - A A 2,“ +X 0 0 O €33
Toz | 0 0 0 p 0 0 Y23 (3:3.9)
T13 0 0 0 0 p O 713
T12 0 0 0 0 0 pu T2

3.3.4 relations entre coefficients

L’équivalence des relations (eq. [4.1.8)) et (eq. [4.1.10) permet d’établir les relations de dépendance entre les
divers coeflicients. On a ainsi :

LAME —HOOKE HOOKE —LAME
_ Ev 32 42u
A= () (1=20) E=p XFn
u=G=agl+,,> Y= a0
B=1% (3.3.10) “T i (3.3.11)
—p__ 1-v 2(\
2:“ + A E(1+V)é1—2u) 1_1_% = 3&_{_2‘2
AT =y T = 3,\izu

3.3.5 formulations croisées

La combinaison des relations précédentes permet d’exprimer le tenseur des contraintes en fonction du tenseur
des déformations et de la température, & ’aide seule du module de Young, du coefficient de Poisson et du
coefficient de dilatations thermique :

anll

— E v -\ = aF =
5= tr(@71) - ATT
7 1+1/(+1—2Vr(€>) 1—2v

9. Certains auteurs emploient des conventions différentes en doublant les contraintes de cisaillement 27;; et en les associant
aux distorsions angulaires simples ¢;;.
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Et inversement :

3.4 puissance, travail, énergie

3.4.1 principe des puissances virtuelles PPV~

3.4.1.1 théoréme général

—_ =
Considérons I'équation d’équilibre (dynamique) local : dive + f, = p7

Multiplions-la scalairement par un (champ de) vecteur virtuel u* continuEG] sur (), appelé « champ de
vitesse virtuelle » et intégrons sur le volume du solide, alors :

— —
/diva.ﬁ*dv+/fv7*dv = /p7.7*dv
S s s

—.>:
Remarquons que diva. 0* = oy j.uf = (0ijuf) ; — oijoug;
en changeant le nom des indices muets de sommation et, compte tenu de
oij-3 (u]*7 —|—u;j) . C’est donc

3 oom* = o x
D’autre part o;;.u;; = Tji-lj
la. symétrie du tenseur o, il vient o;;.u aij.u;_i

en remarquant que e = %(grad U+ gradt 7*) est le tenseur des vitesses de

* i .. * —
i = ou encore ojj.uy; =

— *
que o;;.u = Uij'eij

déformations virtuelles[I

*
2,7

Ainsi :
/ (@ Gy -7:7 ) dv+ / Pattdv = [ o770 dv
S

S

n—

Par application du théoréme de flux-divergence, on déduit :

?.*.? —G:cdv _Z*v: U dv
;5(7)d+/ d+s/f7d S/ﬁﬁd

oS S

On partitionne 95 en 95 = 95, U ISy , alors :

_ . = ) o == P e
/(U.ﬁ).m5+/( 7)7d5+/ dv+5/fmv /ﬁmu

S, Sy S S
Et donc :
PE* Pi* P;
— — — E—
/fu.ﬁ*dSJr/fs.ﬁ*ds+/fv7*dv+/—a;z dv:/p?ﬁ*dv
a5, oS S S S
P, P2y b,

En résumé :

10. Si le champ de vitesse virtuelle n’est pas continu, il convient de prendre en compte un terme de puissance interne de
liaison P;.x en plus des termes décrits ici. A noter qu’il n’est pas nécessaire que le champ {7*}ait une signification physique
et, en particulier, qu’il corresponde & une champ de vitesse.

11. La double somme o;;€;; est appelée « produit contracté » du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations; ce
produit est noté & : €. Il est commutatif.
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P+ P =P} (3.4.1)

Enoncé : La somme de la puissance virtuelle interne et de la puissance virtuelle externe est égale a la
puissance virtuelle d’accélération.

Termes :
— Puissance virtuelle externe (ou puissance virtuelle des forces externes) ; elle est composée de trois termes :
. . e , . N . NI .
— la puissance virtuelle des réactions d’appui : P} = fas fu.7 dS ou f, désigne les forces surfaciques
d’appui. N
— la puissance virtuelle des forces de surfaces : P, = [, 05, fo.A*dS

. . e
— la puissance virtuelle des forces de volume : P}, = [ g fod*dv
— Puissance virtuelle interne (ou puissance virtuelle des forces internes) :
* = =*
- Pr=[,-0:€dv
— Puissance virtuelle d’accélération :

- Pr=/q oA *dv

3.4.1.2 cas du champ de vitesse virtuelle cinématiquement admissible

’_>
Dans ce cas, {7*} respecte les conditions d’appui; et donc R, W* = 0, par conséquent : P}; = 0. La
puissance virtuelle des réactions d’appui est nulleE

3.4.1.3 cas ou {uj‘} est le champ de vitesse réel : théoréme de I’énergie cinétique

Dans ce cas {W*} = {W}, la puissance d’accélération (réelle) s'écrit P, = [, p7. % dv = [ p%.ﬁ dv soit
encore P; = fs %p% (u2) dv = % fs %p (u2) dv on reconnait la variation de I’énergie cinétique E.. D’ou le
théoréme de ’énergie cinétique :

dE.

PP =
+ at

(3.4.2)

Avec :
— Puissance externe (ou puissance des forces externes) composée de deux termes :

_>
— la puissance des forces de surfaces : Py = [, 55+ fs.ﬁdS

— la puissance des forces de volume : P,, = f S fvﬁdv

— Puissance interne (ou puissance des forces internes) : P; = |, g0 : édv
- . s e X _ 1 2
— Energie cinétique : E, = [ 5,07 dv

3.4.2 énergie élastique volumique

La puissance interne volumique s’écrit : p; = —o : €

Au cours d’un intervalle de temps dt, la densité volumique de travail fourni par les contraintes est égal a
dw = —pi.dt:aédtzﬁza

En élasticité € = S5 (eq. [3.3.4) de sorte que dw =7 : Sdo = id [a : Sa} . Et ainsi : dw = 1d (G : €)

Si Pon intégre sur histoire du chargement entre l'instant initial o = 0 et I’instant actuel ¢, en convenant que
I’énergie élastique initiale était nulle, on définit ’énergie élastique par unité de volume par ’une ou 'autre
des expressions équivalentes suivantes :

ol
il

(3.4.3)

Q|
NIl
S|

I

E=

Qll
N =
N

1
We = =
2

Et, par sommation sur le volume, ’énergie élastique emmagasinée par le solide vaut :

12. A condition de considérer des liaisons sans frottement.
13. On notera le changement de signe.
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anll
Alll

Edv (3.4.4)

qll
el

1
2

DN | =

We:/wedv:/ dv:/
S s S

La valeur de I’énergie volumique peut étre précisée en utilisant la notation de VOIGT (eq. et3.3.9) :

1 1 1
We = 5& = §5§5 = §EQE (345)
1 2
We = 5 (2M€ij€ij + /\9 ) (346)
ou fdésigne la déformation volumique ((1.3.13)).
1 /14+v v
We = 5 (E Uijgij — E22> (347)

3.4.3 théoréme de I’énergie mécanique

Intégrons le théoréme de ’énergie cinétique sur I’histoire du chargement du solide (S) entre I'instant initial
to = 0 et 'instant actuel ¢, alors :

Ty = We + B (3.4.8)

ENONCE : Le travail des forces extérieures est égale & 1’énergie cinétique augmentée de ’énergie élastique.

En statique, tout le travail des forces extérieures est converti en énergie élastique.

3.5 critéres de limite élastique

L’utilisation des matériaux dans le domaine élastique permet la mise en service de structures, de piéces ou
d’assemblages mécaniques réemployables pour une longue durée. Au dela d’un certain seuil de sollicitation,
le matériau est le siége de nouveaux phénoménes s’exprimant par des irréversibilités et de I'hystérésis :
plasticité, endommagement en particulier.

La définition du seuil en de¢a duquel le matériau a un comportement élastique linéaire et au dela duquel il
ne ’a plus est donc importante et différentes définitions, plus ou moins adaptées a certains matériaux, ont
été énoncées au cours du temps.

Lors d’un essai de traction ou de compression mono-axial, il est aisé de mettre en évidence un seuil qui
s’exprime alors comme une valeur limite de la contrainte (de traction ou de compression).

Pour des états de contrainte plus complexes, la notion de seuil doit étre étendue en devient un « critére »
qui porte non plus sur une seule composante scalaire de contrainte mais sur le tenseur lui-méme.

Le recours a la projection de MOHR permet d’imager la signification des différents critéres. Les critéres
forment des surfaces enveloppes, éventuellement ouvertes, dans I’espace tridimensionnel des contraintes prin-
cipales.

3.5.1 critére de RANKINE

C’est un critére d’extension maximale : la contrainte principale maximale o} est limitée supérieurement par
une valeur expérientale o > 0 déterminée par un essai de traction simple alors que la conrainte princi-
pale minimale oyr; est limitée inférieurement par une valeur expérimentale o¢ < 0 déduite d’un essai de
compression simple. La contrainte intermédiaire oy n’est pas prise en considération.

orir >0 et or<al (3.5.1)
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3.5.2 critére de TRESCA

C’est un criére de cisaillement maximal 7,4, : celui-ci est limité par une valeur 7. = %cre déterminée
expérimentalement par un essai de torsion pure. Et donc :

1 1
Tmaz = 5 X max {|lor — ol |orr — o1l o —or|} < 50¢ = o7 —o011 <0 (3.5.2)

Ce critére ne prend pas en compte la composante sphérique du tenseur des contraintes; il est bien adapté
aux matériaux & microstructre compacte comme les métaux.

Pour décrire le niveau de sollicitation locale du maériau, on peut utiliser le concept de « contrainte équiva-
lente » de TRESCA :

Oor =01 —0JII1

Le critére d’élasticité s’exprime alors par : o < o,

3.5.3 critére de VoN MISES

C’est un critére souvent employé pour définir la limite élastique des métaux. La logique en est la suivante :

1. un métal n’est pas sensible aux fortes pressions hydrostatiques = le critére concernera donc le déviateur
des contraintes 5 (voir §/2.5.4).

2. le critére est indépendant de la base de projection =-le critére sera exprimé a 1’aide des invariants du
déviateur.

Ji=0

1
Jo = srspr + srrsrrr + Srrrsr = 5 [(01 - 011)2 + (011 — 0111)2 + (o111 — 01)2} (3.5.3)
J3 = s1sr181171

3. le critére est symétrique en traction-compression = 'invariant J3 n’intervient pas, le critére porte sur
Jo seul.

4. la limite est fixée par un test de traction pure (o7 = or;r = 0) ot Jy = %a? etor < o,

Par conséquent le critére de VON MISES est :

Ja <

2
Oc

<~ (0’[ — 0]])2 + (O'[[ — 0111)2 + (O’[[] — 01)2 < 20’3 (354)

W =

Une alternative & ce critére est d’introduire la « contrainte équivalente » de VON MISES :

1
OovM = \/2 {(UI - 011)2 + (o1 — 0111)2 + (011 — 01)2 (3.5.5)

pour exprimer le critére sous la forme :

oV M S O¢ (356)

La contrainte de Von Mises est souvent utilisée pour illustrer la répartition des niveaux de contrainte subis par
un solide (les codes de calcul associent un niveau de contrainte a une couleur, les zones rouges matérialisant
des zones de « concentrations de contrainte »).
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FIGURE 3.5.1 — représentation des contraintes de VON
MIsEs dans un code de calcul bidimensionnel.



Chapitre 4

Méthodes de résolution des problémes

d’élasticité

4.1 probléme d’élasticité

4.1.1 position du probléme

On considére un solide {S} soumis a des forces de volume f,(M
délimité par son enveloppe (05). Cette enveloppe est partitionnée

en (voir figi.1.1) :

* (0S,) lieu des déplacements connus (surface d’appui) ;

* (0Sy) lieu des forces de surfaces connues fs(P;.
On suppose aussi les hypothéses suivantes réunies :

1. hypothése de continuité (§ ;

2. hypothése des petites perturbations (HPP) : les déplacements
sont petits devant les dimensions du solide de sorte que 1’on
puisse, en premiére approximation, établir les équations d’équi-
libre dans la configuration initiale, non déformée de la structure

)

3. hypothése de I’élasticité du comportement, du solide. On sup-
pose de plus les déformations petites et réversibles ainsi que la
validité de la loi de HOOKE (§/3.3.4).

4.1.2 objectif

1) déterminer le champ de contraintes o(M). L’ingénieur a besoin de
connaitre le niveau de sollicitation du solide dans différentes condi-
tions de chargement. La connaissance du champ de contrainte lui

FIGURE 4.1.1 — Données d’un pro-
bléme d’élasticité

permet de statuer sur la résistance du solide et la réversibilité des déformations.

2) déterminer le champ de déformation e(M).

3) déterminer le champ de déplacement u(M ) et statuer sur le bon fonctionnement d’un ensemble mécanique

ou d’une ossature de batiment.

35
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4.1.3 récapitulation des équations disponibles
4.1.3.1 équations concernant le champ de contrainte

Equilibre statique :

Oi5 = 0344
= P =
dive+ f, =0

Conditions aux limites :

T(P) = ﬁm = m VP € {8S;} et W L {S} sortant

4.1.3.2 équations concernant le champ de déformation et le champ de déplacement

Equations de compatibilité :

E=¢ < €ij = €ji

grad (div (7)) + grad" (div (7)) — grad (grad (tr (7)7)) - A& (¢

Relation déplacement - déformations :

€= % (grad U + grad® 7)

Conditions aux limites :

u; = ud sur {0Sy,}
4.1.3.3 loi de comportement
Les lois suivantes sont toutes équivalentes :
Loi de HOOKE-DUHAMEL :
- +v) v, == =
= - —t 1 0T 1
€ B o E r(a) + o

inversement :

Loi de LAME-DUHAMEL :

et :

4.1.3.4 bilan

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)



4.2. METHODE DE NAVIER

Résoudre un probléme d’élasticité, c’est déterminer
15 fonctions du point qui, en coordonnées carté-
siennes sont : 011, 012 , 013, 022, 023, 033, U1, U2,

us, €11, €12, €13, €22, €23, €33-

pour cela on dispose de 3 équations de d’équilibre lo-

cal (4.1.2), de 6 relations de comportement (4.1.8 ou
4.1.10) et de 6 équations de compatibilite (4.1.5)[;

soient 15 équations au total.

Le probléme est donc bien posé; a priori, une so-
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lution analytique devrait pouvoir étre dégagée pour

chaque probléme. En pratique, le recours au calcul
numérique, basé sur le découpage du solide en pe-

FIGURE 4.1.2 — découpage d’un solide 2D en éléments
finis

tits éléments volumiques appelés éléments finis, sera,
nécessaire dans la plupart des situations concrétes

(voir ausi §/4.5.3)).

NOTE : Le nombre d’équations statiques (3) est inférieur au nombre d’inconnues statiques (6) : le seul
recours aux équations de statique ne permet généralement pas de résoudre un probléme d’élasticité, sauf
a réduire le nombre d’inconnues par des hypothéses supplémentaires. = Un solide, vu sous ’angle de la
mécanique des milieux continus, constitue un systéme hyperstatique.

4.1.3.5 méthodologie

champ de _,
déplacement {u}

relation déplacement\-

déformation
champ de _
champ de _ déformation {&}
contrainte {0} compatibilité
équilibre loi de co riement

FIGURE 4.1.3 — méthodologie de résolution
d’un probléme d’élasticité

Pour résoudre un probléme d’élasticité, I'ingénieur est obligé
de combiner entre elles les équations ci-dessus. Avant cela, il
doit s’assigner un objectif primaire : veut-il aborder le pro-
bléme sous I’angle des forces internes auquel cas il s’attachera
4 déterminer en priorité le champ de contraintes ou préférera
t-il d’abord établir le champ de déplacement ?

Quel que soit 'objectif primaire, les autres inconnues en seront
ensuite déduites en parcourant dans un sens ou dans ’autre le
cercle méthodologique ci-contre.

La résolution du probléme, une fois l'objectif choisi, se « ré-
duit » a la recherche de solutions analytiques d’un jeu d’équa-
tions aux dérivées partielles plutdt générales et qui font 1’ob-
jet des paragraphes suivants. Il faut y adjoindre les conditions
aux limites pour que la solution particuliére, unique, se dessine
complétement.

Si le probléme présente des particularités géométriques, elles

sont prises en compte le plus tot possible de sorte & réduire la complexité mathématique. Parmi les simplifi-
cations possibles, notons les situations suivantes qui feront I’objet d’un développement particulier ultérieur :

— état plan de contrainte;
— état plan de déformation ;
— probléme axisymétrique.

4.2 Méthode de NAVIER

4.2.1 principe

La méthode de NAVIER s’inscrit dans une « méhode des déplacements ». On ’emploie chaque fois que
I’objectif primaire est la détermination du champ de déplacement. Pour obtenir les équations différentielles

permettant la détermination du champ {u(M)}, on combine tour a tour :

1. Les équations de compatibilité « incluent » implicitement les relations déformations - déplacements.
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— P’équation d’équilibre local ;
— la loi de comportement élastique (forme de LAME) ;
— la relation déplacement - déformation.

4.2.2 équations

Equilibre local (4.1.2) :

%

— —
divi+f, =0

Qll

Compte tenu de la loi de LAME (4.1.10]) en conditions isothermes :
= —

div [Qu?Jr)\tr (e) I} +ﬁ>: 0

Puis de la relation déplacement - déformation (4.1.6) :

1 =
QN(K; {2 (grad7 + gradt 7)] + )\cﬁ/ (div 7[) + ﬁ) = 6)

Or : (ﬁ/ (w?) = grﬁ (w) CK)I (ﬁﬁ) = gmdivﬁet encore : (ﬁ/ (grﬁﬁ) ziﬁ

Donc :
MZ7+(/ML4—)\)gragdiv7+ﬁ>:6>

— O 0O
En notant que A U = grag div ¥ — rotrot 7 il vient 'autre forme de la méme équation :

o O
(N4 2p) grag div 7 — protrot u + JT: S

Résumons ici les équations de NAVIER pour mémoiref] :

uz U+ (p+ ) grag divd + JTZ -0 (4.2.1)
o O
(A +2p) grag div 7 — protrot W + fz -0 (4.2.2)

A quoi il convient d’ajouter les conditions limites en déplacement déja énoncées (4.1.7) :
u; = u sur {05y}

9 Sw
0 0 851 %zl
w

w 0 . 87932 = % = graaw
0 w o Ow.

Oz Oz

duq Ous U3 o

Oz Oz Oz oz u1,11 +u2 21 +u3 31 (u1,1 +uz,2 +u3,3) 1

Qu;  duz  dug o = | wiqio + us 0o + uc = (ui14wus2+u )’ —
dzs  Ozs  Oms . Paa = 1,12 2,22 3,32 = 1,1 2,2 3,3) 2 =
duy dua dus o

u1,13 + u2 23 + u3,33 (u1,1 +u2,2 + u3,3)3

2 i () - <

3. div (ﬁﬁ)

ocog

oxs oxsg oxg ox3
graa divd
duq duq duq a A
9w, Owo  Owms a1 u1,11 + %1,22 + %1,33 u1
4. di d? _ Oug dug Oug d _ ) _ A _ Z) 7
. div (gra = o7 0ms  Oms B2y = u2,11 + u2,22 + u2 33 = U2 =
duz  duz  duz o~ u3,11 + u3,22 + u3,33 Aug
oz ox Oxg oz3

2
5. On se rappellera la formule du double produit vectoriel selon laquelle A (7 A U) = (7?) v - (77) w par
conséquent : ? A (? A ﬁ) = ? (?7) - V27,
. . . . . e —d) . g
6. Dans le cas ou I’élévation de température 7" intervient, ’équation de Navier devient : pA o+ (u + X) grad div o + fo—
(BA+2p) agrag T=T7
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4.2.3 champ de déplacement cinématiquement admissible

On appelle « champ de déplacement cinématiquement admissible » (champ CA) tout champ de déplacement
virtuel {7*} continu et dérivable (au moins par morceau) et satisfaisant les conditions aux limites du solide :

ul =u) sur {0S,}

De tels champs sont utilisés dans les méthodes approchées (par exemple la méthode de RITZ en éléments
finis ou encore dans les méthodes d’analyse limite en calcul élastoplastique des structures métalliques).

NOTE : Le champ de déplacement « réel » (solution exacte des équations de NAVIER) est cinématiquement
admissible.

4.3 Méthode de BELTRAMI-MITCHEL

4.3.1 principe

La méthode de BELTRAMI constitue une « méhode des forces » ; elle est utilisée lorsque ’objectif primaire est
d’établir le champ de contrainte. Pour cela, on écrit les équations de compatibilité en terme de contraintes
grace a la loi de comportement élastique tout en prenant en compte 1’équilibre local.

4.3.2 équations

Partons des 6 équations de compatibilité (4.1.5)) :

grad (diV (9)) + grad (div (7)) — grad (grad (7)) - A (7) =0

Prenons en compte la loi de comportement (4.1.9) :

(1+v)
FE

E:

g-2tr(@1 = tr(d)

posons ¥ = tr (), alors :

ou encorem :

2grad (ErEZi 2)

(1+v) (grad(ﬁlg + gradt dive — X?) —v [grad (grﬁ E) + gradt (grﬁi E)}
—(1—-2v)grad (gl‘?Z) +VASXTI=0

par conséquent :

(grad divs + gradt divs — X?) - (grﬁ (gﬂi E) - VA E?) =0 (4.3.1)

1
(I1+v)

Maintenant, prenons la divergence de ’équation :

8%y _ _o%s
dx;dx; — dxjOzy °

7. grad grag 3 est symétrique puisque
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A

—
pdiv R + (p+ ) div graa> div W + div JTZ =0

% _—
comme div gragf = A f et que divA ¥ = Adiv U, et que, d’autre part div ¥ = tr (6) =0 = =23,
il vient :

1-2
@u+M—E1AE+ﬁﬂﬁ=ﬁ (4.3.2)

Finalement, compte tenu des relations il reste :

20+ A - =
——AY+4+divf, =0
20+ 3\ +div f
soit : 1 .
-V —
AY i = 4.3.
T +divf, =0 (4.3.3)

Prenons maintenant en compte I’équation d’équilibre local 4.1.2] et substituons dans 1’équation il
vient :

=—_ =
AT+ grad grag ¥ +grad f, +grad® f, +

Y QivfI=0 (4.3.4)
14

14+v 1—

Ce sont les 6 équations de BELTRAMIFF]

4.3.3 cas des forces de volume uniformes

Dans le cas ou les forces de volume sont uniformes (poids volumique dans le cas d’'un matériau homogeéne),
il reste :

1
1+v

D

T+

grad gra(_i =0

Si 'on prend le Laplacien de cette derniére équation :

1
1+v

grad gra(—i> AY =0

D
D

T+

—
et comme div f, =0, il reste :

A% =0

= le tenseur des contraintes est « bi-harmonique ».

D’autre part ’équation devient A X = 0 : la trace des contraintes est une fonction harmonique.

8. Dans le cas ou ’élévation de température T intervient, les équations de Beltrami deviennent :

—_ 1 — _—— —= ) D N = =
AG+ grad grag ¥ + grad f, + grad® f, + Y_div fol + @ gradgradl + ATI =0
1+v 1—v 1+v
9. Dans la littérature, on trouve également la forme suivante :
_— —_ 1 = = =
gradfj + grad® fj + AT+ T grad gragE -7 i AXI =0 (4.3.5)
v v

10. En reéalité, & cause de la dilatation volumique, le poids volumique est légérement modifié¢ du fait des déformations du
solide.
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4.3.4 champ de contrainte statiquement admissible

On appelle « champ de contrainte statiquement admissible » (champ SA) tout champ de contrainte virtuel
{ﬁ*} continu et dérivable (au moins par morceau) et satisfaisant :

1. les équations de I’équilibre local : . N
dived + f, = 0 (4.3.6)

2. les conditions aux limites du solide :

T (P} = - (B).n(P) = f,(P) VP € {85} et L {05}

De tels champs sont utilisés dans les méthodes approchées de calcul.

NOTE : Le champ de contrainte « réel » (solution exacte des équations de BELTRAMI) est statiquement
admissible.

4.4 unicité de la solution d’un probléme d’élasticité

4.4.1 principe de superposition

Constatons que les équations de NAVIER sont des équations linéaires aux dérivées partielles, du second
ordre et a coefficients constants. = Si un chargement {7} appliqué & un solide (D) conduit & une solution
{714, 71} et qu’un autre chargement {F} appliqué au solide (D) conduit la solution {52, e, 72}, alors
le chargement {F; + F2} admet {a + 00,6+, U1+ 72} comme solution

4.4.2 unicité de la solution

On suppose le solide (D) exempt de contraintes au repos (état initial) et on lui applique un chargement
{F}. Supposons que la résolution du probléme, via les équations de BELTRAMI ou de NAVIER conduisent
a dégager deux solutions différentes {0’1,61, 7 } et {02762772} Le principe de superposition (ci-dessus)
permet de conclure que la différence des deux champs {01 — 09, €1 — €3, 71 — 72} est solution du probléme
alors méme que le solide (D) n’est soumis & aucune force.

Le théoréme de 'énergie (§3.4.3) permet d’affirmer qu’en 1’absence de forces appliquée, le travail de celle-ci
étant nul, 'énergie élastique emmagasinée par le solide est égaement nulle et donc :

Wez/%[gl—gﬂ 2% [El—ﬁg]dv:()

Or W, est une forme quadratique définie et positive et ne peut s’annuler que si ; — o2 = 0 =>c’est donc
que les deux solutions trouvées ne constituent qu’une seule et unique solution.

4.4.3 champ {z?} CA et champ {7 } SA associés

Si pour un probléme d’élasticité et par la loi de comportement, on peut associer un champ de déplacement
{7*} cinématiquement admissible & un champ de contrainte {ﬁ*} statiquement admissible, alors les champs
{7*,5*} constituent la solution unique du probléme.

4.5 Meéthode de RiTZz

La méthode de RITZ constitue une méthode approchée dans la recherche d’une solution & un probléme de
mécanique des milieux continus.

11. A condition que les déplacements de la structure restent petits et que la loi de Hooke reste valable.
12. We est une forme bilinéaire positive et symétrique des forces extérieures & condition que la configuration d’équilibre soit
stable.
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4.5.1 théoréme

En statique, on introduit la fonctionnelle « Potentiel » (nommé potentiel ou énergie potentielle) notée V et
composée comme suit :

V() =V, () + Vi (u") (4.5.1)

Dans laquelle :

— {u*} est un champ de déplacement cinématiquement admissible (CA).
— V. est le potentiel élastique (voir eq. [3.4.4) associée & ce champ de déplacement CA[7]:

los o 1
Ve(u*)z/iz :Ce .dv:/iz* : Ce.dv
S S

Q

— Vi est le potentiel des forces extérieures :

Vj (ux) = — /ﬁ.z?.dv v /ﬁ).?.ds
S oS
— —

forcesvolumiques  forces surfaciques

Supposons que {ux*} soit égal au champ de déplacement réel & une perturbation cinématiquement admissible
{du} pres :

{u*} = {u} + {6u} avec {du} CA. (4.5.2)

On peut établir le tenseur des déformations dérivant de {u*}. Par linéarité :

€ = € + Je (4.5.3)

champ de dé formation réel champ des perturbations de dé formation

Alors, par symétrie :

. 1 (= = _ =
Ve (u*) = /5 de: Cde +20e: Ce +e: Ce | dv (4.5.4)
S T
D’autre part :
Vi (") = — /ﬁf.%.dv+ 7. su.ds | — /ﬁ.ﬁ.dv+/7§.7.ds (4.5.5)
g as s as

Par sommation et regroupement :

13. ATTENTION : il ne s’agit pas de I’énergie élastique mais bien d’un potentiel car le champ de déplacement envisagé ici
n’est qu’un candidat parmi ’ensemble des champs cinématiquement admissibles.

14. Noter le signe négatif qui précéde ’expression.

15. ATTENTION :il ne s’agit pas du travail des forces extérieures mais d’un potentiel. En effet le travail des forces extérieures

.>
appliquées & un solide dans ’hypothése HPP s’écrirait fs (fg f (t;.du) dv pour les forces de volume par exemple.
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1. =

VY (ux) = /§z<%dv— /737dv+/j;7ds

S S oS

V()
Pex
e (4.5.6)
_ /a 5e.dv + / Sudv + /ﬁ.@.ds + /%5@:55@.(1@
S S S

—_————

formebilinéaire symétrique >0

Pix4 Pex=0

— Le ler terme est le potentiel V (u) calculée pour la valeur du champ réel de déplacement.

— Le second terme est nul en vertu du principe des puissances virtuelles (voir eq.

— Le troisiétme terme est une forme bilinéaire du champ de perturbation des déformations (et donc des
déplacements dans ’hypothése des petites perturbations). Cette forme bilinéaire est définie, symétrique
et positive

Par conséquent :

V(u) >V (uw) Vu* CA. (4.5.7)

Enoncé de RITZ : Parmi I’ensemble de tous les champs de déplacements cinématiquement admissibles, le
champ de déplacement « réel » (solution du probléme d’élasticité) minimise le Potentiel du systéme solide.

NOTE : Sur le plan mathématique, il s’agit d’un probléme « variationnel » (minimisation d’une fonction-
nelle).

Enoncé 2 : Dans un ensemble restreint (une « famille ») de champs de déplacements cinématiquement
admissibles, le « meilleur » champ de déplacement minimise le Potentiel.

Rappel : Bien différencier « potentiel élastique » et « énergie élastique », d’une part, et « travail des forces
extérieures » et « potentiel des forces extérieures » d’autre part. Le théoréme de RITZ s’exprime en terme
de potentiels.

Si 'on prend ’exemple d’un ressort de rigidité & soumis & 'action d’une force F' et que l'on cherche son
allongement wu.

Théoréme de 1’énergie mécanique :

Energie élastique du ressort : W, = 1ku?
k
Travail de la force : Tp = %Fu
T == ; - 7‘;; Identification : W, =Tp = wu= %
F F Méthode de Ritz :
| o T s . .
Travail : F‘F=§F.H Potentiel V ,=—Fu* Potentiel élastique du ressort : V. = %ku*Q
. . Potentiel de la force : Vp = —Fu*
FIGURE 4.5.1 — travail versus potentiel d’une force -
cas du ressort Potentiel du systéme : V = %ku*2 — Fu*
Minimisation du potentiel : 5;}* . =0 =
U™ =Ureel

ku—F=0 = u=4%

16. Si les grands déplacements sont envisagés, la forme bilinéaire peut ne pas étre positive dans le cas d’une instabilité de
forme.
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4.5.2 application

Ce théoréme est & la base d’'une méthode de recherche de solutions approchées des problémes d’élasticité. Elle
s’inscrit dans une logique de recherche du champ de déplacement, celui-ci étant candidat dans une famille
de champs de déplacement cinématiquement admissibles.

Il est ainsi fréquent de chercher le champ de déplacement comme combinaison linéaireE de fonctions ciné-
matiquement admissibles et indépendantes choisies dans une classe de fonctions (par exemple des polynémes
ou des fonctions harmoniques) :

ur (M) = Z 7.9 (x,y, 2) avecp; CA. (4.5.8)
i=1

Les paramétres scalaires Z; sont des amplitudes (proportionnelles & des déplacements) tandis que le fonctions
g?; sont des « fonctions de forme » judicieusement choisies. Du fait de la substitution de la fonction u* par la
combinaison linéaire de fonctions connues, la fonctionnelle V (7*) est remplacée, sur le plan mathématique,
par une fonction a plusieurs variables V (Z;).

Le probleme pratique de minimisation de la fonctionnelle V' est ainsi ramené & la recherche des zéros des
dérivées partielles de la fonction V. La meilleure solution (compte tenu du choix fait a priori des fonctions
de forme) est ainsi obtenue en résolvant le jeu d’équations :
oV
— =0 Yj 4.5.9
97 j (4.5.9)

En élasticité linéaire, sous la condition des petites perturbations, ces équations sont linéaires et forment un
systéme défini, positif et symétriqueE On obtient :

K K T Zy Fy
K2 Koy Za Fy (45.10)
; . Kn,n—l . -
Kn,n—l Kn,n Zn Fn

Ce systéme [K| [Z] = [F] est composé d’une « matrice de rigidité » [K], du « vecteur déplacement » [Z] dont
les composantes sont les amplitudes Z; encore nommées « degrés de liberté » et, enfin, le vecteur des « forces
généralisés » [F] qui ne dépend que du chargement appliqué & 1’ossature et du choix des fonctions de forme.

A partir de 1a :
— La colonne des inconnues [Z;] est calculée en inversant le systéme linéaire : [Z] = [K] ™" . [F]
— On en déduit ensuite le champ de déplacement approché : * (M)=3%", Zl@ (M)

— De la on tire le champ de déformation approché : € = % [grad u* + grad® 7*}

— Et finalement les contraintes : o = 2ue + \0*T

— Si le champ de contrainte obtenu est statiquement admissible et satisfait les conditions aux limites, ’en-
semble {7*, 7, ?*} constitue la solution « réelle » du probléme d’élasticité sinon il ne s’agit que d’une
approximation.

4.5.3 méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis consiste & décomposer le solide étudié en petits éléments (finis) de forme
choisie (en 3D : tétraddres, parallélépipédes; en 2D : triangles, rectangles, quadrilatéres...) étant entendu
que, sur chacun d’eux les motifs de déplacements sont connus.

Sur chaque élément, le champ de déplacement est donné par les amplitudes des déplacements de points
particuliers appelés « noeuds » (par exemple, mais pas seulement, les sommets). Chaque élément posséde
donc sa propre matrice de rigidité (matrice élémentaire).

17. Naturellement il n’est pas interdit d’envisager d’autres types de combinaison.
18. En grands déplacements, le systéme peut ne pas étre défini pour certaines configurations de chargement conduisant & une
instabilité de forme.
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La continuité du solide et du champ de déplacement est obtenue par
la mise en commun des noeuds des éléments adjacents. Les ampli-
tudes de déplacement de ’ensemble des noeuds consituent les « de-
grés de liberté » du systéme. Formellement, cette mise en communﬁ
conduit & « ’assemblage matriciel » d’ou résulte la « matrice de ri-
gidité globale » du solide ainsi que le vecteur des forces généralisées.

Cette méthode de discrétisation d’un solide en petits éléments se
préte an calcul automatique sur ordinateur. Les programmes de
calcul permettent ainsi de modéliser le probléme, se chargent du
« maillage », effectuent l’assemblage matriciel, résolvent le systéme
linéaire et permettent ’exploitation des résultats sous forme de

FIGURE 4.5.2 — maillage d’une coque.

graphes, tables, animations diverses.

Cette méthode trouve des développements importants en dehors du champ de 1’élasticité ou méme du cadre
strict de la mécanique. On trouve ainsi des codes permettant de traiter des problémes de thermique (conduc-
tion), de diffusion, de mécanique des fluides, d’électromagnétisme, et méme de phénomeénes couplés.

4.6 Elasticité bidimensionnelle

L’élasticité bidimensionnelle concerne des solides de géométrie particuliére dans des chargements particuliers ;
on montre alors que le tenseur des contraintes (ou celui des déformations) ne comporte plus que quatre
composantes dépendantes de deux variables de I'espace.

Dans une telle configuration, non seulement le probléme est considérablement simplifié du point du vue des
mathématiques, mais encore bénéficie t-il de méthodes de résolution spécifiques.
\\ "

. L
perpendiculairement & ’axe du prisme et uniformément sur w
toute la longueur. Dans ce cas, on convient que le déplacement 4
axial u, est nul et qu’il n'y a pas de déformation axiale le ]
long de cet axe ni de distorsion des angles droits batis sur
cet axe et toute direction orthogonale. Ainsi, en coordonnées
cartésiennes, €., = €, = €,y = 0. Cette fois c’est le tenseur
des déformations qui ne comporte plus que trois composantes
non-nulles €, €y, €xy. A noter que, du fait du coefficient de

Poisson, la contrainte normale axiale n’est pas nulle mais vaut
Orz = FV.(Opy + Oyy).

Il existe deux cas d’élasticité dite plane :

1) - l’état de déformation plane concerne les corps prismatiques
dont la longueur (selon z axe du prime) est infiniment plus
grand que les dimensions transversales de la section droite. Ce
prisme est uniquement soumis & des efforts latéraux agissant

FIGURE 4.6.1 — états plans de déformation
& de contrainte

2) - I’état de contrainte plan concerne les plaques minces chargées dans leur plan (il n’y a donc pas de flexion
comme cela serait le cas pour un plancher par exemple). Les surfaces paralléles délimitant la plaque ne sont
pas chargées. Si on note 2z’ ’axe perpendiculaire & la plaque on considére que les grandeurs ne dépendent pas
de la coordonnée z. De plus le vecteur contrainte ® 7 = 7.7 est uniformément nul. Le tenseur des contraintes
ne comporte donc plus que 3 composantes non-nulles, par exemple 04, 0y, 0z, en coordonnées cartésiennes.
A noter que, du fait du coefficient de Poisson, la déformation transversale e,, n’est pas nulle mais vaut
€2 = —V.(€z0 + €yy) localement.

4.6.1 forme des tenseurs - tenseurs réduits

Bien que chaque tenseur ne comporte que trois composantes indépendante, la forme des tenseurs change
avec le type d’élasticité plane.

19. Les conditions d’appui sont également prises en compte.
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Etat plan de contrainte Etat plan de déformation
En coordonnées cartésiennes, le tenseur des En coordonnées cartésiennes, le tenseur des
contraintes prend la forme : déformations prend la forme :
_ o11 (w1, 22) o012 (21,22) 0 ~ €11 (z1,72) €2 (w1,22) 0
o(M)=| o12(x1,22) 022 (x1,22) 0 €M)= e2(z1,22) €22(x1,22) O
0 0 0 0 0 0
On pose  la partie plane du tenseur des On pose la partie plane du tenseur des
contraintes. déformations.

5M) = ( o1 (21,22) 012 (1, 72) ) 2M) = ( €11 (21,22) €12 (21, 72) )

012 (351’»?2) 022 (301,1’2) €12 (l'la 12) €22 ($1’$2)

Du fait de la loi de Hooke, le tenseur des Du fait de la loi de Hooke, le tenseur des
déformations (non-plan) est : contraintes (non plan) est :
- €11 (z1,m2) €12 (w1, 22) 0 B o11 (w1, 22) 012 (71, 22) 0
€M)=\ e2(z1,22) e€22(x1,72) 0 o(M)=| o12(z1,22) 022 (21,22) 0
0 0 €33 (15171'2) 0 0 g33 (1‘1,IEQ)
Du fait du coefficient de Poisson, la déformation Du fait du coefficient de Poisson, la contrainte
axiale selon laxe & n’est pas nulle mais vaut : normale selon axe €3 n’est pas nulle mais vaut :
€33 = —v (€11 + €22) o33 = +v (011 + 022)
On pose la partie plane du tenseur des On pose G la partie plane du tenseur des
déformations. contraintes :

20) = ( e11 (21, 22) €12 (1, 72) ) S0 = ( o11 (x1,m3) 012 (w1, 22) )

€12 (Il,»’Cz) €22 ($17$2) 012 (Il,iﬂz) 022 (171,1’2)

4.6.2 équation de compatibilité

Rappelons les équations de compatibilité établies en 3D et en coordonnées cartésiennes (eq. [1.7.2)) :

de 86 9%e _ 0%e1q O [ Oeaz _ Oezn _ Oern ) _
11 + 22 - 281181;2 - Oxo0x3 + Oxq oxq Oxo Oxs - O

5 622 3 633 o 0%3 %€z o) Oez1r _ Oeia _ Oeaz | _
+ 26:628953 =0 Ox301, + Oxg \ Oxo Oxs ox1 ) 0

8 ‘35 8 611 —92 &ean =0 %€z Jé) €12 Oeag Oez1 | _
ox + Ox30x Ox10x2 + Oxs Ox3 - Oz - Oxo - 0

Compte tenu de ce que €31 = €35 = 0 et que 8%3 = 0, en élasticité plane, il reste :

3 611 + 3 622 0%e1n  _ 0

- 6118Z2 -

8 633 _
amg _0
O%€ss _
awl =0
0%es3  _
awlamz - O

— En état plan de déformation le terme €33 est également nul de sorte qu’il ne reste qu'une seule équation :

0%1 0% D?€19
-2 =0 4.6.1
Ox3 + 0z? 0x1012 ( )
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— En état plan de contrainte la fonction €33 (z1, z2) a ses trois dérivées secondes nulles; c’est donc que c’est
une fonction linéaire de ses variables : €33 (z1,22) = ax1 + bxa + c. Cette condition étant difficilement
satisfaite, les états de contrainte plan constituent une approximation de I’état de contrainte siégeant dans

les plaques chargées dans leur plan.

4.6.3 trace des tenseurs

Au besoin, on notera que tr <f> =2.

Etat plan de contrainte

Y =011+ 0902 =2

0:(1—1/)(611+622):(1—1/)0

4.6.4 équilibre

Etat plan de contrainte
Les équations d’équilibre se réduisent & :

T
9012 0022 v o__
6111 + BZQ +f2 _0
v _
3 = 0

~divet fo=10

Au «bord » du solide (surface latérale (9.5)) :

. o1 o012 0 ng
T(P,ﬁ):E(P)ﬁ: o192 099 0 %
0 0 0 0

Ty i

= T = I3

0 I3

Cela confirme bien qu’il ne peut y avoir de force

agissant selon 3.

4.6.5 relation contraintes - déformations

Etat plan de contrainte
La trace du tenseur des contraintes vaut
Y. = 011 + 029, en appliquant la loi de HOOKE :

611 011 —V022
622 — 0'22*EV0'11
_ (+v)
€12 7 012

Etat plan de déformation

Z=(1+V)(011—|—0'22)=(1—|—V)Z

0=e1+ep=10

Etat plan de déformation
Les équations d’équilibre se réduisent a :

60'11

9012 vo_
gml + 5‘312 + fl =0
012 T22 v
8%1 6902 + f2 - 0
f3=0

—dive+ fu=10

Au «bord » du solide (surface latérale (95)) :

y o1 o012 0 ny
T(P,ﬁ) :E(P)n = 012 0922 0 N9
0 0 033 0

Ty Ii

=T |=| fi

0 f3

Cela confirme bien qu’il ne peut y avoir de force
axiale.

Etat plan de déformation

La trace du tenseur des contraintes vaut

Y = (1+4v) (011 + 022); en appliquant la loi de
HOOKE :

1+v v
€11 = "5 01— E(1+V) (011 + 022)
1— 12 v
Z = |\ Ty o022
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Etat plan de contrainte

on pose :

1+ 20/ v
E:Elmetl/:

loi de comportement « réduite » :

Etat plan de déformation
de méme :

_ 1—v? v
€22 = E 022 1—o

et enfin :
1+v 1 — 12 1
€12 = 15 012 = E 1_ 012
= - 1+
€ =
12 E 1
on pose :
E=—"_et) =
1—1/261/ 1—v

alors, en état plan de déformation :

’
— 011"V 022

6].1 - B/
’
022 —V O
€9 = 22 = 11
(1)
€12 = 7012

loi de comportement « réduite » :[]

1+v 1—v
ou : ou :
= l4+v= v-= = 1+v= V3
€= 5 U—EEI €= o _EEI
notation de VOIGT : notation de VOIGT :
€11 1 1 —V 0 011
€22 = E —V 1 0 g922
Y12 0 0 2 (1 + l/) 012
o11 B 1 v 0 €11 o11 E = 11—ll2u 0 €11
o2 | =75 Y 1 ) 0 €22 on | =1, =3 i-2 U €22
o12 00 5(1-v) Y12 o12 0 o 1 Y12
4.6.6 énergie volumique
Dans les deux cas :
We = 5 (0'11.611 =+ 09292.€22 =+ 0'12."}/12) (462)

4.6.7 équations de BELTRAMI

Nous allons établir les équations de Beltrami en état plan de contrainte. La transposition & 1’état plan de
déformation s’effectuera simplement en remplacant E par E' = E/1—.? et v par v/ = v/1—v

20. Noter que I= ( (1] [1) ) et donc tr (f) = 2 (non pas 3).
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Etat plan de contrainte Etat plan de déformation
Partons de I’équation de compatibilité en 2D et en

coordonnées cartésiennes (eq. [4.6.1) et remplagons

les déformations par les contraintes compte tenu de
la loi de comportement :

2

2
%075 [011 — vogs] + %537% [022 — vo11]

_ 1+v 620'12 _
2 E 0x10x2 0

soit :

A (o011 + 022)
2 2 02
— () |G+ B 2| =0

T~ < s
or :divo + f, = 0, c’est-a-dire :

@+@+f211:0 « 0

9011 9012 v 90
Ox1 + Oxo + fl =0 x Oz
6£E1

Oxo Oxa

en sommant :

32011 82022 820’12 e
2 div f, =0
ox? 03 * 01101 +div/
finalement : en transposant en déformations planes :
~ . ~ N,
AY+(1+v)divf,=0 (4.6.3) AY+(1+v)divf, =0

soit :

T
AS 4 div = (4.6.4)
12

4.6.8 fonction de AIRY

4.6.8.1 Les contraintes dérivent d’une fonction unique

Il s’agit de mettre en évidence une fonction unique de laquelle le champ de contrainte dérive. Pour cela
repartons des équations d’équilibre qui sont les mémes dans les deux états d’élasticité plane.

L= 7=
dive+ f, =0

Supposons, ce qui constitue quand méme une situation trés courante, que les forces de volumes dérivent d’un
potentiel@ :

%
fo= graEiV & f1 =9V/ox, et f§ = 0V /o,

Les équations deviennent alors :

do11 Oo12 ov. 9(c11+V) _  9dois
811 + 3$2 + 8951 - 0 = le - 612
9012 + Ooa2 + 9V _ 9(022+V) _  9o1»
ox1 Ox2 Ox2 Oxo - Oz

Si on se souvient du théoréme de Cauchylﬂ7 en introduisant deux fonctions ¢ et v, alors on peut poser :

N

21. Par exemple, si la gravité agit selon 'axe &1 alors : fo= pge_f, le potentiel correspondant au poids volumique est V' = pgzx1.
2 2

22. 8(’57; = 887; (dans une double dérivation, l’ordre de dérivation n’importe pas si la fonction h est suffisamment

r10x2 20T

« lisse »).
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{011+V_gf2 U22+V:§i

o)
012:*351 012 = ~ 5,
Comme, manifestement 5971 = % , on peut de nouveau introduire une fonction ® telle que :
0P 0P
= -_— et = -_—
14 8x2 w 8%1

Par conséquent :

o 2
o1+ V=52 =22

83?2 ng
5} 9%
o1o — _ _0°®
12 = Ox10x2

4.6.8.2 propriété de la fonction d’AIRY

Etat plan de contrainte Etat plan de déformation
Equation de BELTRAMI :

AY+ (1 +v)div E) =0 Equation de BELTRAMI :

AS+(1+)div], =0

avec

Y=011+00m=Ad-2V

donc@:
AADP-2V)+(14+v)AV =0

par conséquent :

tansposition en déformations planes :

A0+ (1-v)AV =0 (4.6.6)

A0+ (1-V)AV =0

c’est-a-dire :
1-2
A2+ YAV =0 (4.6.7)
1—v
Alors : AV = 0. Pour les deux cas d’élasticité plane, il reste :
A2D =0 (4.6.8)

=-La fonction de AIRY est bi-harmonique.

23. div graah =Ah
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4.6.8.3 formulation d’un probléme d’élasticité plane

Chercher une fonction ® (21, x2) telle que (si les forces de volume sont harmoniques) A 2® = 0 et dont les
contraintes dérivent par les relations :

%P
Jg11 = azg — V
o)
o =53 -V (4.6.9)
oo — — o
12 — 6%13&72

Le champ de contrainte satisfait alors automatiquement les équations d’équilibre et les équations de compati-

%
bilité. Il doit aussi vérifier les conditions aux limites en contrainte : T'( P, ﬁ)) = fs sur 0Sy. Les déplacements
dérivant des contraintes doivent, quant & eux, vérifier les conditions en déplacement U =W surdS,.

=En pratique la recherche d’une telle fonction ® est aussi compliquée que la recherche directe du champ
de contrainte (équation aux dérivées partielles du 4éme ordre); aussi cherche t-on souvent une solution
approchée sous la forme d’un polynéme

=) aataly (4.6.10)

dont 'ordre est de 4 au maximum avec des coefficients judicieusement choisis de sorte & exploiter les symétries
éventuelles et les conditions limites en contraintes. On trouve ainsi des application intéressantes notamment
en théorie des poutres pour la mise en évidence d’effets du second ordre par rapport aux hypothéses classiques
de NAVIER-BERNOULLI.

La solution obtenue par ce moyen est statiquement admissible mais pas souvent cinématiquement admissible.

4.7 Elasticité axisymétrique

Un probléme d’élastricité est dit axisymétrique lorsque deux conditions
sont réunies.

1. la forme du solide étudié présente une symétrie de révolution autour
d’un axe (z);

2. le chargement et les conditions aux limites sont également de révo-
lution autour de ce méme axe.

Dans ce cas, la solution est aussi axisymétrique. Il est alors avantageux
d’employer un systéme de coordonnées cylindriques autour de ’axe d’axi-
symétrie. Toutes les grandeurs sont donc indépendantes de ’angle polaire
f. On est ainsi ramené & un probléme & deux variables 7, z .

L’axisymétrie peut aussi se combiner avec un état plan d’élasticité, auquel
cas les grandeurs ne dépendent plus que de r. C’est le cas trés particulier
du tube infiniment long ou de la plaque annulaire chargée radialementlﬂ

~ FIGURE 4.7.1 — Exemple de pro-
.2 bléme axisymétrique

13

D

/

P

24. Voir travaux dirigés.



Chapitre 5

Définitions & théorémes de 1’analyse
vectorielle

5.1 notations

— NOTATION DES DERIVEES PARTIELLES :
dg ou dg
(9331‘ 91 6$l

— SOMMATION IMPLICITE

Un indice muet doublé indique une sommation ledit indice, par exemple, dans un espace de dimension 3 :

3
aibi = Zaibi (5.1.2)
i=1

— DIFFERENTS PRODUITS ET NOTATIONS
— produit R x R — R entre deux scalaires : c=ab=a.b=a x b
~ produit externe R x R3 — R3 entre un scalaire et un vecteur : ¥ = \¥ = \. 0
— produit vectoriel de deux vecteurs : R3 x R3 5 R3 : Wd = WAV

— produit scalaire de deux vecteurs : R x R3 5 R :a = AT =dW

— produit mixte de trois vecteurs : R3 x R3 xR3 5 R:a= (U, 7, W)= (Z A V). W

— double produit vectoriel : R} x R3 x R3 5 R3 : (WA V)AW = (4. 0). 7V — (V.W). 4
— produit tensoriel (eqf5 -D de deux vecteurs : R3 x R 5 R3*2: A= @ 7

— produit matriciel de deux tenseurs : R?*3 x R?*3 - R2%3 . C = AB = A.B

— application d’un tenseur & un vecteur : R2%3 x R? — R3 : V=AU =A7d

— produit contracté de deux tenseurs : R2%3 x R?*3 5 R:q = A4:B

5.2 Systémes de projection

72

= dig (5.1.1)
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coordonnées cartésiennes

Vecteur position :
M = 218 + 228 + 2383
Petit décalage :
m = d:cle_f + d$26—2> + dglcge—g>
Elément de volume :
dv = dx1dzrodas

Dérivée des vecteurs de base :

oe]  — og G o g 2 _
= i\ j or, — or, — o, —
9, — 0 ViJ ot _ = ey _ _= be_
’ o0 — € op = 6 a5 =0
BT BT Blg
9z 0z 0z

5.3 Opérateurs vectoriels

73

coordonnées cylindriques

Az
dz
z
|
s |
ex“ " |
Za
| X
0¥ _ | >
< E?-‘:":EF_ :L_f_'
Sy

Vecteur position :
]\—/.I'> = re_r> + ze_g
Petit décalage :
M = dre! + rdoe] + dze
Elément de volume :
dv = rdrdfdz

Dérivée des vecteurs de base :

Dans cette partie, on envisage des champs, fonctions du point dans ’espace tridimensionnel, pouvant étre
scalaires, vectorielles ou tensorielles. Ces champs et leurs fonctions dérivées peuvent étre exprimés en coor-
données cartésiennes dans la base {e_f, e_2>, e_3>} ou autre ; on donne ici également les expressions en coordonnées
cylindriques.

— champ scalaire : g = g (21,22, x3)

— champ vectoriel : « = a (z1,22,23)

— champ tensoriel : A = A (x1, 2, 23)

5.3.1 gradient grad

L’opérateur « gradient » est un opérateur différentiel du premier ordre qui promeut une grandeur scalaire
en vecteur ou un vecteur en tenseur (on « gagne » une dimension).
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—
5.3.1.1 vecteur gradient d’un champ scalaire grad

Ty
— définition : dg = grad g.dM
— coordonnées cartésiennes : grad g =

— coordonnées cylindriques : grag g=5rer+ %—aeg

5.3.1.2 opérateur symbolique ?

On introduit I'opérateur vectoriel Nabla tel que : grag g= ?.g (produit externe).

— coordonnées cartésiennes :

0
V-la+ La+oag-| o
81'1 8x2 8x3 83

L’intérét de l'opérateur NABLA est qu’il permet d’exprimer symboliquement

d’énoncer des relations entre eux.

I~

es opérateurs différentiels et

ATTENTION : NABLA ne permet pas d’établir les composantes des opérateurs dans d’autres systémes de
projection que le systéme cartésien. Cela vient du fait que les vecteurs de base sont invariants par dérivation

uniquement en coordonnées cartésiennes.

5.3.1.3 tenseur gradient d’un champ vectoriel grad

— définition (voir eq. M) i = grad 7 .M

On introduit 'opération « produit tensoriel de deux vecteurs » non commutatifﬂ et défini par :

By By Bs
Ay By 4 { \
A0 B = Ay @ By | =] A4 — AiBi ABy ABs
A3 Bg A2 — AgBl AQB2 A2B3
A3 — AgBl Ang A3B3
Le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur.
Alors :
grad 1U=U® ?
— coordonnées cartésiennes :
0 Our  Ouy
Uy 8(9901 gxl gacz
J— — U U
grad U = Ug ® e = t?l’i BT:;
us i Oug %
Oxs oxq Oz
— coordonnées cylindriques :
dur 1 (E’ur —u ) Ouy
T T 68 0 z
ead - | e () B
Ouy 10u, Ouz
or r 06 0z

5.3.2 divergence div

Ouy
8:83
U2
uz
8w3

A1B;
A> By
A3 By

A1By
Ay By
A3 By

A1 B3
Ay B3
A3Bs

(5.3.1)

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)

L’opérateur « divergence » est un opérateur différentiel du premier ordre qui « dégrade » une grandeur

vectorielle en scalaire ou un tenseur en vecteur (on « perd » une dimension).

1. Une « nabla » est une harpe grecque ayant la forme d’un delta inversé.

2. Ce produit s’appelle aussi « produit dyadique ».
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5.3.2.1 divergence scalaire d’un champ vectoriel div

— définition symbolique : div U= ? 7 (produit scalaire).
_ A Acl A ou; __ _ Oui Bug Bug
coordonnées cartésiennes : div o = 2% = Ui = 5or + 5oz + Fai

oz
2 B . . 1 8 1 Oue 8u
— coordonnées cylindriques : div v = 5= (r.u,) + 5 + F=

5.3.2.2 divergence vectorielle d’un tenseur div

N T T2 Tis s
— définition symbolique : div = ? = | 151 Ty To3 Bos
T31 T3o 133 %
aT aT aT
11 Jr 6.,L‘122 Jr 8T133

” ot ot
. A Aci . 3 J— 22 ol23
coordonnées cartésiennes : div = o + s + D7

9131 + OT35 0T33
BIQ 6113
0Ty + 1 e ) + Trr—The + 8Trz

— coordonnées cylindriques : div= [ <= 4 i 88(39 + T"JTFT"T + 2 e
Oy | 1000 | To.'| 0T
or r 00 8

5.3.3 vecteur rotationnel 7“_0%

L’opérateur « rotationnel » est un opérateur différentiel du premier ordre qui s’applique & un champ vectoriel
pour produire un champ vectoriel.

O
— définition symbolique : rot U = ? AU

9 Qus _ Qug
O 0z, u1 31‘2 oxs
— coordonnées cartésiennes : rot U = 82 Al us = 8“1 — %
2 T3 1
9 u3 Ous  Ouy
Oz Bz O {et.a,e)
1 8“2 auG
O r_00 0z
— coordonnées cylindriques : rot W = %“Z" — 88%
10 (rug) — 1 0u,
ror (O r 0 {er.e8.e1}

5.3.4 laplacien A

L’opérateur « laplacien » est ue opérateur différentiel du second ordre; il ne change pas la dimension de la
grandeur & laquelle il s’applique.

5.3.4.1 laplacien d’un champ scalaire A

— définition symbolique : A g = v (?g) ?29 = Ag = dlvg ?ig

2
— coordonnées cartésiennes : A g = gmg =gk =
k

8%g

6:1) 61: 61§
. T ) ) 9? 92
~ coordonnées cylindriques : Ag=9¢ 41904 L9094 5910 (ra—f) + 554+ 53

_>
5.3.4.2 laplacien d’un champ vectoriel A

— définition symbolique : Z U = ?27 = (? ® 7) ? = Z U = (ﬁfgrad U

A U1
— coordonnées cartésiennes : A U = ( ) U = A uo
o ( A us
. Auy — 35 (up +254) L (r )+ s G+ Gt — 2 G
— coordonnées cylindriques : AW = | Awug — %2 (ue -2 8“5) = %% (r aé“;’) + %2 889%9 + 2 =+ r% 85‘9'"
Au, 1o (r%e) + o + G
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5.3.4.3 laplacien d’un champ tensoriel A

— définition symbolique : A = VT
_ ATy AT, ATy
— coordonnées cartésiennes : AT = ATy, ATy ATy
ATy ATz ATsg

5.4 formules d’analyse vectorielle

5.4.1 identités remarquables
rgt grz)l g = 6>
div rgt U= ﬁ
rgt (rgtﬁ) = grﬁldivﬁ — X7
A g =div grﬁi g

5.4.2 opérateurs appliqués a des produits de fonctions

grad (fg) = fgrad g + ggrad f (5.4.1)

div (f7) = grad £.@ + fdivd (5.4.2)
O O

div (W AV)=rot 4.V —rot 7. U (5.4.3)

rot (f) = f.rot i + grad f A 7 (5.4.4)

5.4.3 formes intégrales d’analyse vectorielle : [, dg = ¢, g
5.4.3.1 notations

D est un domaine (volume en 3D, surface plane ou
gauche) délimité par un contour 9D (surface fermée,
contour linéique ferméf).

dV est un élément infinitésimal de volume.
dS est un élément infinitésimal de surface.

7 est le vecteur directeur unitaire perpendiculaire
a la surface 9D et orienté vers I'extérieur.

c% est un élément infinitésimal de surface orienté
dS =ds.n.

ds est un élément de longueur du contour fermé 9D.

Surface délimitée Volume délimité

— .
t est le vecteur unitaire parcourant le contour

FIGURE 5.4.1 - d i t 1 t
fermé 9D (il définit un sens de parcours). o OMAILEs et feur contour

- -
ds est un élément de longueur orienté.

3. Le contour fermé n’est pas nécessairement plan.
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5.4.3.2 théoréme d’Ostrogradsky (dit de
« flux-divergence »)

Flux d’un vecteur & travers ’enveloppe fermée d’un volumeE] :

#7.&4 - ///divﬁ.dv (5.4.5)
oD D

Variante : flux d’un vecteur contrainte & travers ’enveloppe fermée d’un volume :

# 7.d% = # 5. 7dS = /// divz.dvV (5.4.6)
oD oD D

théorémes associés

théoréme du gradient :

#fﬁ: ///glﬁf.dv (5.4.7)

corrolaire :

# £.dS; = # fng.dS = /// gi A% (5.4.8)
oD oD D

théoréme du rotationnel :

# T AdS = /// —rot 7.dV (5.4.9)
oD D

théoréme de Green (forme 1) :

# (f.gr?ig _ g.grad f) a3 = /// (f.Ag—g.Af).dV (5.4.10)

oD
théoréme de Green (forme 2) :

#f.@fﬁ: /// (f.Ag+gHi2f) AV (5.4.11)

5.4.3.3 théoréme de Stockes

Circulation d’un vecteur le long d’un contour fermé. la normale & la surface est orientée par la régle du
« tire-bouchon » compte tenu du sens de parcours du contour[ﬂ

557.6?5 = //rgt 7.d5 (5.4.12)
oD D

4. Relation que I’on peut noter plus simplement : ¢, w.a38 = [p div w.dV
5. la surface D est une surface quelconque s’appuyant sur le contour 9D. Si 9D est une ligne plane, on a tout intérét a
prendre D dans le plan du controur de sorte que la normale 7 soit uniforme sur D.



Chapitre 6

Formulaire d’élasticité linéaire

En coordonnées cartésiennes et cylindriques.

6.1 hypothéses

— Hypothése des petites perturbations
— Hypothése de I’élasticité linéaire

— Température uniforme

— Forces de volume dérivant d’un potentiel harmonique
— Equilibre statique

6.2 équilibre local

6.2.1 tenseur contrainte

011 012 013 Orr  Org

Qll
I

012 022 023 = Org 069

013 023 033 {e—l>e—2>’e—>3} Orz 06z

6.2.2 vecteur contrainte

6.2.3 équilibre
équation intrinséque :

_>

— —
dive+ f, =0

Qll

coordonnées cartésiennes :

30’11 80’12 6013 (—
T 972 4 SOy fY =

o ooz, | e

o012 9022 9023 v —
013 023 0033 vo__
81}1 + 8262 + 813 + f3 - 0

coordonnées cylindriques :

78

Orz
06z

Ozz {

o
&l
oL

(6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)



6.3. CONDITIONS LIMITES

09vr 4 1009v9 4 Ore—0ge 4 90wz | fr=0
88r 11"389 9 T 8 0z T

1o 1 0ooe Oro 0oz v

667‘ +71“680 + T +38Z +f9_0
Orz 1006~ Orz Ozz v o

or + r 00 + T + 0z + fZ =0

symétrie du tenseur des contraintes :

t

=0 danstout systéme de projection

6.3 conditions limites
6.3.1 CL en contraintes

—  _

T(P,7)=3(P). 7 = f,  sur (9Sy)
établir I’équation du bord (95¢)
établir le vecteur normal extérieur 7/

calculer le vecteur contrainte ?

- W N

identifier a la force surfacique z
6.3.2 CL en déplacements

U=, sur (0Sy)

6.4 relation déplacements - déformations

6.4.1 tenseur déformation

relation intrinséque :

- 1
e= B (grad U + gradt 7)
coordonnées cartésiennes :
_ Ouy _ 1 (0u Ous _ 1 (0u Ousg
611 - 821 612 - 2 6132 + 611) 613 - 2 813 + 8$1
E — _ Ous _ 1 ( dus Ous
€12 €22 = 3z, €23 = 3 \ 9as + Oz
_ Oug
€13 €23 €33 = 3 {e—{)a’e—g}
coordonnées cylindriques :
__ Ou, _ 1 (10u, Oug _ ug _ 1 (Ou ou,-
_ Err = Ty Era_%(raojar r) GTZ_%(T—’—laé)
z — — 1 ug — 1 ug 10u,
€=1 ¢€ro €00 = 1 (ur + 5¢) 692_%(0.2 +57)
U

€rz €0z €22 = Bz {P_> ?,e_)}

79

(6.2.5)

(6.2.6)

(6.3.1)

(6.3.2)

(6.4.1)

(6.4.2)

(6.4.3)
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6.4.2 équations de compatibilité

équation intrinseque :

grad (div (7)) + grad® (div (7)) - grad (grad (tr(2)) - & ()

coordonnées cartésiennes :

8%ey1y 82622 _ 82612 9%eqq o
8z§ + 8:12% 28118m2 - O0x20x3 + Oxq
%ean 4 8%€as _ 0%€23 0 92%€as + )
O0x2 O0x3 Ox20x3 Ox30x1 Ox2
D%e33 %e1n o 9% 0 eas 9
D2 + 13 dx3011 g t 70z

6.5 critéres d’élasticité

critére de RANKINE :

max |or,0rr,0777| < 0c

critére de SAINT-VENANT :

max |er, err, €rrr| < €

critére de VON-MISES :

[N

critére de TRESCA :

max|o; — oyr,001 — 0r11,0111 — 01| < 0

6.6 loi de comportement

loi de HOOKE :

loi de LAME :

relations entre les coefficients :

2(1+0) v=

_ Ev 3+ 2u
{ A= (I+v)(1—2v) { E= l‘A}\T,f

2(A4p)

((01 —o11)’ + (011 —o111)* + (o111 — 01)2)

<

o N

W~

(6.4.4)

(6.4.5)

(6.5.1)

(6.5.2)

(6.5.3)

(6.5.4)

(6.6.1)

(6.6.2)

(6.6.3)



6.7. EQUATIONS DE NAVIER
6.7 équations de NAVIER

uzﬁ—k(u—l—)\)gmdivﬁ-Fﬁ:

coordonnées cartésiennes :

nAui+ (A + )ait()+f;1=0
Ag—fq+ R
tr(6) = g4 +5 +53

coordonnées cylindriques :

p AU — 25 (u, +2’289)]+ ) Ztr (&) + 2 =0
M[AUQ—*(Q—QLQ)]—F w2tr (@) + f3 =0
pAuz 4+ (A4 p) Ztr (€) + fg:
Ag_;ar (rgg)+rl280 +g§

tr (6) = div il = 12 (ru) + G+ 52

6.8 équations de BELTRAMI

—_—_ 1 = =
AT+ T grad grag > + grad ﬁ) + gradt ]TU) + Y div E)I =0
v —v
coordonnées cartésiennes :
0%% v OfY ofy  Of?
A i k 7 J =0
J]+1+V8mi8mj+l—yamk+<8xj 8@)

coordonnées cylindriques (cas particulier du probléme de révolution) :

AUTT_%(UTT_UOO)"_ 1 gzrz + dlva+26fr =0

T
Adgg — % (0 — ) m%%-f—fdlvfu-FQL—O
Ao.. + H%gz—s—l%ydivﬁ—i—fg;:o
Aoy — Hog— LI+ aff =0
AOTZ— 120TZ+ 1-}-1/8287“_'_8(9}(; +%7§3:0

1 99\ 4 19% , 9%
r T(T8T>+T2892+82
E:tr(E) =04 + 099 + 042

. _ 19 1 0fs | Of
div f, = 2 5: (nfi) + =256 + 52

6.9 élasticité plane

6.9.1 forces de volume

81

(6.7.1)

(6.7.2)

(6.7.3)

(6.8.1)

(6.8.2)

(6.8.3)

Rappel : On suppose les forces de volume dérivant d’un potentiel V ( Eiv ) harmonique AV = 0.

coordonnées cartésiennes :

Y oy

520 w@m

(6.9.1)
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coordonnées cylindriques :

v=9V - —
{ h_ Phv sur {e/, e}
0 — r 00

6.9.2 contraintes

coordonnées cartésiennes :

= _ Oxx (xay) Oxy (:z:,y)
T\ o @) oy (@)
zy \ yy {Z.7}
| AV (0w +oyy) dé formations planes
72279 0 contraintes planes
coordonnées cylindriques :
=_( o (r,0) o (r,0)
Org (T7 9) (ox:Y:] (T, 0) {6_3.,6_&}
| +v(or +000) dé formations planes
9227\ 0 contraintes planes

6.9.3 équilibre local

En coordonnées cartésiennes :

I(ozzt+V) 005y
{ oz T =0

Oouy | Ooyy+V) _
oz + oy =0

coordonnées cylindriques :

r

g;6+%%(099+¥/)+2‘%9=0

{ L (o + V) + £ %550 4 g —

6.9.4 déplacements & déformations

déplacements en coordonnées cartésiennes :

7(x, y) = u(x, y)? + v(zx, y)7

déplacements en coordonnées cylindriques :

U(r,0) = u(r,0).e + v(r,0).e

déformations en coordonnées cartésiennes :

€

:(ggﬁizﬁﬁham

(6.9.2)

(6.9.3)

(6.9.4)

(6.9.5)

(6.9.6)

(6.9.7)

(6.9.8)

(6.9.9)

(6.9.10)

(6.9.11)



6.9. ELASTICITE PLANE

Cyy =
Bu ov
€xy 37, + %)
dé formations planes
6 .
. (€xz + €yy) contraintes planes

déformations en coordonnées cylindriques :

o)

Err = 371:,

—u 4 10v
€0 = 7 + r 00
€. = L (l@ + v E)
ré 2 \r 06 or

0 dé formations planes

€ =
zz —v (& + €g0) contraintes planes

6.9.5 loi de Hooke

état plan de contrainte, en coordonnées cartésiennes :

Oy = (1_7‘9]]2) (€xw + VEyy)
Oyy = 7(1_5;2) (€yy + VeErg)

Ory = T4 6oy

état plan de contrainte, en coordonnées cylindriques :

E
Oppr = a—v?) (frr + VGOO)
E
700 = Ty (€00 + verr)
_ _FE
Orp = 1+u€7'9

état plan de déformation, en coordonnées cartésiennes :

€xw = % (1= v) 0gew — voyy)
Cyy = % (L =v)oyy —voz)
€xy = %Ury

Err = L ((1 - V) Orr — I/O'gg)
cgp = Y((1—v)ogg —vo,)
€Erg = 1EVU7"6

6.9.6 fonction d’AIRY

Les contraintes dérivent de la fonction d’Airy ® (z,y) en coordonnées cartésiennes :

Ope +V =

Oyy +V = ]
_ 9 <I>

Ozy = ~ 9zdy

en coordonnées cylindriques ® (r,6) :

83

(6.9.12)

(6.9.13)

(6.9.14)

(6.9.15)

(6.9.16)

(6.9.17)

(6.9.18)

(6.9.19)
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6.9.7 Propriété

Si le potentiel V' est harmonique,

En coordonnées cartésiennes :

82

da?

A2<I><

En coordonnées polaires :

o T ror 2o

CHAPITRE 6. FORMULAIRE D’ELASTICITE LINEAIRE

1(0® 19%®
otV =1 WJF;aez)
o)
o +V = o2
g = — 2 (122)
re = or \r 00

alors la fonction d’ATRY est bi-harmonique.

ik > (32@ 82<I>) _de e o

a2 )\ 8z T o7 ) Tt T ataE T oyt

o Tror TrRoe

2 2 2 2
A2¢:(a+1a 1a><a<1> 190 1a<1>):0

E.Ringor, TouLousg, 2010

(6.9.20)

(6.9.21)

(6.9.22)
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