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1. L’espace vectoriel R?

1.1. Rappel d’algebre linéaire

D’abord R est un corps commutatif. Cela veut dire que R est muni d’une addition + : R x R — R et
d’une multiplication - : R x R — R vérifiant les propriétés adéquates.

Un espace vectoriel sur R (ou R-espace vectoriel) est un ensemble, disons F, muni d’une addition + :
FE x E — E et d'une multiplication externe R x E — FE telles que

(i) (E,+) est un groupe commutatif (on dit aussi groupe abélien),
(ii) la multiplication externe est distributive a gauche et a droite par rapport a 'addition,
(iii) onaVApeR, Ve e E, A (u-xz)=(Ap) - xetl-z=ux.

Attention : un espace vectoriel n’est pas juste un ensemble ; c’est la donnée d’un ensemble, d’une addition
et d’une multiplication externe.

Exemple : R™, I'ensemble des n-uplets (z1,...,z,) de réels, est un R-espace vectoriel pour 1'addition
des n-uplets composante par composante ((x1,...,Zn) + (Y1,---,Yn) = (T1+Y1,...,Tn +Yyn)) et pour la
multiplication par un scalaire composante par composante (A - (21,...,2,) = (Az1, ..., A\xy,)).

%’minologie. On appelle vecteur un élément d’'un espace vectoriel. On rencontrera les notations u, 7,
A

Un sous-espace vectoriel d'un R-espace vectoriel E est un sous-ensemble F' C FE vérifiant : F est non
vide, est stable par ’addition de E et par la multiplication par un scalaire. C’est alors un espace vectoriel
pour 'addition et la multiplication par un scalaire.

1.2. Colinéarité de deux vecteurs

Soient E un R-espace vectoriel et u, v deux éléments de E.

DEFINITION. On dit que u et v sont colinéaires (ou encore liés) s’il existe A, € R non tous deux nuls
tels que A\u + pv soit I’élément 0 de E.

PROPOSITION. Soient u,v deux éléments d'un R-espace vectoriel F.
(a) Si v est nul alors u et v sont colinéaires.

(b) Supposons v # 0. Alors u et v sont colinéaires si et seulement si il existe A € R tel qu’on ait u = v,
auquel cas le réel A est unique.

Terminologie. Si uw = Av on dira que u est colinéaire a v.

Le point (b) montre que si v est un vecteur non nul de E alors 'ensemble des vecteurs colinéaires & v
est un sous-espace vectoriel de E admettant Pensemble {v} pour base. C’est donc un espace vectoriel de
dimension 1 (on dit aussi droite vectorielle).

EXERCICE. Deux droites vectorielles de E sont soit confondues, soit d’intersection égale & {0}.

EXERCICE. Caractérisation dans R? par le déterminant : Notons par un vecteur colonne (gyc) un vecteur
/

/
de R?. Deux vecteurs (Z) , (Z,) sont colinéaires si et seulement si le déterminant ‘zg, =xy’ —yx' est

nul.

On note < u,v > le sous-espace vectoriel de F engendré par deux vecteurs u et v : c’est I'intersection de
tous les sous-espaces vectoriels de E' contenant u et v.

PROPOSITION. Soient u,v deux vecteurs non colinéaires d’un R-espace vectoriel F ; alors
(a) Tout élément w de < u,v > s’écrit w = Au + pv pour un et un seul couple (A, 1) de réels.

(b) Si E =R? alors < u,v >= E.



Le point (a) dit que 'ensemble {u, v} est une base du sous-espace vectoriel de E engendré par u et v. Ce
sous-espace est donc un espace vectoriel de dimension 2 (on dit aussi plan vectoriel). Les points (a) et
(b) montrent que deux vecteurs non colinéaires de R? forment une base de R2.

EXERCICE. Soient (%) et ((Ci) deux vecteurs non colinéaires de R?. Le déterminant ad — bc est donc

non nul. Soit (Z) un élément de R? ; alors (zgj) est égal A (%) + (3) pour \ = 23:?;2 et p = S—=.

Ceci prouve le point (b) de la proposition ci-dessus.

Exemple : Les vecteurs (6) et ((1)) forment une base de R? qu’on appelle base canonique. Tout vecteur
(Z) s’écrit de fagon évidente (55) =x ((1)) +y (9)

Remarque : Soit (ggj) un vecteur non nul de R2. Il est facile de trouver un vecteur qui ne lui soit pas

colinéaire, par exemple le vecteur (_xy>

Formes linéaires sur R?

On appelle forme linéaire sur un R-espace vectoriel E une application f : F — R vérifiant pour tout
u,v dans E et pour tout A dans R, f(u +v) = f(u) + f(v) et f(Au) = Af(u). (Ces propriétés disent
exactement que f est linéaire.)

Prenons £ = R? et soit f : R? — R une forme linéaire. Posons a = f((é)), b= f((?)) ; on a par
lindarité ¥ (”y”) € R?, f((gj)) = az + by.

Inversement soit a,b deux réels et définissons f : R2 — R par f ((g)) = ax + by ; alors f est une forme

linéaire.

1.3. Droites affines de R2.

Notation : Soient M, N deux points d’'un espace vectoriel E. On note M N le vecteur de E tel que

— / ’_
N = M + MN pour 'addition de E. Si E =R?, M = (Z) et N = (g,), on a donc Mz@ = (fj, _ ;)
Question : Pourquoi parle t-on tantét de vecteur, tantot de point dans R? ?

DEFINITION. On appelle sous-espace affine d'un espace vectoriel E un sous-ensemble F' C E vérifiant :

Pour tout point M de F', ’ensemble des vecteurs M N, N décrivant F', est un sous-espace vectoriel de F.

EXERCICE. Soient F' un sous-espace affine non vide d’un espace vectoriel F et My un point de F'. Montrer

que les sous-ensembles de E : {M ze,M ,N € F} et MOﬁ,N € E} coincident. En partuculier le second
ne dépend pas du choix de M.

Terminologie. Lorsque F' est un sous-espace affine non vide d’un espace vectoriel F, on appelle direction
de F', et on note souvent ?, le sous-espace vectoriel formé des vecteurs M N, M et N décrivant F. On

appelle dimension de F' la dimension de sa direction ? Les sous-espaces affines de dimension 1 sont
appelés droites affines, ceux de dimension 2 sont appelés plans affines. Par abus de langage on appelle
point de E a la fois un élément de E et le sous-ensemble de E formé de ce seul élément.

EXERCICE. Les sous-ensembles de E formés d’un seul élément sont exactement les sous-espace affines de
E de dimension 0, c’est & dire ceux dont la direction est le sous-espace vectoriel nul {0}.

PROPOSITION. Soit D un sous-ensemble d’un espace vectoriel E ; alors D est une droite affine si et
seulement si il existe un élément A € E et un vecteur non nul u € E tels que D soit 'ensemble {M €

—
E, AM est colinéaire & u}. On dit alors que u est un vecteur directeur de D et que D est la droite passant
par A et de vecteur directeur wu.

PROPOSITION. Soit D une droite affine d’un espace vectoriel E.

(a) L’ensemble des vecteurs directeurs de D est égale & I'ensemble des vecteurs ﬁ, (A, B) décrivant
les couples de points distincts de D.



(b) Deux vecteurs directeurs de D sont colinéaires.

Paramétrisation d’une droite affine de R?

Soit D la droite affine de R? passant par un point A ( g) et de vecteur directeur u (%) ; alors D est
z(t) =at+a
y(t)=pt+d

I’ensemble des points décrits par I’arc paramétré { et inversement.

Equation cartésienne d’une droite affine de R?

PROPOSITION. Soient a, b, ¢ trois réels avec a et b non tous deux nuls.

(a) L’ensemble des points (Z) de R? solutions de 1’équation az + by + ¢ = 0 est la droite de vecteur

directeur (_ab) passant par le point (—£,0) si a # 0, par le point (0, —%) sinon.

(b) Inversement la droite passant par (%) de vecteur directeur (_ab) coincide avec l’ensemble des

points solutions de I’équation ax + by — ac — b3 = 0.

Terminologie. On dit que I'équation ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de la droite formée de

I’ensemble des points (5) solutions.

Interprétation : La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 s’interprete comme 'image réciproque de —c par la
forme linéaire f : (z,y) — ax + by. Sa direction est le noyau de f (Ker(f) = {u € R?, f(u) = 0}).

EXERCICE. Soient a, b, ¢ trois réels avec a et b non tous deux nuls et soit D la droite d’équation ax+by+c =
0. Quels sont les autres équations cartésiennes de D 7

DEFINITION. On dit que deux droites affines sont paralléles si elles ont méme direction (donc si elles
admettent un méme vecteur directeur). On dit qu’elles sont sécantes si leur intersection est réduite & un
point.

Voici les premiers énoncés de la géométrie affine dans R? :

PROPOSITION. Dans R? :
(a) Par deux points distincts il passe une et une seule droite.
(b) Deux droites affines sont soit sécantes soit paralléles.
(¢) Par un point donné il passe une et une seule droite parallele & une droite donnée.

Les énoncés (a) et (c) sont encore vrais dans un espace de dimension supérieure & 2. L’énoncé (b) est
faux dans R3.

EXERCICE. Déduire de cette proposition que deux droites paralleles sont soient confondues soit disjointes.

Faisceau de droites

DEFINITION. Un faisceau de droites est soit ’ensemble des droites affines passant par un point donné,
soit I’ensemble des droites paralleéles a une droite donnée.

PROPOSITION. Soient D, D’ deux droites non confondues de R? d’équation respective ax + by + ¢ = 0
et 'z + by + ¢ =0. Il existe un et un seul faisceau de droites contenant D et D’ : c’est Pensmble des
droites d’équation a(ax + by + ¢) + S(a’x + 'y + ') = 0 pour «, 8 € R non tous deux nuls.

EXERCICE. Quel est 'ensemble des droites d’équation ax + by + ¢+ B(a’z+b'y+¢') =0, § décrivant R ?

1.4 Mesure algébrique sur la droite

Soient D une droite affine d'un espace vectoriel F et u un vecteur directeur de D. Soient A, B deux
points de D ; on appelle mesure (ou longueur) algébrique du segment [A, B] relativement & u le réel \ tel

que E = Au. On la note AB.



Soient A, B, A’, B’ quatre points de D, avec A" distinct de B’. Le rapport E/ (bien défini !) ne dépend
pas du choix du vecteur directeur wu.

Le théoréme suivant résulte de ce que deux vecteurs non colinéaires de R? forment une base de R? :

THEOREME [de thales]. Soient D et D’ deux droites du plan R?, Ay, Ay et As trois droites paralleles
entre elles coupant D en les points Ay, Az, Az et D' en A}, A}, A% respectivement. On suppose A et
As non confondues alors on a 1’égalité

AAy  ATAL

THEOREME. Soient D et D’ deux droites du plan R? sécantes en un point A, B, C deux points de D
distincts de A et B’,C" deux points de D’ également distincts de A. Alors les droites (BB’) et (CC)
AB _ AB'

AC ~— AC’

sont paralleles si et seulement si on a 1’égalité




EXERCICE. Montrer que chacun de ces deux théoremes se déduit de l'autre.

1.5. Barycentre

Soient E un R espace vecoriel, n un entier strictement positif, Ay, ..., A, n points de E, a1, ..., a, n
réels. On étudie la fonction p : B — E, M — 3, .., a;MA;.

PROPOSITION. Avec les données ci-dessus
(a) Si) <<, @ est nul alors ¢(M) ne dépend pas de M.

(b) Si )<<, i est non nul alors il existe un unique point G tel que ¢(G) = 0 et on a pour tout point

—
M o(M) = (3_<;<, @)GM. En particulier I'application ¢ est bijective.

Preuve : on compare, pour M et M’ deux points de E, ¢(M) et o(M') :

P(M') = o(M) + (3 a) MM .

1<i<n

Si (D°1<;<, i) est non nul on appelle barycentre du systeme de points pondérés (A4;, «;) le point G tel
que ¢(G) = 0.

TERMINOLOGIE. On dit aussi que G est le barycentre des points A; affectés des poids a;. On dit qu'un
point M de E est un barycentre des points A; s’il existe n-réels aq,...,q, tels que M soit le barycentre
du systeme (A;, ;). On appelle isobarycentre des points A; le barycentre des points A; affectés chacun
du poids 1.

Il existe un plus petit sous-espace affine de E contenant tous les A; : c’est U'intersection de tous les
sous-espaces affines de F contenant chacun des A;. On lappelle le sous-espace affine engendré par les A;.

PROPOSITION. Soient Aj,...,A, n points d’un espace vectoriel F. L’ensemble des barycentres des points
A; coincide avec le sous-espace affine de E engendré par les A;.

Ezemple. Soient A et B deux points distincts de E. L’ensemble des barycentres des points A et B est
la droite (AB). L’ensemble des barycentres des points A et B affectés de poids positifs est le segment
[A, B]. Voir a ce propos le paragraphe sur la convexité.

Transitivité dans le calcul du barycentre

PROPOSITION. Soient m et n deux entiers strictement positifs, (A4;, &;)i<i<m €t (Bj,Bj)1<j<n deux
systemes de points pondérés d’un espace vectoriel E. On suppose que les scalaires Zlg i<n B; et
> 1<i<m Qi+ 1< j<p B sont tous deux non nuls. On note B le barycentre du systeme (Bj, ;). Alors le
barycentre du systeme de m + n points pondérés (A4;, «;), (Bj, B;) coincide avec le barycentre des m + 1
points pondérés (A, i), (B, Y21 <j<, Bi)-

Preuve : les applications ¢ : F — FE associées a chacun de ces systéemes de points pondérés sont les
meémes.

Premiére application. Soit ABC un triangle non dégénéré du plan. Les trois médianes s’intersectent en
lisobarycentre des points A, B, C' (donc sont concourrantes).



1.6. Compléments sur le chapitre 1
Egalité de deux droites affines

Soit E un espace vectoriel. La définition que nous avons donnée d’une droite affine de E est celle d’'un
sous-espace affine non vide de E dont la direction est de dimension 1, c’est a dire est un sous-espace
vectoriel de E engendré par un vecteur non nul. Nous avons rencontré plusieurs caractérisations d’une
droite affine : droite passant par un point A de vecteur directeur u (u # 0), droite passant par deux
points distincts A, B, et, dans R?, droite d’équation cartésienne donnée.

Une droite affine de E est un sous-ensemble de E (vérifiant certaines propriétés). Par définition, deux
droites affines de E sont égales si et seulement si elles ont les mémes éléments.

PROPOSITION.

(a) Deux droites affines de E sont égales si et seulement elles admettent un point commun et si elles
ont méme direction.

(b) La droite passant par un point A et de vecteur directeur u est égale & la droite passant par un point
B et de vecteur directeur v si et seulement si u et v sont colinéaires et si 1@ est colinéaire a u.

(c) Soient A # B et C' # D quatre points de E. Les droites (AB) et (CD) sont égales si et seulement
si les vecteurs E et C"ﬁ sont colinéaires et si /ﬁ est colinéaire & AB.

(d) Dans R? deux droites d’équation respective az + by + ¢ = 0 et a’z + b’y + ¢ = 0 sont égales si et
seulement si les triplets (a, b, c) et (a’,V’,¢) sont proportionnels (c’est-a-dire s’ils sont colinéaires
comme éléments de R3).

Mesure algébrique sur un faisceau de droites paralléles

Un faisceau de droites paralleles est I’ensemble des droites paralléles & une droite donnée. Il est donc
caractérisé par la donnée d’un vecteur non nul de FE, vecteur directeur commun a chacune des droites du
faisceau. On appelle mesure algébrique sur les droites du faisceau relativement a w 'application qui a un
couple de points M, N d’'une méme droite du faisceau associe 'unique scalaire X tel que M N = Au. On
note ce scalaire M N.

Soient (M, N), (M’', N') deux couples de points, chacun des couples étant formé de deux points d’une

MN
M'N’

méme droite du faisceau et M’ étant distincts de N’. Le quotient
vecteur u.

ne dépend pas du choix du

On complete le second théoreme de Thales donné en section 1.4 :

THEOREME. Soient D et D’ deux droites du plan R? sécantes en un point A. Soient B, C deux points

de D distincts de A et B’,C’" deux points de D’ également distincts de A. Alors les droites (BB’) et
AB _ BB

12 N . . 52 Lz
(CC") sont paralleles si et seulement si on a ’égalité yreiere

EXERCICE. Y a t-il une relation entre les grandeurs A; A}, By B] et C1C] sous les hypotheses du premier
théoréme de Thales ?

2. Structure euclidienne canonique sur I’espace R?

Soit £ un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une application £ x £ — R — on notera uv
Iimage d’un couple (u,v) — vérifiant les propriétés suivantes :

— Pour tout v € E, I'application £ — R, v — uwv est linéaire. De méme pour tout v € E 'application
u + uv est linéaire. (On dit alors que 'application (u,v) — uwv est bilinéaire.)

— On a Pégalité uv = vu pour tous u,v € E. (On dit que Papplication (u,v) — uv est symétrique.)

— wu est strictement positif des que u est différent de 0.



TERMINOLOGIE. On appelle espace vectoriel euclidien un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Ezemple. Soit n un entier strictement positif. L’application R™ x R" — R,

((@1y e yn)y Y1y oy Yn)) = T1y1 + oo+ Tnln
est un produit scalaire qu’on appelle produit scalaire canonique sur R™.
Orthogonalité.

DEFINITION. On dit que deux vecteurs u,v d’un espace vectoriel euclidien E sont orthogonaux si leur
produit scalaire uv est nul. On dit que deux sous-espaces vectoriels F, G de E sont orthogonaux si tout
vecteur de F' est orthogonal a tout vecteur de G. On dit que deux sous-espaces affines non vides de E
sont orthogonaux si leurs directions sont orthogonales.

Soit F' un sous-espace affine non vide de E et u un vecteur. On dira que u est orthogonal & F' si u est
orthogonal a tout vecteur de la direction de F'.

PROPOSITION. Dans R? muni du produit scalaire canonique :

(a) Soient a,b,c trois réels avec a et b non tous deux nuls. Le vecteur (z) est un vecteur non nul

orthogonal a la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 et tout vecteur orthogonal & cette droite lui est
colinéaire.

(b) Soient (%) un vecteur non nul de R? et A = (‘58) un point de R?. L’ensemble des points M de R?

o
tels que AM est orthogonal a (Cbl) est la droite d’équation ax + by — axg — by = 0. C’est I'unique
droite passant par A et orthogonale a u.
TERMINOLOGIE. Dans R? on appelle vecteur normal & une droite affine un vecteur non nul orthogonal &
cette droite.
Norme et distance.

Soit E un espace vectoriel eucidien. L’application E — R, u — /uu (bien définie!) est une norme sur F
qu’on note u +— |Jul| : c’est une application vérifiant

— Pour tout u € E, ||lu|| est positif et est nul si et seulement si u est nul.
— Pour tous u € E et A € R, on a || ul| = |A] - ||u]-
— Pour tous u,v € E, on a |lu+v| < |lu| + ||v|.

On l'appelle la norme euclidienne sur E.

PROPOSITION. Soient u, v deux éléments d’un espace vectoriel euclidien ;

(a) Ona flu-+oll? = ull? + o] + 2uv.

(b) On a |uv| < |lu|| - ||v|| avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.
L’application E x E —» R, (M,N) — ||W|| est une distance sur E qu’on note (M, N) — MN : c’est
une application vérifiant :

— Pour tous M, N € E;, M N est positif et est nul si et seulement si M égale N.
— Pour tous M, N,P € Eona MP < MN + NP. (C’est I'inégalité triangulaire.)
On lappelle la distance euclidienne sur F.

Le point (b) de la proposition ci-dessus donne tout de suite le théoreme de Pythagore : Si ABC' est un
triangle rectangle en A alors on a AB? + AC? = BC?.

EXERCICE. Montrer la réciproque du théoreme de Pythagore.

EXERCICE. Soit F un espace vectoriel euclidien. Montrer que si ABC est un triangle dont on note A’
le milieu du coté BC, on a la relation AB? 4+ AC? = BTCQ +2AA”. Inversement montrer que si E est
muni d’une norme telle que la distance associée vérifie la relation ci-dessus, alors cette norme provient
d’un produit scalaire.



Soient (4;, av;)1<i<n un systeme de n points pondérés d’un espace vectoriel euclidien E. Soit ¢ 'application
<i< 7 Ly
E—R, M=, a;(MA;)? Onap(M')=oM)+ (>, ) (MM)?+ MM - (>, a;MA;) de sorte que

~ Si ), a; est nul, ¢ est constante.

— Si Y, a; est non nul, on a (M) = o(G) + (3, @) (GM)? ot G est le barycentre du systéme

Cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire

Soient A, B deux points d’un R-espace vectoriel E. On appelle segment joignant A et B et on note [4, B]
Pensemble des barycentres des points A et B affectés de poids positifs. C’est une partie de la droite (AB)
si A est distinet de B, le singleton {A} si A = B.

EXERCICE. Pour A # B montrer les égalités

[A,B] = {M € E,3x € [0,1], AM = A\AB} = {M € (AB), M4 - MB < 0} .

PROPOSITION. Soient E un espace vectoriel euclidien et A, B deux points de E. On a I’équivalence

MA+MB=AB <« M€ [A, B .

Preuve : Supposons A distinct de B. On se ramene a montrer que pour u et v deux vecteurs de E avec
v#0ona |lutv| = |ul|l+|v| siet seulement si IA > 0,u = Av. La premiere égalité élevée au carré (les
deux termes sont positifs) se traduit par u-v = ||u|| - ||v]|. Ceci n’est possible que si u et v sont colinéaires
et si u - v est positif.

Distance entre deux sous-espaces affines

Soient F' et GG deux sous-espaces affines non vide d’un espace vectoriel euclidien. L’ensemble des distances
entre deux points de F' et de G respectivement est une partie non vide minorée (par 0) de R.

DEFINITION. On appelle distance entre F' et G le réel Inf yre pvec MN.

Distance entre un point et une droite dans R? ou R3, entre un point et un plan ou entre deux droites
dans R?

4. Espaces affines abstraits, applications affines.
4.1. Espaces affines
DEFINITION. Un espace affine est un triplet formé d’un ensemble X, d'un espace vectoriel E et d'une
application X x X — E, qu’on note (M, N) — M N, vérifiant :
=
— Pour tout élément A de X D’application X — E, M — AM est bijective.

— Pour tout triplet A, B, C d’éléments de X on a ﬁ + B?’ = @ (relation de Chasles).

TERMINOLOGIE. On note pour faire court X l'espace affine (X, E, X x X — E). Lorsque X est non vide

on appelle F la direction de X et on la note X. On appelle dimension de X la dimension de sa direction
comme espace vectoriel, c’est a dire le cardinal d’une de ses bases.

Ezemple.

— Soit X un ensemble réduit & un seul élément. (On dit aussi un point, au risque d’une confusion car
on appelle également point un élément d’un espace affine !) Il existe un unique R-espace vectoriel
E (& isomorphisme pres) et une seule application X x X — F faisant de (X, F, X x X — E) un
espace affine : C’est E = {0} et X x X — F 'unique application entre ensembles ayant un seul
élément.



— Soit E un espace vectoriel ; alors le triplet (E,E,E x E — E, (u,v) — v — u) est un espace affine
de direction E qu’on appelle structure affine canonique sur E ou espace affine sous-jacent a F.

A Tapplication X x X — Y on associe I'application X x ? — X, qui & un couple (M, u) associe 'unique
élément N de X tel que M 16 = u. On note cet élément M + u. L’application X x X — X vérifie alors
les axiomes de ce qu’on appelle une action (a droite) du groupe X sur X.

4.2. Applications affines

Rappel : Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K (K = R pour notre propos). Une
application d’ensembles ¢ : E — F est linéaire si on a

— Vu,v € B p(u+v) = p(u) + ¢(v),
- VA eK,Vu € E, p(Au) = Ap(u).

PROPOSITION.  Soient E, F' deux (R-) espaces vectoriels de méme dimension finie et ¢ : E — F une
application linéaire. On a les équivalences :

¢ est bijective < ¢ est injective < Ker(p) = {0} & ¢ est surjective & Jg : F — E, gp = Idg <
dg: F — E, pg=1dp.

DEFINITION. Soient X, Y deux espaces affines sur le méme corps (R pour ce cours) avec X non vide. On
dit qu’une application d’ensembles f : X — Y est affine s’il existe une application linéaire ¢ : — ?

telle que pour tous M, N € X, f(M)f(N§ = @(MN) Si ¢ existe, elle est unique et on appelle la partie
linéaire de f.

Ezemple. Soit X un espace affine (non vide) et u un vecteur de ? L’application X — X, M — M +u
est une application affine dont la partie linéaire est I'identité. On ’appelle la translation de vecteur wu.

Soient X et Y deux espaces affines sur le méme corps avec X non vide. On note L(Xk, ?) I’ensemble
des applications linéaires de Xk dans 7, Aff(X,Y) 'ensemble des applications affines de X dans Y et ®
Papplication Aff(X,Y) — L(Xz, ) qui & une application affine associe sa partie linéaire.

PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus :
(a) L’application ® respecte la composition des applications.

(b) Une application f € Aff(X,Y) est bijective si et seulement si sa partie linéaire ®(f) est bijective,
auquel cas 'application réciproque f~! est affine.

(¢) f e Aff(X, X) est une translation si et seulement si ®(f) est I'identité.

On note GL(E), respectivement GA(X), 'ensemble des applications linéaires bijectives d’un espace vec-
toriel £ dans lui-méme, respectivement I’ensemble des applications affines bijectives d’un espace affine
(non vide) X dans lui méme. La proposition ci-dessus montre que la restriction de ® &4 GA(X) est un

morphisme de groupes GA(X) — GL(?).
4.3. Reperes affines
Choix d’une origine

Soit X un espace affine non vide. A tout choix d’un point O de X correspond 'application X — Xk,
M — OM. Cette application est affine, bijective et de partie linéaire l'identité. Elle réalise donc un
isomorphisme affine entre X et sa direction X. Tout isomorphisme affine de X dans Y dont la partie
linéaire est 'identité est de cette forme.

Soient f : X — Y une application affine de partie linéaire ¢ et O, O’ deux points de X. L’application
fsécrit M — f(O) + @(OW) = f(O) + @(O—Oz) + (O’ M) et réciproquement tout application de cette
forme est affine. En particulier ’ensemble des applications affines f : X — X telles que f(O) = O
s’identifie via ® a L(XZ)

Repeéres cartésiens, repéres affines



Repéres cartésiens, repéres affines

Soit X un espace affine de dimension n. On appelle repére cartésien de X un (n+1)-uplet (O, e1, ..., ep)
ot O est un point de X et (eq,...,e,) une base de l'espace vectoriel X.

Ezemple. La famille formée du vecteur nul et de la base canonique de R™ est un repere cartésien de
Pespace affine sous-jacent & R™, qu’on appelle repere cartésien canonique de R".

Pour tout point M € X il existe une unique famille (z1, ..., z,) de réels telle que O—]\>/[ =xz1e1+...+xpen.
On appelle (z;) la famille des coordonnées de M dans le repere cartésien (O, eq,...,e,). L’application
R" — X, (z;) = O+ >, xie; est un isomorphisme affine entre 'espace affine sous-jacent & ’espace
vectoriel R™ et X.

On appelle repere affine de X une famille (Ao, ..., A,) de points de X tel que (Ao, AgA1, ..., Ao, Ay)
soit un repere cartésien de X.

Observons que si (O, eq,...,e,) est un repere cartésien de X alors la famille (O,0 +e1,...,0 +e,,) est
un repere affine de X. Il y a donc équivalence entre la donnée d’un repere cartésien et celle d'un repere
affine.

Propriété universelle des repéres affines

PROPOSITION. Soient X un espace affine muni d’un repere affine (4g,...,4,), ¥ un espace affine sur
le méme corps de base et (By,...,B,) une famille de n + 1 points de Y. Alors il existe une et une seule
application affine f: X — Y telle que f(A;) = B; pour tout .

Compléments : applications affines et sous-espaces affines

La définition d’un sous-espace affine d’un espace affine est la copie de celle de sous-espace affine d’un
espace vectoriel :

DEFINITION. Une partie F' d'un espace affine X est un sous-espace affine si et seulement si pour tout
point M de F, ’ensemble { M N, N € F'} est un sous-espace vectoriel de }

—
Si F est un sous-espace affine non vide de X, le sous-espace vectoriel {M N, N € F} ne dépend pas de
M € F et coincide avec le sous-ensemble { M N, M, N € F} de X. L’application FF x F — {AB,A,B €
F}, (M,N)— Mﬁ fait de F' un espace affine de direction {ﬁ,A, Be F}.

Tout sous-espace affine non vide de X s’écrit O + ? pour O un point de X et ? un sous-espace vectoriel
de

PROPOSITION. Soit f: X — Y une application affine de partie linéaire ¢

(a) L’image par f d’un sous-espace affine F' de X est un sous-espace affine de Y de direction gp(?)

(b) L’image réciproque par f d’un sous-espace affine G de Y (c’est & dire ’ensemble {x € X, f(z) € G})
est soit vide soit un sous-espace affine de direction w‘l(a) ={ue ?, p(u) € G'}.

4.4. Retour sur les barycentres

Soit X un espace affine et (A;, a;)1<i<n un systeme de n points pondérés de X. On adapte la définition
du barycentre du systeme au cadre affine en considérant I’application ¢ : X — 27 M=, aim.
Ona oM =oM)+ (>, ai)]\ﬁ/l de sorte que @ est une application affine dont la partie linéaire est
I’homothétie vectoriel sur Y de rapport — ", .

Si >, a; est nul, I'application ¢ est constante. Sinon ¢ est bijective et il existe un unique point G tel
que ¢(G) = 0, qu’on appelle le barycentre du systéme (A;, «;).

Coordonnées barycentriques

Soient X un espace affine (non vide) de dimension finie sur un corps K et (Ao, ..., A,) un repere affine
de X.
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PROPOSITION. Pour tout point M de X il existe un unique (n + 1)-uplet (ao, ..., a,) d’éléments de K
tel que ), a; = 1 et M est barycentre du systeme (A;, o).
s —— -

Preuve : On a I'égalité agMAg + Y 1" o MA; = MAg+ Y. | a;AgA; donc on a équivalence entre
o T N

agM Ay + Z?:l a;MA;, =0 et AgM = 2?21 a;AgA;. Or cette derniére écriture existe et est unique
. s s

puisque (ApAz1, ..., AgA,) est une base de X.

Remarque : on sait que si M est barycentre du systéme (A;, «;) alors pour tout @ € K non nul, M est

barycentre du systeme (A;, aq;). Autrement dit le (n + 1)-uplet (o) est déterminé & un facteur non nul
pres. La condition ), a; = 1 est une normalisation : elle supprime cette indétermination.

TERMINOLOGIE. On appelle coordonnées barycentriques d’un point M dans le repere affine (A;) tout
(n+ 1)-uplet (c;) tel que M soit le barycentre du systéme (A;, ;). On appelle coordonnée barycentrique
normalisée I'unique (n 4 1)-uplet (a;) vérifiant de plus >, a; = 1.

Nous donnons ci-dessous un énoncé plus précis expliquant le caractere affine des coordonnées barycen-
triques normalisées dans un repere affine.

Dans K™*! I’ensemble, disons ﬁ des (n + 1)-uplets (o, ..., o) tels que Y. o; = 0 est un hyperplan
vectoriel : c’est le noyau de la forme linéaire non nulle (a;) — >, ;. L’ensemble H des (n + 1)-uplets
(a;) tel que > . ; = 1 est donc un sous-espace affine de direction H (un hyperplan affine) : il s’écrit
(1,0,...,0) +

PROPOSITION. Soient Ay, ..., A, (n+ 1) points d’un espace affine X sur un corps K.

(a) L’application W4,y : H — X qui a un (n + 1)-uplet (a;) associe le barycentre du systeme (A;, a;)
est une application affine.

(b) Si (Ao,...,A,) est un repere affine de X alors W 4, est bijective ; autrement dit c’est un isomor-
phisme affine de ’hyperplan affine H de K**! dans X.

La réciproque de (b) est également vrai : si W4,y est bijective alors (A;) est un repere affine de X.

Barycentres et applications affines

PROPOSITION.  Soient X,Y deux espaces affines sur le méme corps et f : X — Y une application
d’ensembles. f est affine si et seulement si pour tout entier n et pour tout systéme de points pondérés
(Aj, ) 1<i<n avec Y. a; # 0, 'image par f du barycentre du systeme est le barycentre du systeme
(f(As), o).

Preuve : Si f est affine de partie linéaire ¢ alors on a pour tout point M et pour tout systeme de point
pondéré (A;, a;) >, oif(M)f(A;) = @(sz) donc si M est barycentre du systeme (A;, «;), f(M)
est barycentre du systeme (f(A;), a;).

Inversement supposons X de dimension finie et soit (Ao, ..., A,) un repere affine de X. Si f préserve les
barycentres alors f est la composée W4,y © \If(_Ali), donc la composée de deux applications affines donc
f est affine.

4.5. Applications affines entre deux droites
On commence par la

PROPOSITION. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension 1. Une application linéaire £ — F
est nulle ou bijective.

Rappelons qu’une droite affine est un espace affine sur un corps K non vide dont la direction est de
dimension 1.

Soient D une droite et u un vecteur directeur de D, c’est a dire un élément non nul de la direction B
de D. On définit relativement a u une mesure algébrique sur D : c’est I'application D x D — K qui &
un couple de points (M, N) associe I'unique scalaire A tel que MN = X\ -u. Si A, B,C sont trois points
de D avec A distinct de C' alors le rapport % ne dépend pas du choix de u : il est caractérisé par

- 287

AC
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Parmis les applications affines entre deux droites il y a bien str les applications constantes. La proposition
suivante caractérisent les autres.

PROPOSITION. Soient D, D’ deux droites affines sur un méme corps K et f : D — D’ une application
d’ensembles ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est affine et non constante.
(ii) f est affine et bijective (donc un isomorphisme affine entre D et D).

(iii) f est injective et pour tout triplet (A4, B,C) de points de D avec A distinct de C on a

A8 _ JO)fB)
AC ~ JA)C)

(On dit alors que f préserve le rapport des mesures algébriques.)

Tllustration avec le théoréeme de Thalés

Soient D et D’ deux droites du plan affine et soit A une droite sécante & D et sécante & D’. On considere
Iapplication f: D — D’ qui & un point M de D associe le point intersection de D’ avec la parallele & A
passant par M.

Montrer que f est bien définie et qu’elle est injective. Montrer en utilisant le théoréme de Thales et la
proposition ci-dessus que f est affine.

fieYs D’

M

4.6. Homothéties-translations
On considere dans ce paragraphe les applications X — X ou X est un espace affine sur un corps K.

PROPOSITION.  Soit ¢ une application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-méme ; les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ = kId pour un scalaire k € K
(ii) Pour tout élément u € E, p(u) est colinéaire a .

Pour k # 0 on appelle homothétie vectoriel de rapport k application kId de E dans E.

EXERCICE. Montrer qu'un endomorphisme ¢ € L(E) est 'application nulle ou une homothétie vectoriel
si et seulement si pour tout ¢ € L(E) on a o) = ¢y

DEFINITION. Soient A un point de X et k € K un scalaire non nul. On appelle homothétie de centre
A et de rapport k Papplication X — X, M — A+ kAM. C’est donc une application affine de partie
linéaire kId, donc une bijection affine puisque k£ est non nul.

PROPOSITION. Soit f: X — X une application affine. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est une homothétie de rapport k # 1.

(ii) La partie linéaire de f est une homothétie vectorielle de rapport k # 1.

Pour Démontrer I'implication (ii)=-(i) on montre l'existence d’un point fixe A pour f, car alors f(A+u) =
f(A) + o(u) = A+ ku. L'existence (et 'unicité) d’un point fixe est donné par la proposition suivante.

PROPOSITION. Soient X un espace affine (non vide) de dimension finie et f : X — X une application
affine de partie linéaire ¢.
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(a) L’ensemble des points fixes de f, {M € X, f(M) = M}, est un sous-espace affine de X qui est soit
vide soit de direction le noyau de ¢ — Id.

(b) Si Ker(p —Id) = {0} alors f admet un et un seul point fixe.

Preuve du point (b) : Soit O un point de X. On cherche M tel que f(M) = M. Cela se traduit par
Of(M} — OM donc par Of(0) + Lp(m) —OM =0. Or » — Id est injective par hypothese et X est de

—
dimension finie, donc ¢ — Id est bijective et il existe un unique vecteur u tel que (¢ —Id)(u) = f(O)O.
Le point M = O + u est alors 'unique point fixe de f.

L’unicité de M dans le point (b) esst cohérente avec le point (a) : un sous-espace affine non vide dont la
direction est {0} est réduit & un point.

Exemple. Si f est une translation de vecteur u le noyau de ¢ — Id est Xz entier. L’ensemble de ses points
fixes de f est vide si u # 0, ’espace X entier si u = 0.

On sait que les applications affines dont la partie linéaire est 1’identité sont les translations associée a un
vecteur de X. On obtient :

PROPOSITION. Soit f: X — X une application affine. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est une homothétie ou une translation.
(ii) La partie linéaire de f est une homothétie vectorielle.

(iii) Pour toute droite D de X, f(D) est une droite parallele & D.

Expliquons la troisieme condition : Soient D une droite de X, A un goint de D et notons ¢ la partie

linéaire de f. L’image par f de D est le sous-espace affine f(A) + ¢(D) de direction @(B) C’est donc

un point ou une droite suivant que la restriction de ¢ & D est nulle ou pas. La condition (¢i7) se traduit
par :

(iv) Pour toute droite vectorielle DcXona ap(B) - D.

Or ¢ est une homothétie vectorielle si et seulement si (iv) est vérifiée.

Comme lapplication ® : Aff(X) — L(Xz)7 qui & une application affine associe sa partie linéaire, respecte
la composition, la proposition ci-dessus montre que la composée de deux homothétie-translations est une
homothétie-translation.

PROPOSITION. Le sous-ensemble de Aff(X') formé des homothéties et des translations est un sous-groupe
de GA(X), image réciproque par ® du sous-groupe de GL(X}) formé des homothéties vectorielles.

Exercice : Construire géométriquement le centre de la composée de deux homothéties lorsqu’il existe.
5. Sous-espaces affines, hyperplans et équations

6. Ensembles convexes

Rappelons que si A et B sont deux points d’un R-espace vectoriel E, le segment [A, B] est 'ensemble des
barycentres de A et B affectés de poids positifs.

DEFINITION. Une partie F' de E est dite convexe si pour toute paire de points A, B dans F' le segment
[A, B] est inclus dans F'.

Ezemple. Soient E un espace vectoriel euclidien, A un point de E et r un réel positif, alors I’ensemble
B(A,r) ={M € E,AM < r} (la boule de centre A et de rayon r) est une partie convexe de E. (Exercice

)
Soit F' une partie de F. L’intersection de toutes les parties convexes contenant F' est une partie convexe
et c’est la plus petite contenant F'. On 'appelle ’enveloppe convexe de F'.

On appelle polygone I'enveloppe convexe d’un nombre fini de points d’un R-espace affine de dimension 2.
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6. Compléments : autres exemples d’applications affines

Soient X un espace affine (non vide), F' un sous-espace affine non vide de X et 8 un supplémentaire de
? dans Y On note p3, respectivement et la projection de } sur ?, respectivement sur 8, résultant

de Décriture Y = ? &) 8 Soit enfin A un point de F'.

On appelle projection sur F' parallelement & 8 I’application affine
s
p:M—A+pp(AM) .

Propriétés : p ne dépend pas du choix de A € F ; F est ’ensemble des points fixes de p ; la composée
popestp.

On appelle symétrie par rapport a F' parallelement a 8 I'application affine
— —
s:M— A+pp(AM) — pa(AM) .

Propriétés : s ne dépend pas du choix de A € F ; F est I’ensemble des points fixes de s ; la composée
s o s est 'identité.

On ﬂelle aﬂinité_c)le base F' parallelement a 8 et de rapport a € K Dapplication affine M — A +
pp(AM) + apg(AM). C’est la projection si a = 0, la symétrie si a = —1, I'identité si a = 1.

Cas particulier : Soient X est un espace affine euclidien (de dimension finie) et F est un sous-espace affine
non vide de X. On appelle projection orthogonale sur F' et on note pg la projection sur F' parallelement

a ?J‘ (Porthogonal de F dans X pour le produit scalaire). On a;pelle symétrie orthogonale par rapport
1

a F et on note sp la symétrie par rapport a F parallelement a

PROPOSITION. Soient F' un sous-espace affine non vide d’un espace affine euclidien de dimension finie
et M un point de X ; alors on a pour tout point N € F linégalité MN > Mppr(M) avec égalité si et
seulement si N = pp(M).

7. Sous-espaces affines, hyperplans et équations

Rappel d’algebre linéaire

Soit E un espace vectoriel. On appelle hyperplan vectoriel de E un sous-espace vectoriel H tel que
dim(E/H) = 1. Si E est de dimension finie n, un hyperplan vectoriel est donc un sous-espace vectoriel
de dimension n — 1.

PROPOSITION.  Soit H une partie d’un espace vectoriel F ; alors H est un hyperplan vectoriel si et
seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Si f est une telle forme linéaire, f(x) = 0 est une équation (linéaire) de H. Observons que pour g une
autre forme linéaire on a H = Ker(g) si et seulement si 3 € K — {0}, g = Af. (Cf cours sur la dualité.)

Si E est de dimension finie n et (e;)1<i<n est une base de E alors H s’écrit
H={x= inei € E,inf(ei) =0} .

Inversement si (a;)1<i<n est une famille d’éléments de K alors il existe une unique forme linéaire f
vérifiant f(e;) = a;, auquel cas I'équation ) . a;z; = 0 est I'équation dans la base (e;) d'un hyperplan
vectoriel de F.

Si E est euclidien (et de dimension finie) alors toute forme linéaire f coincide avec I'application z — (n|x)
pour un unique vecteur n € E : Si (e;) est une base orthonormée de E alors les coordonnées de n dans
cette base sont les f(e;). f est non nulle si et seulement si n est non nul auquel cas on dit que n est un
vecteur normal de H = Ker(f). Comme f, n n’est déterminé par H qu’a un scalaire non nul pres.
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Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Pour F' un sous-espace vect. de E on note F'° ’ensemble des
formes linéaires sur E dont la restriction & F' est nulle (c’est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel
dual E*). F° est de dimension dim(F) — dim(F). Si E est muni d’'un produit scalaire, on dispose
également de F'+, le sous-espace vectoriel de E formé des vecteurs orthogonaux & tous les vecteurs de F.
La restriction de I'application E — E*, n + (n|.) & F+ est un isomorphisme de F* sur F°.

PROPOSITION. Si fi,..., fr est une base de F'- alors F est 'intersection des noyaux des f;.

On dit que f1(z) =0,..., fr(z) = 0 est un systéme d’équations linéaires de F'.

Hyperplans affines

DEFINITION. On appelle hyperplan affine d'un espace affine X un sous-espace affine non vide dont la
direction est un hyperplan vectoriel de

Si X est un espace affine de dimension n, un hyperplan affine est donc un sous-espace affine non vide de
X de dimension n — 1.

Soient H un hyperplan affine de X et A un point de H. H s’écrit A + ﬁ Si f(z) =0 (f forme linéaire
sur )_(>) est une équation de H alors H s'écrit {MeX, f(AM) = O}

Si (O, eq,...,e,) est un repere cartésien de X, on peut écrire f(AM) = f(OM E)l )puis H={M €
X de coordonnées (z;),>  z;f(e;) = f(ﬁ)} L’équation Y x;f(e;) = f(OA) s’appelle une équation
cartésienne de H dans le repére (O, eq,...,ep).

Inversement soit (a;) un n-uplet d’éléments de K non tous nuls et @ € K. L’ensemble {M(x;), > a;x; = a}

est un hyperplan affine dont la direction est d’équation Y a,z; = 0 dans la base (e;) et qui passe par le
point (0,...,0,%,0,...,0) si a; # 0.

) a4y

—
Supposons maintenant X euclidien. Tout hyperplan affine H de X s’écrit {M € X, (W|AM ) = 0} pour

un point A de X et un vecteur non nul 7 de X. Le vecteur 7 s’appelle vecteur normal de H (7

est déteminé par H a un scalaire non nul pres). Si Y a;x; = a est une équation de H dans un repere
orthonormé (un repere formé d’un point et d’une base orthonormée de X), alors (a;) est la famille des

coordonnées d’un vecteur normal & H dans la base orthonormée associée.
Systémes d’équations d’un sous-espace affine

Soient X un espace affine non vide de dimension finie n, F' C X un sous-espace affine non vide de dire_c)tion
, Aun pomt de Fet f1,..., fx une base de ? Alors F coincide avec l'ensemble {M € X, f1(AM) =
= fk(AM) = 0}. On dit que fl(AM) =0,. ..,fk(AM) = 0 est un systéme d’équations affines de F.

On obtient un systéme d’équations cartésiennes lorsqu’on exprime les f;(AM) dans un repere cartésien
de X.

Inversement on a la :

PROPOSITION.  Soit X un espace affine (non vide) de dimension n muni d’un repere cartésien. Soient
(@1,i),- -, (ak,;) une famille libre de vecteurs de K" et aq,...,a; une famille d’éléments de K. Alors
Pensemble des points de coordonnées (z;) vérifiant

a11T1 + -+ a1 0Ty = a1

Ak 121 + -+ Ak nTn = Gk

est un sous-espace affine de X non vide et de dimension n — k.

Preuve : par le pivot de Gauss.
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8. Isométries d’'un espace affine euclidien

8.1. DEFINITION. Un espace affine euclidien X est un R-espace affine non vide de dimension finie dont
la direction } est munie d’un produit scalaire.

On obtient une distance sur X : d(M,N) = (Mz@ |MN)7 aussi noté M N.

La donnée d'un produit scalaire sur Xz n’a rien de mystérieux : si (eq,...,e,) est une base de ? il existe

un et un seul produit scalaire sur ? pour lequel (e;) est une base orthonormée : c’est ’application qui a
deux vecteurs de coordonnées respectives (x;) et (y;) associe le réel Y. z;y;.

DEFINITION. On appelle isométrie d'un espace affine euclidien X une application d’ensembles f : X — X
vérifiant

VM,N € X,d(f(M), f(N))=d(M,N) .

Ezemples.

Y
~ Soit ¥ € Xk La translation de vecteur @ est une isométrie de X : on a pour tous M, N t7 Mt N =
M N donc les normes sont égales.

— Soit F' un sous-espace affine non vide de X, alors la symétrie orthogonal par rapport a F', sg, est
une isométrie. Lorsque F' est un hyperplan on parle de symétrie hyperplane ou réflexion (Cf image
dans un miroir dans l'espace ambiant de dimension 3). Lorsque F est un point on a affaire & une
symétrie centrale (homothétie de rapport —1).

PROPOSITION 8.1. Soit X un espace affine euclidien de dimension n, alors toute isométrie s’écrit comme
la composée d’au plus n + 1 symétries hyperplanes.

COROLLAIRE. Toute isométrie d’un espace affine euclidien est une bijection affine.

Pour démontrer la proposition on utilise la notion d’hyperplan médiateur :

Soient A, B deux points de X. L’ensemble {M € X, MA = M B} est X si A = B, 'hyperplan passant
par le milieu du segment [A, B] et orthogonale & (AB) si A # B. Notons le H ; on asy(A4) = B.

On montre ensuite les deux points suivants pour f une isométrie :
(1) Si (Ao,...,As) est un repere affine de X formé de points fixe de f alors f est I'identité.

(2) Quitte & composer f a gauche par au plus n + 1 symétries hyperplanes, on peut se ramener a une
isométrie admettant n + 1 points fixes affinement indépendants.

(1) vient de ce que si M est un point de X on a d(M, A;) = d(f(M), A;) car f conserve les distances
et A; est point fixe. Donc si M # f(M), chaque point A; est dans I'’hyperplan médiateur du segment
[M, f(M)] donc également le sous-espace affine engendré par les A;, or celui-ci est X entier, il ne peut
étre inclus dans un hyperplan de X.

(2) se démontre par une récurrence finie : si Ag,..., A points fixes affinement indépendants d’une
isométrie fi ont été constuits, on considere un point A4 dans X privé du sous-espace affine engendré
par Ag,...,Ag. Un tel point Axy1 existe pourvu que k < n. Si fi(Ak+1) = Ak+1, on a construit k + 2
points fixes affinement indépendants de fx. Si fr(Akt+1) # Ak41 on note H Ihyperplan médiateur du
segment [Ag11, fx(Ag+1] et on pose fr41 = sy o fr. On a vu plus haut que les A; sont dans H pour i < k
donc sont fixes par sy. Alors fr11 est une isométrie et fr11(A;) = A; pour i < k+1.

8.2. Isométrie de la droite affine euclidienne

La proposition 8.1 nous dit qu’'une isométrie f de la droite affine s’écrit comme la composée de 0 symétrie
centrale (si f est identité, auquel cas le sous-espace des points fixes est la droite entiere) ou d’une
symétrie centrale (auquel cas le sous-espace des points fixes est formé du seul centre de la symétrie) ou
de deux symétries centrales.
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PROPOSITION. Soient A et B deux points d’'une droite affine et s4, sp les symétries centrales associées.
La composée sp o s4 coincide avec la translation de vecteur 2AB.

On observe qu’'une translation est de partie linéaire 'identité et qu’une symétrie centrale est de partie
linéaire —Id. Comme D'application qui a une application affine associe sa partie linéaire respecte la
composition on en déduit que la composée d’un nombre impair de symétries centrales est une symétrie
centrale. La composée d’un nombre pair de symétries centrales est une composée de translations donc
est une translation.

EXERCICE. Soient A, B, C trois points d’une droite affine. Déterminer le centre de la symétrie syosgosc
en fonction de A, B, C. Méme chose pour la composée de 5 symétries centrales.
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8.3. Isométrie du plan affine euclidien

Soit P un plan affine euclidien. Un hyperplan de P est une droite de P ; la symétrie orthogonale par
rapport a une droite D de P est appelée symétrie axiale d’axe D et notée sp.

La proposition 8.1 nous dit qu’une isométrie f de P s’écrit de I'une des fagons suivantes :

— la composée de 0 symétrie axiale — f est alors 'application identité et ’ensemble des points fixes
de f est P entier,

— f = sp pour D une droite de P — I’ensemble des points fixes de f est alors D,
— f=sposp pour D et D' deux droites de P — voir ci-dessous,
— f =spospospr — voir ci-dessous.

Si D = D', spops est 'identité.

Si D et D’ sont deux droites paralleles et distinctes alors sp o sps est une translation de vecteur non nul
orthogonal & D (et & D’); Pensemble des points fixes de sp o sp»

est vide.

Si D et D’ sont deux droites sécantes en un point O alors sp o spr est une rotation de centre O d’angle
non nul : voir la section suivante. L’ensemble des points fixes

est {O}.
sp o spr o spr est la composée d’une symétrie axiale et d’une translation .

L’ensemble des points fixes est ’ensemble vide ou une droite.
9. Rotations et angles du plan affine euclidien

9.1. Rappel : Soient X un espace affine euclidien de direction ? et f: X — X une application
d’ensembles. f est une isométrie si et seulement si pour tous M, N € X, on a d(f(M), f(N)) =d(M,N).

PropoOSITION. Soit f : X — X une application d’ensembles. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est une isométrie.

(ii) f s’écrit comme la composée d'un nombre fini de symétries hyperplanes.

(iii) f est affine et sa partie linéaire est un endomorphisme orthogonal de ?

9.2. Etude de la partie linéaire d’une isométrie plane

Rappel Soit ¢ : 7 — Xk une application linéaire (ou endomorphisme). ¢ est orthogonal si et seulement
si pour tous z,y € X ona (p(@)]e(y)) = (x|y).

PROPOSITION. Soit ¢ : 7 — 7 un endomorphisme. Les conditions suivantes sont équialentes :

(1) ¢ est un endomorphisme orthogonal.

(ii) Pour toute base orthonormée (eq,...,e,) de Xz, la famille (p(e1),...,¢(e,)) est une base or-

thonormée de X.

(iii) Il existe une base orthonormée (eq,...,e,) de X telle que la famille (¢(e1),. .., p(e,)) soit une base
orthonormée de Y

(iv) La matrice M de ¢ dans une base orthonormée vérifie ‘MM = 1.
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On considere R? avec le produit scalaire canonique. La famille de vecteurs ((1,0),(0,1)) est une base
orthonormée (BON) de R2. On l'appelle la base orthonormée canonique de R2.

Soit ¢ : R? — R? une application linéaire de matrice ( % 2) dans la base canonique. ¢ est orthogonal si

et seulement si
— a? +b*> =1 (cest la traduction de |¢(1,0)||> = 1), et
— 2 +d? =1 (cest la traduction de ||¢(0,1)[|> = 1), et
— ac+bd =0 (c’est la traduction de ¢(1,0) est orthogonal a ¢(0,1)).

Supposons ces conditions vérifiées. La condition a? + b? entraine I'existence d'un réel «, unique a un
multiple entier de 27 pres, tel que (a,b) = (cosq,sina). D’autre part on sait que 'orthogonal de la
droite vectorielle engendrée par (a,b) ((a,b) # (0,0)) est la droite vectorielle engendrée par (—b,a) ;
donc (c,d) s’écrit (—Ab,Aa) pour un A € R. Comme de plus ¢ +d?> = 1lona A =1ou )\ = —1,
c’est & dire deux possibilité pour la matrice de ¢ : (% _b) = (({Qsa —sina

a sina cosa

a b\ _ [(cosa sina . .
(b —a) = (sina —cosa) de déterminant —1.

) de déterminant 1 ou

Dans le second cas on reconnait la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par
(cos §,sin §)

Dans le premier cas on dit que ¢ est la rotation vectorielle de R? d’angle o (relativement & la base
canonique de R?).

cosa —sina

ProOPOSITION. L’application @ : R — GLa(R), a — (sina oS

(R, +) dans le groupe GL2(R).

) est un homomorphisme du groupe

L’image de ® est notée OF (R) (ou SO2(R) dans la littérature). Comme (R, +) est un groupe commutatif,
on obtient que I'image de ®, OF (R), est commutatif (alors que GLa(R) est loin de 1'étre).

La périodicité des fonctions cos et sin nous dit que 'homomorphisme ® est de noyau 27Z = {27k, k € Z}.
On obtient donc un isomorphisme de groupes R/277Z — OF (R).

Lien avec le corps C

L’application R? — C, (a,b) — a + ib est un isomorphisme de R-espaces vectoriels d’inverse z +
(Re(z),Im(2)). La base canonique ((1,0),(0,1)) de R? s’identifie via cet isomorphisme & la famille (1,4).
Le produit scalaire canonique de R? correspond via cet isomorphisme & I’application C x C — C, (z,2’) +
1

5(2Z' 4 22’). La norme associée est z — [z| = v/2Z.

Soit z9 € C qu’on écrit 29 = a + ib avec a,b € R. L’application ¢,, : C — C, z — zpz est un
endomorphisme de R-espace vectoriel. La matrice de ¢, dans la base canonique est (% _ab). On
reconnait la matrice d’une rotation vectorielle si a? 4+ b% = 1 c’est & dire si |z| = 1.

Notons U ’ensemble des nombres complexes de module 1 ; c’est un sous-groupe du groupe multiplicatif

C* = C — {0}. On sait que I'application a + €!® est un homomorphisme du groupe additif (R, +) dans
le groupe multiplicatif C* d’image U et de noyau 27Z.
On a donc deux homomorphismes : R/27Z — U, [a] = €' et U — OF (R), z — mat(p,) dont la

cosa — sin«

A coso ) Ce sont tous des isomorphismes.

composée coincide avec 'application [o] — (
EXERCICE.

— Soit a € C un nombre complexe de module 1. Montrer que la symétrie orthogonale de R? identifié¢
a C par rapport a la droite {\a, A\ € R} s’écrit z — a?Z.

— Pour a € C quelconque montrer que ’application a — az, respectivement z — aZ, est la composée
d’une homothétie vectorielle et d’une rotation de R2, respectivement d’une homothétie vectorielle
et d’une symétrie orthogonale.
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Rotations vectorielles du plan vectoriel euclidien
Soit ? un espace vectoriel euclidien de dimension 2 et soit (e1, e2) une base orthonormée de B

DEFINITION.  On appelle rotation vectorielle de P d’angle o € R relativement a la BON (eq, e2)

cosa —sin

Sino COS ) dans la base (e, e2). On la note 7.

I’application linéaire de matrice (

La discussion qui précede montre qu’une rotation vectorielle de ? est exactement un endomorphisme
orthogonal de P de déterminant 1. I’angle « de la rotation dépend de la BON (eq, e2) choisie .

En fait il ne dépend que de Uorientation de la BON (eq, e3).

EXERCICE. Montrer que 'angle « de r,, est changé en —« si on change (e, e3) en (ez, e1).

9.3. Rotations dans le plan affine euclidien
Soit P un plan affine euclidien de direction ? On fixe une BON (e, e2) de .

DEFINITION.  On appelle rotation de centre O € P et d’angle o € R relativement & la BON (e, e2)

—
Papplication P — P, M +— O 4+ ro(OM), ot r,, est la rotation vectorielle de 3 d’angle « relativement a
la BON (e1,e2). On la note 70 4.

PROPOSITION. Soient D et D’ deux droites de P sécantes en un point O. Alors 'application composée
s$p o spr est une rotation de centre O.

Preuve : sp o sp/ est une isométrie et sa partie linéaire est de déterminant le produit des déterminants
de sp et de sps, c’est a dire —1 - —1 = 1. Donc la partie linéaire de sp o sp/ est une rotation vectorielle.
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Entrainement: Vrai ou faux
Vrai-Faux 1. Soit £ un espace affine et ﬁ I’espace vectoriel associé. Parmi les affir-
mations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?
1. O Pour tout vecteur v de B, il existe un couple (A, B) de points de E et un seul
tel que ﬁ = 7.
2. X Pour tout vecteur ¢ de E, il existe un couple (A, B) de points de E tel que
AL = 7.
3. X Pour tout point A de F et tout vecteur ¢ de ﬁ, il existe un point B de E et
un seul tel que AB = 7.
4. X Pour tout couple (A, B) de points de E, il existe un unique vecteur o de B tel
que v =A
5. O Pour tout triplet (A, B, ') de points de F, on a B? = /@ — /ﬁ
6. X Pour tout point B de E et tout vecteur ¢ de E, il existe un unique point A
de E tel que 1@ = 7.

7. O Pog tout couple (A, B) de points de E, il existe un unique point C' de E tel
que CA = C@ :

Vrai-Faux 2. Soit E un espace affine et A, B, C' trois points de . Parmi les affirmations
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1. X Le vecteur @)l -2 @ + O? ne dépend pas du point O de F.
2. O Le point M défini par 5?\7[ = @)1 -2 O? + O? ne dépend pas du point O de

E.
3. X Le point M défini par O—]\>4 = O—1>4 — @ + O? ne dépend pas du point O de

E.
—
4. X Le point M défini par 40M = OA + 20? + O? ne dépend pas du point O

de F.
—
5. O Le vecteur v défini par 37 = OA + O? + O? ne dépend pas du point O de F.

Vrai-Faux 3. Soit F un espace affine, n et m deux entiers strictement positifs, Ay, ..., A,
et By,..., B, des points de E, G l'isobarycentre des points Ay,..., A,, H l'isobary-
centre des points By, ..., B,,, K I'isobarycentre des n+m points Ay, ..., A,, By, ..., Bp.
Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pour-
quoi ?

1. O K est toujours le milieu du segment [GH].

2. X K appartient toujours au segment [GH].



A A

Dnﬁ:mﬁ.
Xlnﬁ—l—mﬁ:ﬁ.

X H appartient a la droite (KG) (en supposant G # K).
O H appartient au segment [KG].

®nKG =3 KA,

=1

X K = H si et seulement si H = (.

Vrai-Faux 4. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi?

1.

A

X Tout segment est convexe.

[J Une droite privée d’un point est convexe.

[J Un plan privé d’un point est convexe.

[J Le graphe d’une fonction convexe de R dans R est convexe.
X Le graphe d'une fonction affine de R dans R est convexe.

X L’enveloppe convexe de la réunion de deux droites sécantes est le plan conte-
nant ces droites.

7. X L’enveloppe convexe d’une partie bornée du plan est bornée.

8. U L’enveloppe convexe de la réunion de deux droites non coplanaires de I’espace

FE de dimension 3 est E.

Vrai-Faux 5. Soit, dans un espace affine E/, h une homothétie de centre A et de rapport
A # 1 et f une transformation affine de E telle que f(A) # A. Parmi les affirmations
suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1.

Ot W

Ofoh=hof.

X foho f~! est une homothétie de rapport \.
0O foho f~! est une homothétie de centre A.
X h~! est une homothétie de centre A.

O ho foh ! est une homothétie de centre A.

Vrai-Faux 6. Le cadre est un espace affine de dimension trois. Dire pour chacune des
affirmations suivantes si elle est vraie ou fausse (en justifiant votre réponse).

1
2
3

[J Si deux droites sont paralleles & un méme plan, elles sont paralleles entre elles.
X Si deux plans sont paralleles, toute droite qui coupe 'un coupe l'autre.

[J Si une droite D est parallele a un plan P, tout plan non parallele a P rencontre
D.

X Etant donnés deux plans sécants, toute droite parallele a ces deux plans est
parallele a leur intersection.



5.

6.

7.

X Etant données deux droites non coplanaires, il existe toujours au moins un
plan tel que ces deux droites soient paralleles a ce plan.

X Etant donnés deux plans sécants, deux droites paralléles a chacun de ces deux
plans sont nécessairement paralleles entre elles.

X Soient D et D’ deux droites non paralleles de 1'espace ; il existe un plan P et
un seul contenant D tel que D’ soit parallele a P.

Vrai-Faux 7. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi?

1.

X Toute transformation affine qui transforme toute droite en une droite parallele
est une homothétie ou une translation.

X Toute transformation affine dont la partie linéaire est —id est une symétrie
centrale.

[J Toute transformation affine admettant un point fixe et un seul est une homo-
thétie.

X Toute transformation affine dont la partie linéaire est I'identité est une trans-
lation.

[J Toute transformation affine qui transforme deux droites paralleles quelconques
en deux droites paralleles est une homothétie ou une translation.

X Toute transformation affine transforme un parallélogramme non aplati en un
parallélogramme non aplati.

Vrai-Faux 8. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi?

1

X Une figure bornée du plan ne peut pas admettre deux centres de symétrie
distincts.

[J Une figure bornée du plan ne peut pas admettre deux axes de symétrie dis-
tincts.

[J Toute transformation affine du plan conservant globalement une droite possede
au moins un point fixe.

X Toute transformation affine du plan conservant globalement un ensemble fini
de points possede au moins un point fixe.

X Toute application affine p du plan dans lui-méme vérifiant p o p = p est une
projection.

[J Toute application affine p du plan dans lui-méme vérifiant p'o p = p est une
projection.

[] Si s est une symétrie de ’espace par rapport a une droite D dans la direction
d’un plan P, pour tout couple (M, N) de points n’appartenant pas a D les droites
(Ms(M)) et (Ns(N)) sont paralléles.

X Toute application affine s de I’espace affine E dans lui-méme vérifiant sos = idg
est une symétrie affine .



Examen

Questions de cours.
1. Qu’est-ce qu’un repére orthonormé dans un espace affine euclidien 7

2. Soit X un espace affine. A quelle condition sur X Dassertion suivante est elle vraie (on ne demande
pas la preuve) :
“Pour toute paire de droites D, D’ incluses dans X on a D parallele & D’ ou D et D’ sont sécantes.”

3. R? est muni du produit scalaire canonique. Soit f : R? — R? une application d’ensembles. Comparer
par des implications (de la forme (7) = (8)) les énoncés suivants :
(1) f est une application linéaire. (2) f est une application affine. (3) f est une application bijective.

(4) f est une translation. (5) f est une symétrie orthogonale par rapport a une droite affine de R2.
(6) Pour tous M, N € R? on a d(f(M), f(N)) = d(M, N).

Exercices.

4. Subdivision barycentrique dans le triangle
Soient A, B, C trois points non alignés de R2.

a. Soient A’, B, C’ les milieux des cotés [BC|, [C 4], [AB] respectivement. Montrer qu’on a A’ # B’
puis que la droite (A’B’) est parallele a la droite (AB).

b. Soit G l'isobarycentre des points A, B, C. Montrer que G est aussi I'isobarycentre des points A’, B’, C".

c. On note A” l'isobarycentre des points G, B, C, de méme B” I'isobarycentre des points G, A, C et C"”
Iisobarycentre des points G, A, B. Montrer que G est 'isobarycentre des points A", B”, C".

d. Montrer qu’il existe une homothétie de centre G, de rapport & déterminer, transformant A en A”, B
en B” et C en C”. Montrer que cette homothétie est la seule application affine transformant le triplet

(A,B,C)en (A',B',C").

e. Déduire de (d) que les points A” et B” sont non confondus et que la droite (A” B”) est parallele &
(AB).

f. Peut on retrouver le résultat du (c) grace au résultat du (d) ?

5. Symétries planes de R® en coordonnées

R3 est muni du produit scalaire canonique : ((z,y, 2)|(2',y’,2")) = x2’ + yy' + 22’. Soit P C R3 le plan
d’équation x + 2y + 32 = 4. On note sp la symétrie orthogonale de R3 par rapport a P.

a. Déterminer les coordonnées de I'image du point (0,0,0) par sp. sp est elle une application linéaire ?

b. Déterminer I'image par sp de la droite passant par le point (0,0,0) et de vecteur directeur (1,2, 3)
(justifier le calcul).

c. Soit P’ C R? le plan d’équation x + 2y + 32 = 0. Que peut on dire de P’ par rapport & P ? Que peut
on dire de la composée sp o sp: 7

6. Composée d’une rotation et d’une translation

R? est muni du produit scalaire canonique. Soient o un réel et r, la rotation vectorielle de matrice

(cosa —sin«

. 2 ) . .
Cna cosa ) dans la base canonique de R®. On suppose que a n’est pas un multiple entier de 2.

Soient ¥ un vecteur de R? et t+ la translation de vecteur .



a. Montrer que I'application composée f = t5 o r, admet un et un seul point fixe (on pourra vérifier
que 1 n’est pas valeur propre de la partie linéaire de f). En déduire que f est une rotation de R? d’angle
«a relativement & la base canonique de R2.

Construction du centre de f

Soient D et D’ deux droites de R?. On sait que t-; est égale & la composée sp o sp/ pourvu que U soit
orthogonal & D et que D’ = t 1 (D). De méme 7, est égal a la composée sp o sps pourvu que D passe

par le centre de r, et que D’ = r_%a(D).
b. Montrer qu’on peut choisir trois droites D, D’, D" telles que t— = sp 0 Spr et 7o = Spr 0 Sprr.

c. Comment s’exprime le centre la rotation t— o r, en fonction de D, D" et D”.

Autre méthode

d. Montrer que f o f est une rotation de méme centre que f, d’angle 2a.

Soit M un point de R2. L'un des trois cas suivants se présente :
(i) M = f(M).
(if) M # f(M) et M = f(f(M)).
(iii) M # f(f(M))
e. Montrer que si on est dans le cas (ii) alors & = 7 modulo un multiple entier de 27 et le centre de f
est le milieu du segment [M, f(M)].

f. Montrer que si on est de le cas (iii) alors M # f(M) et f(M) # f(f(M)). Montrer que les médiatrices
des segments [M, f(M)] et [f(M), f(f(M))] sont non confondues et s’intersectent en le centre de f.
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Examen

Questions de cours.

1. Dans R3 qu’appelle t-on droite passant par deux points distincts A et B ? Que se passe t-il si A = B
?

2. Montrer que la composée de deux applications affines R? — R3 est affine.
3. Soit P le plan de R? d’équation 2 — y + 3z +3 = 0. Soit £ un sous espace affine de R? contenant P
et le point (0,0,0). Que peut-on dire de E ?

Exercices.

4. Barycentre

Soient A, B, C, D quatre points du plan R? et G le barycentre du systéme (A, 15), (B,1),(C,1),(D,1).
a. Montrer qu'on a G = A si et seulement si A est le centre de gravité du triangle BC'D.

b. Soit f une application affine R* — R2. Montrer que le barycentre du systeme (4, 1), (B,1), (C,1),
(D, 1), (f(A), 1), (f(B),1), (f(C),1), (f(D),1) est le milieu du segment [G, f(G)].

5. Distance d’un point d une droite de R>

R3 est muni du produit scalaire canonique : (x,v,2) - (z',y/, 2") = xz’ + yy' + z2’. Soit D la droite de R3
donnée par les équations x +y +22+2=0et z —y+ 32+ 3 = 0. Soit A le point (1,1,1). On propose
deux méthodes pour calculer la distance de A & D.

Premiére méthode
a. Exhiber (en donnant les coordonnées) un point B de D et un vecteur directeur @ de D.

b. Montrer que I'application R — R qui & un réel ¢ associe la distance du point A au point By = B+t
atteint son minimum en un réel ¢y & déterminer. Quelle est la distance de A & D 7

o
c. Que peut on dire du vecteur ABy, par rapport & D 7 (Justifier.)
Deuzxiéme méthode

d. Montrer que pour tout réel « le systeme

r4+y+2z424+a(z—y+32+3)=0
r—y+3z+3=0
est un systeme d’équations cartésiennes de D.

e. Déterminer « tel que le plan P, d’équation z +y + 22+ 2 + a(x —y + 32+ 3) = 0 soit orthogonal au
plan P d’équation z — y + 3z + 3 = 0. On notera aq la valeur de « trouvée.

On note Ap, respectivement Ap, , le projeté orthogonal de A sur P, respectivement sur P,,. On note
enfin A’ le projeté orthogonal de Ap sur P,,.

f. Montrer qu'on a A’ € D. Montrer que pour tout point M de D on a la relation AM? = (AAp)? +
(ApA")? + A’M?. En déduire que A’ est aussi le projeté orthogonal de A sur D.

g. Montrer qu’on a les relations (AAp)* + (ApA')*> = (AAp, )* + (Ap, A')? et (AAp)* + (AAp, ) =
(ApA")? + (A’APQO)Z. En déduire (AA")? = (AAp)? + (AAPQO)Q.

h. Soient a,b, ¢,d quatre réels avec (a,b,c) # (0,0,0) et soit P’ le plan d’équation ax + by + ¢z +d = 0.
Déterminer les coordonées du projeté orthogonal de A sur P’. En déduire la distance de A & P’ en
fonction de a, b, ¢,d. (Justifier.)

i. Qu’obtient-on pour la distance de A a D ?7 Justifier.



6. Isométrie

R3 est muni du produit scalaire canonique. Soit f I’application R? — R3,

T 1 9x 4+ 2y — 6z + 38
Y +—>ﬁ 22+ 9y + 62 + 17
—6x + 6y —72z—29

(2pts) a. Montrer que la matrice

1 9 2 —6
I 2 9 6
-6 6 -7

est orthogonale. En déduire que f est une isométrie.
b. L’application f admet-elle un point fixe 7

c. Montrer que le plan P d’équation x — y + 3z + 3 = 0 est stable par f et que la restriction de f a
est une translation de vecteur ¥ & déterminer.

d. Déterminer ’ensemble des points fixes de 'application g = t_ o f. Que peut-on dire de g ?
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Examen

Questions de cours. On ne demande pas pour ces questions de justifier les réponses.

1. On considere 'espace vectoriel euclidien R3.
a. Qu’appelle t-on plan affine de R3 ?
b. Qu’est-ce que la donnée d'un repere orthonormé d’un tel plan affine ?

c. Comment est définie la projection orthogonale sur un tel plan affine ?

2. On considere I'espace vectoriel euclidien R? muni de sa base orthonormée canonique.

a. Donner une condition nécessaire et suffisante (CNS) sur les réels a, b, ¢, d pour que la matrice (% cci)

soit la matrice dans la base canonique d’une rotation vectorielle de R2.

b. Donner une CNS sur a, b, ¢, d pour que (% (CZ) soit la matrice dans la base canonique d’une symétrie
orthogonale par rapport & une droite vectorielle de R2.
3. Soit f : R? — R? une application affine de partie linéaire ¢.

a. Donner une CNS sur ¢ pour qu’on ait
VD droite de R3, f(D) est une droite de R®.

Donner un exemple d’application affine f et de droite D telles que f(D) ne soit pas une droite.

b. Donner une condition suffisante sur ¢ pour que f admette un point fixe. Montrer par un exemple
que cette condition n’est pas nécessaire.

Exercices. Toute affirmation doit maintenant étre soigneusement justifiée.

4. Plans dans R3

a. Dans R3 on considere les points 4 = (1,2,3), B = (2,—1,1) et C = (1,1,1). Montrer que 4, B, C
sont non alignés.

On note P; le plan passant par les points A, B, C.

b. Soit A’ le point (2, —2,—3) et D le sous-ensemble de R* donné par les équations

224+y+2—-5=0
—2r—-y+2+3=0

Vérifier que D est une droite de R? et que A’ n’est pas dans D.
On note P le plan passant par A’ et contenant D.

c. Montrer que P; est parallele & P; et n’est pas confondu avec Pj.



d. On fixe deux réel «, 8 vérifiant a + § = 1. Pour M € P; on note G le barycentre du systeme
{(A",a), (M, B)}.
Calculer en fonction de « et 5 les coordonnées du point G 4.

e. Montrer que si 8 # 0 alors 'ensemble des points Gjps, M décrivant Py, est un plan parallele a

Py. (On pourra montrer que cet ensemble est l'image de Py par une homothétie convenable puis
discuter de limage de Py par une homothétie.)

Dans quel cas est-il confondu avec P; 7 Que se passe t-ilsi § =07

f.  Pour M € P; on note G le barycentre du systeme {(A4’, ), (M, 5), (B,1)}. Montrer que si 5 # 0
alors 'ensemble des G, M décrivant Pp, est un plan paralléle & Py. (On pourra distinguer les cas
a# —1 et o= —1. Dans le cas « = —1 on pourra reconnaitre l'ensemble des G, comme l'image
de Py par une translation.)

5. Symétrie plane de R®

On considére R® muni du produit scalaire canonique. Soit P C R? le plan d’équation z —y +2z — 1 = 0.
On note s la symétrie orthogonale par rapport a P.

a.  Quelle est la distance du point (0,0,0) & P 7 Quelle est la distance du point (0,0,0) & son image
par s 7 L’application s est elle linéaire 7

b. Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la partie linéaire de s.

c.  On considere la droite D passant par le point A = (0,0,0) et de vecteur directeur q = (2,-1,1).
Déterminer la droite image de D par s. La droite s(D) est-elle confondue avec D ?

d. Pour M un point de R? et @ un vecteur non nul de R? on note D, la droite passant par M
et de vecteur directeur @. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour qu’on ait

S(DM,ﬂ) = DM,W-

e. Sila condition ci-dessus est satisfaite, que peut-on dire de la restriction & Dy, - de s ?
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Examen

Questions de cours. On ne demande pas pour ces questions de justifier les réponses.

1. Soient A, B,C trois points non alignés de R3, a, 3, trois réels de somme non nulle et G le barycen-
tre du systeme (A, «), (B, ), (C,v). Parmi les conditions ci-dessous, lesquelles garantissent que G est
confondu avec B 7

a) =1 b)a+vy=0 c)a=r d) g =0.
2. Soient A, B deux points distincts de R3, «, 8 deux réels de somme non nulle et G le barycentre
du systeme (A, a), (B, ). Parmi les conditions ci-dessous, lesquelles garantissent que G appartient au
segment [A, B] :

a)a+ >0 b) a8 >0 cJa<0et 5<0 d)a+p=0 e) a>0.
3. a. A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur les réels a, b, ¢, d 'application R? — R2, (z,y)
(ax + by + 1,cx + dy + 1) est-elle une rotation ?

b. A quelle condition sur # € R Papplication R? — R2, (z,y) — (cos(§)z+sin(8)y+1, sin(0)z—cos(8)y+1)
admet-elle un point fixe ?

Si elle admet un point fixe, quelle est la nature de cette application ?

Exercices. Toute affirmation doit maintenant étre soigneusement justifiée.

N

. Soit h : R2 — R? I'application affine définie par h(z,y) = (3z + 5y + 1, —2z — 4y — 1).
a. Donner la matrice de la partie linéaire de h dans la base canonique de R2.

b. L’application h admet elle un point fixe 7

c. Soit D la droite passant par les points A = (2,3) et B = (4,1). Montrer que D est stable par h.

(i; On note g la restriction de h a D et ¢ la partie linéaire de g. Calculer p(u) pour u dans la direction
D de D. Que peut-on dire de g 7

e. Soit D’ la droite d’équation —2x — 5y = 3. Montrer que I'image de D’ par h est une droite parallele 3
D'

5. R? est muni du produit scalaire canonique. Soient A = (1,0,2), B = (1,1,2), C = (0,3,1). On note
P le plan passant par A, B, C.

a. Montrer qu’il existe un point O € P et un seul vérifiant OA = OB = OC.

b. Montrer que ’ensemble des points M € R3 vérifiant M A = MB est un plan de R®. En donner une
équation cartésienne (dans le repere canonique de R?). Calculer de méme une équation de ’ensemble des
M € R3 vérifiant MA = MC.

c. Montrer que I’ensemble des points M € R? vérifiant MA = MB = MC est une droite de R? qu’on
notera D. Montrer que cette droite est orthogonale a P puis en donner un vecteur directeur.

d. Exhiber un point de D et en déduire un paramétrage de D.

e. Montrer que pour tout point M de D on a MA > OA avec égalité si et seulement si M = O. En
déduire les coordonnées du point O.



(8pt)

(bonus)

6. L’espace vectoriel R? est muni du produit scalaire usuel et de la base orthonormée canonique (i, j) =
((1,0),(0,1)). Soient D une droite affine dans R? et A, B, C trois points. On note sp la symétrie
orthogonale par rapport a D.

a. Quels sont les points fixes de I'application sp ?
b. Montrer que si sp(A) = B alors sp(B) = A.

c. On suppose que les trois points A, B, C' sont distincts. Montrer que si ’ensemble {sp(A), sp(B), sp(C)}
est égal & {A, B, C'} alors I'un des points A, B ou C' est sur D. Montrer que si de plus les points A, B, C
sont non alignés alors deux des cotés du triangle ABC ont méme longueur.

d. On suppose AB = BC = AC # 0. Montrer que les trois points A, B, C' sont non alignés.

e. On suppose désormais AB = BC = AC # 0. Quelles sont les symétries axiales transformant le
triangle ABC' en lui méme 7

f. En composant deux symétries axiales convenables, montrer qu'’il existe une rotation r vérifiant r(A) =
B, r(B) =C et r(C) = A. Quel est son centre ?

g. En utilisant le fait qu’il n’existe qu’une seule rotation vectorielle ¢ telle que @(E) = B?, montrer
qu'il n’existe qu'une seule rotation r vérifiant r(A) = B, r(B) = C et r(C) = A. Quelles sont les rotations
transformant le triangle ABC en lui méme ?

*h. Montrer qu'une application affine transformant le triangle ABC en lui méme admet au moins le

centre de gravité de ABC' comme point fixe. Quel est le groupe des isométries transformant le triangle
ABC en lui méme ? (Ezhiber ses éléments et la table de multiplication.)

i. On pose A = (1,0), B = (—‘/75, %), C = (—@, —%) Existe t-il une rotation r vérifiant r(A4) =
B,r(B)=C,r(C)=A"7
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