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Chapitre : Applications linéaires

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif. En pratique, K sera R ou C.

I) Généralités
a) Définitions

Définition 1. Soient F et F deux K-espaces vectoriels. Une application f : EF — F est dite
lindaire si pour tout (u,v) € E? et A € K,

flu+ ) = f(u) + Af(v).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté Z(E, F).
Définition 2.

— Si F' = FE, alors les applications linéaires de E' dans lui-méme sont appelées endomorphismes
de E et leur ensemble est noté Z(E).

— Si F =1IK, alors les applications linéaires de E dans IK sont appelées formes linéaires sur F.

Exemples.
1. En analyse, limite d’une suite convergente, intégrale d’une fonction continue, dérivation.

2. Soient E un K-espace vectoriel et A € K. L’homothétie vectorielle hy : E — FE est linéaire
T — Ar
(ho est 'application nulle et hy; = Idg).
3. Z(K) n’est constitué que des homothéties de K.

4. Pour X # @ et a € X, application & : #(X,K) — K  est linéaire.

f — f(a)
5. Les applications f: R? — R etg: R? — R? sont linéaires.
(z,y) — 2z+3y (,y) +— (z+2y,3z—y)

6. Dans un plan orienté muni d’une base orthonormale, la rotation vectorielle d’angle 0 :

2’ =xcosf — ysinb,
Yy = xsinf + ycosb,

est linéaire.

b) Propriétés élémentaires

Propriétés. Soient f : £ — F et g : F' — G deux applications linéaires ou E, F', G sont des
K-espaces vectoriels.

1. f(05) = Op.

Démonstration. f(0g) = f(0g)+ f(0g), d’ou en simplifiant par le vecteur f(0g), on en déduit

que f(0g) = OF. 1 O
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2. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors 'image directe f(E’) est un sous-espace vectoriel
de F.

Démonstration.
f(E") C Fet f(E') # @ car E' est non vide.
— Soient (y,9) € (f(E")? et A € K. Il existe (z,2') € E” tel que y = f(z') et i = f(a').

y+ N = fl@) A @) = fla+ M) € F(E)

cE
car ' est un sous-espace vectoriel de E.

On en déduit que f(E’) est un sous-espace vectoriel de F'. ]

3. Si F’ est un sous-espace vectoriel de F, alors 'image réciproque f<~'>(F’) est un sous-espace
vectoriel de F.

Démonstration.
C (Y C E et f<(F) £ @ car f(0g) = 0p € F', Aot Op € f<>(F).
— Soient (z,2') € (f<17(F"))? et A € K.

fla+Xa') = f(2) +A f(a!) € F
o o

car I est un sous-espace vectoriel de F.

On en déduit que f<~'>(F”) est un sous-espace vectoriel de F. O
4. go f: E — G est linéaire. On en déduit que o est une L.C.I. sur Z(FE).

Démonstration. Soient (u,v) € E? et A € K.

(g0 f)(ut+v) = g(f(u+rv)) = g(f(u) +Af(v)) = g(f(uw)) +Ag(f(v)) = (g f)(u) +Algo f)(v),

d’ou g o f est linéaire. O]

Définition 3. Un endomorphisme f de E est dit stable sur un sous-espace vectoriel A de E si
f(A) C A. Dans ce cas, la restriction f, induit un endomorphisme de A qu’on notera encore f,.

c) Structures algébriques de Z(E, F) et £ (F)

Dans Z(E, F), on utilise 'addition et la multiplication par les scalaires définies sur .7 (E, F).
Pour (f,g) € (F(E,F))?* et A € K,

f+g: F — F et MN-f: E — F
r — f(z)+g(x) xr — Af(z).

Théoreme 1. Z(E, F) est un K-espace vectoriel. En particulier, £ (E) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. On va prouver que Z(E, F') est un sous-espace vectoriel de % (E, F).

- Y(E,F)C F(E,F) et Z(E,F) # @ car l'application nulle est linéaire.
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— Soient (f,g) € (Z(F,F))? et A € K. Pour (u,v) € E? et a € K,

(f +Ag)(u+ av) = f(u+ av) + A\g(u + av),

(f +Ag)(u+ av) = (f(u) + af(v) + A(g(u) + ag(v)),
(f +Ag)(u+ av) = (f(u) + Ag(u)) + a(f(v) + Ag(v)),
(f +Ag)(u+ av) = (f + Ag)(u) + a(f + Ag)(v).

Donc f+ g € Z(E,F).
On conclut que Z(FE, F') est un sous-espace vectoriel de .Z (E, F). O

Théoréeme 2. (Z(F),+,0) est un anneau, en général, non commutatif et non intégre.

Démonstration. On sait déja que :

— (Z(E),+) est un groupe abélien car Z(FE) est un espace vectoriel.
o est une L.C.I. sur Z(E).

— o est assoclative.

— o admet un élément neutre dans Z(E) car Idg est linéaire.

Il reste a prouver que o est distributive a droite et a gauche par rapport a 1’addition. Soit (f,g,h) €
(Z(E))3. Pour x € E, par définition des lois,

[(f +g) o B(x) = (f + 9)(h(x)) = f(h(x)) + g(h(x)) = (f o h)(x) + (g 0 h) (),
dott (f +g)oh = foh+goh. Puis,
[ho (f + 9)l(z) = h((f + g)(x)) = h(f(z) + g(2)),
or h est linéaire, donc
[ho (f + 9)l(z) = h(f(z)) + h(g(x)) = (ho f)(x) + (hog)(x).

Par conséquent, ho (f +g) =ho f+ ho g et o est distributive a droite et a gauche par rapport a
'addition. On conclut que ((Z(E),+,0) est un anneau. O

Remargue. On montre de la méme manicre que si (f,g) € (Z(E))* et A € K, alors f o (\g) =
(Af)og = A(fog). On pourra également noté fog= fg, f* = fo fo...of nfoissin €& N*et
fO - IdE

IT) Linéarité et bijectivité

a) Isomorphismes et automorphismes

Théoréme 3. Si f € L(E, F) est bijective, alors l'application réciproque f~' est linéaire.

Démonstration. Soient (y,y') € F? et A € K. On pose x = f1(y) € Eet 2/ = f}(y) € E.
Comme f est lindaire, f(x + Az’) = f(z) + Af(z’). On applique f~1 & cette égalité, d’ott

FW) M) = o+ xa = [T f (@) + A (@) = FHy + M)

Par conséquent, f~! est lindéaire. O
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Définition 4. Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme et un endomorphisme
bijectif de E est appelé automorphisme de E. L’ensemble des automorphismes d’un K-espace
vectoriel E est noté Gl(E).

Corollaire 3.1. (GI(E),0) est un groupe qui n’est, en général, non commutatif et qui est appelé
groupe linéaire.

Démonstration. GI(E) est le groupe des éléments inversibles de 'anneau .Z(E). O

Exemple. Les homothéties

b) Noyau et image
Définition 5. A toute application linéaire f € Z(E,F), on associe Ker(f) = f<>({0p}) le

noyau de f et Im(f) = f(F) 'image de f. Comme images réciproque et directe de sous-espaces
vectoriels, Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.
Théoréeme 4 (Caractérisation). Soit f € L (E,F).

1. f est injective si, et seulement si, Ker(f) = {0g}.

2. f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

3. [ est bijective si, et seulement si, Ker(f) = {0g} et Im(f) = F.

Démonstration. La propriété 2 est vraie pour n’importe quel type d’application et la propriété 3

est la réunion des deux autres propriétés. Donc il n’y a que la premiere a démontrer.

— Supposons que f est injective. On en déduit que Or a au plus un antécédent par f. Or Og est un
antécédent de O car f est linéaire, donc c’est le seul et Ker(f) = {0g}.
Réciproquement supposons que Ker(f) = {0g}. Soit (z,2') € E? tel que f(z) = f(2’). Comme
f est linéaire,

flz=2) = f(z) = f(2') = Op.

D’apres 'hypothese, cela implique que x — 2’ = 0g, i.e. © = 2’ et f est injective.

(]

Exemples.

L fi(z,y,2)— e +y—3z,—x+2y+42) et g: (z,y,2) — (2 + y — 32,62 + 3y — 9z).

2. Une forme linéaire non nulle est toujours surjective.

3. L’ensemble des vecteurs fixes d’'un endomorphisme f d’un espace vectoriel E est Ker(f — Idg).
4. Pour A € K* et f une application linéaire, Ker(Af) = Ker(f) et Im(Af) = Im(f).

ITI) Deux exemples importants

a) Projections-Projecteurs

Considérons E = F & G une somme directe. Pour tout vecteur x € F, il existe un unique couple
(xp,xq) € F x G tel que © = zp + 2¢.

Définition 6. On appelle projection sur F' parallelement a G' 'application

p: B — FE
r +—— XIF.

p est bien une application car xp existe et est unique pour tout vecteur x de E.
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1. p est linéaire.

2. Im(p) = F et Ker(p) = G.

3. Soitz € E.Onap(zr)=x<=x € F,ie F=Ker(p—Idg).

Démonstration.

1. Soit y = yr + Yy un autre vecteur de £ décomposé dans la somme directe. Pour tout A € R,

T+ ANy =2+ Nyr+x6+ Myg .
—_—

cFr eG

Donc p(z 4+ \y) = zp + A\yr = p(x) + Ap(y).

2. De fagon évidente, Im(p) C F. Pour z € F, la décomposition de = dans la somme directe est
r =24 0p, donc p(z) = x, i.e. x € Im(p) et F C Im(p). Par conséquent, Im(p) = F.
z € Ker(p) <= 2p =0 <=z = 2¢ € G, d'ou Ker(p) = G.

3. Si p(x) = z, alors x € Im(p), i.e. x € F. Réciproquement si x € F, alors © = x + Op est la
décomposition de = dans la somme directe, donc p(x) = x.

O

Théoréme 5. Soit p € £ (E). p est une projection si, et seulement si, pop = p ou encore p* = p.
Une telle application linéaire est appelée projecteur.

Démonstration.

— Si p est une projection, alors p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p) et pour tout
x € E, p(z) € Im(p), donc p(p(x)) = p(x), i.e. po p(x) = p(z) et pop=p.

— Réciproquement si p € Z(E) vérifie p? = p, alors on montre que £ = Im(p) @ Ker(p) et ensuite,
que p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

— Pour z € E, soit 2’ = z — p(z). Alors p(2') = p(z) — p(p(x)) = p(x) — p*(x) = Og, d’'ou
x’ € Ker(p) et © = p(x) + 2’. Par conséquent, = € Im(p) + Ker(p) et E C Im(p) + Ker(p).

— De plus Im(p) + Ker(p) est la somme de deux sous-espaces vectoriels de E, donc Im(p) +
Ker(p) C E et E =Im(p) + Ker(p).

— Soit z € Im(p) N Ker(p). Il existe y € E tel que z = p(y) avec

z=p(y) = (pop)(y) =ppy)) =p(r) =0g

car ¢ € Ker(p). Donc Im(p) N Ker(p) C {0g}. De plus Im(p) N Ker(p) est un sous-espace
vectoriel de ' comme intersection de sous-espaces vectoriels, d’ou O € Im(p) N Ker(p) et

Im(p) NKer(p) = {0g}.

I en résulte que £ = Im(p) & Ker(p) et pour tout z € E, x = p(x) + 2’ avec p(x) € Im(p) et
x’ € Ker(p). Par conséquent, p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

[]

Exemples.

1. Projections orthogonales vectorielles en géométrie.
2. Les fonctions paires et les fonctions impaires.

3. Les réels et les imaginaires purs.

4. Dans R?, soit F' = R(2,—-3) et G = R(1,4).
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b) Symétries-Involutions

On se place dans les mémes conditions que dans le paragraphe précédent.

Définition 7. On appelle symétrie de £ par rapport a I’ parallelement a G I'application

s: F — F
r — Ip—Xa.

Comme pour la projection, s est bien une application car xp et xg existent et sont uniques.

Propriétés.
1. s est linéaire avec s = 2p — Idg et p = % ol p est la projection sur F' parallelement a G.
2. F =Ker(s —Idg) et G = Ker(s + Idg).

Démonstration.
1. Pour z € E, 2p(x) —x =2xp — (vp +2g) = v — ¢ = p(x), dot s = 2p — Idg. D’olt s est une
combinaison linéaire d’applications linéaires. Par conséquent, s est linéaire.
2. 11 suffit de remarquer que s — Idg = 2(p — Idg) et s + Idg = 2p.
L]

Théoréme 6. Soit s € L(E). s est une symétrie si, et seulement si, s os = Idg ou encore
s? = Idg. Dans ce cas, on dit que s est une involution. On en déduit qu’'une symétrie de E est un

automorphisme de E avec s~! = s.

S + IdE
2

Démonstration. Pour s € Z(FE), on pose p =
s? = 4p? — 4p + 1dp = 4(p? — p) + Idg. Donc

. On remarque que s = 2p — Idg et

s?=Idp <= p*=p <= pest une projection <= s est une symeétrie.

Exemples.

1. Symétries orthogonales vectorielles en géométrie.
2. Les fonctions paires et les fonctions impaires.

3. Les réels et les imaginaires purs.

4. Dans R?, soit F' = R(2,—-3) et G = R(1,4).
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