CHAPITRE 1V: Séries chronologiques

I- Généralités

1) Définition

On appelle « série chronologique » toutes suite temporelle d’observations chiffrées, les observations
sont effectuées a des intervalles de temps réguliers (années, mois, jours,...). On notera par X(t) la

valeur prise par la grandeur X aladate t et par T la date de la derniére observation.

Exemple : Les données sont obtenues a partir des données trimestrielles pendant 3 années
consécutives. On considere la série suivante :

t X

1 2(:) On peur représenter ces données a 1’aide d’un tableau a
> oE double entrée de la maniére suivante :

3 29

Z o1 J 1 2 3 4
5 24 '

6 57 1 24 25 29 24
7 30 2 24 27 30 26
8 26 3 27 29 32 29
9 27

10 29 J correspond au rang du trimestre.

11 32 | correspond au rang de ’année.

12 29

Les observations sont périodiques et la période est égale a 4.
L’étude d’une série chronologique permet d’effectuer des prévisions, ¢’est-a-dire d’estimer

des valeurs futures, x(t) non disponible, autrement dit pour t > T.

Dans notre exemple T =12, les valeurs x(12+h) ne sont pas disponibles (h=1,2,.....). Pour

que ceci soit possible, il est nécessaire que le comportement général a 1’aide d’un modele
mathématique basé sur trois composantes essentielles :
a) Le mouvement conjoncturel (ou extra-saisonnier) ou la tendance (ou trend). Cette

composante, notée y(t), décrit le mouvement de croissance général de la série.
b) Le mouvement saisonnier: cette composante, notées(t), décrit les variations

saisonniéres de la série, qui correspondent a des fluctuations permanentes, et se
propagent de la méme maniére a des intervalles réguliers.

c) Le mouvement erratique: cette composante, notéee(t), décrit les aléas, les

fluctuations accidentelles de faible amplitude dues a des causes multiples difficieles a
individualiser.

- Modélisation d’une chronique a tendance linéaire.

Notations : x(t) : valeur brute de la série au temps t.
y(t) : la tendance.



s(t) : le mouvement saisonnier de période p .
e(t) : les aléas.
On adopte couramment les deux schémas suivants :
- Un modéle a coefficients saisonniers additifs : x(t)=y(t)+s(t)+e(t).

y(t)x(1+s(t))+e(t).

- Un modele a coefficients saisonniers multiplicatifs : x(t)

1) Choix du modele
On utilise la méthode graphique :
- Si les variations saisonniéres se retrouvent d’année en année avec une amplitude
constante, alors on retient le modele additif.
- Si les variations saisonniéres sont proportionnelles au niveau atteint par la série,
alors on opte pour le modele multiplicatif.

La méthode graphique : lorsque le graphe ne permet pas de trancher dans le pratique, on
privilégie le modéle multiplicatif. La méthode graphique se base sur les « courbes annuelles
superposées ».

Modele additif Modele multiplicatif
N A= T

Trimestre Trimestre

" 3™ année
" 2°™ année

1% année



Application :
Graphe de la série brute :

graphe de la série brute
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Courbe annuelle superposée :
courbe annuelle superposée
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On retient le modele multiplicatif car les courbes annuelles superposées ne sont pas paralleles.

2) Estimation préliminaire de la tendance.
Lorsque la tendance est linéaire, la méthode la plus simple et la plus utilisée est le lissage par
moyenne mobile.

La moyenne mobile centrée d’ordre p est notée M (t).



- Si p est impair (¢’est-a-dire p=2m+1), alors :
Mp(t):%x:x(t—m)+x(t—(m—1))+ ..... +x(t+(m—1))+x(t+m)].
- Si p est pair (¢’est-a-dire p=2m), alors :

L _M+x(t—(m—1))+ ..... +x(t+(m-1))+ x(t+m)}

Mp(t):Ex

Illustration numérique :

t 1 2 3 4 5

x(t) 84 123 165 108 103

137

Calculons : M3(t):%x[x(t—1)+x(t)+x(t+1)].

Pour t=1, 0na: M,(1) est non-définie car x(0) est non disponible.

Pour t=2,0na: MS(Z)zéx x(1)+x(2)+x(3)]=w=124.

Pour t=3,0na: M,(3) :%x X(2)+x(3)+x(4)]=132.

Pour t=4,ona: M;(4)=125.3.

Pour t=5,0na: M;(5)=116

Pour t=6,0na: M,(6) est non-définie car x(7) est non disponible.

On aalors :

t 1 2 3 4 S) 6
X(t) 84 123 165 108 103 137

M, (t) - 124 132 125.3 116 ---
M, (t) --- --- 122.38 126.5 --- ---

Car: Pour t=1,0na: M, (1) est non-définie car x(—1) est non disponible.
Pour t=2,0na: M,(2) estnon-définie car x(0) est non disponible.

Pour t=3, ona-: M4(3):%{%1)+x(z)+x(3)+x(4)+@}:122.38.

Pour t=4,0na: M4(4):%x[@+x(3)+x(4)+x(s)+@}:126.5.

Propriétés d’'une moyenne mobile :
a) Une moyenne mobile est opérateur linéaire, ¢’est-a-dire :

- M, (D(X+ X)) =M, ()(X)+M, (t)(X)
M, ()(AxX)=AxM, (t)(X) (VieD)




b) Une moyenne mobile de longueur d’ordre p arréte une fonction périodique de
période p.

c) Une moyenne mobile transforme une fonction affine de la forme y=axt+b enelle
méme.

d) Une moyenne mobile transforme la série des aléas e(t) en une série ¢(t) moins

dispersee ou plus lisse.

Série brute : x(t) Série:M4(3)=l>{X(t—_2)+ ..... +M
4 2 2 |
J| 1 2 3 4 J 1 2 3 4
I I
1 24 25 29 24 1 --- --- 255 |25.75
2 24 | 27 | 30 | 26 2 26.125| 26.5 |27.125|27.75
3 27 | 29 | 32 | 29 3 28.75 [28.875| ---
Graphe :
33 -
31 -
29 -
27 -
= 25 1 —— série brute
x 23 A —— série M4(t)
21 -
19 1
17 1
B+—TT——— 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t

3) Estimation du mouvement saisonnier.

Hypothéses fondamentales sur le mouvement saisonnier : s(t+kx p)=s(t), c’est-a-dire, s
est une fonction périodique de période p.
Exemple : Pour p=4 et t=1,0na: s(1+4)=s(1)=s(1+2x4)=s(9)

Sur tout intervalle de longueur p, la

somme des aires au-dessus de la
tendance est égale a la somme des aires
en dessous => Hypothese de
conservation des aires (HCA).

/ Courbe de tendance




Onaalors:
somme des aires en dessous

somme des aires au dessus

3.1) Le modele additif : x(t)=y(t)+s(t)+e(t).

a) On calcule les écarts saisonniers : s(t)=x(t)-M(t).

b) Estimation préliminaire des coefficients saisonniers s(J) enimposant a s(t) de

vérifier la périodicité, soit par la médiane, soit par la moyenne, en ne retenant qu’une
seule valeur.

c) Estimation définitive des coefficients saisonniers s(J) en imposanta s'(t) de vérifier

p
la loi des aires, c’est-a-dire Zs’(t) =0, pour une intervalle de longueur p, en
j=1

remplacant s(J) par s’(J):s(J)—Zp:—.
)

j=1 p

4.5(J )

Par exemple : s'(1)=s(1) _Z(T =-1.6875— 0 OEZS =17
j=1

J 1 2 3 4

1 - - 35 -1.75

2 -2.125 0.5 1.875 -1.75

3 -1.25 0.125 - -

(J) -1.6875 0.3125 3.1875 -1.75

5(J) 17 03 3.2 18

3.2) Le modele multiplicatif : x(t)=y(t)(1+s(t))+e(t).

X(t)
M, (1)
e) Estimation préliminaire des coefficients saisonniers 1+s(J) en imposant & 1+5(t)

de vérifier la périodicité, soit par la médiane, soit par la moyenne, en ne retenant
qu’une seule valeur.

d) On calcule les écarts saisonniers : 1+ s(t) =



f) Estimation définitive des coefficients saisonniers 1+s(J) enimposant a 1+s'(t) de

P
vérifier la loi des aires, ¢’est-a-dire )" (1+5'(t)) =0, pour une intervalle de longueur
=1
1+s(t)
p, en remplacant 1+s(J) par 1+s'(J)=s(J)- :
b 1+5(t)
2
= P
1+s(1) 1+0.94
P ple: 1+5'(1)=4 =4 =094,
ar exemple : 1+5'(1)=4x 201 x 201
J 1 2 3 4
I
1 -—- --- 1.14 0.93
2 0.93 1.02 1.11 0.94
3 0.96 1 --- ---
5(3) 0.94 1.01 1.125 0.935
5'(3) 0.94 1 1.12 0.94

4) Désaisonnalisation d’une chronique.

Définition : On appelle série corrigée des variations saisonniers (série CSV) la série z(t)

obtenue de la maniére suivante : z(t)=x(t)—s'(t) , pour un modéle additif.

z(t)=

x(t)

1+

s'(1)

z(t) représente I’estimation définitive de la tendance.

Application numérique :

Modéle additif :

x| sz
1 | 24 | 17 | 257
2 | 25 | 03 | 247
3 | 29 | 32 | 258
4 | 24 | -18 | 258
5 | 24 | -7 | 257
6 | 27 | 0.3 | 26.7
7 | 30 | 3.2 | 268
8 | 26 | -1.8 | 27.8
9 | 27 | -17 288
10 | 29 | 03 | 287
11 | 32 | 32 | 288
12 | 29 | -1.8 | 30.8

pour un modele multiplicatif.

Modeéle multiplicatif :

t x(t) | 1+s'(t) | z(t)
1 24 0.94 25.5
2 25 1 25
3 29 1.12 25.9
4 24 0.93 25.8
5 24 0.94 25.5
6 27 1 27
7 30 1.12 26.8
8 26 0.93 28
9 27 0.94 28.7
10 29 1 29
11 32 1.12 28.6
12 29 0.93 31.2




Représentation Graphique :

34
32 S
30 - — serie brute
28 -
== modele
x(t) , z(t) 26 - adittif

_ = modele
24 multiplicati
22 -
20 I I I I I I I I I I I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t

5) Prévisions :

Effectuer une prévision consiste & estimer a partir des valeurs x(T +h) avec (h=1,2,...).
17 étape : La tendance décrite par z(t) étant linéaire, on peut donc remplacer z(t) par une
fonction 2(t) =axt+Db qui est I’équation de la droite d’ajustement D% .
2°™ étape :  X(T +h)=2(T +h)+s'(T +h) si le modele est additif.

ou X(T-+h)=2(T +h)(1+s'(T +h)) si le modele est multiplicatif.
Détermination de a etde b :
. cov(z(t).t)

V(t)

et b=Z-axt (Z ett étantles moyennes respectives de z(t) etdet)

Application numérigue : Cas du modele multiplicatif :

Déterminons les prévisions du 1* trimestre et du 2°™ trimestre de la 4°™ année, ¢’est-a-dire
cov(z(t).t)

V(1)

%(13) et %(14). On détermine Z(t)=axt+b, avec a= et b=7-axt.

12

cov(z(t),t)_t-lT—(th_)
12

orona: 7§ 2l) (8854254 312) o
= 12 12

2ot (142+...412)  12x(12+1)

Et:t=) —= =6.5
tzﬂ:lz 12 2x12




12
Puis enfin: )’ 2(t)xt _374.19
= 12 12

Nous avons donc : cov(z(t),t) =182.4—(27.18x6.5)=5.76

=182.4.

12 42
De plus : V(t):zt——(t_)2 =13.
112

Nous pouvons alors trouver a et b : a= % =048 et b= 27.18—(0.48><6.5) =24.04.

Nous avons alors I’équation de la droite d’ajustement D7 i (t) =0.48t+24.04 .
t

Alors nous pouvons trouver : 2(13)=0.48x13+24.04=30.32
Et 2(14) = 0.48x14+24.04=30.8 .
Et nous pouvons en déduire :

%(13)= 2(13)(1+ s’(13)) =2(13)x0.94=28.5
%(14)= 2(14)(1+ s'(14)) =2(14)x1=30.8



