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Un peu d’histoire

TOULAR 2

La naissancecded'ééonométrie-moderne

» L'économétrie moderne est née a la fin des années 30 et
pendant les années 40. Elle est la résultante de trois
phénomeénes : le développement de la théorie de l'inférence
statistique a la fin du XIX éme siécle ; la théorie macro-
économique et la comptabilité nationale qui offrent des
agrégats objectivement mesurables ( contrairement a la
microéconomie fondée sur I'utilité subjective ) ; enfin, et surtout
, la forte demande de travaux économétriques, soit de la part
d'organismes publics de prévision et de planification , soit de la
part d’entreprises qui ont de plus en plus besoin de modéliser
la demande et leur environnement économique général. A
partir des années 60, l'introduction de l'informatique et des
logiciels standardisés va rendre presque routiniére |'utilisatio
de I'économétrie . TOULAR 3

La naissance de I'économétrie moderne

» En simplifiant de fagon sans doute abusive I'on peut
distinguer deux grandes périodes de la recherche
économétrique moderne . Jusqu'a la fin des années
70 I'économétrie va étudier la spécification et la
solvabilité de modéles macroéconomiques a
équations simultanées . Puis a la suite de ce que I'on
a appelé la révolution des anticipations rationnelles et
de la critique de Lucas, la recherche se tournera
davantage vers la microéconomie et I'analyse des
séries temporelles .

TOULAR

Introduction générale

L'économétrie est la branche des sciences économiques
qui traite des modéles et des méthodes mathématiques
appliquées aux grandeurs et variations économiques.

4

Le calcul infinitésimal, les probabilités, la statistique, et
la théorie des jeux, ainsi que d’autres domaines des
mathématiques, sont utilisés pour analyser, interpréter
et prévoir divers phénomeénes économiques tels que les
variations de prix sur le marché, I'évolution des co(ts
de production, le taux de croissance, le niveau du
chémage, les variations du taux de change, les grandes
tendances de I'économie a court et moyen terme qui
permettent d’orienter la conduite d’une politique
économique.

“+

TOULAR

Introduction générale

» Les modéles utilisés ne permettent pas de
prévoir, au sens strict, I'évolution des
phénomeénes économiques, mais davantage de
construire des hypothéses et d’extrapoler des
tendances futures a partir d’éléments actuels.

TOULAR
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CHO Introduction

e Soit X, X, ..., X, un échantillon aléatoire

R ap p e I S relatif a la V.A. parente X de loi #(8), ou @ [1©
|

est un parameétre réel inconnu.

e Le semestre précédent, on cherchait a estimer
0. Mais il arrive qu'on ait une idée précongue sur

LES TESTS savaleur: @ = 50

e On désire alors tester la validité de cette
STATI ST | Q U ES hypothese, en la confrontant a une hypothése
alternative.

B Cette derniére exprime une Méthodoloaie du
tendance différente au sujet du , g R
paramétre. test d’hypothese

mExemple :

CEst-ce que le taux de BOn suppose que O est partitionné en 9,
— eto;:
?
chomage au Maroc est p, * ©0=0,U0, et ©,N0,=g
COEst-ce que |'esperance de vie
au Maroc est /4, ?...0u a ® Exprimons le fait que 80 O, par

augmenteé ?

TOUDJAR 11

I'hypothese H, et |e fait que 60O, par H;
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» H,: s'appelle I'hypothese nulle.
> Hy: « QDG)O »

» H,: s’appelle 'hypotheése
>H;: « 6006 » alternative.
>Si @, se réduit au seul point 6,0, ={6,}

H, devient H, .« 8=, »tsera
appelée I’hypothése simple.

TOUDIAR 13 TOUIDIAR 14

»>Soit I'hypothése simple H,. « @ =, » > SiH, est telle que H,: « & <,H >
alors on dit que le test est unilatéral a
gauche:

> Si H, est telle que H;: « 8>, »;
alors on dit que le test est unilatéral a

droite: rH :"8: Q)n
H,y:"0=4" ’
TUGS #

TUD! #
kI_I:I-:ll9<q)ll
Ho>q" . .

> SiH, esttelle que H;: « G Z G ; e Définition: Un test d’hypothése, est
une régle de décision permettant, au vu
alors on dit que le test est bilatéral : de la réalisation (x, X, ..., x,) de I'E.A., de
répondre a la question « dans lequel des
(H -"9: H " deux sous ensemble se trouve 8? »
. 0
T.B< # e Cette regle de décision peut

conduire a deux types d’erreurs:

H,:"0# 84"

TOUIJAR 17 TOUIJAR 18
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¢ On rejette H, alors que H, est vraie: e 1)-
(Rt a = P(RH,/H Vraie) = P,(RH,

e On l'appelle « erreur de premiére
espece »
e C'est le risque de premiére espece.

¢ On ne rejette pas H, alors que H, est

vraie:
NRHy/H,vraie|

e C'est « I'erreur de seconde espece ».

¢ On définit alors la probabilité de , . .
commettre I'une ou l'autre erreur: * C'est le risque de seconde espece.

TOUIJAR 19 TOUIJAR 20

° 2)—

B =P(NRH,/H Vraie) = B(NRH,)

Voici un tableau résumant toutes les situations Procédure é suivre

1- définir le paramétre 6 a tester

Décision 2- Formuler les deux hypothéses H, et H;
Réalité RH, NRH, 3- Préciser le Genre du test

4- Choisir la Statistique du test (won estimateur de 6)

H, Vraie Erreur de ¢ |Bonne Décision L . I
0 espece 5- Préciser la loi de la statistique sous H
. — P 6- Ecrire la régle de Décision
HyVrale | Bonne Decisior e;rgizr ¢z 7- Faire 'application numérique et décider

8- Conclure

TOUIJAR 21 TOUIJAR 22

I- Tests Relatifs a Une Proportion , . )
Procedure a suivre

1Test Unilatéral a gauche pour la proportion
«/) Formulation des hypothéses 1- parametre p=6 a tester
2- Formulation des deux hypothéses

3- TUG pour la proportion

H o " p = pO" 4- F est un bon estimateur de p
TUG.# 5- si le T.C.L. est vérifié sous H, alors

Z =

~N(0,1)

poq%

TOUIJAR 23 TOUIJAR 24
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I- Tests Relatifs a Une Proportion Courbe de densité ou
de la loi normale P(z>+z,)=a

1Test Unilatéral a gauche pour la proportion centrée réduite 1 ot

RD z= P X

[ PoClo
Sif <c,=p, —z‘”/% onrejetteH, A
n

Sifzc,=p,~2, Po% o nerejettepasH,
n

En effet :

- Notation : TOUDIAR 25 0 TOUDIAR +Z, Zzs

Loi de Loi de
F sous F sous
i / Ho
5 222N
o o Po F
a:Po(RHo)zpo(F<Ca) =R F- Ry <P B
fpoqy fpoqy
n n
- G~ R =2, C, =P-2 HJOQ%
/poq/
n TOUIJAR 27 [TOUIJAR 28
P; € Pq
e Remarque : Les logiciels utilisent souvent
le niveau de signification o, (¢-cesze)
d’une réalisation f de F: cestle plus
pe_tl'fc a e|1_|part|r du quel on ne peut plus a, P-value Interpretation;
rejeter Hy .
PO (F f ) - ao a,<0,01 very strong evidence againsg H
derat: id insg H
Si dans notre exemple on suppose que n=100, p,=0.75 f =06 0.01< a,<0,05 moderate evidence againsy
Alors : a, = PO(F <f 0,05< a,<0,10 suggestive evidence agains H
= - =10,
R)(Z < 2’309) 1_/0 — - 0,10 =q, little or no real evidence againsg H
| Signe de la région de Rejet
Le test est donc signifigatif a 5% 20 ToUDAR 30
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¢ 2- Test Unilatéral a droite pour la
proportion

. Hy"p=py"
D-FEH. 1y Dl
Hy " p> py'

* jj) si le T.C.L. est vérifié sous H, alors la
regle de décision devient :

R.D
i - e i
Sif>c,=p,+2, onrejetteH,
n

Sif<c,=p,+ mjlﬁ%q" onnerejettepasH, .,

En effet :

2, /poq%
- F
— |

R, Po  Cq R,

F pO >Ca

P\/poq/ \/po%

Ca=Po =+z,=> G, —p)+ZnW
\ poq/ TOUIJAR 32

a=P,(RH,)=R(F>g) =

eRemarque : La o-celze icivaut :
a, =Ry(F > f)
Si on teste p =0,75# p > 0, 75et si n=100 f = 065

Alors :
=R(F > 1)
=P(z >-2309 = 9%

Le test n’est donc pas significatif a 5% ni a

3- Test Bilatéral pour la proportion

- Hy:p=py'
TB#
H:"p#Zp"

e Si T.C.L. On adopte la Regle de

décision suivante :
R.D

Sif D[cl;cz] onrejetteH,,
Si f O[c;c,] annerejettepasH,

TOUIJAR

or [t Ofe,c,] = fO[p,-c,py+c| = |f —po|<sc|

d'ot f Ofc,c,] = |[f-py>c

a=R(RH,)=R(F-p>c) = B,
S et

c_ - Podl
~ A
poq% 7 35
n

950/0 TOUIDIAR 33
& S e D'oU:
R () R ° RD
c ¢ Py C J : Po% ;
1 D " Si|f = po| > 2,2 OT onrejetteH,
RO

Si|f - p)<z,, P%  onnerejettgpas,
n

u
Si |7|>z,, onrejette {
Si |z]<z,, on ne rejette pas

cavec ,.f-m

Poo
n

TOUIJAR 36
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Remarque Sionteste p=0,75# p#0,75
etsiFvaut f=065 , alorsla g-cetue
vaut ici:

F-p,| | f-075

\/poqo \/0,75x 0,25
100

P (|Z]>+2,309)= 2x P, (Z > + 2,309
=2x1%= 2%

Le test est donc significatif a 5% et méme

II- Tests Relatifs a Une
Moyenne
e 1- Test Unilatéral a droite pour la
moyenne

¢ Question : est-ce que I'espérance de vie
des marocains a augmenté depuis le
dernier recensement ?

e Pour répondre a cette question, on doit
confronter 2 hypothéses:

é 2’ 5 0/0 TOUIJAR 37 TOUIJAR 38
°/)= n — n - A i i i
) Ho " 1 = 14, * 1)- Détermination de C en fonction du
TU.Dy# risque o
Hy "> "

«/f)-On adopte ensuite une Régle de
décision basée sur la statistique X et qui
répondra a la question: a partir de quelle
réalisation de X décidera-t-on du rejet de
H, pour un risque o ?

SiX>c onrejetteH,
SiXx<c onnerejettepasHy

a)Si o est connu et (X est normale oun = 30)
a =R (RH,)=R(X >c)= Fz[z >Jﬁxc"”’°]
o

C_
="y n=z =>C=ly+Z

g
0- TOUC:JAR v \/ﬁzm

D’ou la regle de décision :

Six>c, =, +z, \/_ onrejetteH,

SiX<c, =, +z, onnerejettgpasH,

\/_

TOUIJAR 41

b)Si g est inconnu et X est normale; on a
la régle de décision :

._ S :
SiX>c, =+t ., ﬁ onrejetteH,

. S .
SiX<c, =4+ tn_mﬁ onnerejettepasH,

c)Sioestinconnuet Nn>50 ;onala
regle de décision :
. s .
SiX>c,=p,+z, T onrejetteH,,
n

SiX<c

S
= +7
a /'IO qroq{:]?]z

onnerejettepasH,
42
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II- Tests Relatifs a Une +/f)-On adopte ensuite une Régle de
Moyenne décision basée sur la statistique X et qui
e 2- Test Unilatéral a_ gauche pour répondra a la question: a partir de quelle
la moyenne réalisation de X décidera-t-on du rejet de
Hy ?
On c_ioit confronter les deux hypothéses SiX<c on rejetteHo
suivantes . .
. SiX=c onnerejettepasH,
)- Ho ™ 1= i
TUG # eDe la méme fagon que précédemment, on
H "< " a les regles de décision selon les cas :
a)Si o est connu et (X est normale ou N>30) c)Sioestinconnuet Nn=>50 ;onala
regle de décision :
Six<c, =~z g onrejetteH Six S ietteH
~H = 0 iX<c,=p,-z,—— onrejette
a a \/ﬁ o = Ho~Z, Jn ] 0
SiX=c, =4, —Za% onnerejettgpasH, Six=c, =, -2, % onnerejettepasH,
b)Si o est inconnu et X est normale; on a II- Tests Relatifs a Une Moyenne
la régle de décision s 3- Test Bilatéral pour la moyenne
Six<c, =4, —tn_mﬁ onrejetteH,, 0)- H, ="
Six>c =y -t s it H TB#
iIX=c, = L4, n_m‘% onnerejettepasH, ol " L1 14" 46
i)-On adopte la Régle de décision
suivante : x0[c;c,] = ¢ sX<c, & gy—c<X<py +c

Six0Ol[c;c,] onrejetteH, = TCSXpp e [K-pl<c

SiiD[Cl;CZ] onnerejettepasH, D’ou la regle de décision suivante
G ¢ Si|X - 14| > ¢ onrejetteH,
Ro ( | 1 Re
S w4 Si [X - t4|<c onnerejettepas,

0
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On a les regles de décision selon les
cas :

a)Si o est connu et (X est normale oun = 30)

Si|X = | >z onrejetteH,

g
alzﬁ

Si X~ | <2, onnerejettepasH,

9
n

TOUIJAR 49

b)Si gest inconnu et X est normale

Si|X = 4| > tn_xm% onrejetteH,
Si [X — 4 stn_mm% onnerejettepasH,

c)Sioestinconnuet N=50 ;ona

s
alzﬁ
. s
Si [X = | <24 N

Si|X = 4| > 2 onrejetteH,

on nerejettqaaslg—(!0

III- Tests Relatifs a Une

Variance
e Dans ce paragraphe on supposera la
normalité de la population

e 1- Test Unilatéral a droite pour la
variance

HO :||0.2 - a.oll
TU.DS#
H,"o®>o}"

TOUIJAR 51

Si §>¢ onrejette H

RD.
{Si < ¢ on ne rejette pas,

X2 (n-1)

Xa-ta Y
g?
o

Y =(n-1)2; > X? (n-1) sous Hy

0.2

o2
a=P, (Y >)(n27m) = Fg)( Sioﬁuﬁz%l)(n:a J = ¢= ni—ol){az’l“’

De la méme fagon que précédemment, on
a les regles de décision selon les cas :

a)Si pest inconnue

La statistique utilisée est S2; d’ou la R.D.

est :
2

. o, :
Si 8> x2,, —2 onrejetteH,
" n-1
2
. o
Sisf<y? 0
n

onnerejettepasH,

— JOUDIAR 53

-La

2- Test Unilatéral a gauche pour la
variance

H,:"o?=a}"
TU.G<#
Hl :||0.2 <0.O||

R.D. (pour pinconnue)
2

. o, :
Si §° < X 1w n——ol onrejetteH,
2

. g,
2 2 0
SI s =2 Xn—l;l—a n _le-JIJAR

onnerejettepasH,
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3- Test Bilatéral pour la
variance

Si pest inconnue

_ , -
: Oy o,
2 0
SIS D Xn “Ll-a/2 n_ /Yn—la/zn 1
« 11 — n
Ry 7= Og on re'etteH
T.B{# JETE o , -
- Oy (o
Hl:"02 ¢0'§" Si 0| Xosaearz =75 Xoarz — =
i n-1 n-1]
onnerejettepasH,
Cas ou p est inconnue
¢ 1- Test Bilatéral de e Rapport critique (sous Hy):
comparaison de 2 Variances : R _S g $.2> 5,2 .
e On suppose la normalité des 2 : 52 Hot 7% 2 =1
populations Sinon R, ==% et F.H. devient alors .,
S Hy: 92/, #1

2
* F.H. o HO:%zzl
— 2

H,:o07 =0,
# = {#

H,:0? # 0?2
H,: "/ 1
o;

TOUIJAR 57

e Loi de R.sous H :

Re :F(vl 'VZ)

TOUIJAR 58

e R.D.

rS| Rc U [Fl—a/2 (Vj_; V2) ; I:a'/2 (Vl; VZ)]
onrejetteH,,

Si R, O[Ficara(Vv2); Fuve (0]
onnerejettepasH,

ou v,=n-1

TOUIJAR 59

2- Test Bilatéral de comparaison de 2
moyennes

Hotth =1 Ho: t4—14,=0
# = < H#
H,: 1 # 1, H: -1, %20

« On propose X, — X, comme estimateur
de Py, :

a)Si g, et 0, connus et (X; normale ou N, 2 30 )

et (X, normale ou T;>230 ) e

10
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R.D.

2

2
G ol o :
Si|% =%, >2Z,,,[—=+—2 onrejetteH,
r'11 n2

b)Si o, et g, inconnus mais égales et X, et
X, normales, alors la R.D. est la suivante

1 1
S N
r]1 n2

-

Si ‘)_(1 - )_(2‘ > ta'/Z;n1+n2—2é

jon rejetteH,

CHO

Rappels

Moments
Conditionnels

oo ol o :
Si|% =%,|<Z,,,/ -2 +=2 onnerejette i R
n, 2 Si ‘Xl - XZ‘ < ta'/2;nl+n2—2S
past,
TOUIAR 61 L on HGFEJettQDaQWIO 62
*OU
_ 2 _ 2 2 2
&2 = (n,-1)s’ +(n, ~1)S; Si|x =%, >z, 242 onrejette,
(n, =2)+(n, -1) Mo
2 2
*c)Si 0, et g, inconnus et n, 250, n, 250 Si ‘)‘(l —)_(2‘ <Z,, i+i onnerejette
alors la R.D. est la suivante : n, n,
past,
e RAPPELS

e Moments Conditionnels :
e On suppose que Y est une V.A.R. mais que X
peut étre qualitative;

e L'Espérance conditionnelle :
e On appelle espérance de Y sachant X=x;
notéeE(Y/X = x) ; la quantité définie par

E(Y/X=x)=> yPAY=Vy X= %

e Rem : E(Y/X=x)=¢(x) est une fonction de x
appelée fonction degﬁgression deYen X .

11
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e Définition :

e On appelle espérance conditionnelle de Y
sachant X; notéeE (Y /X); la variable
aléatoire définie par :

E(Y/X)=¢(X)

s Propriétés :

e 1) Linéarité: E(Y1+ Y,/ X): E(W X)"' E( Y/ )’

e 2) Théoréme de I'espérance Totale :

ELE(Y/X)=E(Y) .

La Variance conditionnelle :
Définition :

On appelle Variance conditionnelle de Y
sachant X=x; notée V (Y/X = X); la quantité

V(Y/x=x=E (Y- §Y x= ¥/ % X

De la on peut définir la V.A. variance
conditionnelle :

v (v/X)= E[(Y- &Y X/ X
Théoréme de la variance Totale :

v (v)= E[Viut ]+ V[ & ¥ 3}

e Approche géométrique :
e Soit le produit scalaire de 2 V.A. X et Y, noté
<X, Y>, définie comme suit

<X, Y>= E(XY)
Et soit ||.|| la norme associée a ce produit

scalaire : "X " :\/W — ,E( Xz)
e Si Y et X sont deux variables centrées, alors
<X,Y>=E(XY)=cov(X,Y) et |X|=E(X?) =g

e E(X) est la projection orthogonale de X sur
la droite D des V.A. constantes : ,

E[(X-a)2] minimale si ag
© a_ EX

Approche géométrique :

Soit maintenant I'espace L, des V.A.
fonctions de X (i.e. du type ¢(X)); alors
E(Y/X) est la projection orthogonale de Y sur
LX (Ies propriétés d’un projecteur orthogonale sont
vérifiées grace aux propriétés de I'espérance
conditionnelle).D’oU E[(Y-¢(X))2] minimale si
d(X)=E(Y/X)

TOUWAR 70

Chapitre 1

Introduction a La
Régression Linéaire
Simple
MRLS

TOUVAR 71

/ntroduction

La RLS (régression linéaire simple)
permet d’étudier la liaison (supposée
linéaire entre deuxvariables guantitatives
X etY; ou Y (variable endogéne) sera
expliquée par X (variable exogene).
Autrement, on cherche a prévoir le
comportement moyen de Y en fonction de
laV.A. X: Y= ¢_(L)\tel que cet estimateur
soit sans biais : E(Y)=E(Y), et a mesurer
I’erreur de prévision.:. V(Y-Y) »

12
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¢ Nous allons nous intéressé a l'aspect
inférentiel de cette régression.

¢ On supposera, dorénavant, que la
fonction ¢ de la V.A. X est linéaire
(Régression Linéaire) et on traitera alors
cette régression sous deux volets; le
volet théorique ensuite le volet ol on ne
travaillera qu’avec les réalisations de X
et Y sur un échantillon.

TOUWAR 73

e Modele théorique de la régression simple

¢ On mesure la qualité de cette approximation
par le rapport

_V (E (YA( )) _Varianceexp quUée—COSZ(H)
Y%  V(Y) = VaranceTotae

e La fonction qui a x = E(Y / X = X) est appelé
fonction de régression, dont la représentation
graphique s’appelle courbe de régression de Y
en X : on écrit Y =E(Y/ X)+W. Or puisque

EY)=E[E(Y/ X)]+ W= & W=0

=E(Y) Touuar 74

et d’aprés le graphique ci-dessus W est non
corrélée ni avec X ni avec E(Y/X) (carL ) d’ou

V)=V E(Y/ X)]+ V(W
2 _V(Y)-V V(W
“hy = V(Y)( )'1_v((v))

w)=(1-77;, Jvev)

=V (W) =07

TOUWAR 75

e Cas ou la régression est Linéaire
e C'est le cas ou E(Y/X)=ay,+0,X ; on a alors
Y =a,ta, X +W

E(YA) a,+aX
E(Y)=a,+a,E(X)

=Y -E(Y)=a,(X- E( X))+ W

= e[ - ()X E(9)) = (- & )]
+E[W (X - E(X))]
WV (X)30:= WWZES

=Cov(X,Y)=a

e Cas ou la régression est Linéaire et simple
e L’équation de la droite s’écrit alors

(4 )-E C()\'((i:’)Y)(x—E(x))

=Y =E(Y)+po( X~ E( X))+ W

2
2 Oy

=V (Y)=p" 25V (X)+V (W)

= pV EY)

2 2
= =y,

+V (W

TOUWAR 7

e Modéle de la régression linéaire avec
données Expérimentales

« Il y a trois types différents de données :

Données:emocoupes dnstantanéeses (ou transversales
Cross-sections)

« Exemple : Si on prend le modéle keynésien classique:
C =g,+aR+W 0Oi=1...,n

 C et R, obsenés pour =1, ...,n

e | =individu, ménage, entreprise,... et n =nombre  total

d’observations
TOUWAR 78
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Modele de la régression linéaire avec e Modele de la régression linéaire avec
données Expérimentales données Expérimentales

« Séries: chironoldgigues=s (ou séries temporelles :Time

series) « Données dé-panel/ :Panel data (ou données individuelles-
temporelles )
* Exemple : * Exemple :
C=aqtaR+W Ot=1..,T C,=a,+aR, +W, 0Ot=1..,T Oi=1..,r

» C, et R,obsenvéspour t=1,..,T
o C;etR,observéspour i=1,...n ; t=1,..T
o T =année, trimestre, mois,... et T = nombre tota |

dobservations
TOUWAR 79 TOUWAR 80

e Modéle de la régression linéaire avec
données Expérimentales : 1 type

e Soient les données (Xx;, J;)un échantillon de

Terminology for Simple Regression

taille n, relatif a (X, v). y x
* Régression linaire = E (YA ) =apt alx Dependent Variable Independent Variable
e Le modele s'écrit alors : Explained Variable Explanatory Variable

. Response Variable Control Variable
Yy, =a,+tax +w, Oi=1...,n
Predicted Variable Predictor Variable

* Ou w sont des réalisations indépendantes de W Regressand Regressor

d'espérance nulle et de variance® constante 0x;
e On I’appelle modeéle/linéake 81 TOUWAR 82

o Exemples de Modéles linéaires et non
Linéaires:
1)- Soit la fonction keynésienne :
C=ag,+aR+W 0Ut=1...,n
Ou C : consommation
R : le revenu
a,: propension marginale a consommer

dy: consommation incompressible.
w : l'erreur (bruit)

e Les coefficients(parametres) a, et a; du
modele, ainsi que ¢’(W ) seront estimés
puis testés a partir des données (X;,); ) de

|’échantillon.

C’est un modeéle linéaire :MRLS

TOUWAR 83 TOUWAR 84
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o Exemples de Modéles linéaires et non o Exemples de Modéles linéaires et non
Linéaires. Linéaires.

e 2)- y = axﬁ un modele non-linéaire mais * 3y :aexp(l[;x) un modéle non-linéaire
qu’on peut rendre linéaire en composant par le mais qu’on peut linéariser en posant :
logarithme :

y'=Ln(y)= y=a'+Bx

e Modele a croissance exponentielle

Ln(y)=Ln(a)+ABLn(x)

e Modeéle trés utilisé en économétrie (élasticité
constante de y/x ; ou B est le coefficient

d’élasticité
TOUWAR 85 TOUWAR 86
o Exemples de Modéles linéaires et non o Exemples de Modéles linéaires et non
Linéaires. Linéaires.
P RL..CAr.I déle non-linéai . 5)- y =a+exp(fx)
1+ exp(a + Bx) un modéle non-linéaire y pl ) o
] est un modele non-linearisable
mais qu’on peut rendre linéaire en posant :
y':Ln(lf j:> y' =a+px )
. Y, « 6)-Y =a+[X+yX" estun modele linéaire
* Modele logistique qui étudie les variations d’un mais pas simple : a 2 variables explicatives.
taux de réponse y en fonction d’'une excitation
X
TOUWAR 87 TOUWAR 88

R . . \ 2.

Estimations des parametras, B eto?. Ao SNE X DT —

1969 50 6

o Exemple Introductif 1970 52 8

1971 55 9

Le tableau ci-dessous représente le produit 1972 60 12

national brute ’RNB) et la demande des biens de 1973 57 8

premiére nécessité obtenus pour la période 1974 58 10

1969-1980 dans un certain pays. 1975 62 12

o 1976 65 9

Nous cherchons a estimer la demande des blens 1077 o8 m

de premiére nécessité en fonction du PNB suivant le 1978 s 0

modele linéaire simple: . 1979 O m

yi :% +a&)ﬁ>uﬁkw ; | ::I.,...,n 8o 1980 78 14 90

15
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» Estimations des parametras, Beto?:

o« Exemple Introductif

Pour effectuer une telle étude, on doit
préciser certaines conditions d’application
(hypothéses fondamentales)

Hypotheses

* H1: Le modéle est linéaire en X

» H2: Exogénéité de la Variable indépendante:
E(W, /X)=0

¢ H3: Homoscédasticité et absence d’'autocorrélation:
- @ = V(W,) est constante quelque soit /
- Cov(W;, W))=0 pour iz

* H4: Les W, sont de méme loi normale :

TOUWAR 91 M/I /\a /(0 , GZ})]AR 92
SYIX)
Remarques
= Y
* 1)- Lanormalité des erreurs W, entraine celle . O
desY;; en effet >
1G>

-« W, "= 410,07 :\%(i m{\a/(%w&  7)

e Graphiquement :

TOUWAR 93

E(Y /X =x)=a,+a, X

TOUWAR 94

Remarque
¢ 2)-E(W, /X)=0 = E(W)=0 et cov(W,,X)=0

» 3)- La normalité des erreurs W; n’est pas
nécessaire pour I'estimation des paramétres q,
et a, par la méthode des moindres carrés.

« 4)- |l suffit d’avoir la non corrélation des erreurs
et leur normalité pour avoir leur indépendance

 5)- On pourra ajouter une autre hypothese : Les
X sont certaines (non aléatoires); ceci nous
évitera d'utiliser les egpgrances conditionnellgs

I- Estimation des parameétres du MRLS

el1- La méthode des MCO

-On détermine la droite passant, le plus
proche, de tous les points du nuage (x,))

Y% E(Y/X=X) = dy*t a, X
Yi Wi
v e =
'g y(x) Vg Gy x
i
Tot))(JAR X X 96
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* Notons par |y = &0 +&1x I'équation de la

droite de régression recherchée

la valeur résiduelle.

cEt € =)~

e On désire calculer les valeurs &0 et&l qui

minimisent la somme des carrés des résidus :
n n
2 _ A ~ 2 ~ ~
ZQ _Z(yi — 4 _a1)§) - F(aE)'al)
i=1 i=1
« On notera désormais a, et a;a la place deq, et &,

e En annulant les dérivées:par rapport a a, eta:

oF (a,,qa, n
%:0 = _ZZ(Yi —Qy, —a% ): 0@
ao i=1
=V =a,+aX
« Donc la droite passe par le point moyen G (X;¥)

oF (0’0,0'1) =0 o _Zixi (y| -a, —a% ): 0 (2)
oa, =1
e DX Ym0y X~y ¥ =0
i=1 i=1 i=1
< W_aoi_al?:()

_xy-%y_Cov(xy)

1 _TOL))&TQR_ )TZ vV (X) 98

<

e (1) et (2) nous donnent les équations :

de=0cet >xe=0
i=1 i=1

e Et d’autre part :

_ 2.6 -%)(v - Y) oo

Les Données centrées
e En utilisant les données centrées:

Xoi =X —X ety =y;—y

~ —_ — 7N 74 .
a; — et a,=y-aXx d’ou A, s’ecrit
X, —X) n Y.
Z( | A = Zl.:l(‘xOIYOl)
S ; 1= n 2
7 H H
e (O, s'écrit aussi i=1X0i
Loy (x%)-2 %2y
1 2 2
TOUIJAT] ( X ) —_— ( )g )9 TOUWAR 100
: : 1 : :

X Y X0 | x02 | yo [xovo| va ei ei xi ei2

50 6 12 | 144 | -4 | 48 | 7511 | ‘1,511 |-75532 2,282 ] -
52 8 10 | 100 | -2 | 20 | 7,926 | 0,074 | 3,872 | 0,006

55 9 7 | 49 1 7 | 8548 | 0,452 | 24,867 | 0,204

60 12 2 4 2 4 | 9585 | 2,415 |144,894| 5,832 =7 '

57 8 5 | 25 | -2 | 10 | 8963 | -0,963 |-54,878| 0,927 |
58 10 -4 | 16 0 0 | 9170 | 0,830 | 48,128 | 0,689 s

62 12 0 0 2 0 | 10,000 | 2,000 |124,000| 4,000 Zi- . -

(=]

65 9 3 9 -1 3 | 10622 | -1,622 |-105,452| 2,632 = | |

68 11 6 36 1 6 | 11,245 | -0,245 |-16,638 | 0,060

69 10 7 49 0 0 | 11,452 | -1,452 |-100,197| 2,109 o - -

70 11 8 64 1 8 | 11,660 | -0,660 |-46,170 | 0,435

78 14 16 | 256 | 4 64 | 13,319 | 0,681 | 53,106 | 0,464

744 | 120 0 | 752 | o | 156 [120,000| 0,000 | 0,000 |19,638 6 -

an, = an, = 50 &0 70

62 | 10 | 0 0 10 | op0m | 2862 e
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e Exemple: la droite de régression empirique e Théoreme 1:
A, A et Y sontdes estimateurs sans Biaisiler, et d¢ B

dans notre cas, a pour équation :y =0.2074 x x — 2.862

e Elle permet d'obtenir une estimation de la A = Z(Xi -X )(Y| _Y)
demande moyenne des biens de 1é nécessité Z(Xi - )Z)2
pour un PNB x.

e Rem : 1)- si x (PNB)=0 alors y = —2.862 valeur ou E* (Y) désigneraE{ Y )(
qui n’a aucune signification concreéte.

e 2) si x’=x+1, alorsy’ = + 0.2074; une aug® de 1 e Remarque :

du PNB entraine une aug® de la demande =
9 ’do ,0, et § sont des réalisations de, A, A ét

moyenne de 0’21' TOUWAR 103 TOUWAR 104
e Dem : on doit montrer que E(A)=gq, e De méme puisque
Pour ce on doit montrer E* (4)=a; =y -ax , Aoétantunereallsatlon deA ;on
En effet E(E* (A))= E(A):Xa1 ) £ (A)= B (\_()
c ()2t 02 (7] =
Z(Xi _)T)2 =@, taX - Xa,=a,

~ E(E" (a))= E(A)=a,

or EX(Y,)=a,+ax
d'ou
E* (\_()=a0+a1>T:> E* (Yi —\7)=a1( X -X)

=E (A&) = a’l TOUIAR 105 TOUWAR 106
e Pour la troisiéme estimation : ¢ En utilisant les données centrées:
« ~ ~ o~ .«
E (Y)‘ao+a1X:>ao+alx— y ‘Xm =x -X et Y, = Y‘V‘ d’ou A, s'écrit
est une estimation sans Biaisajer ax = E* (Y XY Y
,\ . 1 ( ) Al:Z oi 02:ZX0|2:szi OUCQ: Xoi .
=Y =A,+AX estunestimateursans D) (%) > (%)
BiaisdeE* (Y ) D'oti Cov* (A,Y)=Cov (> @ Y.Y)
e On montre de plus que A, et Y sont non =Y Cov* (¥,.¥)=Y & Cov (Y,lz JYJ
corrélés; pour ce, on commence par n
, _c _
montrer qu’elles le sont —cmq =0
ap \ =0
Condltlonne”ementoa“@(i : 107 Par conséquent elles sont fAgtiAtorrélées marginalemetit
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Propriétés et Distributions des
Estimateurs A, et A,

e Théoréme 2 (GAUSS-MARKOV) :
A, et A sontdesestimateurs BLUE dgeta,

Dém : on a déja montré qu’ ils sont sans biais.
De plus

Ve (A)=X[@ v (Y)]=* e =

car
V3 (Y, )=V (g +a X oM/ X = x)=

Z(Xm y
V(W) =’

Pour la linéarité, on a déja vu que :

A=Y, olw :Z(—;Li)z

Reste a montrer que la variance est minimale;
pour ce supposons qu’il existe un autre
estimateur A’ linéaire et sans Biais (ou on

notera E a la place de Ex; et \_au lieu de V%) :
=3y e B A)=a = KH Y=

= ki (a+ax)=a
:>a'02ki +0'12K X =a;
=Yk =0et Ykx=1

TOUWAR 110

Or
)=2 KV (Y)=0" ¥
—022 ~q+) =0’ (k @)+’ (@
+20°) ) (k @)
=Y (k ~@) +* Y (@) -20°Y (@)’
+2022agk
_022 Z 2 Z z Z)ﬁk Z

Yy

x> k

=
=0

=03k —w) +2v (A)-V ( )
=03k —w) v (A)2V (A)

TOUWAR m

20

De méme pour Ay; on a vu que :

A=Y-XA=13Y - izxigz;z”
D XY =Y DX,
D eI UL

uneréalisation da, est :
. 1
G :Z(W_Xa?}yi

On vient de voir que Ag; est une
combinaison linéaire des Y; et qu’il est sans
Biais de a, reste a mogtrer qu’il est de variapgce
minimale :

On calcule maintenant la variance de Ag:
(désormais, on travaille avec les x; fixées et V au lieu de V*))

v (A)=Z( k5w | V() oS e |

ZXOi

2 1 5 o 1 X

Bx) "B ) M (B

* Considérons un autre estimateur linéaire sans biais
A’ de a,, d'ou

A= kY et B[ A)=a=3 kE Y)=a
:zki (a0+alxi)=a

:>aozki+alzk)§ =4a,

=Yk =let >kx=

TOUWAR 114
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* Or posons f; =Ni—>?ag
V(A)=2KV(Y)=02 K
f 2

=Y (k ~f, +1 ) =0*Y (k ~f F+aX (1)
+20'zzfi (ki _fi)

=*Y (k -1, -V (A)+20* f k
=o' Xk -1 f v ()43 Lk - KT Kk
202x 7

S =0?> (k -f ) -V
_022 i |)2+V(Ab)2V(,%)

TOUWAR 115

e Théoréme 3 :

>y, -9 )

G =it estune estimation sans Biais de ¢?
2

Dém : en injectant? dans la différence, on a :
Spr -9 =l v v v
i=1 i=1

etpuisque Y= Y dou:

n

=3, —\?)ﬁi(ﬁ -?)2 23, 2\ )
i=1 ﬁr i=1 WAR i ﬂT e

Dém : (suite)

i=1 i=1
. (v, -\?)2+i(\?i —?)2—22(\( —Y)(Y —Y)
i=1 T i=1 (Z) i=1 (3)

D’autre part : pour calculer (1), on a:

Yi =0T aX W o
=Y,

Y =a, +aX +W

TOUWAR 17

Dém : (suite)

=YE [W?]+nE[W?]- 2y E[WW]HJZZ

i=1 TOUWAREL

Dém : (suite)

:n02+n%—2i E{W%(v\ug vyﬂmlzé( xf

i=1

25 el T

=0

=no? +02—202+affzn:(xoi )2 :[(n -1)o’ +afi(x0, )h]

i=l TOUNAR i=l

Dém : (suite) Pour ce qui est de (2) :
Sh-vf =37 - -
-+ Jelw)

N E(ZI:(Y —\?)2] :(Z:,(&
{gmf}NMFﬁ)
(S Z‘(’Xo)a el )

i=1 TOUWAI 120

20



D.TOUIJAR

15/03/2016

Dém : (suite) Pour ce qui est de (3) :
A B DR EI RN E)

=AY (% -%X)-AYY(x-%)
i=1 i=1
=30 e -

= & StV -7) e[ [T |

n

=[St vla)rar)or e

i=1 i=1
TOUIAR 121

Dém : (suite)
Pour ce qui est de (1)+(2)-2*(3) :

E(i(vi —Y})Zj =(n-2)0?

i=1
n ~
= E > [\ -V f =02
n-2i3
CQFD
On posedonc:
2_ 1 2 2
Ss = n_@;q ESBde o°

Distributions des estimateurs A,, A et Y
Puisque W, est normale, on a
Yi/X=x; ~ny A(A1 XK 4:0'0 , %)

Par conséquent A, , A €t Y suivent aussi, pour des x
fixées, des lois Normales :

* Remarques :

 1- Les lois des estimateurs vont nous servir
pour la construction des intervalles de
confiance et pour les Tests.

e 2- On démontre que :

Al/"’ M a, ,L) _ 2 2
SN (N=2)8; 287, \2(n-2)
Ay e (8 ,oz[l+ < 2]) 7 7 :
k N 2 (%) est indépendante dg,A , A ¥t
1 Xa
Yi Aa‘///(al XI + ao +03;£N+Z(X0i )2] ) 123 TOUIAR 124

II- Tests sur les coefficients du MRLS

e 1- Test sur la régression

e On veut tester si la régression de Y sur X est
significative ?

e Sous I'hypothése a,=0 le modéle s'écrit :
Y, =a,+W, Li=1...,n

et Y ne dépend plus alors de X.

TOUWAR 125

i)-_Formulation des Hypothéses :

H,o: a,=0
i
H,:a,#0

i)-_Statistigue utilisée et sa loi :

On Propose alors A, estimateur sans biais de o,

TOUWAR 126

21



D.TOUIJAR

15/03/2016

JL o N0, 1) sousH,
/VZXO-Z

e Or g est inconnu, on doit I'estimer;

e Si a, eta,étaient connus, la meilleure
estimation de o2 est :

1 1
sziz :EZ(yi —a,—a; X )2

A 1 A~ A 1
G° “ho2 (v —do -, x ) =EZQ2

» Le n-2vient du nombre de paramétres estimés
» D'ou, la statistique du test sera, sous H,

TAl=i ou s = g = \/?
S W06 F N2y (% )

qui suit une loi de studenta n-2 d.d.l.

e Sous Hy, 7 devient :

* Sinon, En remplagant ag et o, parA, et A, on AT M tn—2
obtient une bonne estimation de o2 : 127 ToURAR SA1 128
iii)- R.D. * Solution :
. . VEH, [Tor @ =0
Si ‘tAl‘ >t ..., onrejette if BRE
H,:a,#%#0

Si ‘tAl‘s t ..., ONNe rejette pasg

Exercice :
Pour I'exemple du PNB,

» Tester si la régression est significative & 5% ?

TOUWAR 129

T =8 A, t(10)

v Estimateur et sa loi A
SAl

v'R.D.

Si ‘tﬂl‘ > 16005 ON rejette H
Si ‘tal‘ <ly.005 ON NE rejette pas |

TOUWAR 130

aNn -2, (xg i
e
0,2074/16/ 752

=2 R P25 4,06 et b 006 2,2

419,638

a

g
S;

eOn a t calculésupérieur au t tabulédonc
on RH, la régression est donc significative

TOUWAR 131

¢ 2- Intervalle de confiance de a;,

e D’aprés ce qui précéde, on a :

I (al) = [é'l —th-2.01254; a, 2002 Sél]

* A.N. [19,638
t10;0,025: 2, 23 é\']_: 0, 2074 Sﬁl = 10 = 0105

752

lc (a1) =[0,2074- 2,28 0,05;0,2074 2,23 O]
=[0,096 ; 0,31

TOUWAR 132
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e Remarque : III- Tests et Tableau d’Analyse de la
a;=001¢ (a;) =[0,096; 0,31} Variance (ANOVA) d’un MRLS
=RH,

e Interprétation: a 95% de confiance,
I'augmentation de la demande moyenne se
situe entre 0,1 et 0,32 pour une augmentation
de 1 du PNB

e Pouragon a:

le (a,) :[ao LT PRl P /25ﬁ0:|

+ 1- Equation fondamentale de I' ANOVA:

¢ La notion de liaison entre Y et X, signifie
g’une variation de x implique celle de Y.
La formule de décomposition de la
variance permet de connaitre la part de
variation de Y expliquée par celle de X :

~

S -Vf =20 v e 3l )

—I_ . N2 — 2 l x? - A \
=[-9,979 ; 4,25%00 sﬁom_UJAsR{n + Sz } 3,194 i % SR &
en effet v PR 7 « La variabilité totale(SCT)est égale a la
2 -v) ‘Z(Y —YitY _Y) variabilité expliguée(SCE) augmentée de la
:Z(Y - )2"2( _V)Z +ZZ(Y -y )(Y _*) variabilité résiduelle(SCR).
.2 i a2 . » Cette décomposition va nous permettre de
ZZ(Y - i) +Z( i _Y) +22¢(Y' _Y) décider de la qualité de I'ajustement du modeéle.
= - “|)2+Z(Ai -?)2+2z¢(\?| -?) « Remarque : si la variance expliquée tend
Ly o, vers la variance totale (SCR faible), la
=S =Y+ (Y V) +2AY e (x, %) qualité de I'ajustement tend a étre
meilleure.
=> (v —\Aﬁ)z’fZ(A. -\7)2+2 A[Zexi -Xy. 13] e Ceci nous donne une idée de tester,
=0 =0 d’une autre fagon, la signification de la
, A =0 régression: un test équivalent au T-test
_Z(Y _YI) +Z(0ﬂJAay) 135 sur a]_ TOUWAR 136
* La variabilité expliguée SCE n’est autre qu’'un . D'QL‘J ~
estimateur de E(SCE/1) et SCR estimateur de : 0f 4= 0 B
E(SCR/n-2);0na: H:a,#0
SCE
E[TJ:E(AfZXmZ):a-2+a122X02 H ) E (SC%): E (SC%_ 2) (rég non sign)

E[%} :E{%J =0’

*De la, on peut affirmer que si la régression est

significative(a, # 0) alorsiE(SCE /1) > E(SCR/n-2)

*Par contre, si la régression n’est pas significative
(a, =0) alors]E(SCE/1) = E(SCR/n-2) |

TOUWAR 137

#
H,: E (SC%)> E (SC%—Z) (rég sign)

¢ La statistique utilisée est SC
e Sa loi sou(s:I Hq? F/SCF
On montre que
SCE/a2 "\ X2(1)
SCR/0? ~&Y¥%2(n-2) 138

23



D.TOUIJAR

15/03/2016

e D’ou sous H,

SCF/
eF= SCR_ 2/\/7(@2°(1n 2)

*« RD. {SIF >gz;(l,n—2) onrejetteHo

SiF <, (1:n-2) onnerejettepasH,

« Remarque :onavu (1n-2)=[t(n-2)]

Tableau de I' ANOVA

ddi| cares Fisher
moyens

Somme
des carrés

Source
de var®

x |sce=X0-Yf| 1 | scen |q.

SCE/
Résidu |SCR=2.€" | n-2 [SCR/(n-2) (SCR/(n-2))

Totale |scT=X.(Y, -Y)| n-1

* En effet : (T )2 ’ *Exercice : on reprend I'exo. Précédent. A l'aide
A §AR %CW n—2 de 'ANOVA, tester si IaT[EgF[ession est significa}atgve
¢ Solution : sous Hg, ¢ Une troisieme fagon de tester la
R F-_ SCE T (1,n-2) régression est de tester le coefficient de
SCE’/_ ’ corrélation théorique p:
e RD n-2

SiF >Fy05(110) onrejetteH,
SiF < Fy05(110) onnerejettepasH,

~2 2
Orp _SCE g G2 X5 4o 0,2074x 752
SCR >e? 1,9638

= 16,47

Gws(1,10)=4,96d'0U F> G o(1,10)donc on RH,

VEH, [Hoi P =0
#
H p %0

e Soit R le coefficient de corrélation simple
entre X et Y estimateur de p; R est
appelé le coefficient de détermination

la régression est donc significative , _SCE SC
Remarque :F =/7/?=(4,06%=16,484 . R = SCT =1- sct
« En effet, coxY) D %Yo v'Oron a vu que :
- Y SC 2 2 2
Oy 0y 2 2 F/ R°SCT _ R R
DRDPNE ~sC ~sC sc;e/ - RZ)/
) n-2 n-2 SCT n-2
(me O| - A2 ZXOI n-2
CYRYYVE TNy v'Et sous H,
_4i> % _SCE F:Tést,fj(l—)me/\» to2(-2)
. Car SCT  SCI v'R.D.
Silr| >r,,,,, OnrejetteH,
SCE= Z(Y Y (Y Y)2

= z (al()%wm )) =a; Z X3 13

Sir|<r,,,., oOnnerejettepasH,
! qy2- n-2 S€ trouve sur la tabb.goefficient de corrélatign
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* AN.

r2=SCE=M=O,622:r = 0,78
SCT 52

* Orr=0,789>rg 5510~ 0,576 on rejette

* Remarques:

® - On peut tester H, en utilisant le rapport
Rv/n-2
T/
table de student a n-2 ddl

e le r-test sur le coefficient de corrélation p est
équivalent au T-test sur la pente(q,) équivalent
au F-test sur les varianees. 145

critique T = , on lit alors t dans la

IV- PREVISION Sur Un MRLS

¢ On sait que\A(i est un estimateur de la
moyenne des (Y;) donc de E(Y):

Y, =Y +g =a,+ax +e Ot=1---n
e A l'instant k=n+1, on a :
Y, =@, +ax, :V"'a'l(xk _)_()

Intenvallé=desconfiance:autoundede E(Y)

TOUWAR 146

* Propriétés de Y, la loi de Y, est normale
car combinaison des Y;

£(7)=£()+ (x, - (@)
= (0’0 +al)_()+(xk _)_()al :E(Yk)
VY )= V(¥)+ (x - x)? V()=

T+ T (x-xf =0 1,eoxf
e Rt

5 S

v on a alors :
T. = _E(Yk)

YAk
ThE
no>(x - Xy

A7 t,,(n-2)

)2
« Or g%est inconnue, on l'estime par ., _ € Y, +5t,,,(n-2) 1, (% - .
TOUWAR 0- - 1 n ZO X?R_ X) 148
n-2
v'sin 5 o Intervalle deconfiy/ur E(Y,)
|V _» 1 (x -%)° .
lc(e(vk»{vk a2 ) g :
b.sup Y = Ao + AIX
(riz,, || Le X
k al2 n Z(Xi _X)z
b.inf
X X

25
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Exercice : on reprend toujours le méme exo.

» Estimer a I'aide d’un intervalle de confiance la
moyenne des Y pour un x = 78.

Solution : on a d’abord Y,,=-2,862+ 0,2074 78 13,3

13,319~ 2,23 1,964 — M
10 752

(E (Y78)) -

10 752

2
13,319+ 2,2 1964{1 M]i

= [11, 287 X 15, 35p TOUWAR 152

o
TOUWAR

© scives  — wodeie It e cont_(Moyemne 95%) It e cont_(Obs. 95%)

153

V- PREVISION Sur Un MRLS

Intenvallé=decprévisiomauiouvdede Y,

Soit x, une valeur non observée de X (exple k=n+1)
alors la prévision naturelle de Y, est

Yo = A+ AX
Or Yk=(Y/X:Xk)/\q /(0’1 Xk +O’0 , 02)
Vu que les 2 V.A. Y,(ne dépend que de &) et Yi

(ne dépend que des vaTIO%HALs précédentes(£1,..l.5h£n)
ona:

k(p)

=

Y

:V(ek):V(Yk(p))+v(\?): [ n+ (%,

= 6(e,)= So\/[“i*z(x(kxi_-xf)z]

IV- PREVISION Sur Un MRLS

Inne:mxaileedecppemslsm automo dede Y,

+ek = € = k(p)

Yiip) ~ ¥ = ta/Z(n - 2))
1 (Xk _i)z
SJ\/(1+H+Z(Xi g M}

k(p

X)

Sy

)

IV- PREVISION Sur Un MRLS

Intervalle=de-prévisionautour dede Y, )

'p(Yk(p))= Yy =Gty 5(n-2) [1+i+z(“x& Xz(;z}

Y, +6t,,5(n-2) {1+ i +Z(§(("X|__X3(2)2J

| (Y,5)=[9.568;17,0f

TOUWAR 156
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IV- PREVISION Sur Un MRLS

Remarque :

Cet intervalle de prévision permet de
détecter les points aberrants( ou
extrémes) afin de les écarter pour refaire
une nouvelle régression sans leurs
influence.

TOUWAR 157

Chapitre 2

Régression Multiple

TOUWAR 158

Introduction:

* Le but premier de ce deuxiéme chapitre est la
modélisation (I'explication) dans un but
prédictif, d'une variable quantitative Y par
plusieurs variables quantitatives X;, X, ..., X, -
Ces derniéeres sont liées linéairement avec Y.
Il s'agit 1a de ce qu’on appelle :
la régression linéaire multiple.

TOUWAR 159

Le modéle

¢ Le modele de régression linéaire multiple
est une généralisation de la régression
simple.

¢ C’est un outil statistique mis en ceuvre
pour I'étude de données
multidimensionnelles.

TOUWAR 160

Le modéle Objectifs

* Estimer les parametres du modéle &,,;a0,,Q,, -, Q

Avec des estimateurs de meilleur qualité.

» Mesurer le pouvoir explicatif global du modéle.

» Faire de la prévision en construisant des intervalles de
prévision.

» Ce dernier point nous permettra de repérer les points
aberrants et de les supprimer.

p

TOUWAR 161

Le modéle (aspect empirique)

» Une variable quantitative Y (V. a expliquer ou
endogéne) est mise en relation avec p variables
quantitatives X;, X,, ..., X, (V. explicatives , exogénes
ou régresseurs).

* On mesure sur n individus ces p+1 variables
représentées par des vecteurs de R" Y, X;, X5, ..., X
(ot n > p+1).

p

» L’écriture du modele linéaire est alors comme suit :

Yi S0 taX 1A%t ta X, twW 1< isn

TOUWAR 162
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L e modeéle Ecriture matricielle

Y1 1 X1 Xy le a, W,y
Yo 1 Xop Xy oo X2p a, W,
= +
Yi 1 X, X, -+ X ||& W
Y 1 X Xpz o an ap w,
—_— —_— —_—
Y (n3) X (n, p+1) a(p+1) W(nJ

Y = Xagp~\W 163

Le modéle Les Hypotheses

On supposera vrai les hypotheses suivantes :

H1- Lin€arité 1y, =g, +ax ,+ax ,++a x, +w 1<i<n
La relation entre y et Xy, . . . Xp est linéaire.

H2: Plein rang : La matrice X’X est inversible; autrement
det(X'X)# 0. On peut I'exprimer par le fait que les X;
sont indépendantes linéairement (pas statistiquement).
Cette hyp. est nécessaire pour I'estimation des parametres.

H3: Exogénéité des variables indépendantes : Les W,
sont des termes d’erreur d’espérance conditionnelle
aux realisations des x; est nulle : E(W; | xy, . . . ,X;) =0.
Les x; ninterviennent pas danssé.peédiction de W ; 164

Le modéle Les Hypotheses (suite)

H4: Homoscédasticité et absence d’autocorrélation:
V(W)) = 0?; ou g” est cste et w; n’est pas corrélé avec
w; pour i £ j: cov(w;,w)=0

H5: Génération des données: Les X; qu'elle soient
aléatoires ou déterministes (facteurs contr6lés) ne
changent en rien les résultats.

H6: Distribution Normale : Les W sont distribués selon la
loi Normale.

TOUWAR 165

I aint normal

I am not linear

T suffer from
heterocedasticity

I don't pass the test

Le modéle. Méthode des
Moindres Carrés

» Comme on a vu dans le chapitre 1, il s'agit , afin
d’estimer a, de minimiser la somme des carrées des
résidus (e;) (voir graphique du chapitre 1) :

TOUWAR 167

L e modele. Méthode des
Moindres Carrés

. Autremept:
F(a)=>e’=¢e
i=1
ZZ(Yi T, T QX T ARX e T d Xy )2

=Y -Xa) (Y- Xa)=Y'Y-2a'X' Y+a' X' Xa

a—F=0 o =2X'Y +2X'Xa =0
oa

ola=(Xx )XY o
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L e modéle. Méthode des
Moindres Carrés

. Ol g) 2 Xis DXia o X%
Xi1 zxizl inlxiz inlxip
XX =|: : o
2 Xip qup i1 D Ip 3
(p+1,p+12)
zyi
X'Y = ZX:ilyi
Z X io yi TOUWAR 169

L e modéle wéthode des Moindres Carrés

« Exemple : (Modéle avec constante)

X =ﬁ :2L] Y =[1j:20bservations{l,l.5) ¢t2,2

{2 el B3

a=(xx)"xY :(o%sj Y = mz(l'j

e :(125]_(13 ) ( éj e

» e=0. : signifie que la droite estimée passe par Ies
deux points (1, 1.5) et (E’Uu% e

L e modéle wéthode des Moindres Carrés

« Exemple : (Modéle sans constante)
X=[;J Y =[1é5]:20bservation§1,l.5) ¢t2,2

XY =55 XX =5=(XX)"=

oo(15)_(1)_( 04
L 2) 22)7 (-0
« Onremarque que Y& #0 car le modéle est sans cste.
i=1

TOUWAR 171

PROPRIETES ET DISTRIBUTION DE
L' ESTIMATEUR

e Théoréme (GAUSS-MARKOV) :

& est BLUEdea
e Remarque :

> @,,a,;0,,--;a, sont des fonctions linéaires des
> La matrice Var-Cov (variance-covariafce @ ,
VLo -1
notéeQ,, s'écrit! Q,=c’(X'X )

ar

TOUWAR 172

¢ Quelques éléments de démonstration :
v Puisque, 4=(X'X)"X'Y et en posant k =(X'X)"X' ;
on obtient I"écriture :
v E(a)=KE(Y)= K
|
)K=k(o? ) K=o kK
X))

VX X](X'X) T =02 (X' X))

Xa)=(X' X)'X' Xa=a
A
v Q. =kV (Y

—()

v 'Rem : on peut utiliser la définition :

Q, E[( &)a- a)}

a=kY combinaison des Y;

PROPRIETES ET DISTRIBUTION DE
L' ESTIMATEUR

e Matrice de Var-Cov de W et son estimateur

B Eww) - B wy
Q. =0=e[ww]- E(V\:éV\{) H W)
E(ww) 5]
EW) o 0
= 0 E(V\éz) 202|n
(.) TOUIAR . E (VVHZ) 174
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PROPRIETES ET DISTRIBUTION DE
L' ESTIMATEUR

e Matrice de Var-Cov de W et son estimateur
e=Y -Y =( Xa+W)-( x@)

=X a+w - X (a+(xx)" x'W)

:[I =X (XX )1X’}W (ot Testsynétrique etidempotenje
—

=Y e’=e'e=W'T W= H & p=0” T(T) ( adéveloppe

— 2 - Z_E(ele) A2 — Zelz
=o’(n-(p+1)) =0 _n—p—lja S pol
SCR

= est donc un estimateur saBiais deg?
n-p -1 TOUNAR

175

PROPRIETES ET DISTRIBUTION DE
L' ESTIMATEUR

e Estimation de la Matrice de Var-Cov de C'i’:

e On a déja vu que :
Q,=0*(X'X )" = Q,=6*(X'x)"

TOUWAR 176

Tableau d’Analyse de la Variance
(ANOVA) d’un MRLM

« Equation fondamentale de I' ANOVA:

- La formule de décomposition de la variance
permet de connaitre la part de variation de Y
expliquée par celle des X; :

Tableau de I' ANOVA

ddi| Cames Fisher
moyens

Somme
des carrés

Source
de var®

x |scex{-¥F| o | scEp e

SCE/ p)/
Résidu[SCR= >.& [n-p-1|SCR/(n-p-1) ESCR,(F,?_p_l»

Totale |scT=X_(% -Y)| n-1

S -Vf =20 -vf e Xl )

SCT =GR SCR=Z Q%n

TOUWAR 178

e Mesure de la Qualité de I'ajustement

¢ |’évaluation globale de la régression est
donnée par/” le coefficient de
détermination, qui exprime la part de variabilité
totale expliquée par le modéle:
g2 = SCE_, _SCR
SC1 SC1

e Remarque:
R2 doit étre utilisé avec précaution.
On ne peut utiliser R2 dans un modéle sans constante.
Si p augmente, R2 augmente aussi, méme s'il y a des
variables qui n‘ont rien a voir avec le phénoméne; pour
ce on dorrige R? ; SC

n-p-1

2 _q__(n-1) _
Rz_l_(n_p_l)LéLUEABZ)_l_ SC%_]_ fw

Tests et Intervalles de Confiance des
Coefficients du Modéle

e Test de Significativité Globale de la

Régression

¢ On vient d’évaluer la qualité d'un ajustement
par le calcul de R2 (ou R est appelé coefficient
de corrélation multiple), mais sur un
échantillon; pour que ga soit sur toute la
population; on doit procéder a une inférence
statistique sur le p2 paramétre théorique:

H,: p>=0
e C'est un F-Test : #
OL'.I.‘ARl P 2 £0 180
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e 1- Test de Significativité Globale de la
Régression

e D’une fagon analogue au MRLS, a statistique du
test est , sous H,

i sc% i R%

e T R ~y F (Pin-p-l)
f-p-1 YR

¢ 1- Test de Significativité Globale de la
Régression

e Le F-Test précédent est équivalent au F-Test
sur le vecteur coefficient a :

H a,=a,= =a, =0
* R.D. si F>F,(p;n-p-1), On Rejette H, 0 ! 2 P
# Ua,
H,:Ojtqg a, 20
TOUWAR 181 TOUWAR 182
2- Test de Significativité individuel des "/C"’"CU| de g; :
coefficients Onavuque
~2
04
Est-ce que la Variable X; joue significativement L,
. G2 B}
dans I'explication de Y ? On effectue alors un Q, = o =42 (X'x )"
T-test
EH. (H,: a, =0 g,
# e’ ,
__2e (x'x )"
H,:a #0 n-p-1
. SuU sion pose ¢ les élément diagonaux fle’xXX)™
- a
. Tﬁ =—L N> t(npl) alors ‘62 = zeiz <d.
I Jd TOULAR 183 T n-p-1 TOUUAR 184

Tests et Intervalles de Confiance des
Coefficients du Modéle

e Test Modeéle réduit VS Modéle Complet

VOIR TD

TOUWAR 185

PREVISION ET INTERVALLE DE
PREVISION

¢ Si on ajoute une observation k =n+1 pour
chacune des variables explicatives, on obtient
une prévision ponctuelle :
Y S0t X T A X 1+ 0 X,

=X,.a ;o0 X, :(1 Xeg xkp)
e Et on montre que :

62 =671+ (XX)" X} |

€

° :?_k:u /\Jt(n-p-l)
Uek Uq( TOUIIAR 186
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e INTERVALLE DE PREVISION de y,

TOUWAR
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