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Chapitre 1

Introduction

1.1 Rappels sur les matrices

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K (K = R
ou C). Soit B = {e1,ea, -+ ,e,} une base de V, un vecteur v € V admet une
représentation unique dans la base B :

n
v=§vﬁ,
i=1
En notation matricielle, le vecteur v s’identifie & un vecteur colonne de K" :
U1
V2
Un
on notera par vT et v* les vecteurs lignes :
T * __ _
v =(vy vy e vy), V= (01 Vg - Tp)-

On définit le produit scalaire dans le cas K = R (resp. le produit hermitien dans
le cas K = C) par :

n
(u,0) =ulv =" uiv;,
i=1

(resp.
n
(u,v) =u*v = E W;v;).
i=1
On dit qu’'une base B = {ej, ea, - , e, } est orthonormée si :
*
€iej = i

ou 0; ; est le symbole de Kronecker: §; ; =1 sii=7j,0;; =0 st 1 # j.



Soient V' et W deux espaces vectoriels sur le méme corps K, munis de bases
{e1,e2, -+ ,en} et {f1, fa, -+, fm} respectivement. On rappelle qu’une applica-
tion linéaire £ de I’espace vectoriel V' dans ’espace vectoriel W est définie d’'une
maniere unique par 'image de la base de V, c’est-a-dire

m
Eej:Zaijfi, 1§j§’n
i=1

Si on note A la matrice m x n ('m lignes et n colonnes) définie par :

ai1 a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

ml  Am2 Amn

on voit que la jéme colonne de la matrice A représente le vecteur Le; et on
vérifie facilement que pour tout v € V' le vecteur Lv de W est représenté par le
vecteur colonne noté Av suivant :

(Av); = ( ieme ligne de A) v, 1<i<m.

On définit la matrice transposée de A, notée AT, (resp. la matrice adjointe de
A, notée A*) :
(AT)ij = (A)ji = aji
J j J

(resp.

(A%)ij = (A)ji = @i)-

Dans toute la suite, sauf mention du contraire, les matrices considérées seront
supposées carrées d’ordre n, c’est-a-dire le nombre de lignes est égal au nombre
de colonnes qui est égal a n.

Une matrice A carrée est par définition dite inversible s’il existe une matrice
notée A~ telle que :

AA™' = AP A = (8;) = I = matrice identité.
On vérifie facilement que si A et B sont deux matrices inversibles, alors :
(BA)" = A'B~Y, (AT)"1 = (A~H)T, (4")~1 = (A1)
Une matrice carrée A = (a;;) est par définition :

symétrique si A est réelle et AT = A,
hermitienne si A* = A,
orthogonale si A est réelle et ATA = AAT =1,
unitaire si A*A = AA* =1,
normale si A*A = AA*,
diagonale si a;; = 0 pour i # j, on note A = diag(as;),
triangulaire supérieure (resp. inférieure) si a;; = 0 pour i > j
(resp. a;; = 0 pour i < j),

e semblable a une matrice B s’il existe une matrice P inversible,
dite matrice de passage, telle que P~ AP = B,



e diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

La trace d’une matrice A = (a;5) carrée d’ordre n est définie par

n
tT’(A) = Z Qg
i=1
et son déterminant est défini par

det(A) = Z €005(1)100(2)2 " * Oo(n)n
o€Gy,

ou G, est I'ensemble de toutes les permutations de I’ensemble {1,2,--- ,n} et
€, désigne la signature de o.

Les valeurs propres A;(A), 1 < ¢ < n, d’une matrice A carrée d’ordre n sont
les n racines de son polynome caractéristique :

Py(z) = det(x — A).
Le spectre de la matrice A est défini par
sp(A) = {A1(A),A2(A), -, A (A)}.
Le rayon spectral d’'une matrice A carrée d’ordre n est défini par

p(A) = max{] Xi(4) |}

On rappelle que pour toute valeur propre A € sp(A), il existe au moins un
vecteur v # 0 tel que Av = Av appelé vecteur propre.

THEOREME 1.1.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, il existe une matrice
unitaire U telle que U*AU soit triangulaire. Si de plus les coefficients de la
matrice A sont réels et ses wvaleurs propres sont réelles, alors, il existe une
matrice orthogonale O telle que OT AO soit triangulaire.

DEMONSTRATION. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur
le corps C et {e,e2, -+ ,e,} une base de E orthonormée au sens du produit
hermitien :

eiej =10ij, 1<i,j<n
Soit A = (a;j) une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes, on peut

toujours ’associer & une application linéaire A : F — F relativement & la base
{e1, €2, ,e,} par 'image de la base :

A(ej) = Zaijei, 1 S] S n

i=1

et si A\ est une valeur propre de la matrice A, alors, il existe un vecteur non nul
v € E tel que :
A(v) = M



En utilisant I’application linéaire 4, la premieére partie du théoréme consiste a
prouver 'existence d’une nouvelle base orthonormée (au sens du produit hermi-

tien) {f17f27"' afn} telle que :
VIi<j<mn, Afje<fifo-,f;>

ou, < f1, fa,--+, [j > représente le sous-espace de E engendré par les vecteurs
fi,fa,--+, f;j sur le corps C. Ce qui prouve l'existence d’une matrice T  tri-
angulaire supérieure associée a lapplication linéaire A relativement a la base
{f1, f2;+ , fn}. D’autre part, la nouvelle base {f1, fo, - , fn} est orthonormée
au sens du produit hermitien, ce qui prouve que la matrice de passage, qu’on
note U, est unitaire (U*U =1 )etona:T =U*AU.

Montrons par récurrence 'existence d’une base orthonormée { f1, fa,-- - , fn}
telle que :

Vi<j<mn, Afje<fi,fo-- . f;>

Pour n = 1 le résultat est évident. Supposons qu’il est vrai jusqu’a l’odre m. Soit
A est une application linéaire de E — FE avec E espace vectoriel de dimension
n =m+ 1 sur le corps C. Soit A € C une valeur propre de la matrice associée a
I’application linéaire A et v; € F un vecteur propre associé a A, donc :

A’Ul = )\'Ul
Quitte a diviser par vivi, on peut supposer que vivy = 1. Soit va,vs,: -, Un,
n — 1 vecteurs de E tels que {v1,va, -+ ,v,} soit une base orthonormée de E.
Donc
Avi = g
n
Ave = Y0 g ovg
n
Avn = Zk:l Ak nUk
Soit B I'application linéaire de I'espace vectoriel F' =< vg,vs, -+ ,v, >, sur le

corps C, dans lui méme définie par :

n
V2<j<n, By = Zak,jvk
k=2

d’aprés 'hypothese de récurrence, il existe une base orthonormée { fa, f3,- -« , fn}
de F telle que :
: fi = Xiiaigvi
V2<j<n, y =2
=)= {ij € <f2af37"'afj>
On pose f1 = vy. Il est clair que {fi, fa, -+, fn} est une base orthonormée et
on a :
Afi = A

Afj = a7 Av

= Yoo v + Bug)

= (Cilavigona)fi+ Bf;

€ < fi,fo, o fi>
ce qui termine la démonstration par récurrence. La méme démotranstion reste
valable si on remplace le corps C par le corps R et on suppose que les valeurs
propres de A sont réelles; dans ce cas tous les coefficients seront dans R ce qui
démontre la deuxieme partie du théoreme.



COROLLAIRE 1.1.1 1) Toute matrice normale est diagonalisable et admet
une base orthonormée (pour le produit hermitien) de vecteurs propres. En par-
ticulier, les matrices unitaires, orthogonales, hermitiennes et symétriques sont
diagonalisables.

2) Les valeurs propres d’une matrice hermitienne ou symétrique sont réelles.

3) Toute matrice symétrique admet une base réelle orthonormée de vecteurs
propres, c’est-a-dire il existe une matrice orthogonale O telle que OT AO soit
diagonale.

DEMONSTRATION.

1/ D’apres le théoréeme il existe une matrice U unitaire telle que :
U*AU =T = (t;;) = une matrice triangulaire. Si on note par p1, p2, - ,Pn,
les colonnes de U, alors, pj, p5,--- ,p;, sont les lignes de U*. Par conséquent, U
est une matrice unitaire ( U*U = I ) est équivalent &

Vi = 1,’17,, Vj = 1,’17,, (pi)*(pj) = (51‘]‘

On va démontrer que T est une matrice diagonale lorsque la matrice A est
normale. Montrons d’abord que T est normale :

T* = (U*AU)* = U*A*(U*)* = U*A*U
T*T = U*A*UU* AU = U*A*AU = U*AA*U = TT*

ce qui prouve que T est normale. Pour démontrer que T est diagonale, on va
comparer les coefficients de T*T et TT* d’indice 11 :

(T*T)n = Zatm = |t11]?

i=1

n
(TT")1 = Zﬁitli = |t11]? + [t12]® + - + |t
i=1
ce qui donne : tj3 = t13 = --- = t1, = 0. On refait la méme chose avec les
coefficients d’indice 22 pour démontrer que les coefficients de la deuxieme ligne
de T en dehors de la diagonale sont nuls, puis avec les coefficients d’indice 33,
etc .

2/ On a:
U*AU = D = diag(M, Aoy 3 An)

comme A est hermitienne, alors :

D :dmg()\ih)\i% ) n)
= (U*AU)* = U* A*
=U*AU =D
= diag(/\l, )\2, ce 7>\n)

c.q.f.d.
3/ On utilise la deuxi¢me partie du théoreme [L.1.1}

Exercice d’application :



a) Montrer que si une matrice carrée A est triangulaire et normale, alors,
elle est diagonale.
b) Montrer les relations
(i) det(matrice triangulaire) = a11a22 - - * Ann,
(ii) sp(matrice triangulaire) = {a;;, i = 1,n},
(i) tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(AB) = tr(BA), tr(4) =
Z?:l Ai(A),
(iv) det(AT) = det(A) = A\ (A)A2(A) -+ N\, (A), det(AB) = det(BA),
(v) sp(A”) = sp(A), sp(AB) = sp(BA),
(vi) k € N, sp(AF) = {(Mi(A)*, i = 1,n}, (utiliser le théoreme
1.1.1J).

Réponse :

a) Voir la démonstration du corollaire

b)(i) Supposons que A = (a;;) est une matrice triangulaire supérieure, c’est &
dire : a;; = 0 pour i > j, (méme raisonnement dans le cas triangulaire inférieure,
en utilisant (iv)). Soit o une permutation. Si le produit U5 (1)100(2)2 ** " o (n)n
est non nul, alors, nécéssairement (i) < 4 pour tout i = 1,n . D’ou :

o(1)<1 =0 1
o2)#o(1)=1; 0(2) <2 =0(2) =2

on)#o()=4,1<i<n-—1; on)<n .:>a(n):n

donc, toutes les permutations donnent un produit nul, sauf peut-étre I’identité.
Ce qui donne :
det(A) = 411022 Ann

(ii) Si A est une matrice triangulaire, alors, A — xI est aussi triangulaire et
les coefficients de la diagonale sont : a;; — 2 , i = 1,n . D’apres (i), le polynéme
caractéristique de A est égal a :

Py(z) = (a11 — x)(ag2 — ) -+ - (Ann — T)

c.q.f.d.
(111)(1V)(V) A= (ai]’), B = (bij)a AB = (Cij)7 BA = (dij)7 par définition du

produit de deux matrices, on a :

n n
cij =Y ainbrj, dij =Y bira;
k=1 k=1

d’ou N
tr(A+B) =, (ay+ by)
=D ke @i + gy bis
=tr(A)+tr(B)

tr(AB) =31 ci
= Z?:l 22:1 ik
= 22:1 Z:‘Lﬂ briair
=2 ko1 ik
=tr(BA)



D’apres le théoreme toute matrice est semblable a une matrice triangu-
laire T. D’apres (ii), les valeurs propres d’une matrice triangulaire T' sont les
coefficients de la diagonale de T'. Montrons que deux matrices semblables ont les
mémes valeurs propres : soit A € sp(P~*AP), par définition, il existe v # 0 tel
que P~1APv = \v, d’olt APv = APv et comme P est inversible, alors Pv # 0,
par suite Pv est un vecteur propre de A associé & A, ce qui montre que A € sp(A4).
De la méme manieére, on montre que les valeurs propres de A sont des valeurs
propres de P~ AP. Donc, la matrice A et la matrice triangulaire associée & A
par le théoreme [I.1.1] ont le méme polynome caractéristique puisqu’elles ont les
mémes valeurs propres. D’autre part, un calcul simple nous montre que :

Pp(x) =det(B — xI) = (=1)"[z" — tr(B)a" ' + - + (=1)"det(B)]
ce qui montre que tr(A) = tr(T) et det(A) = det(T) , soit encore :

r(A) =0, (4
det(A) =111, Ai(A)

Montrons que : det(A) = det(AT) . 1l suffit de remarquer que si une matrice
B est semblable & une matrice C' , alors, BT est semblable 3 CT . Donc, AT
est semblable & T7 qui est une matrice triangulaire inférieure ( ses valeurs
propres sont sur sa diagonale, méme raisonnement que le cas d’une matrice
triangulaire supérieure). Or, la diagonale de T est la méme que la diagonale
de T7T , donc, T et TT ont les mémes valeurs propres. Par conséquent, AT
et A ont les mémes valeurs propres. Ce qui prouve que : det(A) = det(AT) et
sp(A) = sp(AT). Montrons que : sp(AB) = sp(BA) (ce qui prouve en particulier
que det(AB) = det(BA) ). Il suffit de prouver que sp(AB) C sp(BA) et par
symétrie on a lautre inclusion. Soit A € sp(AB), alors il existe v # 0 tel que
ABv = M\v:
1. Si Bv # 0, alors, BA(Bv) = ABv (on applique B de deux c6tés) d’ott Bv
est un vecteur propre de BA associé a la valeur propre A , ce qui montre
que A € sp(BA).

2. Si Bv = 0, alors nécéssairement A = 0. D’autre part, si A est inversible, il
existe w # 0 tel que Aw = v, sinon, il existe w # 0 tel que Aw = 0. Dans
les deux cas BAw = 0, ce qui montre que w est un vecteur propre de BA
associé & la valeur propre A = 0, d’oit A =0 € sp(BA).

(vi) On vérifie facilement que si B est semblable & C' alors B* est semblable &
C*, k € N. D’ot1, A¥ est semblable & T% (T est la matrice triangulaire donnée
par le théoreme . Un calcul simple nous montre que T%, k € N, est aussi
triangulaire supérieure et les coefficients de sa diagonale sont les t£, i = 1,n.

REMARQUE 1.1.1 D’apres le corollaire si A est une matrice hermi-
tienne, il existe une matrice unitaire P = U* = U~! telle que :

A = P* diag(\;) P

d’ou, pour toutv €V :

v*Av = v* P* diag(\;) Pv = (Pv)* diag(\;) (Pv) = ZMW?
i=1



avec U; la iéme composante du vecteur Pv, d’ot :

n n

)\mawHPUHg = /\mam Z |’D’L|2 > v* Av > AmanPvH% = )\mzn Z ‘6i|2

i=1 i=1

avec Amaz la plus grande valeur propre de A et A\pin la plus petite valeur propre
de A. D’autre part, la matrice P est unitaire ce qui donne ||Pvl|a = ||v]|2, d’ot :

n n
)\mam”UH% = )\mam Z |'U'£|2 > v* Av > >\manv||§ = )\min Z |vi‘2
i=1 i=1
ce qui prouve en particulier que :

Amaz = max uAu; A\pip = min u*Au
lJull2=1 lJull2=1

Le mazximum est atteint pour un vecteur propre de A associ€ a \pae de norme 2
égale a 1 et le minimum est atteint pour un vecteur propre de A associé G Amin
de norme 2 égale a 1.

DEFINITION et REMARQUE
On dit qu’une matrice hermitienne est définie positive (resp. positive) si :

v*Av > 0,Vv € V — {0}, (resp.v*Av > 0,Yv € V) ;
d’apres ce qui précede, on a
v AV > \pinv®v, pour tout v € V

d’olt, une matrice hermitienne est définie positive (resp. positive) si et seulement
si Amin > 0 (resp.Amin >0 ).

1.2 Normes et suites de matrices

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On rappelle les trois normes
vectorielles suivantes :
A

loll: = Q lwi )2
i

10 {loo

vl

max | v; |
l

DEFINITION 1.2.1 Une norme matricielle, notée comme la norme vecto-
rielle par || . ||, est par définition une norme vectorielle :

()| A|I>0et] Al=0<— A=0,
(i) || YA [|=] v [l A || pour tout scalaire ~,
(i) | A+ B <[ Al + [ B,

de plus elle vérifie :

(w) [ AB [[<|[ Al B I



Etant donné une norme vectorielle || . ||, on lui associe une norme matricielle,
appelée norme matricielle subordonnée, de la maniére suivante :

| Az |

270 |z ||

A=

(noter que les normes & droite sont vectorielles).

Exercice d’application : Vérifier que
(1) la norme subordonnée est bien une norme matricielle,

Ax
(i) | A [=m ”” ||” ma | Au|
Reponse:

1. (a)

[Al =0 <= sup,o [ =0
<:>Vx,||AmH—0 <:>A—0
Az A
(b) [[MA]| = SUPg£0 L M=l ol = = SUPg=0 A lHHxHxH Al Snge;éo \ =l A]

(c) A et B deux matrices de méme ordre :

Ve # 0, lAEB)]  _ ||Azt Br| < lAz|+|Bz|
’ Izl HAHIQ\:” |Ba| = [Ed]
x x
< el 185l < A+ B|
IR |(A+B
dol 1 || A+ Bl| = supyo LAERZL < 4] + || B

(&3]

(d) De la définition de [|A]| = sup,_ H”AwHH, on déduit que : [|[Az| <

|All|z|| pour tout z. Soient A et B deux matrices de méme ordre,

on a:
[ABz|| _ [[A(B=z)| _ [AlllB=l _ [lALlIBIl=|
Yz #0, = < < = [|A[l|| Bl
] ] ] ]
ce qui prouve que : [|[AB| < ||A]l||B]|-
> [EE]
| A] = SUPg0 H;ﬂ = SUPg£o ||A( |)||
A
< 8Up)jy=1 [[Aul| = supy, =1 H”ulf”
< sUp,» ‘HUH 1Al
Les normes matricielles subordonnées aux normes || . ||1,] - ||2 et || - |loo

sont données par le théoreme suivant :
THEOREME 1.2.1 (1) | A |i=max | a; |1, (a;j : jéme colonne de A),
J

()] A 2= v/ p(A*4),
3) | Alleo= max |l a; |1, (@, :ieme ligne de A),

DEMONSTRATION.
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(1) weR™, ||uli=1, alors :

ST akjuy |

k=1,n j=1,n

I Aw |1

< DY lanuy |
k=1,nj=1n

< D (> Tans D) gl
j=1l,n k=1,n

<

mjax(z lak; ) Z | uj |

k=1n j=1ln

ce qui prouve que
| A< max] ay [

D’autre part, soit jg tel que :
max || a; [|1=[| ajo 1

on pose
vj, =1, wv; =0, Vj#jo
on obtient que || v |[1= 1 et || Av |i= max; || a; [1<]| A |1, d’ou Pautre
inégalité.
(2)
[Alle = max | Au [l

llullz=1

= max Vu*A*Au

flufl2=1

= Vp(A*A)

car la matrice A*A est hermitienne positive (voir remarque |1.1.1]).
(3) u e R", || ul||o=1, alors :

| Au oo = max| > anjuy |
j=1ln
< max Z | ag ju; |
k Jj=1ln
< Jlufleo max( o lars D)

j=1ln

ce qui prouve que
| A oo max | Il

D’autre part, soit kg tel que :
max || a [1=] ag, |1
on pose

) [ signe(ary,;) , siak,; #0,
VJ, vy = .
0 , sinon

on obtient que || v |oo= 1 €t || Av |loo= maxy || a}, [1<|| A |loo, d’ol Pautre
inégalité.
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On vérifie sans peine que la norme matricielle subordonnée a la norme
2 d’une matrice normale est égale & son rayon spectral (Indication : utiliser le
corollaire [[.1.1] et le fait que la norme 2 est invariante par transformation uni-
taire). Une question s’impose, le rayon spectral définit-il une norme matricielle ?
La réponse est donnée par I’exemple suivant :

01
A =
on a que A est une matrice non nulle et son rayon spectral est nul.

Le théoreme suivant compare le rayon spectral et une norme matricielle
quelconque,

THEOREME 1.2.2 (1) Soit A une matrice quelconque et || . || une norme
matricielle quelconque. Alors

p(A) <[l A].

(2) Etant donné une matrice A et € > 0, il existe au moins une norme matri-
cielle subordonnée telle que

[ Al< p(A) +e.

DEMONSTRATION.
(1) Soit A une valeur propre de A telle que p(A4) =| A |. Soit v # 0 un
vecteur propre de A associé a \. Soit B la matrice carrée d’ordre n définie par :

Bx = (v'z)v, YxeC"
Ona:
[ AB <[ Al B, et [ B#0

D’autre part
ABz = A(v*z)v = (v*x) v, Ve eC"

par conséquent AB = AB, d’ou || AB ||=| A ||| B ||. Comme || B ||# 0, alors

p(A) = A<[ A
(2) D’apres le théoréme il existe une matrice unitaire U telle que :
T=U"'AU

est une matrice triangulaire supérieure :

t11 tin
T = 0
0 0 ton

avec sp(A) = {t11,t22, 53, - +tan }. Soit 6 > 0, on pose :

Ps = diag{1,6,6%,--- ,6" '}

12



On vérifie facilement que

lim PyTPs = diag{ti1,ta2,++ ,tan}

d’ou
Jim || Py'UTYAUPy ||o=|| diag{ti1,ta2, -+ ,tan} [2= p(A)

Soit € > 0, on choisit § > 0 tel que :
| Py U AUPs [2< p(A) + €

et on définit ’application de I’espace des matrices carrées d’ordre n dans R*
B || Bl=| Py U BUP; |2

on vérifie facilement que || . || est une norme matricielle subordonnée & la norme
vectorielle suivante :
vl vll=l PiUT M

La notion de convergence d’une suite de matrices n’est autre que la notion
classique de convergence dans les espaces vectoriels normés.

THEOREME 1.2.3 Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(1) lim B* =0,
k—o0
(2) kllrgo BFvy =0, pour tout vecteur v,

(3) p(B) <1,
(4) || B ||< 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée.

DEMONSTRATION.

(1) = (2) évidente.

(2) = (3) Soit A une valeur propre de B telle que p(B) =| A |. Soit v # 0
un vecteur propre de B associé & A. On a :

BFy = Mo

d’ou
I B*v ||= (p(B))* || v |
ce qui prouve que limy_, o p(B)¥ =0 car || v [|# 0, d’oti, p(B) < 1.
(3) = (4) on applique (2) du théoreme|1.2.2) avec € = PPT(B).
(4) = (1) évidente en utilisant la propriété de la norme matricielle
suivante :

I B |I<[l B ||*

THEOREME 1.2.4 Soit B une matrice carrée, et || . | une norme matricielle
quelconque. Alors
Jim || BY [V = p(B).

13



DEMONSTRATION.
En utilisant le théoréeme|[1.1.1] on vérifie facilement que :

sp(B¥) = {\¥; X\ € sp(B)}
d’ou
p(B*) = (p(B))"
d’apres le théoreme [1.2.2] on a :
p(B*) <|| B* ||
d’ou
p(B) <|| B* ||'/*

Soit € > 0, d’aprés (2) du théoreme il existe une norme matricielle || . ||
telle que :
| B [le< p(B) +¢

D’autre part, toutes les normes sont équivalentes car I’espace vectoriel des ma-
trices est un espace vectoriel de dimension finie et la norme matricielle et en
particulier une norme vectorielle, donc :

e, >0 5 [Al<e | Al v A
Par conséquent :

p(B) <|| B [|VF< M| BR R < /M (p(B) + ¢)
Par passage a la limite sur k puis sur €, on obtient ce qu’il faut.

Une importante norme matricielle non subordonnée a une norme vecto-
rielle est la norme de Frobenius définie pour toute matrice A € M, (R) par :

FAl= Q0 lay Y2

i=1 j=1
on vérifie que
| A ||%= trace(A*A)

ce qui prouve que la norme de Frobenius est invariante par transformation uni-
taire. La norme de Frobenius est essentiellement la norme Euclidienne appliquée
a un vecteur de mn composantes. Il est facile de voir que la norme de l'identité
I est toujours égale a 1 pour une norme subordonnée. D’autre part, il est clair
que || I ||p= v/n. D’ol, pour n > 2, la norme de Frobenius ne peut pas étre
subordonnée & une norme vectorielle.

1.3 Meéthode de Gauss pour la résolution des
systemes linéaires

L’idée de base derriere les méthodes de résolution de Ax = b est la
transformation de ce probléme en un probleme facile a résoudre. Considérons
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I'exemple d’un systéeme en trois dimensions :

1 + 22 4+ 23 = 3
2331 + 3332 + 3 = 2 ,
3561 — XT9 — I3 = 6
ce qui corresponds a
1 1 2 3
A=23 1 |, b=|2
3 -1 -1 6

L’inconnu z; peut-étre éliminer de la deuxiéeme équation et de la troisieme
équation en retranchant de la deuxieme équation deux fois la premiere équation
et de la troisieme équation trois fois la premieére équation, on obtient alors, le
systeme suivant

T + X2 + 2x3 = 3
xZo — 33’)3 = —4.
— 4332 - 7333 = -3

(11 est clair que ces transformations ne changent pas la solution.)

L’inconnu x5 peut-étre éliminer de la troisieme équation du systéeme en
ajoutant a la derniere équation quatre fois la deuxieme équation, on obtient, le
systeme triangulaire suivant :

r1 + ®2 + 23 = 3
o — 3.133 = —4 .
- 19:63 = —-19

La solution de notre systéme de départ peut-étre déterminée directement
a partir des équations du dernier systéeme. Dans la derniere équation il y a
seulement z3, et on a x3 = 1. En remplacant x3 par sa valeur dans la deuxieme
équation, on obtient
o = —1.

Enfin, en remplagant x3 et xo dans la premiere équation, on obtient
Ir1 = 2

soit

On a donc transformé notre systéme en un systeéme qui a la méme solution
et qui est facile a résoudre, c’est le systéeme triangulaire.

1.3.1 Systéme linéaire triangulaire. Méthode de remontée.

Supposons que nous voulons résoudre

Ux =0,
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ou U est une matrice triangulaire supérieure n x n inversible. On a alors, n
équations sous la forme :

UPTL  + URT2 A+ -+ UT, = by
UaTo + -+ UpTp = b
UpnTn = bn

( La matrice U est inversible si et seulement si les éléments de la diagonale sont

non nuls.)
La n®™¢ équation dépend uniquement de ’inconnu x,,, on a
bn
Upn Ty = by, soit T, = —.
nn

La (n — 1)¢™¢ équation
Up—1,n—1Tn—1 + Un—1,nTn = bn—1
dépend uniquement de x,, et x,_1, or, x,, est connu, d’ou
1
Tp—1 = 7(bn—1 - Un—l,nzn)~
Up—1,n—1

Pour k£ > 0, x; est déterminé de la méme maniere que les inconnus

TnyTn—1,""" , Tk+1
par
1
Tp = (bl — Uk k41T k1 — Uk kot 2Tht2 — = — Uk, nTn)-
kk
Pour tout £ = 1,--- ,n, le calcul de x; nécessite une division, n — k

additions et n — k multiplications. D’otli, le nombre nécessaire d’opérations
élémentaires pour résoudre par la méthode de remontée un systeme triangu-
laire est :

N

n divisions
(n—1) 4 (n—2)+---+2+1="0"0 & 2 aqditions

2

(n_1)+(n_2)+...+2+1:%%%multiplications

Q

Dans le cas d'un systeme linéaire triangulaire inférieure
Lx =b,

on utilise les mémes techniques de la méthode de remontée, au lieu de commencer
par I'inconnu x,, et on monte & x1, on commence par x; puis on descend a x,,.
On appelle cette procédure la méthode de descente.

Exercice d’application

Montrer en utilisant la méthode de remontée que I'inverse d’une matrice
triangulaire T' = (¢;;) inversible est une matrice triangulaire de méme nature.
De plus, les éléments de la diagonale de la matrice inverse sont les inverses des
éléments de la diagonale de la matrice T. (Indication : la jieéme colonne de la
matrice 7! est égale & la solution du systéme triangulaire Tz = e; avec €; est
le jieme vecteur de la base canonique.)
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1.3.2 La méthode d’élimination de Gauss

La résolution d’un systeéme linéaire triangulaire est facile. Exactement
comme le travail a la main de l’exemple, on va transformer le systeme linéaire
Ax = b en un systéme linéaire triangulaire ayant la méme solution.

Soit A une matrice carrée d’ordre n

ailr Gi2 ot Gln ay

/
a1 @G22 -+ A2n 45

A= = .
/

anl an2 tee Ann a

ol a;; € R pour 1 < i,j < n et a) représente la i“™¢ ligne de la matrice A,
1 <7< n.

La premiere étape de la résolution de Ax = b consiste a éliminer x; de
toutes les équations sauf la premiere. Dans le cas ou a;; # 0, on applique la
technique de 'exemple, c’est a dire :

la ligne ay est remplacée par a3 — $*-a

la ligne af est remplacée par aly — 3*a

/
1
/
app 1

. ’ . ! Gn1
la ligne a,, est remplacée par a; — *-ay

de méme pour le vecteur b :

la composante by est remplacée par by — %b

la composante bs est remplacée par bs — %bl

la composante b, est remplacée par b, — Z’T‘llbl

L’élément aq1 s’appelle le pivot. Si a;; = 0, on cherche un coefficient
non nul a;1, ¢ = 2,--- ,n, (un tel coefficient existe, sinon la matrice est non
inversible) et on permute la ligne ¢ avec la premiere ligne pour que le nouveau
pivot qui est le coefficient & la position 1,1 soit non nul.

A Détape k, la matrice A% a la forme suivante :

a1 aiz -0 Al vt Qln ay ,

0 ag? e aéi) aéi) ag2)

A : . . : _ o
.

0o --- 0 aflkk) oo a® aglk:)/

L’étape k de la résolution consiste a éliminer I'inconnu xj, de toutes les équations
sauf les k-premieres. De la méme maniére que la premiere étape, si le pivot
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a,(jc) # 0, on fait les transformations suivantes :

- (k) ! ; (k) " i (k)
la ligne a;’;, est remplacée par a;’;, — ai’? a,

. ON . (k) ' apiam o’
la ligne a;, est remplacée par a;’/, — OO

A

(k) /
s (k)! (k)
est remplacée par ay,’ — (k)ak

(k)

la ligne ay,

de méme pour le vecteur b(¥)

l b(k) lacé b(k) agclilk b k)
a composante by, est remplacée par by, N
103,
la composante b,€+2 est remplacée par bk]sz a"f,f)"b k)
la composante b&’“) est remplacée par b&’“) — (L,f) b(k)
Si le coefficient a,(jc) = 0, on cherche un coefficient aE,}:) #0,i=k+1,---,n, (un

tel coefficient existe sinon la matrice est non inversible) et on permute la ligne
1 avec la ligne k£ pour que le nouveau pivot qui est le coefficient & la position kk
soit non nul.

Au bout de n — 1 étapes, on obtient un systéme triangulaire.

1.4 Calcul de ’inverse d’une matrice

Dans la pratique, on évite le calcul de 'inverse A~ d’une matrice inver-
sible A. Dans le cas particulier ou on a vraiment besoin de I’expression de la
matrice A~!, on utilise I’algorithme de Gauss Jordan. Le principe de la méthode
de Gauss-Jordan est le méme que celui de la méthode de Gauss. On initialise
une matrice B a l'identité, cette matrice va jouer le réle du second membre de
la méthode de Gauss.

La premiere étape de la méthode de Gauss-Jordan est la méme que celle
de la méthode de Gauss, de plus, on applique les mémes transformations a la
matrice B. Supposons que le résultat de la (k — 1)-éme étape est :

(k) (k) (k)

a1 T S O P
k k
U
A o : o _ | U b
kR | Do
A Ay o
: : by ol
akl o alh)

On cherche un pivot non nul (par exemple par la stratégie du pivot partiel) :

(k)|.

W/ lay) |= sup |aly
k<i<n

Ay,
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Si k # I, on échange la ligne k avec la ligne I dans les deux matrices A*) et
B®)_ On notera encore par A*) la matrice obtenue apreés permutation de la
matrice A(¥). Puis, on fait I’élimination dans les deux matrices A*) et B(*) de
la maniere suivante :

(la ligne i) est remplacée par
{(la ligne i) — ;= (la ligne de pivot)}
x; = le coefficient & la position (i, k) de la matrice A%)

avec i allant de 1 & k — 1 et de K+ 1 a n. Au bout de n étapes, on obtient :

n) _ (n) n
A = diag(ay,) B™
Pour finir, on divise les lignes de k = 1,--- ,n, par a,(;,?, on obtient alors : a

gauche la matrice identité et & droite la matrice A~".

1.5 Conditionnement d’un systeme linéaire

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible et b un vecteur de R". On
considere le systeme linéaire

Au = b,

de solution exacte et unique v = A~ 'b.

Dans un premier cas, supposons que le second membre du systeme Au = b
est perturbé en b+ 0b et A restant inchangée. Soit u 4+ du la solution exacte du
systeme perturbé

A(u + du) = b+ 6b.

Comme Au = b, la relation précédente implique que Adu = db, d’ou
Su = A"15b.
Utilisant une norme subordonnée, nous obtenons une majoration de || du || :
I du <[l A=l ab |l -

La relation précédente montre que la norme de la perturbation de la solution
exacte du systeme Au = b due & une perturbation du second membre b est
au plus égale & || A~ || multipliée par || db ||. D’autre part, la relation Au = b
implique que

lo <Al

Combinons les deux inégalités précédentes, nous obtenons l'inégalité importante
suivante :

[ 0w ||

(Kl

_ | 6b |
<[ A AT T
o]l
Par conséquent, le rapport d’amplification des erreurs relatives est au plus égal
all AlllLA= .

EXEMPLE
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Soit A la matrice

10 7 8 7
7T 5 6 5

A= 8§ 6 10 9 ’
7 5 9 10

elle est symétrique, son déterminant vaut 1 et sa matrice inverse

25 —41 10 —6
—41 68 —-17 10
10 —-17 5 -3
—6 10 -3 2

AT =

On considere le systeme linéaire

32 1
23 . 1

Au = Y E de solution E
31 1

et on considere le systeme perturbé, ou le second membre est 1égerement modifié,
la matrice A restant inchangée :

32.1 9.2
A(u+ du) = ;g? , de solution _ii)ﬁ
30.9 —-1.1

ce qui donne un rapport d’amplification des erreurs relatives de 'ordre de 2000
(avec || . ||1). Théoriquement, on obtient avec la méme norme un maximum pour
le rapport d’amplification égale a

| A1) A7% |li= 136 x 33 = 4488,

Maintenant, nous perturbons la matrice A et nous laissons b fixe. Soit
u 4+ Awu la solution exacte du systéme perturbé :

(A+ AA)(u+ Au) = b.

On suppose que AA est assez petit pour que la matrice perturbée reste inver-
sible. De la méme manieére que le premier cas on montre l'inégalité suivante :

™ Y
—— <Al A .
Tu aay <A ITTA 1 Ty

La quantité || A ||| A=! || apparait & nouveau pour controler 'amplifica-
tion des erreurs relatives.

EXEMPLE
Considérons le méme systeme que l'exemple précédent ou, cette fois on
perturbe la matrice A

0 7 8,1 7,2 ~81

7,08 5,04 6 5 B . 137
8 598 9,89 9 (u+ Au) = b, de solution Y
6,99 4,99 9 9,98 99
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Nous définissons le nombre conditionnement de la matrice inversible A

par :
cond(A) =] A ||| A7

Pour n’importe quelle norme matricielle subordonnée, la norme de la
matrice identité I est égale & un. D’autre part, I = AA~! et | AA~! ||<]]
Al A= ||, ce qui montre que cond(A) > 1. On dit qu'un systéme est bien
conditionné si le conditionnement de sa matrice est de 'ordre de 1 et il est mal
conditionné si le conditionnement de sa matrice est tres grand par rapport a 1.

1.6 Exercices : chapitre 1

Exercice 1
1. Soit A € M, (R). Montrer que si rang(A) =1 alors il existe u, v € R™ tels que
A=uT.
2. On considere la matrice élémentaire

E:In—auvT

(a) Montrer que E est inversible si et seulement si o u”v # 1.

(b) On suppose que a u”v # 1, montrer que
E'=1,-Buw” ou ﬁ:7a .

auTv—1

(c) Déterminer les valeurs propres de E.

(d) En déduire que si M € M, (R) est inversible et v € R", alors

det(M 4 uu™) = (1 4+ u" M ~'u) det M.

Exercice 2
Dans M, (R), on consideére la matrice tridiagonale suivante :

a b 0 -+ --- 0
N 0
A(a,b) = , a,beR
. .- .v .~ .- O
0 ... ... ... b
0 -+ -+ 0 b a
Jusqu’a la troisieme question, on supposera que a = 0 et b = 1.
1. Vérifier que : uf = (sin(%),sin(%),~- ,sin(%)),k =1,---,n sont des

vecteurs propres de A(0,1). Déduire le sp(A(0,1)).
2. En déduire le spectre de A(a,b) et des vecteurs propres associés.
Exercice 3

Etant donné une norme vectorielle ||.||, la norme matricielle subordonnée as-
sociée est définie par :

A
4] = sup 1441
Sl

(Les normes a droite sont vectorielles).
Vérifier que
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L [JA]l = supy, <1 [|Au]| = supy, =y [[Aull
2. || Al = inf{k > 0;[| Aul| < kljul], Vu}
Exercice 4
Soit A = (as5) € My, (R). Montrer les propriétés suivantes
1. La norme ||.||2 est invariante par transformation unitaire.
2. Si A est une matrice normale alors ||All2 = p(A).
Exercice 5

On munit R™ de la norme euclidienne notée ||.||2. On munit M, (R) de la norme
induite (notée aussi ||.||2 ) et le conditionnement associé est noté conda(A).
Soit A une matrice inversible de M, (R).

1. Montrer que si A est normale alors
max; |Ai (A)]
do(A) = —————~+
conds(A4) = A
ol les nombres A;(A) désignent les valeurs propres de A.

2. Montrer que condz(A) = 1 si et seulement si A = aQ, a € R* et Q est une
matrice orthogonale.

Exercice 6
Soit A € M, (R) la matrice définie par :

1 2
1 2
A= )
1 2
1
1. Soit = (x1---2,)T € R™ la solution du systéme linéaire Az = b ol b =

(by -+ bn)T est un vecteur donné de R™.

(a) Montrer que zj, = 31 (=2) by, k=1,...,n.

a)

(b) En déduire A™! et un vecteur v # 0 tel que [|A™ oo = %.

(c) Calculer condes (A) et condi(A).

a)
)

2. Soit (e1,- - ,en) la base canonique de R™.

(

Calculer ||A™ e, ||2. En déduire un minorant de ||A™!2.
(b

Calculer ||Aez||2. En déduire que conda(A) > 2.
Exercice 7

Résoudre, par la méthode de Gauss, le systéme linéaire AX = b avec :

2 1 0 4 2

-4 =2 3 -7 -9
A= 4 1 -2 8 b= 2

0 -3 -12 -1 2

Exercice 8 (Algorithme de la méthode de Gauss)
1. Ecrire un algorithme d’échange de deux vecteurs de R"™.

2. Ecrire un algorithme de résolution de Az = b dans le cas ou la matrice A est
triangulaire.
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3. Ecrire 'algorithme de la méthode de Gauss pour la résolution de Az = b (sans
stratégie de pivot) ; puis avec pivot partiel.

Exercice 9 (Méthode de Gauss-Jordan)
Appliquer la méthode de Gauss-Jordan pour calculer I'inverse de la matrice

10 1 4 0

1 10 5 -1
A= 4 5 10 7
o -1 7 9

1.7 Corrigé des exercices : chapitre 1

Réponse 1
1. Sirang(A) =1, alors, il existe u € R™, u # 0, tel que :

Vz € R", Ja, € R/Az = azu

en particulier :
Vie {1, -+ ,n}, Iv; € R/Ae; = viu
ou (€;)i=1,» est la base canonique de R™. D’ou, si on écrit z = Z?:o Tiei, on

obtient :
Ax = Z:L:O a:iAei
= (Liovizi)u
= (wTz)u
= (wT)z

ce qui prouve que A = uv?.

2. On remarque que pour z € R" :
Ez=0=z—a(® 2)u=0=z€<u>
d’ott : KerE C< u >= le sous-espace de R" engendré par u. On supposera que
u#0etwvz#0,sinon £ =1I,.
(a) FE inveresible <= kerE = {0} <= Fu # 0 (car kerE C< u >)
= FBu=(1-a@ u))u#0 <= 1-a®w u) #0.
(b)
Vr e R", EE 'z = E(x— B0 z)u)
= Ex — B(vTz)Eu

=z —a(Tz)u— B0 ) (u — a(vTu)u)
=z —a@Tz)u— (vT2)3(1 — a(vTu))u
=2z —a( z)u+ alvTz)u

=Z

(c) Soit V =< v >=le sous-espace R" orthogonal au sous-espace engendré
par v. On a :
VeeV,Ex =

ce qui prouve que 1 est une valeur propre de multiplicité au moins n —1 =
dimV. Si a(vTu) # 0, alors, la niéme valeur propre est égale & A\, =
1—a@fu) #1, car Bu= (1 — a(vu))u. Si a(vTu) = 0, alors :

Ex =Mz =z — o 2)u = Iz = (1 — M)z = a(w z)u
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donc A, = 1 ou z est colinéaire & u. Comme Eu = u, alors \,, = 1. Dans
les deux cas A, = 1 — a(v’u). D'ott :

sp(E) = {1,1 - a(v"u)}

(d) On éerit M + wu” = M(I, — (-1)(M'u)u”) = ME, avec a = —1 et
v = M~ 1u. On utilise les propriétés du déterminant :

det(ME) = det(M) det(E),
det(E) =XM1 X A2 X -+ X Ap

ou \; , i = 1,n, sont les valeurs propres de E. On obtient ce qu’il faut.

Réponse 2
1. Pour tout k =1,--- ,n, il faut vérifier que
. ., 2km ., nkm 1
uk—(SID( 1) ( +1)7"'751n(n+1))
est un vecteur propre de A(0, 1). Donc, pour tout 5 = 1,--- ,n, il faut calculer :
Tj41 +Tj-1
avec x; = sin( ﬂjr”l)

En utilisant la relation trigonométrique :

- b
sin(a) + sin(b) = 2cos(a ) in(a; )
on obtient pour tout j=1,--- ,n:
Tjt1 +Tj—1 = SiH(M) + sin( (j_}r)lkﬂ)
1)km : j—1)km
= sm(iutr) )+ s.m( (JnJr)l )
=2 cos(nkf1 ) sin(Z5T)

=2 COS(n+1 )z;
d’otl, uy est un vecteur propre associé & la valeur propre A\, = 2 cos( 2% -
2. Ona A(a,b) = al, +bA(0,1). Sib =0, A(a,0) = al, ce qui donne sp(A(a,0)) =
{a}. Supposons que b # 0, alors :
* X € sp(A(a, b)) = Fv # 0/A(a,b)v = dv
= A(0,1)v = 23¢ (A(0,1))
* X € sp(A(0,1)) = v #0/A(0,1)v = v
= A(a,b)v = al,v + bA(0,1)v = (a + b)\)v = a+ b\ € sp(A(a,b))

D’oty, sp(A(a,b)) = {a+ 2bcos(n+1) k=1,---,n}.
Réponse 3 Pour tout = , on a :||Az|| < ||A||||z||, d’ou :
1.

Al = sup,o H”A H‘ = SUPgzx0 HA(“%H)H
< SUP |y =1 [|Aul| < SUP|jy| <1 (| Aw]
< supj <1 [|All|lull = [ Al

2.

inf{k > 0/vz, | Az| < K[|} < [[A]
Soit k €]0, +oo] tel que pour tout z, on a : ||Az|| < k|/z|| alors :

l4z] _
I

Vx # 0,

ce qui donne que : |A]| < k. Donc :
[All < inf{k > 0/Vz,||Az| < k[lz|}
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Réponse 4

1. Soient U et V deux matrices unitaires (U*U = UU* = V'V = VV* = I,,),
alors :

[U*AV]l2 = /p((U*AV)* (U~ AV)
=/p(V*A*UU*AV)
=V p(V*(A*A)V)
p(A*A) = [|A]2
car V*(A"A)V et (A A) sont semblables et par conséquent elles ont les mémes
valeurs propres.

2. Si A est une matrice normale, alors A est diagonalisable : D = diag(\;) = U*AU
avec U une matrice unitaire. D’ott D*D = diag(|\:|?) = U* A* AU, ce qui prouve

que :
Az = +/p(A*A) = /p(U* A~ AU)
= \/maXi |Ai]2 = \/(maxi [\i])2
= max; |Ai| = p(A)
Réponse 5

1. Si A est une matrice normale, alors A est diagonalisable :
D = diag(\;) = U AU et ||All2 = max |\

D’ou

1 g1
D —dzag(/\i)

(U'=U*et (U)' =U car U'U = UU* = I), ce qui prouve :

=utATN U =utATU

1 1

-1 _ -1

car A™! est aussi normale (pour le prouver, on utilise :
(A*A)71 — A*l(A*)fl — A*l(Afl)*).
2. On a: || Az = +/p(A*A) = \/p(AA*) (car sp(AB) = sp(BA)). D'ott :

condy(A) = [|All2[|A" "]l

= /p(A*A)p((A1)*A~T)
= V(& A)p((A)TAT)
= V/p(A*A)p(A~1(A)~T)
— V(A Ayp((AA)T)
or p(B) = max; |\;(B)| et p(B™') = max; |A\;(B™1)| = max; IAi(lB)\ = o |1>\i(B)|7

d’ou :
max; |A; (A*A)|
1=condz(A) = | —/———=+
2(4) min; [ A (A*A)]|
ce qui donne max; |A\; (A* A)|=min; |A\; (A" A)|, or, la matrice A* A est hermitienne
définie positive ( z*A* Az = (Az)*(Az) = ||Az||3 > 0, pour z # 0), donc ses
valeurs propres sont strictement positives, ce qui donne :

A(A"A) = (A" A) = = A, (A*A) =7 >0

Par conséquent : A*A = U*(rI,)U = rl,, d’ou : (%A)*(%A) = I,. Ce qui
prouve que %A = @ est une matrice unitaire. Comme A est réelle, alors, @Q est

réelle, d’ou, @) est orthogonale.

Réponse 6
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1. (a) La k-eéme équation du systeme Ax =b, k=1,--- ,n — 1, s’écrit :
Ti + 22K+1 = bi

et T, = bn. Pa_r récurrence lorsque k décroit de n a 1. Pour k = n :
Tn =30 (—2)'bn+i = by. Supposons que :

n—k—1

T = (=2)brrrrs
i=0
alors : e 1 )
T =br —2Tp41 =br+ D, _2)Z+1bk+i+1
= bk + Z £ (=2 b
= Jj= O( ) bk"r]
(b) Si on note par Al = (Bij), alors, la l-iéme colonne (B1; Bar - - - ﬁnz)T de

A1 est égale & A71e;, donc c’est la solution du systéme : Az = e;. D’ou,
en remplacant le vecteur b par le vecteur e; dans la question précédente,
on obtient :

n—k I—k
i -2 k<l
CCkZﬁklZE (—2)5k+i={(() ) k;l
i=0
Ce qui prouve que :

A" oo = maxg Y7, |Bri| = maxy Z7=+11217k
_ _on
=, 21)1113@(;c 27k = %2 1272
|

On prend v = (—=1,1,—=1,--- ,(=1)"), on a ||v]jcc = 1 et :

IA™ 0lloe = maxy | 357 (—1)° B
= maxy | 27, (—1)7(=2)" 7|
= max; 27| 37, (—1)7(-2)|
=32 12J—2”*1—||A Hloo

(¢) condoo(A) = ||Alloc| A" oo = 3(2" — 1) car ||Aflo =1+ 2 = 3.

condi(A) = |AlLA™"
= A" loo (A1) [l oo
= Ao S 1 (-2
73(21 12_l)maxk:1,n2k
_3(2 l_g T 1)2"

=3(2" -1)

Y

2 (8) A enlls = |50, Bunerllom/S BT, = /S T F— /ST A
on—1
(b) ||Aez||2 = ||2e1 + e2]|2 = V5> 2. Dol :
conds(A) = | Al A1z > [[Aesllall A enlz > 2271 = 2n.

Réponse 7 Utiliser I'exemple interactif du chapitre 1.

Réponse 8
1. La procédure d’échange de deux vecteurs : u = (ujugug - --un)T et v =

(v1vavs - - ‘vn)T
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Début de la procédure echang(u,v)
Pour i allant de 1 & n faire

T = U4

U; = V4

Vi =T
Fin faire i

Fin procédure
2. La procédure de remontée pour résoudre un systeme linéaire triangulaire :
A= (aij) et b= (bl)

Début de la procédure remonte(A,b,x)

Tn = bn
Pour k allant de n-1 a 1 faire
Tr = by

Pour i allant de k+1 a n faire
T = Tk — Qg X T4
Fin faire i
Fin faire k
Fin procédure
3. a) Le programme de la méthode de Gauss sans stratégie de pivot ( dans ce
cas
on suppose qu’a chaque étape k de la méthode d’élimination de Gauss
le coefficient & la position (k,k) est non nul ) :
Début du programme Gaussl
Pour i allant de 1 a n faire
lire bl
Pour j allant de 1 & n faire
lire a;;
Fin faire j
Fin faire i
Pour k allant de 1 a n-1 faire
appel procédure : elimin(A,b k)
Fin faire k
Appel procédure : remonte(A,b,x)
Pour i allant de 1 a n faire
affiche z;
Fin faire i
Début de la procédure remonte(A,b,x)
Tn = bn
Pour k allant de n-1 a 1 faire
T = bk
Pour i allant de k+1 a n faire
T = Tk — Qi X T4
Fin faire i
Fin fair e k
Fin procédure
Début de la procédure elimin(A,b.k)
pivot = agg
Pour i allant de k+1 a n faire
Pour j allant de k+1 a n faire

e — e X K
A5 = A5 Aik pivol
Fin faire j
Fin faire 1

Fin procédure
Fin programme Gaussl
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b) Le programme de la méthode de Gauss avec pivot est le méme que le pro-
gramme Gaussl, sauf que juste avant de faire appel a la procédure d’élimination de
Gauss : elimin(A,b,k), on fait appel & la procédure : pivot(A,b,k) qui recherche le pivot
de ’étape k et permute la ligne de pivot avec la ligne k et il faut ajouter la procédure
pivot(A,b,k) au programme.

Début de la procédure pivot(A,b,k)
pivot = |akk|
l=k
Pour i allant de k+1 a n faire
Si |aik| > pivot alors
pivot = |a|
l=1
Fin si
Fin faire i
Si pivot = 0 alors
affiche : A non inversible
quitter le programme
Fin si
Sil # k alors
Pour j allant de k+1 an

T = Akj
ak; = Alj
ay; =T

Fin faire j

T = by

b = by

bl =X

Fin si
Fin procédure

Réponse 9 Utiliser ’exemple interactif du chapitre 1.
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Chapitre 2

Méthodes itératives pour la
résolution d’un systeme
linéaire

Les méthodes d’élimination ou de factorisation sont utilisées surtout lorsque
Pordre de la matrice est petit ( matrice 100 x 100 par exemple ) ou lorsque la
matrice est pleine ( i.e. peu de coefficients nuls).

Dans la pratique, beaucoup de probléemes nécessitent la résolution d’un
systéme Ax = b d’ordre assez important, avec, A une matrice creuse (i.e. beau-
coup de coefficients nuls). Des systemes de ce type sont donnés par exemple par
I’application de la méthode des différences finies ou la méthode des éléments
finis.

Pour ce genre de probléemes, on utilise les méthodes itératives. Etant donné
un vecteur initial arbitraire z°, on construit une suite de vecteurs

qui converge vers la solution = du systeme linéaire Az = b.

2.1 Construction d’une méthode itérative
On considere le systeme linéaire
Az =b (1.1)

avec A une matrice carrée d’ordre n inversible et b un vecteur de R™. Pour toute
matrice M carrée d’ordre n inversible, le systéme (1.1) est équivalent &

Mx—(M—-Az=b (1.2)
ou encore, en posant N =M — A, B=M"'"Netc=M"1b

x = Bz +c. (1.3)
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Ce qui nous permet de définir la méthode itérative :

0 n . oy .
{ x’ € R™, wecteur initial (1.4)

2kt = Bak + ¢

Soit  la solution de (1.1), si on note e¥ = x*

on obtient

— x le kiéme vecteur erreur,

¥ =2 —x=(Bax* ' 4¢) - (Bx+c) =Bk 1)
B k—1 k0 (15)
= Be = B¥%e
On dit que la méthode itérative (1.4) converge si la suite de vecteurs (e¥)
converge vers zéro indépendamment du vecteur initial 2°, ce qui est équivalent,
d’apres le théoreme 2.3 du chapitre précédent, a l'une des deux propositions
équivalentes :
(1) p(B) <1
(2) || B ||< 1 pour au moins une norme matricielle.

REMARQUE 2.1.1 Pour chaque choix de la matrice inversible M, on ob-
tient une méthode itérative. Le meilleur choiz de M doit satisfaire les conditions
suivantes :

(a) la matrice M est facile a inverser,
(b) p(B) = p(M~1N) est le plus petit possible.

Dans la condition (a), on n’a pas besoin de I'inverse de M, il suffit que le calcul
de z**1 en fonction de z¥, en utilisant (1.2) :

Ma** = Na* + b,
soit facile. La condition (b) est une conséquence du comportement asymptotique
de lerreur € ; en effet,

1/k 1/k

limy oo [maxeozo [| € || /] e® []] 77 = limp o [maxco | B*e® || /|| € |l]

— limy_. || B* [[/5= p(B)

la méthode est donc d’autant plus rapide que p(B) est plus petit (voir théoréme
1.6 du chapitre précédent).

On considere la décomposition suivante :

ai; a2 -+ Qin
a a
A _ 21 2n _ D . E o F,
anl ... ... ann
D = diag(ai1, a2, ,ann)
0
a1 0
EF=—- . )
an1 An n—1 0
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0 a2 - a,

An—1,n

0

On suppose dans toute la suite que D est inversible et on pose
L=D'E, U=D'F,
(1) la méthode de Jacobi
M=D N=E+F, J=M'!'N=L+U

le calcul de **! & partir de 2 se fait directement par le systeme

k41 _ k k k

a11Ty T = —Q12Ty  —Q13T3 —QinT, b
k+1 _ k k k

A22%y " = —Q21T] —Q2375 —Q2nT, +ba
k+1 _ k k k

ann-rn+ = —Qap1Ty —ap2Ty et _ann—lxn_l +bn

On remarque que la méthode de Jacobi nécessite n mémoires pour le vecteur
z* et n mémoires pour le vecteur zFt!. La matrice J s’appelle la matrice de
Jacobi.

(2) la méthode de Gauss-Seidel
M=D-E, N=F, H=M'N=(I-L)"'U

le calcul de **1! & partir de 2 se fait directement par le systéme

k+1 _ k k k

allxl = —a12T9 7@131‘3 e 7(1177,1’” +b1
k41 _ k41 k k

22T = —a217] —a23T3 s —a2nT, +by
E+1 _ k+1 k+1 k+1

UnnTy T = —am @y —apoxsy C = lppe1Ty +bn

k+1
i

k41, k+1 k+1
i+l Ty, 2Ty -

la méthode de Gauss-Seidel nécessite seulement n mémoires, la composante x
prend la place de mf qui ne sera pas utilisée pour le calcul de x

(3) la méthode de relaxation
M o= P2_p n2lZ¥pip
w#0, w w
Hw) = M7IN=(I-wL)™ 1 -w)I+wl],

le calcul de **1 & partir de 2 se fait directement par le systeme
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k+1 k k k k

a112q = Q1177 7(4}{ a1y +a12:c2 —+ .. +a1n:cn — bl}
E+1 k k+1 k k

a4 = agpry —w{ ag] +agors +--- +agpxy — b}
k+1 k k+1 k41 k

Attt = appzl —w{ apif + e +ann-12,7 Fapnt, — by}

la méthode de relaxation nécessite seulement n mémoires. Le parametre w s’ap-
pelle le parametre de relaxation et pour w = 1 on retrouve la méthode de
Gauss-Seidel.

Exemple :

1 1

21|, b=1[0
1 1 0

La matrice de Jacobi J et la matrice de Gauss-Seidel H sont données par :

-1

0 -1 -1 9 -t
1

1
J=g| -to 1) H=
2 -2 0 -1

Le systeme qui donne la suite de la méthode de Jacobi est donné par :

k+1
21‘]1:1 =—zk -2k +1
+1 .k k
2?1 = —z] — 73
+ — ok k
T3 =af — x5

Le systeme qui donne la suite de la méthode de Gauss-Seidel est donné par :

21‘]1”'1 =—ak -2k +1
23;12”'1 = —J;’f“ - xlgf

EF1 k41 k+1
T3 =7 — X4

Pour les deux méthodes, on démarre de z° = (0 0 0). A chaque itération &k de
la méthode de Jacobi, le vecteur z = (z1 x2 x3)T joue le role de z* et le vecteur
y = (y1 y2 y3)T joue le role de z¥1. Par exemple, si on veut calculer 2? :
k=0:2=(000)T ety est donné par :

y1 =(—z2—2z3+1)/2 =1/2
Y2 = (7131 — l‘g)/Z = O
Ys =T1— T2 =0

k=1:2=(1/200)7T et y est donné par :

Y1 Z(—$2—$3+1)/2 :1/2
Y2 Z(—Jfl—l‘g)/Z :—1/4
Yys =T1 — T2 :1/2

k=2:2=(1/2 —1/41/2)T et y est donné par :

y = (—xo—x3+1)/2 =(1/4-1/24+1)/2=3/8
ya = (-1 —23)/2 =(=1/2-1/2)/2 = ~1/2
Ys =x1— T2 =1/2+1/4=3/4
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Ce qui donne :
3/8
2= —1/2
3/4

A chaque itération k de la méthode de Gauss-Seidel, le vecteur = (1 2o x3)7
joue le role de z* et au méme temps le role de 2*T1. Par exemple, si on veut
calculer z2 :
k=0:2=(000)" et z est donné par :

X :(7Z275C3+1)/2 :1/2
©y = (—ai —w3)/2  =(-1/2-0)/2=—1/4
T3 =T1 — T2 :1/2+1/4=3/4

k=1:2=(1/2 —1/43/4)T et z est donné par :
r1 = (—za—z3+1)/2 =(1/4-3/441)/2=1/4
= (

T :(7$17I3)/2 71/273/4)/2:*5/8
r3 —=T1 — T2 1/4+5/8:7/8

Ce qui donne :

1/4

2= —5/8
7/8
On remarque que les itérations de la méthode de Jacobi nécessitent 6 va-

riables : le vecteur x et le vecteur y, donc 6 mémoires et les itérations de la
méthode de Gauss-Seidel nécessitent seulement 3 variables : le vecteur x, donc
3 mémoires.

2.2 Convergence

Dans le cas d’un systeme Ax = b, avec A une matrice hermitienne définie po-
sitive, le théoreme suivant donne une condition suffisante pour qu’'une méthode
itérative associée a une décomposition A = M — N converge.

THEOREME 2.2.1 Soit A une matrice hermitienne définie positive, décomposée
sous la forme
A=M— N, M : matrice inversible.

Pour que la méthode itérative associée a cette décomposition converge, c’est a
dire
p(M™'N) <1
il suffit que la matrice hermitienne M™* 4+ N soit définie positive.
DEMONSTRATION : Vérifions d’abord que M* + N est hermitienne :
M*+N=A"+N"+N=A+N+N"=M+ N".
Soit A € sp(M~LN) et soit v # 0 tel que

M™'Nv =)
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On pose
u=M'Av=(T—-M'Nyv=v- v

soit encore

Av=v—u
on a alors :
[A2v Ay = (v—u)*A(v —u)
= v'Av —v*Au — v Av + u*Au
= v*Av — (Av)*u — u*Av + u* Au
v*Av — (Mu)*u — u*Mu + u* Au
= vAv—u"(M*+ M — A
= v*Av—u*(M* + N)u
d’o

(1— | A P)v*Av = u*(M* + N)u
comme v # 0, u # 0 et A, M* 4+ N sont définies positives, on déduit que
| A< 1.

COROLLAIRE 2.2.1 Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors
la méthode de relaxation converge pour 0 < w < 2. En particulier, la méthode
de Gauss-Seidel est convergente lorsque A est hermitienne définie positive.

DEMONSTRATION : La matrice A est hermitienne définie positive, d’ou,
les coefficients de la matrice diagonale D sont strictement positifs et £* = F.
D’autre part

D 1
M==_-BE N=-—YDyF
w w
d'ol ,
M*+N=="""p

donc, pour 0 < w < 2, la matrice hermitienne M* 4+ N est définie positive.
THEOREME ( Kahan (1958) ) Le rayon spectral de la matrice de relazation
H(w)= (I —wL) ™ HwU + (1 —w)I}
vérifie pour tout w # 0 :
p(H(w)) =|w—1].

Ce qui montre, en particulier, que la méthode de relaxation ne converge pas pour
w ¢]0,2[.
DEMONSTRATION : On a

[Tt = dt17) = (B

or

IH/\i(H(w))I < p(H(W))"

d’ou
p(HW) 2w —1].
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DEFINITION 2.2.1 Soit A une matrice carrée et J = L+ U la matrice de
Jacobi associée & A. On pose J(a) = aL +a~tU. On dit que la matrice A est
correctement ordonnée si sp(J(a)) est indépendant de «. Autrement dit

sp(J(a)) = sp(J), Va #0.

THEOREME ( Young (1950) ) Soit A une matrice correctement ordonnée
et w # 0, alors
(a) p € sp(J) = —p € sp(J)
(b) 1 € sp(J) et
A +w—1)2 = ?p?, (2.1)

alors A € sp(H(w)).
() 0# X € sp(H(w))) et u vérifie (2.1), alors p € sp(J).

DEMONSTRATION :
(a) J(=1) = —L—U = —J, dou

sp(J) = sp(J(=1)) = sp(=J).
(b)-(c) Soit A € C*, on a :

det(A\l — H(w)) = det{(I —wL)(A\ — H(w))}
= det{A+w—-1)] - wL—-wU}

soient o, 0 € C tels que

2=\ et B=ajw

alors,
A -1
et — H(w)) = adet{ YT =Y 1 514 g10)).
o
D’autre part, p est une solution de (2.1) si et seulement si
A -1
pogAre-1
o

Donc

{ A€ sp(H(w)) PN { det{ul — (£BL+ (£B)71U)} =0
= :l:()\erfl) = :l:()\+w71)

[e% «

J(£8)) = sp(J
. { ueipz(:( (Aﬁ{z;l)gp( )

COROLLAIRE 2.2.2 Soit A une matrice correctement ordonnée, alors

En particulier, si A est correctement ordonnée la méthode de Gauss-Seidel
converge si et seulement si la méthode de Jacobi converge, et si les deux méthodes
convergent et p(J) # 0, alors :

0<p(H)<p(J) <1
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DEMONSTRATION : Pour w = 1, Péquation (2.1) devient :
)\2 — )\UQ

et d’apres les propriétés b) et ¢) du théoréme de Young, on a :

(a) p€sp(J) = A=0¢€sp(H) et A\=p? € sp(H)

(b) A € sp(H) = +pu € sp(J) avec u? = \

par conséquent, p(J) = 0 si et seulement si p(H) = 0 et si p(J) # 0 alors
p(H) = (p(J))2.

2.3 Détermination théorique du parametre de
relaxation optimal

Soit A = D — E — F une matrice correctement ordonnée, avec D inversible.
Nous supposons que la méthode de Jacobi est convergente. D’apres le corollaire
précédent la méthode de relaxation converge pour w = 1, et par continuité, il
y a convergence sur un intervalle contenant 1. Le probleme que nous voulons
résoudre est de déterminer le parametre de relaxation optimal wy tel que :

p(H (wp)) = min p(H (w)).

THEOREME 2.3.1 Soit A une matrice correctement ordonnée, si toutes les
valeurs propres de J sont réelles et 0 < p(J) < 1, alors, la méthode de relazation
converge st seulement st 0 < w < 2; de plus, on a :

(1)wb—2—1+< AC) >
1+ /1 p(J)? 1+/1-p(J)?
(2) p(H(wy)) = w1

(3) p(H(W)) > p(H(wr)), Yoo £ wp.

DEMONSTRATION : On peut limiter 'étude & w €]0, 2[ (voir théoréme de
Kahan). D’apres le théoréeme de Young, les valeurs propres non nulles de J sont
des paires £, avec :

0< pi <p(J)

et & chaque p € sp(J) correspond une paire de valeurs propres de H(w)

{)‘m(wv :u)a )‘JVI(W’ /1')}

solutions de (2.1) (on suppose que | Ay (w, 1) |<| Aar(w, i) |), et & chaque valeur
propre non nulle A € H(w) correspond une valeur propre 0 < pu € sp(J) telle
que
A= An(w, ) ou A= Apy(w,p).
D’ou
p(H(w)) = max | Ay (w,p) |
nesp(J)

D’apres 1’équation (2.1)

(w - 1)2 = Am(wv M))‘M(wﬁjf) §| )\M(W>M) |2
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d’ou
| Anr(w, 1) [>|w =1

et on a :
| A (w, 1) [=] A (w, ) [=] w = 1]

dans le cas d’une racine double ou dans le cas de deux racines complexes
conjuguées. D’apres (2.1), si A € sp(H (w)) est réelle, alors, nécessairement A > 0
et on a, pour w # 0 :

Atw-1_ Luv\ (3.1)
w

On définit A\t 1
w—
go(A) = ———, w#0
w
et

mu(A) =pvVA, 0<p<p(J) <1

Le graphe de g,, est la droite qui passe par (1,1) et de pente % Géométriquement,
les solutions réelles de (2.1) sont données par l'intersection des deux courbes as-
sociées & g, et my, :

1 (1,1) ]
T
9 (A
A (W, )
A 1
)\M(Waﬂ)
Gw(N)
fig. 1.5

Pour w > @, les racines de (2.1) sont complexes conjuguées (car la droite
d’équation g, (A\) ne coupe pas les courbes +my(\)). Il est clair, d’apres le
graphe ci-dessus, que pour w # 0 et tout Vu € sp(J) :

<| Am(w, p(J)) |< 1, siApy(w,p) €R
=lw-1|<1, sinon

| Anr(wr 1) |:{
| A (w, p(J)) [>|w =1
d’ou
Vi€ sp(J), | Amr(w, p) [S] Anm(w, p(J)) [< 1

soit encore
p(H(w)) =| Anr(w, p(J)) [< 1,
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ce qui prouve que H(w) converge pour 0 < w < 2. Encore d’apres le graphe
ci-dessus, on a :

p(H(w)) = { o o) I @ o) |, Vo <

D’autre part @ est la valeur de w €]0, 2] pour laquelle I’équation
(A w = 1) = A2(p(J)? = A2 4+ {2(w — 1) — w2(p(J))2}A + (w — 1)2 = 0

a une racine double, c’est a dire :

(2w =1) =?*(p(J))*}* 4w -1)* =0
d’on

Wwi(p(J)? —dw+4=0
Cette équation admet une racine > 2 et une autre égale a :
o 2= VA- ()

- (ng))2
1+ /1= (p(J))?

p(J) i
b <1+ 1p(J)2>

et on a
p(H(@)) =] Au (@, p(])) [=| & =1 ]=w -1
D’ou
winp((w) = min |p((&): mines - 1]
= w—1=p(H(@)
Par conséquent
wp =w

vérifie ce qu'il faut pour le théoreme.

2.4 Exercices : chapitre 2

Exercice 1

1. Calculer dans chacun des cas suivants le rayon spectral de la matrice de la
méthode de Jacobi et le rayon spectral de la matrice de la méthode de Gauss-
Seidel pour la résolution du systeme Az = b

1 2 =2 2 -1 1
A= 1 1 1 et A= 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Que peut-on déduire ?
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2. Montrer que si la matrice A est & diagonale dominante stricte :

Vli<i< n, \a”| > Z \aij|
J#i
alors la méthode itérative de Jacobi pour la résolution de Ax = b est convergente
(on pourra montrer que ||J]|s < 1).

3. Etudier la convergence de la méthode de relaxation (pour la résolution du
systéme Az = b) lorsque

1 0 0
A= 1 1 1
0 0 1

Exercice 2

Soit A = (a;;) une matrice d’ordre n telle que a;; # 0 pour tout ¢ = 1,...,n. On
rappelle que la matrice de Jacobi J = L + U et la matrice de Gauss-Seidel H =
(I-L)y 'UavecA=D—-FE—F,L=D"'EetU=D"'F. On dit que la matrice A
est correctement ordonnée si :

Va #0,sp(J(a)) = sp(J)

avec J(a) = aL +a~'U.

1. Calculer la matrice J = (ci;) et la matrice PoJP5 " = (di;) en fonction des coeffi-
cients de A avec P, = diag(l,a,?,...,a"1).

2. Déduire qu’une matrice tridiagonale est correctement ordonnée.

3. En utilisant un théoréeme du cours, montrer que si A est tridiagonale alors :

sp(H) = {0} U {p®/p € sp(J)}

Exercice 3
Le but de 'exercice est d’étudier le probleme

{ —u” (I) = f(:c),ac G]O,l[,
u(0) u(l) =0

Soit h = ﬁ avec N € N*. Le probléme discrétisé correspondant est : étant donné le
vecteur F = (fi)1<i<n trouver U = (u;)1<i<n tel que
—%(uwl —2uitui—1)=fi, 1<i<N,
(1
up = un4+1 =0
1. Montrer que le systeme (1) est équivalent & la résolution de

AU =F

ol on explicitera la matrice A = (aij)1<i j<nN-

2. Calculer les valeurs propres des matrices de Jacobi et Gauss-Seidel pour la
résolution de AU = F en fonction de celles de A (On pourra utiliser un exercice
du chapitre précédent).

3. Comparer ces deux méthodes.

4. Donner le parametre optimal de relaxation pour la matrice L.
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Exercice 4
Partie I :
Dans cette partie, on se propose de prouver quelques propriétés utiles pour la partie
II. Soient K et M deux matrices carrées d’ordre n. On suppose que K et M sont
symétriques et (I + K) inversible, I étant la matrice identité d’ordre n.

1. Montrer que p(K) = || K]|2.

2. On rappelle que p(L) < ||L|| pour toute matrice L et toute norme matricielle
[|.]]. En utilisant 1), montrer que :

p(KM) < p(K)p(M).

3. Montrer que
(a) Xesp(K)=>A#—1et H%\ €sp(K(I+K)™),
(b) Besp(K(I+K) ™) =3#1et % € sp(K).
4. Montrer que : p(K(I + K)™") <1< 11+ K est définie positive.

Partie II :
Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique. Cette partie est consacrée a I’étude
d’une méthode itérative de résolution du systeme linéaire Ax = b. On introduit la
décomposition

A=D+H+V
ou D =cl,c>0et ou H et V sont deux matrices symétriques telles que les deux
matrices D+ H et D+V soient inversibles. On considere la méthode itérative suivante :

(D+ H)z®2) =  —va® 4p o)
2.1
(D+V)z*+D) = _ggtta) 4

(k+1)

1. Exprimer x en fonction de z*). En déduire

lim 2% =z & p(D+V) 'H(D+ H) V) <1

k—oo

2. On pose B=D"'H,C=D"1V.
(a) Montrer que p((D + V) 'H(D + H)"'V) = p(B(I+ B)"'C(I+C)™)
(b) Montrer que les matrices B(I + B)™" et C(I + C)™* sont des matrices
symétriques. (On pourra utiliser, aprés justification, que B(I + B)™! =
I—(I+B)™).
(¢) En déduire que p((D+V) *H(D+H)™'V) < p(B(I+B) Hp(C(I+C)™h)

3. Montrer que la méthode itérative (2.1) converge des que 3D + H et 1D+ V
sont définies positives.

2.5 Corrigé des exercices : chapitre 2

Réponse 1
1 2 =2
LayA=| 11 1
2 2 1
0o -2 2
Jacobi: M=D=1I N=FE+F = -1 0 -1 et
-2 -2 0
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0o -2 2
J=MIN=| -1 0 -1

-2 -2 0

det(A\ — J) = X3 = sp(J) = {0} = p(J) =0
1 00 0 -2 2
Gauss-Seidel : M =D — FE = 11 0 |,N=|1 0 0 -1 et
2 2 1 0 0 0
0 -2 2
H=M'N=|0 2 -3
0 0 1

sp(H) = {0,2,1} = p(H) = 2.
Conclusion : la méthode de Jacobi converge et la méthode de Gauss-Seidel diverge.

2 -1 1
b)A = 2 2 2
-1 -1
Jacobi : M = D—ZI
1 0 1 -1
N=E+F= —2 o et J=M'N=21| -2 0 -2
1 1 0
det(\ — J)—)\3+5)\:>spJ = V5 = p(J) =5
2 0
Gauss-Seidel : M =D — FE = 2 2 0
-1 -1 2
01 -1 0 05 —05
N=]100 -2 |eeH=MN=| 0 —-05 —-05
0 0 O 0 0 —05

sp(H) ={0,£0.5} = p(H) = 0.5.
Conclusion : la méthode de Jacobi diverge et la méthode de Gauss-Seidel converge.
2. La matrice de Jacobi est égale a :

0 a1z —a1g —a1y,

all ail ail
—a21 0 —a23 —azn
a2 a2 a2
J=M"'N=
—An—1n
An—1n—1
—ani —Qnpn—1 0
ann Ann
d’ou,
[J]loe = max; Z}L 1 |
= max; \a | ZJ 1,5#1% |a’7fJ‘ <1
0 0 O 0 0 O
3.A=1- -1 0 O — 0 0 -1 =D—-—FE—-F,dou:
0 0 O 0 0 O
Hw) =(Z-EBE) (21 +F)
Lo o\ '/ 2 o 0
= 1 1 o0 0 L= -1
o o < 0 0 -
1—w 0 0
= wl-w) 1-w -—w
0 0 1—w

ce qui donne sp(H (w)) = {1 —w}, soit p(H(w)) = |1 —w|. Par conséquent, la méthode
de relaxation converge pour w €]0, 2[.
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Réponse 2

1.
0 0
__a21 0
az2
—1 a a
D E — __asi __as2 0
ass ass
—%n1  __ 9n2 .. 4mmo1
Ann Ann Ann
__a12 __a13 . __Qin
ail ail ail
23 . __Q92n
a2 az2
—1
_ _An—1n
an—1n—1
0 0

J=D"'E+ D 'F = (c;), dot :

{ 0 sioi=j
Cij = aij . . .
—— S1 (3

Qi 7&]

Si on note par d;; les coefficients de la matrice Py J P, 1 on obtient :

T -1
di]' €; PaJPa ﬁj
eiTPaJalfjej
1—5 T n
— o I Pa Y0, cigen
1—j T —n k—1
=o e Yp_ o ckjer

1-j -1 -
=a Yo' T ey =a e

_J 0 si i=j
dij = { —a'TI s i#
2. Si A est tridiagonale, les coefficients non nuls de A situés sur la diagonale a;; avec
i — j =0, la sous-diagonale a;; avec i — j = 1 et la sur-diagonale a;; avec i — j = —1.
D’autre part, les coefficients non nuls de la matrice —FE sont les coefficients de la sous-
diagonale et les coefficients non nuls de —F' sont les coefficients de la sur-diagonale.
Ce qui donne que :
P, JP;' =aL+a 'U = J(a)
Donc, J(a) et J sont semblables et par conséquent, elles ont le méme spectre.
3. D’apres un théoréme du cours, les valeurs propres {\ € sp(H)} et les valeurs propres
{p € sp(J)} sont liées par la relation suivante :

A2 = A
car w = 1. D’ou, chaque valeur propre u € sp(J) est associée & deux valeurs propres

de H: A=0et A = p?. D’autre part, det(H) = det(I — L)' det(U) = 0, donc A =0
est une valeur propre de H, ce qui donne :

sp(H) = {0} U {s*, € sp(J)}
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Réponse 3 1.

—2uq +us2 = fi
U1 —2us2 +us = fo

1
h? Uk—1  —2ur  Furptr = fr
UN—1 —2un = fN

ce qui donne le systeme AU = F avec :

2 -1 0 0 fi
-1 2 -1 f2
. o -1 2 -1 f3
. -1 .
o - 0o -1 2 N
2.A:D7E7FavecD:h%I,
0 0 O 0 0 1 0 0
1 0 O 0 0 1
0 1 0 0 0 0 01
E = = et F' = £ :
e 0 e : 0
0 : 1
0 0 1 0 0 0 0 O
d’our :
0 1 0 0
1 0 1
0 1 0 1
J=D'E+D 'F=Z 0
: 1
0 - 0 1 0
J est donc tridiagonale. D’apres un exercice du chapitre précédent :
km
= S = 1
sp(7) = {eos(- ST )ik =1, on)

ce qui donne p(J) = cos(;,77). D’aprés 'exercice précédent :

2 km
sp(H) = {0} U {cos (m),k =1,...,n}
Ce qui donne : p(H) = cos®(;77)-
3. Les deux méthodes sont convergentes et la convergence de la méthode de Gauss-
Seidel est plus rapide que la convergence de la méthode de Jacobi car p(H) = p(J)? <
p(J) < 1.
4. D’apres un théoréme du cours :

2

2
Woptim = = N P
" 1+ /1= p(J)? l—l—sm(—n_H)

Réponse 4
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Partie I :
1. ||K|l2 = /p(K*K) , comme K est symétrique, d’aprés un théoréme du cours :

Uunitaire/ K = U*diag(X\;)U
avec sp(K) = {\;}. D’on, K*K = U*diag(|\i|*)U, ce qui prouve que :

p(K™K) = max|\;|* = (max [\i])* = p(K)”

2. p(KM) < ||[KM||2 < IK|]2||M]|l2 = p(K)p(M), car K et M sont des matrices
symétriques.
3.a) A € sp(K) alors, il existe u # 0 vecteur propre de K associé & A tel que :

Ku=\u

Comme I + K est inversible, alors A # —1 (sinon (I + K)u =0 et u # 0).
D’autre part :
Ku=Xu = {I+Ku=M\+1u

= u=A+1){I+K) 'u

= Ku=A+1D)K{I+K) 'u

= =N+ 1)KI+K) u

— K(I+K) 'u= 25u

== H% € sp(K(I+ K)™)
b) B € sp(K(I + K)™') alors, il existe v # 0 vecteur propre de K (I + K)™' associé &
0B tel que :

K(I+K) 'v=pv

Comme v # 0, alors u = (I + K) *v#0et onav = (I + K)u, d’ot :

KI+K)'w=pv = Ku=pI+K)u
= (1-8)Ku = pu

ce qui montre que # 1 et on a :

ce qui donne :

% € sp(K)

4. %I + K est symétrique et elle est définie positive si et seulement si :
1
sp(§I+K) CJ0, 4+o0]

Supposons que p(K(I + K)™') < 1. Soit v € sp(31 + K), alors , il existe w # 0 tel
que :

1
(5I—|—K)w =yw

ce qui donne Kw = (y — %)w7 donec, A =~y — % € sp(K). D’apres a), A =y — % # -1
et on a: | L
) T3 -1
= esp(K(I+ K
e K LA

Or p(K(I+K)™ ') <1, dot :

_l’_

Nl
~1=2

[t TP
7+3



ce qui donne :

1
—l<——-1<1

2
d’ou : % < v+ %, ou encore : v > 0. Supposons que %I + K est définie positive. Soit
B € sp(K(I+ K)™). D’apres b) :

B
B#le%,g € sp(K)
dou § + % € sp(31 + K). Par conséquent :
1 B 1+5
42 —__-TF S
2T T-5 " 200-5)
ou encore : 148
m>0

ce qui donne {1+ 8 >0et1—8>0}ou{l+ 03 < 0etl1l— 0 < 0}. La premiere
possibilité donne —1 < < 1 et la deuxiéme est impossible, d’ou, ce qu’il faut.
Partie II.

1. De la premiere équation, on a :

2+ = (D + H)"'Va®™ + (D + H) b

La deuxieme équation devient alors :

25 = (D+V)T'HD + H) " 'va® - (D+ V) 'H(D+ H) b+ b
ce qui donne une méthode itérative de matrice (D + V)" H(D + H)™'V, donc, la
convergence de la suite (z") est équivalente & p((D + V)" *H(D + H)™'V) < 1.
2.a)Ona:

(D+VY'H(D+H)™'V =J+D'V)"'D'H(I+D'H)"'D™'V
=({I+C)"'B(I+B)~'C
=(I+C)'BI+B)'c+C)" 1 (I+0)

d’ot1, la matrice (D 4 V) *H(D + H)™'V est semblable & B(I + B)"'C(I + C)™*,
donc, elles ont le méme spectre et par conséquent le méme rayon spectral.
b)

B(I+B) =(B+I-I{I+B) ' =B+I){I+B)"'—II+B)"!
=I-(I+B)"!

et il est clair que T—(I+B) ™! est une matrice symétrique. Méme chose pour C(I+C) .
¢)On a:

p(D+ V) '"H(D+H) 'V)=p(B(I+B)'C(I+C)™")
Comme B(I 4+ B)™* et C(I +C) ™! sont deux matrices symétriques, d’apres la partie
I:

p(B(I+B)C(I +C) ™) < p(BU + B) ™ )p(C(T +C)™Y)
3. D’apres la partie I. question 4. p(B(I + B)™") < 1 si et seulement si 31 + B =
Dil(%D + H) est définie positive ce qui est encore équivalent a %D + H est une
matrice définie positive car D = ¢l avec ¢ > 0. On montre de méme que : %D +V
est définie positive si et seulement si p(C(I + C)~") < 1. Par conséquent, 1D + H et
1D +V sont définies positives nous donne que p(B(I + B) ")p(C(I+C) ') <1, ce
qui donne, d’apres 2.a) :

p(D+V)Y "HD+H)'V) <1

D’ou, d’apres 1., la convergence de la méthode itérative (1).
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Chapitre 3

Méthodes itératives pour le
calcul des valeurs propres et
des vecteurs propres

3.1 Introduction

Il est connu, d’apres le théoreme d’Abel, qu’il n’existe pas de méthode qui,
au bout d’un nombre fini d’opérations, donne les racines d’un polynome de degré
n > 5. D’autre part, il est facile de vérifier que tout polynome de degré n > 2
écrit sous la forme :

p(z) =2" + a2+ +a,

est égal, a un coefficient multiplicatif pres, au polynéme caractéristique de la

matrice
—aq —a9 “e e —Qp

1 0

1 0
Par conséquent, les méthodes de calcul des valeurs propres d’une matrice A

sont, en général, des méthodes itératives d’approximation, qui convergent (dans
un sens a préciser) vers les valeurs propres.

Une fagon pour approcher les valeurs propres d’une matrice consiste a construire

une suite de matrices semblables & A :
Ay = PP AP,

qui convergent vers une matrice dont les valeurs propres sont faciles & calculer,
diagonale ou triangulaire par exemple.
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3.2 Meéthode de Jacobi

La méthode de Jacobi s’applique uniquement au calcul des valeurs propres
et des vecteurs propres des matrices symétriques.

On a vu, chapitre 1 corollaire 1.1, qu’une matrice symétrique est diagonali-
sable dans R et possede une base orthonormée de vecteurs propres, c’est a dire :
il existe une matrice orthogonale O et n nombres réels A\ > Ay > -+ > A, tels
que

OT AO = diag(\i,- -, \n).
De plus, la ieme colonne de O est égale a un vecteur propre associé a la valeur
propre A;.

DEFINITION 3.2.1 Soient p et q deuz entiers vérifiant 1 <p < qg<mn, etl
un nombre réel. On définit la matrice de rotation dans le plan (p,q) et d’angle
0 par :

1

cost —sinb

sint cost

1

Dans toute la suite et & chaque fois qu’on utilise une rotation d’angle 6 dans le
plan (p, q), Pentier p est supposé strictement inférieur & l'entier g.

3.2.1 Résultats préliminaires

On remarque facilement les points suivants :
— La matrice de rotation €2 est une matrice ortogonale :

OTQ =1

— Dans la transformation A = (a;;) — B = (b;) = QAQT, avec Q la
rotation d’angle 6 dans le plan (p, q), seules les pieme et gieme colonnes et
lignes de la matrice A sont modifiées :

bij = Q45 st 1 #paq et ]#p7Qa

bpi = apicostd — agisind si i #p,q,
bgi = ap;sind + agicost si i #p,q,
bpp = app00529 + aqqsin29 — Qpgsin20
bgq = appsm20 + aqq60529 + apqsin20
bpq = bgp = Gpqc0520 + “225212 5in20

(3.1)

— La norme de Frobenius est invariante par transformation orthogonale,

dol,
Y= aj (32)

i,j=1 i,j=1
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PROPOSITION 3.2.1 Soient A = (a;j) une matrice symétrique et B =
(bij) = QAQT, o0 Q est la rotation d’angle 0 dans le plan (p,q), alors :

() bypp + bqq = Gpp + Agq

(ii) bpp — bgq = (app — aqq) cos 26 — 2a,,, sin 26

(i) b2, + 202, + b2, = a2, + 2a2, + aZ,

(iv) Zbij - Zaij - 127q - bz%q)

i3 i#j

DEMONSTRATION :
Les formules (i) et (ii) se déduisent facilement des formules (3.1). On vérifie
facilement par le calcul que :

bpp  bpq _( cos@ —sind Qpp  Gpgq cosf sinf
bgp bgg )\ sin@  cosb Qgp Qgq —sinf cos@

d’ou, si on applique la norme de Frobenius a cette égalité et en utilisant encore
une fois que la norme de Frobenius est invariante par transformation ortogonale,
on obtient (iii). D’autre part, la formule (3.2]) nous donne :

ibfj =B+ (D] b+, + b2,

3,j=1 i#£] i#p,q
n
= a
i,j=1
= (Z azzj) + ( Z ai;) + ag, + ag,
i) i#p,q

et la premiére formule de (3.1)) nous donne :
2 2
IS
i#p,q 1#p,q

il suffit donc d’utiliser (iii) pour obtenir (iv).

3.2.2 Principe de la méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi consiste a construire une suite de matrices semblables
a la matrice A, de la maniére suivante :
A=A
T
App1 = QL ALQ

oil €, est une matrice de rotation dans un plan (p,q) et d’angle § bien choisis.
11 est clair que (Ay) est une suite de matrices semblables & A et on a :

A1 = (1 - Q) A Q1 -+ Q1)

On veut que Ay tende vers une matrice diagonale (qui est nécessairement sem-
blable & A) quand k — oco. Par conséquent, si on note par Ag11 = (b;;(0,p,q))
et Ay = (a;;), on a intérét a choisir 6 et (p,g) qui minimisent la somme des
carrés des éléments hors diagonaux de la matrice Agy1, c’est a dire :

> V5050 = min 3 V50.p0) <)
i#j T g i#j
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D’apreés la formule (iv) de la proposition il faut et il suffit de choisir p, g
et 0 tels que :

apg — bo0(0.5,9) = g{%(aiq —b2.(0,p,9))

donc, p, ¢ sont choisis tels que :

| apg |= %12;( | apg |

et 0 tel que :

PROPOSITION 3.2.2 Pour tout (p,q) tel que apq # 0, il existe une unique
valeur non nulle de 8, —7% < 0 < 7, telle que :

bpq(07p7 Q) = O
DEMONSTRATION : D’apres les formules 1' on a :

Qqq — Gpp

bpg = bgp = 0 <= cotg(20) = 75
Pq

or, la fonction cotg(20) est bijective de ] — 7, 0[U]0, ] dans R. D’ot1, I'existence

et I'unicité de 0 €] — 7, 0[U]0, §] tel que b,q(0,p,q) = 0.
3.2.3 Convergence de la méthode de Jacobi

Soit Ay = A = (as;) = (aj;) et Ay = (afj) la matrice de l'itération k de la
méthode de Jacobi. Soit pg, qr tels que

koo k
| Opran |7 ax | apq |
Soit 6x €] — %,0[U]0, F] 'unique solution de
k k
a¥ o —a
cotg(20) = W (3.3)
Prdk

et Q la matrice de rotation dans le plan (pg, gx) d’angle 6. On définit la matrice
Ay de l'itération k + 1 par :

App1 = Qe ALQE

THEOREME 3.2.1 La suite (Ay) de matrices obtenues par la méthode de
Jacobi est convergente, et
khm Ak =D

ot D est une matrice diagonale qui a le méme spectre que A.
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DEMONSTRATION : On note par

Ay = Dy + By, avec Dy = diag{a®}

ek =l Bx 1= | af;
i3
Il est clair que :

Prdk P<ep<nn—1)|ak |? (3.4)

D’autre part, d’apres la formule (iv) de la proposition

‘ ak Pk

o == 2l ab, P

car a’;quk = bp.q. = 0, et de (3.4) on tire que :

k |2 -1

— < - -
‘ aPka — n(n _ 1)

Ex
ce qui donne :
0<eppr <rep <rlepy <--- <rfgy
avec
2

O<r:(17m

) <1
Par conséquent,

lim e, =0

hoo P
Ce qui prouve que

k—oo

Soit i € {1,2,..,n} fixé. D’apres les formules (3.1)), (3.3), pour tout & € N, si

i#ppeti#£qrona:
ak*l—ak.:()

23 kX3
sii=p,ona:
k+1 k k 2 k ; k
Aprpe ~ Aprpy apkpk cos (]fk) + a%% sin (015) o _aIJka sin(20) — Aprpi
( %ka o apkpk)sz"jb (0k) — aP]I;Qk S“'FL(Zek)
= pqucotg(%k)sm (0r) — apqusm(%k)
[2cotg(29k)sm (0x) — sin(20)]ak ag, an
= —tg(@k) Cpyqp,
et enfin si i = ¢ on a :
a’;::]i o al{;qu al;;; kSZ?’L (}fk) + at]quc cos (ek) + am dr Szn(zek) - a’;kpk
a3C —ay . )cos® (0r) + apqu sin(20y)
=2a pqucotg(%k)cos (0k) + apqusm(%k)
[200tg(20k)cos (0r) + sin(20y)]af, .
= tg(0k)ay Uprar
or | Oy |< % ce qui donne [tg(0x)| < 1, d’otr :
k+1 k+1
‘am-,pk, o pkpk| = |apqu| et |aqqu o qqu‘ = |apqu‘
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D’autre part

VEEN, |ay,,, |<VEr < (Vi) E
par conséquent

vk EN, |ai —aj < (VP)TVE
d’ot, la série numérique ), | affl - afi | est convergente, ce qui prouve que la

- k+1 _ k& : :
série >, (a;;" — aj;) est convergente ou encore, la suite des sommes partielles

k

_ 141 1y _  k+1 1
Sk = § (a’” — Qi) =5 — A
1=1

est convergente. Par conséquent, pour tout i fixé, la suite (aﬁ-) converge, ce qui
prouve que la suite de matrices (Dy) est convergente vers une matrice diagonale
D. D’autre part, on a :

det(Ay — M) = det(A — \I)
et par continuité, en utilisant le fait que £y, — 0 et Dy — D, on a :
lim det(Ay — M) = det(D — \I)
k—o0
Par conséquent, A et D ont le méme polynéme caractéristique et la suite de
Jacobi (Ay) converge vers D.

THEOREME 3.2.2 On suppose que toutes les valeurs propres de A sont dis-
tinctes. Alors la suite de matrices orthogonales

Upg = Qe Qp—q -+

converge vers une matrice orthogonale U dont les colonnes de la matrice UT
sont des vecteurs propres de la matrice A.

DEMONSTRATION : Soit
1
§=-min| X\ —\; |>0
3 min | a2

avec

D = diag{ 1, 2, -, An} = klim Dy,
et Dy, = diag(a¥,). Soit ko > 1 tel que pour tout 1 <i <n, on a:
Vk > ko, |ak —Xi|<6

d’ou
Vk > ko, Vi #j, | af; —af; |26

en particulier

VEk > ko, | —al >0

k
an qk PkPk
ou encore

Vk > ko, 2| ay, . || cotg(20;) |> 6
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ce qui prouve que
k
a
Vh ko, | tg(20y) |< 2120

D’autre part,
| o |<] tg(@) |, Ve €] —/2,7/2]
d’ou
) )
D’autre part, en utilisant le fait que la norme de Frobenius est invariante par
transformation ortogonale et que Uiy = Qp1Uy :

| (@1 — DU |1F

= |l Q1 — D) II%

2(cos O 11 — 1) + 2(sin(041))?
8sin®(0p11/2)

2| O |?

k
k> ko, | O |< Smees | o VO

| Uk+1 — Uk 1%

IA I

Par conséquent

VEE+1 _ V21
¥k > ko, || Up1 = U [lp< V23— < = (V)"
d’on, la série Y || Uk+1 — Uy || est convergente, donc, la série > (U1 — Uy)
est convergente. Ce qui prouve que la suite des sommes partielles

k

Sk = ZUHI —U=Uk1 — U
=1

est convergente. Donc, la suite de matrices orthogonales (Uy) est convergente
vers une matrice orthogonale U et par passage a la limite on a :

D =UAUT

d’ot, la iéme colonne de UT est un vecteur propre de A associé a ;.

3.2.4 Mise en oeuvre de la méthode de Jacobi

Dans la pratique on ne cherche pas a calculer le nombre 85 pour déterminer
les coefficients des lignes et des colonnes py, ¢r de Ag41; on peut les obtenir
par les relations algébriques suivantes : soit

k k

R— Carar — pips

k
2G’Pk%
et
t= tg&k
on a les relations trigonométriques suivantes :

1
V142

c = cost, =
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t

s = sinly, = ——
V142
et pour que a’;:qlk soit nul, il faut que
1 1—¢2
1920, = —— = =R
oIk = 5000, 2

avec la condition ¢ €]—1,0[U]0, 1]. D’ot1, ¢ est égal & 'unique solution du trindéme
t2? +2Rt —1=0, t€]—1,0[U]0,1].

On obtient alors les formules suivantes :

k+1 _ k k

ap'; =cap ; —Sag ; St 07 D, qk,

a :‘il = sa’;ki + ca’;ki St 1 # Pk, Gk,
ag{p} = a;ékpk - tagqu

Agrgr = Qgpq T 10p,q,

ap:qlk = aqzolk =0

REMARQUE 3.2.1 Un élément annulé a l'itération k peut devenir non nul
a une itération | > k.

On distingue trois stratégies pour le choix du couple (p, q) :

1. Méthode de Jacobi classique : on choisit l'un des couples pour lesquels

| apq = max | a;
2. Méthode de Jacobi cyclique : on annule successivement tous les éléments

hors-diagonaux par un balayage cyclique, toujours le méme : par exemple,
on choisit les couples (p,q) dans lordre suivant

(172)’(1a3)7"' 7(1777');(273)"" ,(2,’/1);”-;(77,—1,71)

3. Meéthode de Jacobi avec seuil : on procéde comme dans le cas de la méthode
de Jacobi cyclique mais on omet d’annuler les éléments hors-diagonauz
dont le module est inférieur a un certain seudl.

EXEMPLE
Soit

On pose A, = (a;) = A. La matrice Ay = (a;) de la premiere itération de
la méthode de Jacobi classique est obtenue comme suit : on cherche d’abord
la position (p,q) du plus grand coefficient en valeur absolue en dehors de la
diagonale de A; : c’est la position (2,3), on calcule le nombre :

R:a§370%2 7373:0
2ad, -8
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on résout 1’équation : t>+2Rt—1 = t>—1 = 0, on prend 'unique solution qui est
dans ] —1,0[U]0, 1] ( dans notre cas c’est t = 1), on pose ¢ = 1/y/1+ 12 = 1//2,
s=1t/V/1+1t2=1/v/2et enfin on a :

ai; = aj; =2

a3 =aiy =cxay —sxay =-1/vV2-1/vV2=-2/V2
a%l:aig,:sxa%l—l—cxaél:—1/\/§+1/\/§:0
a§2=a%3:0 X

agzza%g—txa%3:3+4=7

Q33 = Q33 +t X ag3 =3 —4=-1

ce qui donne :

Ay =

S5l
=~

3.3 Transformation de Householder et la facto-
risation QR

3.3.1 Transformation de Householder

A tout vecteur u € R™, on associe la matrice

2uuT uuT 1
— =T ———, avec B=— ||ulz siu#0,
=0T 5 Il
I, siu=0

la matrice H est appelée la matrice de Householder et le vecteur u est appelé le
vecteur de Householder. (On note parfois H(u) pour montrer la dépendance du
vecteur u). Il est facile de voir que les matrices de Householder sont symétriques
(H = HT), orthogonales (H'H = HH” = I) et dépendent seulement de la
direction du vecteur de Householder.

Les matrices de Householder ont deux propriétés importantes :

— pour tout vecteur a # 0 et tout vecteur 0 # b # a, avec || a ||2=|| b |2, il

existe un vecteur de Householder u tel que :

T
uu
Ha= (I — a=2>b
( 5)
soit encore .
u'a
—Ju=b—a 3.5
( ﬁ) (3.5)

d’ott u est un multiple de b — a # 0. D’autre part, si u = b— a, en utilisant

le fait que bTb = a”a, on obtient :
W —q_o b—a)fa
i - DU ;Z ) (36)
:b—i-{—l—QW}(b—a) =b
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— tout vecteur transformé par H a une forme spéciale. Si on applique H a
un vecteur ¢, on obtient :

T ulec
He= (I 3 Je=c—( 3
d’ou, le vecteur Hc est la différence entre le vecteur ¢ et un multiple du
vecteur de Householder «. On déduit aussi de que Papplication de H
a ¢ ne change pas les composantes qui correspondent a des composantes
nulles de u et que c est invariant par H si u” ¢ = 0. Enfin, le calcul de He
nécessite seulement le vecteur u et le scalaire (3.
Par exemple, soit u = (—1,—-2)7, on a

ut Ju (3.7)

lull3=5

uuT 1 0
H:fw:(o 1)‘(

3.3.2 Factorisation QR

Soit A = (a;;) une matrice carrée réelle quelconque. La factorisation QR
consiste a trouver une matrice @ orthogonale et une matrice R triangulaire
supérieure telles que : A = QR. En utilisant les propriétés des matrices de
Householder, on va construire une suite de (n — 1) matrices de Householder
telles que :

[SINGTIN)
[S{[ev 1

Hy, 1Hpo - -HH1/A=R

ol R est une matrice triangulaire supérieure.

La premiere étape consiste & construire une matrice de Householder H; qui
transforme a; (la premiere colonne de A) en un multiple de ej, ce qui revient &
annuler les composantes as1,asi, - ,an1. La norme Euclidienne est invariante
par transformation orthogonale, par conséquent, on cherche u; tel que

(A%
T
UL
Hiay = (I - —S)ar =+l a2 e1 =
f :
0
avec | r11 |=|| a1 ||2. Nous savons que u;y doit étre un multiple de + || a1 ||2 e1—aq

(voir (3.5)). Comme H; dépend uniquement de la direction de uy, on prendra
w1 comme suit :
a1l — 711

a21
Uy =

an1

Par définition de u1, le signe de r11 peut-étre positif ou négatif. Pour éviter les
erreurs numériques, le signe de r11 est en général choisi de la maniére suivante :

sign(riy) = —sign(ai).
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pour que 8 = % | w ||% soit le plus grand possible, car on divise par 3. Apres
application de la matrice de Householder Hy, la premiere colonne de As = H1 A
est un multiple de e; :

(2) (2)

11 a%2) ... a%n
2 2)
0 a e a
hmman| 0
2 2
0 a£12) ang
Tous les éléments de A sont modifiés. Pour 4 allant de 2 & n, on a : la colonne
T .
a; est remplacée par a; — L2y .

A la deuxieme étape, il faut que la matrice de Householder Hy ne change pas
la premieére colonne et la premiere ligne de A,. Pour cela, il suffit de choisir le
vecteur de Householder us orthogonal a e, c’est a dire la premiére composante
de ug nulle. Avec un tel choix, 'application de Hy & un vecteur quelconque ne
change pas sa premiere composante et 'application de Hs a un multiple de ey
( comme le cas de la premiere colonne de As ) le laisse inchangé, d’ot :

(2) 2 0
Mz aty 2)
a222 722 Qoo (;)7"22
a= aég) , b= 0 , Uy =b—a= asg

avee 122 = £4/(@$2)? + - + (a'%)? pour que [all2 = 1]l

Au bout de (n — 1) étapes de réduction de Householder, nous obtenons :
H,_,---HA=R

ol R est une matrice triangulaire supérieure.
On pose
T
Q =H, 1---HH

soit
Q=HHy---H,

ce qui donne la factorisation QR de A :
QTA=Rou A=QR,

avec () est une matrice orthogonale et R est une matrice triangulaire supérieure.

REMARQUE 3.3.1 Dans le cas d’une matrice A carrée a coefficients com-
plexes, on peut refaire les mémes calculs, en remplacant v par u* dans la
définition de la matrice de Householder, pour obtenir une factorisation A = QR
avec @ une matrice unitaire et R une matrice triangulaire et dans ce cas les
matrices de Householder sont hermitiennes et unitaires.
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EXEMPLE

Soit
1 3 4
A= 2 -1 1
2 0 1

le calcul suivant donne la factorisation QR de la matrice A. La norme 2 de la
premicre colonne de A est égale & /1 + 22 + 22 = 3, d’ou, le vecteur u; de la
matrice Hy est égal a :

143
Uy = 2
2
ce qui donne : By = 1|ug|3 =12 et
wa ~1/3 -2/3 -2/3 ~3 —1/3 -8/3
Hy =15— = -2/3 2/3 -1/3 |, HHA= 0 -8/3 -7/3
h “9/3 —1/3 2/3 0 —5/3 —7/3

Pour calculer le vecteur ug de la matrice Ha, on doit calculer : rog = £4/64/9 + 25/9 =
++/89/3, d’ou :

0 0
up=| —8/3-+89/3 | = —5.81
-5/3 ~1.66

ce qui donne : B = 1|ug|3 = 18.27 et

ol —-0.33 —0.66 —0.66 —3 —0.33 —2.66
HyHy = (I3——2)H; = | 091 —038 —0.07 |, R=H.HiA=| 0 314 321
Pa ~021 —0.63 0.74 0 0 —0.74

et la matrice
—-0.33 091 —-0.21

Q=HHy=| —-066 -0.38 -0.63
—-0.66 —0.07 0.74

3.4 Méthode QR

Soit A; = A une matrice quelconque; on écrit sa factorisation QR, soit
A1 = Q1 Ry, puis on forme As = R1Q:; on écrit sa factorisation QR, soit
Ay = Q2 Rs, puis on forme la matrice A3 = RoQ2. A V'étape k, on écrit la
factorisation QR de Ag, soit Ay = QR puis on forme Apy; = RipQf et ainsi
de suite. On obtient ainsi une suite de matrices A qui sont toutes semblables
a la matrice A, puisque :

Ay = Ri@Q1 = QiAQ:

Apr1 = RpQp QrALQk

(Q1Q2- - Qi) A(Q1Q2 - - - Q).

59



Dans la pratique, avant d’appliquer la méthode @ R, on commence par mettre
la matrice A sous la forme d’une matrice de Hessenberg supérieure :

X X X X X
X X X X X
X X X X

X X X

X X

X

X X X X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X

semblable & A, en utilisant les matrices de Householder (voir exercice 3).

L’intérét de la mise sous la forme de Hessenberg de la matrice A est que la
suite des matrices Ay de la méthode QR d’une matrice de Hessenberg restent
sous la forme de Hessenberg (voir exercice 4), ce qui réduit considérablement le
temps de calcul. Vu la forme des matrices de Hessenberg, il suffit d’annuler les
coeflicients de la sous-diagonale. Si a I’étape k un élément de la sous-diagonale
de la matrice Ay est numériquement nul, on partage la matrice en deux sous-
matrices

Ay =

X X X X X X X X
x AL X
X X
x X
X
0

X X X X X X X

X
X
X
X X X X X X X X X X

et il est clair que
spectre(Ay) = spectre(A;) U spectre(A?)

ce qui permet de réduire 'ordre de la matrice. On garde le bloc A,l€ en mémoire
et recommence la méthode QR avec le bloc A2, ainsi de suite, jusqu’a ce que
le bloc inférieur soit d’ordre deux (resp. un), dans ce cas on a déterminé deux
valeurs propres (resp. une valeur propre). Puis on redémarre avec le bloc qui est
juste avant.

3.5 Exercices : chapitre 3

Exercice 1 Soit

Déterminer la matrice semblable & A donnée par la premiere itération de la méthode
de Jacobi.
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Exercice 2 Soit

2 -1
-2 3
A= 1 2
1 0

-1 2

1. Déterminer la matrice A; semblable & A et qui a la forme d’une matrice de

Hessenberg.

2. Déterminer la matrice A2 semblable & A1 donnée par la premiére itération de la

méthode QR.

Exercice 3 (Forme de Hessenberg)

Soient A = (ai;) = A1 = (a{;) une matrice carrée d’ordre n et (e;)i—1,» la base

canonique de R"™.

1. Montrer qu’il existe un vecteur u; 7# 0 de R™ orthogonal & e; tel que :

X
X

HiA = 0

0

X
X
X

X

X
X
X

X

avec H1 = H(u1) = la matrice de Householder associée au vecteur .

2. On pose Az = HlAlHlT = H1A1H;. Montrer que Az a la forme :

2 2
ayp a2
2 2
az1 Q22
2
Ay = 0 a3
2
O A2

2
A1p
2
Aop,

2
a3n

2
(2%

3. On suppose qu’a la suite de I’étape k — 1, on a une matrice Ay de la forme

a’fl a’f2
aél a'§2

O a§2

0 0

Ay = .
Ap—1

0 0 0

0 0 ... 0

k
Ain
k
QAon

k
a3n

k

Qpn

Montrer qu’il existe un vecteur ux # 0 de R™ orthogonal & e;, i = 1,k , tel que
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Hi Ay a la forme suivante :

bir b - R T
byr  boy  --- S .
0 by --- B
0 0

Hi A, =

Rk brtie  briyirsr
0 o .- 0 brtok+1
0 0o . 0 ki O .

avec Hy, = H(ux) = la matrice de Householder associée au vecteur uy.

4. On pose Ax4+1 = HkAkaT = H; ArxHy. Montrer que Ag41 a la forme suivante :

k+1 k+1 k+1
aiil a;lfu a;lvil
ak; aiil aiil
0 ak ce e akd
0 0
Ak+1 = : : .. k+1 k+1
. : A1k Cgt1k+1
k+1
0 0 0 Opt2r41
k+1 k+1
0 0 e 0 ank+1 e . Ay

5. Déduire que toute matrice carrée A est semblable & une matrice qui a la forme
d’une matrice de Hessenberg :

X X X
X X X
HS = 0 x X
0o - 0 X X
c’est a dire pour tout j = 1,n—2, le vecteur HSe; €< e1, ez, -+ ,ej41 > l'espace

engendré par ei, ez, - ,€j41.

6. Montrer que si la matrice A est symétrique alors la matrice HS semblable a
A obtenue par la méthode ci-dessus est symétrique. Déduire que toute matrice
symétrique est semblable & une matrice tridiagonale.

Exercice 4

Soit A une matrice carrée d’ordre n qui a la forme d’une matrice de Hessenberg
(voir exercice précédent). Soient Hi, Ha,- - , Hp—1 les matrices de Householder de la
factorisation QR de la matrice A, c’est a dire : Q = H1Hs - -- H,_1=matrice unitaire
et R = Q" A=matrice triangulaire.

1. Montrer que pour tout k =1,2,--- ,n—1,on a:

Hyrer €< ep,er+1 >
Hiepy1 €< ep,epy1 >
Vi#k,i#k+1, Heei =¢;
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2. Montrer que pour tout k=1,2,--- n—1:
(a) Qer = HiHa--- Hpey,
(b) Qer €< er,e2, -+ ,€p41 >
3. Déduire que la matrice B = RQ a la forme d’une matrice de Hessenberg.

4. Conclusion : Montrer que si une matrice A a la forme d’une matrice de Hessen-
berg, alors, les matrices de la suite (Ax) de la méthode QR ont la forme d’une
matrice de Hessenberg.

3.6 Corrigé des exercices : chapitre 3

Réponse 1 On trouve que (p,q) = (1,3), d’ott : R = —1/6, ce qui donne le trinéme :
t* +2Rt —1=1>—1t/3-1=0

l'unique solution qui appartient & | — 1,0[U]0, 1] est égale a t = (1 —+/37)/6 ~ —0.847,
ce qui donne :

s=t/V1+1t>~ —0.646, c=1/y/1+12~0.76

par conséquent, si on note par B = (b;;) la matrice donnée par la premiere itération
de la méthode de Jacobi classique, on obtient :

b12 = b21 =cX a2 —S8SXaz =~ 0.76 x (—1) — (—0646) X 2
b14 = b41 =CcXa14 —S Xagy ~ 0.76 x (1) — (—0646) X (—1)
bzo = b3 =sXai2+cXasz ~ (—0.646) X (—1) + (076) X 2

bsa =bss =8 X aia + ¢ X azs ~ (—0.646) x (1) + (0.76) x (—1)

b2 =az22 =3

by =ass =2

bz31 =biz =0

b11 =ai1 —t X a3 = 1-— (—0.847) X 3

bss =ags+txXaz~2—(—0.847) x 3
Réponse 2

1. On trouve :
2 2.45 1.22 1.22

245 -0.33 =396 0.7

AR 0 909 —2.65 0.005
0 0 139 25
2. On trouve :
~3.16 —1.29 -23 02
R 0 2.97 —0.38 1.08
1 0 0 —4.16 2.31
0 0 0 227
—0.63 055 053 —0.11
01 ~ —0.77 —0.45 —0.43 0.09
1 0 0.7 —0.69 0.15
0 0 021  0.97
3 —2.77 051  0.09
-23 —16 -0.79 1.28
Ay =Ri1Q1 =

0 —-2.93 338 1.62
0 0 0.49 222
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Réponse 3 (Forme de Hessenberg)
ary
1

a1
1

1. On veut que Hy a31 =

a}u
x1 a%l
X2 051
1
O [letu =]
0 a}ll

Pour que u; soit orthogonal a
la méme norme 2, il faut que

i=1
d’ou
0
1
a1 :l:
1
ce qui donne u; = | 931
1
an1

T1
x2
0 ( voir cours ) il suffit que ||
0
1
€2
_| O
0

e1, il faut que z1 = al; et pour avoir

1
aiq
1
a21

1
2. A2€1 = H1A1H1€1 = H1A1€1 = Hl a31 -

Hier = e, (u1 L e).

1
an1

3. Méme raisonnement que la premiere étape, on cherche

ukJ_ei,izl,Q,---

on trouve :

k
A1
k
Al
vk / Hy, k =
A1k
k
an,k
0
0
k n k)2
Qg1+ A/ Zi:k+1(aik)
k
A2k
k
Ap
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On a Hre; =e€;,1=1,2,--- ,k,dou:

Par conséquent :

et

Ve €<ei,es, - ,ex >, Hax=x

Vi=1,2, -

HkAkek = Hk

-k —1,HyAre; = Are;

k b1
a1k
ok brk
Wk = btk
A1k 0
. :
an,k 0

k1
blk: allj

k41

bkk akz

kt1

Agyrex = HyAgHrer = HyArer = | bryie | = akilk
0 0
0 0

5. A la suite de ’étape n — 2, on obtient la forme HS de Hessenberg.

6. Si A est symétrique, alors Ay est symétrique pour tout k = 1,2, ---
HS = A,_5 est symétrique et il est clair qu’une matrice symétrique qui a la

forme de Hessenberg est nécessairement tridiagonale.

Réponse 4
aiy \/ Ez?:l(azll)2
a%1
1. Parrécurrencesur k. Pourk = 1,onau;=| 0O
0

a la forme d’une matrice de Hessenberg, d’ou, Hie1 €< ej,ex > car u; €<
e1,e2 > et on a bien : Hie; = e; pour tout i > 3. Supposons que le résultat est

vrai pour 1 < k <[ —1 et montrons qu’il est vrai pour £k =1[. On a :

Alel

=H_1H_2---HiAH,---Hi_2H;_1¢

€ H_1H_o--

€H _1H »--
€ H_1H_o--
e<er, ez, -

-H{AH,---H;_o < €—1,€1 >

-H1A < er,ea,-- e >
-Hy < ep,ez, - ,e41 >
7€l+1>

Donc, u; €< ej,e1+1 > et par conséquent H; vérifie :

Hiep = ¢ —

Hierp1 =eip1 —

(ufe141)
B

T
Lﬁel)uz e< e, e >

u €< e, e >

T,.
Hiei=ei— “u =e; Yi# L Vi#l+1
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2. a) D’apres (1) Hier, = ey, pour tout ! > k+1,d’ou: Qe, = HiHa -+ Hp—1ex=H1Hs - - - Hyeyg,
b)
Qex = H1H>---Hpep
€ HiHy---Hp_1 < €k, Cktr1 >
e<er,€e2,  ,Ckp1 >

3. La matrice R est triangulaire supérieure, d’ou :
Vi=1,---,n, R<ei,ez,-,e >C< ey, ez, ,e >
ce qui donne :
VE=1,---,n—2, RQ<ei, - ,ex >SCR<e1, - ,epp1 >C< €1, ,€5t1 >

ce qui prouve que B = RQ est une matrice de Hessenberg.

4. A chaque étape k de la méthode QR, on applique la factorisation QR a Ay =
Qr Ry et on pose Axt1 = RrQr. D’apres les questions précédentes, si Ay a la
forme d’une matrice de Hessenberg alors RxQr = Ary1 a aussi la forme d’une
matrice de Hessenberg. Comme A; = A a la forme d’une matrice de Hessenberg,
un raisonnement par récurrence nous donne ce qu’il faut.
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Chapitre 4

Méthodes d’interpolation et
d’approximation

4.1 Formule d’interpolation de Lagrange

Soient (z;, f;),i = 0,--- ,n, avec x; # x; pour ¢ # j, (n + 1)-couples réels
ou complexes. Le probleme d’interpolation polynomiale consiste a trouver un
polynéme P(x) de degré inférieur ou égal & n tel que :

THEOREME 4.1.1 Formule d’interpolation de Lagrange
Soient (z;, f;),t =0,--- ,n, avec x; # xj pour i # j, (n+1)-couples réels ou
complezes alors, il existe un unique polynéme P(x) de degré inférieur ou égal a

n vérifiant .

DEMONSTRATION: Unicité : Supposons 'existence de deux polynémes
Pi(z) et P5(x) de degré inférieur ou égal & n et vérifiant (4.1). Par conséquent
Py (x) — Pa(x) est un polyndome de degré inférieur ou égal & n et possede (n+1)-
racines ce qui donne P, — P, = 0.

Ezistence : On pose

@) —m)- (@ — i) (@ — i) - (20— 2n)

(i —x0) (@ — 1) (@i — Tig1) - (T — @)
v(z)

(z — @) (%)

Li(x)

v() = (z —zo)(x —21) -+ (& — )

Le polynome
P(z) =) _ fiLi(x)
i=0

est un polynome de degré inférieur ou égal a n et vérifie les conditions (4.1)).
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EXEMPLE: On cherche un polynéme de degré inférieur ou égal a 2 tel que :
PO)=1, P(1)=-1, P(4)=5
D’apres le théoreme précédent, il y a un seul polyndme donné par :

P(x) =1x Lo(x) + (—1) x Li(x) + 5 x La(x)

avec ( 1( 2
x—1)(z—
Lo(z) =
o() (0—1)(0—4)
(x —0)(z—4)
L =
@) = a=pa=a
(x—=0)(z—1)
Lo(z) =
2(v) (4—0)(4—1)
d’ou
P(z) =2 -3z +1
En général les couples (z;, f;), i = 0,- -, n sont les résultats d’une expérience.
Par conséquent les nombres f;, ¢ = 0,--- ,n sont les valeurs d’une fonction f
aux points x;, 1 = 0,--- ,n et le polynéme donné par la formule d’interpolation
de Lagrange coincide avec cette fonction aux points x;, ¢ = 0,--- ,n. Donc la
formule d’interpolation de Lagrange est un moyen pour approcher une fonc-
tion f lorsque on connait les valeurs prises par f aux points x;, ¢ = 0, -+, n.

La question qui se pose maintenant est de savoir estimer ’erreur commise en
approchant f(x) par P(z).

THEOREME 4.1.2 Si f est (n+ 1)—fois dérivable, alors, pour tout = € R, il
existe c € I (I est le plus petit intervalle contenant xg, 1, ,n, T) tel que :

()

f(z) - P() = U(x)m (4.2)

avec v(z) = (v — zo)(x —x1) - (T — Ty).
DEMONSTRATION: Si z est égal a 'un des z;, il n’y a rien & démontrer.
Supposons que T # x;, 1 =0,--- ,n. Soit K € R tel que :
F(z) = f(z) — P(z) — Kv(z)
vérifie FI(Z) = 0. Donc, la fonction F(x) possede (n + 2)—zéros dans U'intervalle

I. En appliquant le théoréme de Rolle & F(x) puis & F’(z) puis & F”(z) ---, on
obtient que F(”+1)(m) possede au moins un zéro dans 'intervalle I, d’ou :

Jee I/JFMH(¢) =0
or P (z) = 0 et vV (2) = (n+ 1)!, ce qui donne :
fO () = K(n+1)!=0
d’olt
Fr ()
C (1)l

En remplacant la valeur de K dans l’expression de F'(z) et en utilisant le fait
que F(Z) = 0, on obtient le résultat donné par le théoréeme.
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4.2 Algorithme de Neville

L’algorithme de Neville est une méthode tres pratique pour le calcul sur
ordinateur de P(Z), T € R fixé, ou P(z) est le polynéme d’interpolation de
Lagrange qui vérifie (4.1)).

Pour tout 0 < i < j < n, on note par P; ;(z) le polynéme d’interpolation de
Lagrange de degré inférieur ou égal a j — ¢ tel que :

Pij(zk) = fr, i<k<] (4.3)

En particulier le polynéme P;; n’est autre que la constante f; et le polynome
Pon(z) =P(x) .

PROPOSITION 4.2.1 Pourtout0<it1<j<n,ona:

(x = xi)Piy1j(z) — (. — 2;)Pi j1(2)

Tj — X4

P j(z) =

DEMONSTRATION: Soit 0 < i < j < n, d’aprés 'unicité du polynéme
d’interpolation de Lagrange, il suffit de prouver que le polynéme :

(x —2i)Piy1(z) — (v — x;) P j—1 (v)

R(z) =

est un polynéme de degré inférieur ou égal a j — i et vérifie . Le degré de
P11 j(x) est inférieur ou égal & j —i—1 et le degré de P; j_1(z) est inférieur ou
égal & j —i — 1, ce qui donne que le degré de R(zx) est inférieur ou égal & j — i.
D’autre part, par définition on a :

Piprj(ag) = Pijoa(zr) = f Vi+1<k<j-1

et
Piy1j(xy) = fj, Pij1(zs) = fi
d’ou
R(l‘k) :fk V’L+1SI€§]—1

—(zi — )Py j—1(x:)

R(x;) = P =fi
R(z;) = (z; —Zﬁfi;l,j(wj) _

Soit Z € R fixé. Pour calculer P(Z) = P, (%), l'algorithme de Neville est
constitué de n étapes :

Etape 1 : On calcule tous les P; ;41(Z), ¢ =0,--- ,n — 1 par la formule
Py (7) = (@ — i) fiyr — (T —mip1)fs
S Tiy1 — T
Etape 2 : On calcule tous les P; ;12(Z), i =0,--- ,n — 2 par la formule
Prioo(i) = (Z — @) Piy1,i42(Z) — (T — Tiga) Py (T)

Ti42 — X4
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Etape n—1 : On calcule tous les P; ;1,,—1(Z), i« = 0,1 (seulement deux
valeurs a calculer) par la formule

(T = 2:) Pit1,itn—1z) — (T — Tign-1)Piirn—2(T)

Tign—1 — T4

Piitn-1(T) =

Etape n : Une seule valeur & calculer P; ;1,(Z), i = 0 par la formule

(Z — 20)P1n(T) — (F — 20) Pon—1(T)

Tp — To

Py (Z) =

On peut résumer ces étapes dans un tableau, par exemple dans le cas n = 3

0 1 2 3

o fo

> Po,l(f)
T f1 > Pya(z)

> Pia(7) > Py3(z) = P(2)
2 fa > P13(%)

> P273(i‘)
r3 f3

EXEMPLE: Soit le polynome P(x) = 2% — 222 + 2 + 1. On veut calculer
P(—1) par l'algorithme de Neville en utilisant fo = P(0) =1, f; = P(1) =1,
fo=P2)=3, f3=P3)=13:

0 1 2 3
0 1
> 1
1 1 > 3
> =3 > —3=P(-1)
2 3 > 21
> =27
3 13

4.3 Méthode des différences divisées

L’algorithme de Neville permet de calculer P(z) pour une valeur donnée
x = Z. Si on veut calculer P(x) pour plusieurs valeurs de z, on doit appliquer
I’algorithme de Neville plusieurs fois. Dans ce cas, il vaut mieux calculer toute
la fonction polynéme P(z).

Soient (n 4 1)-couples réels ou complexes (z;, f;),s = 0,--- ,n, avec x; # x;
pour i # j et soit P(x) le polynoéme de degré inférieur ou égal a n d’interpolation
de Lagrange tels que :

P(z;))=fi, i=0,---,n

REMARQUE 4.3.1 I est facile de voir que la famille : 1,(x — xg),(z —
xo)(x—x1), -, (x —x0)(x—x1) - (x — 2p_1) est une base de lespace vectoriel
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des polynomes de degré inférieur ou égal a n, méme sans Uhypothése : x; # x;
pour i # j. En effet, le nombre de vecteurs est égal a la dimension de [’espace
vectoriel, il suffit donc de prouver que cette famille de vecteurs est libre. Soient
g, a1, 5 Qn, (n+1)-réels tels que :

agtar(z—z9)+ - Fa(z—zo)(x—21) - (& —2p_1) =0

C’est une égalité entre polynémes, donc, elle est vraie pour tout x € R. En
particulier, st on remplace x = xy on obtient que oy = 0 puis on divise par
(x — o) la nouvelle égalité et on remplace x = x1 on obtient que oy = 0, etc...,
Jusqu’a c, = 0, ce qui prouve que la famille en question est libre.

Par conséquent tout polynome de degré inférieur ou égal a n s’écrit :

P(z) =ao+ ai(x —xp) + az(z —xo)(x — 1) + -+
+an(z —x0)(z —21) - (T — TP—1)

La méthode des différences divisées permet de calculer les coefficients ax, k =
0,---,n du polynéme P(z) avec le minimum d’opérations et pour calculer P(x)
pour une valeur z = T donnée, on utilise le schéma de Horner :

P(j) = ((( o (a'n(i‘ - xn—l) + an—l)(j - Z‘71—2)
+an—2) ) +a1)(T —xo)+ ao

On rappelle que, pour 0 < i < j < n, P, j(z) est le polynéme de degré
inférieur ou égal & j — ¢ d’interpolation de Lagrange qui vérifie :

R,j('xk) = fktv k:Z, 7.j

THEOREME 4.3.1 Pour tout 0 < i < j < n, le polynome P, j(x) est égal a :

Pij(x) = cii + Ciit1 (7 — 2) + Ciia (v — ) (¥ — @ig1) + -+
teij(r —x)(r —2ig1) - (. —25-1)

ot les coefficients c; j sont définis par

Cii = fia 2:07 y T
Cit1,j — Cij—1 .
Cij = M, O§z<]§n
LU]'—.’EZ'

En particulier

P(z) = Pon(x) = co,0 + con(z —x0) + co2(z — zo)(x — 1)+
ot egp(r—zo)(r—x1) (X — Tp1)

DEMONSTRATION: D’aprés la Proposition on a:
PZ,Z(J;) = f’ia 1207 ,
etpourtout 0 <i<j<n

() = (@ — )Py j(x) — (2 — 25) Py j 1 (x) (4.4)

Tj — T4
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d’ott pour tout 0 <i < j<n

T — T T — T
P (@) = pra— Pij5(z) — P ZPi,j—l(x) + Py j-1(z) (4.5)
= Pi,jfl(-r) + Ri’j(QT)
avec T —
Rij(z) = ——(Pit1,(x) = Pij-1(x)) (4.6)
.'L'] iz

On vérifie facilement que le degré de R; ;(z) est inférieur ou égal & j — i et que
Rij(xi) = Rij(zip1) = -+ = Rij(z;-1) = 0
d’ou
R;j(x) = cij(z— @)@ — @) - (2 — 2j-1) (4.7)
ce qui donne
P j(x) = Pij1(x) + cij(x —2i)(z — 2igq) -+ (2 —25-1) (4.8)

On applique le méme raisonnement & P; ;_q(z) puis & P; j_o(x), etc..., on ob-
tient :

P j(x) = cii+ ciiv1(z — 25) + ciipa(r — @) (2 — Tig1) + -+
+eij(x —x)(x — Tiqr) - (@ —x5-1)

Il est clair que ¢;; = f; (il suffit de remplacer = par x;). D’apres les formules
(4.5) et (4.7), le coefficient du mondéme x7~* du polynoéme P; ;(z) est égal & ¢; ;
car le polynéme P; ;_1(x) est de degré inférieur ou égal & j — ¢ — 1. D’apres la
formule (4.4)), le coefficient du monome z7~* du polynome P; j(z) est égal &
Cit1,j — Cij—1
(Ej — X
d’oti la relation, dite des différences divisées, entre les coeflicients c; ;.

Dans la pratique, on utilise une méthode analogue a la méthode de Neville
pour calculer les différences divisées :

0 1 2 I )
Zo fO = €0,0
> ag
X1 f > Co,2
> C1,2 N
> Cn—2n—1
Tn-1 fnfl > Cn—2,n /‘
> Cn—1,n
Tn In

Dongc, on lit les coefficients de P(x) sur la diagonale supérieure.

EXEMPLE: On cherche le polynéme d’interpolation de Lagrange par la méthode
des différences divisées pour approcher la fonction




sur Uintervalle [—2,2] en utilisant les couples : (=2, f(—2)), (—1.

1
(_17 f(_l))a (_0'5> f(_0'5))7 (07 f(O)), (0'57 f(0'5))’ (1a f(l))’ (1'5a f

1 ] 2 ] 4 5 4 7 i
-2.0] 0.200
0.215
-1.5] 0.308 0169
0.385 0.03
-1.0] 0.500 0.21% 0,154
0.600 0,277 0.037
0.5 0.800 -0.200 -0.062 0.043
0.400 -0.400 0.185 -0.04%
0.0] 1.000 -0.800 0.400 0123 0.025
0.400 0.400 -0.185 0.049
0.5 0.500 0.200 0062 0.048
-0.600 0.277 -0.037
1.0] 0.500 0.215 0154
-0.385 0.07
1.5] 0.308 0169
-0.215
2.0] 0.200
flz=1K1+x42)
1
0.3
06
04
0.2
0
-2 0 2

Le théoreme suivant sera utilisé dans le prochain paragraphe pour généraliser
la méthode des différences divisées.

THEOREME 4.3.2 Soit f R — R une fonction suffisamment dérivable
telle que : fr, = f(zx), 0 <k <mn. Pourtout 0 <i<j<n,ona:

deel/c;=

1970
7=
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ot I est le plus petit intervalle de R contenant x;, x;q1,---,x; et les ¢; j sont
données par le théoréme [[.3.1]

DEMONSTRATION: On note par v, ;(z) = (z — x;) - - - (x — x;_1). D’aprés
le théoreme 1.2 :

_ _ _ _ f(]fl) (C)
Vz € R, de € I/f(l‘) = Pi,j—l(x) + UiJ(m)W
avec I est le plus petit intervalle de R contenant z, z;,--- ,x;_1. En particulier
pour T = x;, on obtient :
£99(0)

eel/f(x;) = Pij1(z;) + Ui,j(xj)m

or, par définition du polynéme P;;, on a :
Pij(x;) = f; = f(x;)
et d’apres la formule :
Pij(z;) = Pij1(z5) + cijvij(z;)

d’ou :
f(j—i)(c)
(j—)!

cijvij(T;) = vij(w;)

or vi;(x;) # 0, ce qui prouve le théoréeme.

4.4 Interpolation de Hermite

Soient fz-k, a;,1=0,1,--- ,met k=0,1,--- ,n; — 1, des nombres réels tels
que :
g <o < - <

Le probleme d’interpolation de Hermite consiste & trouver un polynéme P(x)

de degré inférieur ou égal & n = —1+ > " n; qui vérifie :

PR ()= fF YO<i<mVO<k<n;—1 (4.9)

THEOREME 4.4.1 Il eziste un unique polynome de degré inférieur ou égal
m

an=-1+ an qui vérifie
i=0

DEMONSTRATION: On note par R,[X] 'espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal a n. Soit £ 'application linéaire de R,,[X] dans R**+!
définie par :

L(P) = (P(ap), P'(ag), - -- 7P(7l0—1)(a0), e
P(ay), - ,P(nm_l)(am))
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Montrons que £ est injective. Soit P(z) un polynéme de degré inférieur ou égal
a n tel que L(P) = 0, alors le polynéme P(z) vérifie :

VO<k<n;—1, PP(a;) =0 Y0O<i<m

Par conséquent, pour tout ¢ = 0,1,---,m, «; est une racine de P(x) de mul-
tiplicité n;. Si on compte les racines avec leurs multiplicités, on obtient n + 1
racines , or P(z) est de degré inférieur ou égal & n, donc, nécessairement P = 0.
D’autre part la dimension de l’espace vectoriel R, [X] est égale & n + 1, par
conséquent, L est bijective, d’oti 'existence et I'unicité de P € R, [X] qui vérifie

(E9).
Si on suppose qu’il existe une fonction (n+ 1)-dérivable f telle que pour tout
i=0,---,met tout k =0,--- ,n; le nombre fF = f¥)(q;), alors, le théoreme

suivant permet d’estimer l'erreur commise en approchant f(z) par le polynéme
de Hemite P(z) :

THEOREME 4.4.2 Pour tout x € |a,b] il existe un unique & € I tel que :

v(z) f D (E)

(@) = Pla) + T

avec v(x) = (x —ag)™(x —aq)™ -+ (& — aun)™™ et I est le plus petit intervalle
contenant x, o, 1, -, Q.

La démonstration du théoreme précédent est exactement la méme que la
démonstration du théoreme du méme chapitre.

Dans ce qui suit, on se propose de généraliser la méthode des différences
divisées pour déterminer le polyndéme d’interpolation de Hermite. Pour cela, on
écrit les couples (o, fF),i=0,--- ,m, k=0, ,n; — 1 sous la forme :

(3707f0)7 (x1>f1)7 T 7(xn7fn)

avec
x; = Qp, fZ:fé i':O>17"'>n0_1
Ti4+ng = 0O, fi-ﬁ-no:.flZ Z_:O7la"'7nl_1
xi—&-ng—i-nl = Qag, fi+7l0+n1 = fQZ 1= 03 la e, N — 1
Ti4tn—n,+1 = Om, fi+n7nm+1 = f;@ 1= 07 17 My — 1

REMARQUE 4.4.1 Pour tout 0 < i < n, il existe un entier 0 < r(i) < m
tel que : T3 = (-

En utilisant la remarque on écrit le polynéme d’interpolation de Her-
mite P(z), associé aux couples (ay, f¥) sous la forme :

P(z) = a0+ ar1(x —xg) + az(z — zo)(x — 1) + -+
+ap(x —x0)(x — 1) (T — Tp1)

Le but est de calculer les coefficients ag, a1, -, a,. On ne peut pas appliquer la
méthode des différences divisées car on n’a pas que x; # x; pour ¢ # j. Soient
&,1=0,1,2,--- ,n, des nombres réels tels que :

§o<& <-- <&
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Le polynome d’interpolation de Lagrange de degré < m associé aux couples
(&, P(&)),1=0,1,--- ,n coincide avec le polynéme P(x) grace & I'unicité et la
méthode des différences divisées nous donne alors :

P(z) = doo + do(x — &o) + do2(x — o) (x — &) + - -
+don(x —&o)(x — &) (2 —&no1)
avec
di,i :P(§1)71:0717 , N
et
0<i<j<n (4.10)

THEOREME 4.4.3 Pour tout 0 < i < J < n, la limite de d; ; lorsque & tend
vers x; ,&i+1 tend vers xiyq,...et § tend vers x; existe et si on note cette limite
par c; ; on obtient

P(z) =co0+ con(z — o) + co2(x —x0)(z — 1)+
ot egn(r—mo)(r—x1) - (X — Tp—1)

et 0
Cii = fr(l) 220,17"',71
j—i
r(% .
" (),', SZ.Ti:Ij . .
Cij = C(J_’)-C , 0<i<j<n
i+1,5 — Ci,j—1 .
Hiﬂ’ sinon
Tj — Ty

avec 0 < r(i) < m tel que o) = ;.

DEMONSTRATION: Montrons par récurrence sur k = j — 1 avec k =
0,1,---,n, que les limites des d;; existent. Pour k = 0, d;; = P(§), i =
0,1,---,n, donc, par continuité de la fonction polynéme P(z) on obtient que d; ;
admet une limite lorsque &; tend vers x; et cette limite est égale & P(x;) = ff(i)
avec 0 < r(i) < m tel que a,(y = T;. Supposons que les limites des d; s existent
pour tous les [, s tels que 0 < s —1 < k et montrons que les limites des d; ; pour
les i, j tels que j —i = k + 1 existent. En effet, d’apres le théoréme [£.3.2] et la
formule (4.10)), on a :

dit1,; — dij—1

d; ;i =
N & =& 0<i<j<n
B P(]*’L) (C) ’ > >
(7 —1)!
avec ¢ € I = le plus petit intervalle de R contenant &;, §i41,---, &. D’apres

I'hypothese de récurrence d;y1 ; (resp. d; j—1) admet une limite. Par conséquent,
si x; # x; la limite de d; ; existe et on a :

D’autre part, si x; = x; tous les &, &41,---, & tendent vers la méme limite x;
et par suite ¢ tend vers x; car U'intervalle I & la limite est réduit & {«;}. Dans ce

7



cas on utilise la continuité de PU~%(z), on obtient que la limite de d; ; existe
et on a:

PU@)  fa
Cij = ——t =
RV N VL
avec 0 < 7(i) < m tel que a,(;) = ;.
EXEMPLE: On cherche le polynéme d’interpolation de Hermite par la méthode
des différences divisées généralisée pour approcher la fonction

1
r)=—
sur l'intervalle [—2, 2] en utilisant les couples : (=2, f(—=2)), (=2, f'(=2)), (=1, f(=1)),
(=1, f'(=1)), (0, £(0)), (0, f7(0)), (1, f(1)), (L, f'(1)), (2, f(2)), (2, f'(2)).
0 1 2 3 4 5 B 7 8 3

20| o.zo0

0.160
20| 0.200 0.140

0.300 0.060
-1.0] o500 0.200 -0.080

0.500 -0.100 -0.080
-1.0] 0500 0.000 -0.200 0.070

0.500 -0.500 0.150 -0.040
0.0[ 1.000 -0.500 0.250 -0.050 0.010

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.0{ 1.000 -0.500 0.250 -0.050 0.010

-0.500 0.500 0150 0.040
1.0| 0.500 0.000 -0.200 0.007

-0.500 0.100 0.060
1.0 0.500 0.200 -0.080

-0.300 -0.080
2.0 o.zoo 0,140

0160
2.0 0.200
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fx=1{1+x42)

0.8

06

04

0.2

4.5 Polynoémes de Tchebychev
Soient z € [—1,1] et & = Arccos(z) € [0, 7]. Pour tout n € N, on a :

cos(na) +isin(na) = (cos(a) + isin(a))™
= (cos(Arccos(a)) + isin(Arccos(a)))™

= (z+iv1—2a?)”
La partie réelle de cette égalité nous donne :

cos(nArcos(z)) = 2" + C2x" 2 (2? — 1) + Cla" H(2? = 1)% + -

DEFINITION 4.5.1 Pour tout n € N, on appelle polynome de Tchebychev
de degré n le polynome T, (x) tel que sa restriction a Uintervalle [—1,1] est égale
a la fonction cos(nArccos(x)).

REMARQUE 4.5.1 En utilisant la propriété : cos[(n + 2)a] + cos(na) =
2cos[(n + 1)a] cos(a) , on obtient la relation de récurrence :

Thi2(x) = 2aThy1(x) — Tn(x) (4.11)

et de cette relation, on vérifie facilement par un raisonnement par récurrence
que le coefficient du monéme du plus haut degré du polynéme T;, est égal ¢ 2™ 1.
On a également :

T,.(cos(0)) = cos(nb).
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Le tableau suivant nous donne les polynomes de Tchebychev T}, pour n =0

arT:

n | Tn(x)

01

1|z

2 1222 -1

3 | 423 — 32

48T —8z2+1

5 [ 162® — 2025 + 5z

6 | 3225 — 4821+ 1822 — 1

7 16427 —1122° 4 5625 — Tz

THEOREME 4.5.1 Pour tout n € N, le polynome de Tchebychev T,, de degré

n posséde n racines :

xg = cos(

2k +1
2n

7T)7 k20717"'an

-1

La fonction T,, sur [—1,1] posséde un extremum local en (n + 1)-points :

x) = 005(577), k

de plus, pour tout k =0,1,---

10, Tn(x;f) =

DEMONSTRATION: Il est clair que 1 > 29 > 21 > -+
utilisant la propriété Ty, (cos(#)) = cos(nf), on obtient :

D’autre part, :

T)(2) =

d’olt

et on a : T),(z}) = T),(cos(£

= T, (cos(

(cos(nArccos(x)))

k

m

2

2k +1
2n

/

1— 22

\/71(72)2 sin(nArccos(x},))
\/ Vi-@})?

. n

—(z3.)?
7)) = cos(kr) = (—1)*.

sin(nArccos(cos(

sin(kmr) =0

PROPOSITION 4.5.1 Pour toutn € N :

DEMONSTRATION:
On a :
(—1)*.

T, =1
max [T, (a)]

80

7)) = cos[(2k + 1)%}

k

n™)))

> Ty >

=0

sin(nArccos(x))

—1 et en

[T (x)| = |cos(nArccos(x))| < 1 pour tout = € [—1,1] et T, (zy) =



4.6 Meilleure approximation au sens de Tche-
bychev

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On se propose de déterminer
les points z;, ¢ = 0,1,--- ,n, pour lesquels le polynéme d’interpolation de La-
grange P, (z) associé aux (n+ 1)-couples (x;, y;)i=0.n, avec y; = f(z;), réalise la
meilleure approximation de la fonction f. D’apres le théoréeme de I'estimation
d’erreur de I’interpolation :

Jo(e)

Yz € [a,b],3c €]a, b/ f(x) — Py(z) = (x — x0)(x —21) -+ (2 — xn)m

DEFINITION 4.6.1 On appelle meilleure approrimation au sens de Tche-
bychev de la fonction f par un polynome de degré < n , le polynome de linter-
polation de Lagrange associé aux points d’interpolation x;, ¢ = 0,1,--- ,n pour
lesquels la quantité :

E(.’L‘O,I‘17 . 7-’1/‘77,) = IIS[%};] |<3’,‘ — xo)([]’,‘ — ml) e (.’If _ xn)|

est minimale.

LEMME 4.6.1 Soit P un polynéme de degré n tel que le coefficient de x™ est
égal a 1. Alors :

1
P(z)| >
mé?flffl]\ @) 2 57
DEMONSTRATION: On pose :
Tn(m)
Qz) = P(z) - 535

Les points extremums (z},)k=o,, de T, vérifient :

l=ay>az) > >z, =-1
Si on suppose que :
on obtient lexistence de k € {0,1,--- ,n — 1} tel que :
/ ! (_l)k / ’ (_1)k+1
Q(zy) = P(x),) — o1 >0 et Q(@)pq) = P()y1) — Ton 1 >0 (4.13)
ou
/ / (_1)k / / (_1)k+1
Q(x},) = P(x),) — on 1 <0et Q(@)pq) = P(Thyq) — on 1 <0 (4.14)

Si k est un entier pair, alors :

-1
2n—1

ou P(z}, ) <

- 2n—1
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et si k est un entier impair, alors :

-1

1
P(ahi1) 2 5o on P(}) < 5

- 271—1

Dans tous les cas, il existe ¢ € {k,k + 1} tel que :

1

|P(x7)] > o1

Si on suppose que la proposition (4.12)) est fausse, alors :

Vke{0,1,--- ,n—1}/Q(2},)Q(x)41) <O

Dans ce cas, la fonction continue Q(x) change de signe n-fois dans Uintervalle
[-1,1], donc, elle possede n-racines dans Uintervalle [—1, 1]. D’autre part, Q(x)
est un polynoéme de degré inférieur ou égal a n — 1, car le coefficient de ™ du
polynéme de Tchebychev T}, est égal & 27~ 1. D’olt :

Ty
Vz €R, Q(z) = P(z) — Qn(i) 0
ce qui donne :
T,(x) 1
P(z)| = _ _
(ax [P)] = max 527 =50

Dans les deux cas, on a ce qu’il faut pour démontrer le lemme.

THEOREME 4.6.1 La meilleure approzimation de la fonction f au sens de
Tchebychev est réalisée par le choix suivant :

b b-—
T = a—2|— —i—Tasi, 1=0,1,---,n
ot s;, i =0,1,--- ,n sont les racines du polynéme de Tchebychev T, 1 de degré
n+1, a savoir :
2141
i = y U= a]-v ;
s; = cos( o 12 ) 0 n
DEMONSTRATION: Soient Zo, XT1,°°*, Tn, (n+ 1)-points de l'intervalle

[a,b] et P,(z) le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux (n + 1)-
couples (x4, Y;)i=0,.n, avec y; = f(x;). Il est clair que 'application :

[_17 1] - [a»b]
(bt b

est une bijective et que :

max [f(z) — Pu(x)| = [ |£(0(t)) — Pale(t))]

Si on note par t; = o (), i =0,1,--- ,n, Qu(t) = Pu(0(t)) et g(t) = f(p(t)),
on vérifie facilement que le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux
(n + 1)-couples (ti,yi)izon, avec y; = g(t;) = f(z;), est égal a Qn(t). Par
conséquent, la recherche des points (x;);=o,» qui réalisent la meilleure approxi-

mation de f sur 'intervalle [a, b] est équivalente & la recherche des points (¢;)i=on
qui réalisent la meilleure approximation de g sur Pintervalle [—1,1].
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Etant donné des points (¢;);—o,, de Uintervalle [—1, 1], le polynéme
P(t)=(t—to)(t —t1)--(t —tn)

est de degré n+1 et le coefficient de t"+! est égal & 1, d’apres le lemme précédent :

1 Tn+1 (t)
e = to)(t =) (E =)l 2 5 = max |25

D’autre part, on a :

Trga(t) =2"(t — so)(t — s1) - (£ — sp)

2i41
2’

avec (s; = cos(
Tpir. Dot :

))i=o.n les (n + 1)-racines du ploynéme de Tchebychev
t—to)(t—t1) - (t—tn)| > t—so)(t—51) - (t—sn
(6= t0)(t = 1)+ (0= )] > max (6= so)(t = s1) -+ = 5)

Ce qui prouve que les points (s;);=o,, réalisent la meilleure approximation de g
et par conséquent les points :

b b—
ot —|—7asi,i:0,1,---,n

zi= (o) = 0+

réalisent la meilleure approximation de f.

4.7 Approximation au sens des moindres carrés

4.7.1 Cas général

Etant donné w; €]0, 400, i = 1,2,--- ,m, on définit le produit scalaire sur
R™ comme suit :

m
yeER™ zeR™ <y, z >= Zwiyizi =y’ Dz
i=1

avec D = diag(wi,ws, -+ ,w;,) et on note par ||.|p la norme associée & ce
produit scalaire :

yeR™ |lyllp =v<y,y>=+Vy'Dy

Soient A une matrice réelle m x k et y € R™. On considére le probléeme de
minimisation :

I= i — 2|2 4.15
zer}li?,q)”y z|lp (4.15)

REMARQUE 4.7.1 Il est connu que le probleme de minimisation ad-
met un point minimal unique (un point qui réalise le minimum de I) zg = Azg €
Im(A) qui est égal a la projection orthogonale de y sur le sous-espace vectoriel
Im(A). Le vecteur xq est unique si et seulemnet si la matrice A est injective (ce
qui est équivalent a : les colonnes de A sont linéairement indépendantes).
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THEOREME 4.7.1 Etant donné A une matrice m x k réelle et un vecteur
y € R™, alors :

1. 2y = Axg, 29 € RF, est un point minimal du probléme de minimisation
st et seulement st xg est une solution du systéme linéaire :

ATDAx = AT Dy (4.16)

en particulier, le systéme linéaire admet au moins une solution et
cette solution est unique si et seulement si A est injective.

2. la matrice symétrique AT DA est toujours positive et elle est définie posi-
tive (en particulier inversible) si et seulement si la matrice A est injective.

DEMONSTRATION:

1. Le probleme de minimisation (4.15)) est équivalent & la minimisation de la
fonction :

z € RY, F(z) = |ly — Az|}, = (y — Az)" D(y — Az)
qui est une fonction dérivable et on a :
zeR* F'(z) = —24TD(y — Ax)
D’autre part, il est facile de vérifier que la fonction F' est convexe :

AE[0,1], (z1,72) €RF X RF, F(Azy + (1= Naa) = [ly — AQz1 + (1 = Nx2)[|%
Ay = Az) + (1= Ny — Azz) |3,

< (Mly = Az1|[p + (1= N)|ly — Az2|p)”
< Aly = Az [} + (1= Ny — Az}
= AF(z1) + (1 = N F(z2)

(la dernieére inégalité est donnée par la convexité de la fonction réelle &
variable réelle : + — x2). La fonction F est minorée sur R¥, donc son
minimum global est atteint si et seulement si I’équation :

F'(z)=0
possede une solution dans R¥, ce qui est équivalent au systeme linéaire : :
ATDy —ATDAz =0

et d’apres la remarque précédente, le minimum global de F' est atteint en
un point xo € R¥ et ce point est unique si et seulement si A est injective.

2. Il est clair que la matrice AT DA est une matrice symétrique et on a :
Vo € R*, 2T(ATDA)x = (Az)TD(Az) = ||Az||% >0

et Az # 0 pour tout = # 0 si et seulement si A est injective.
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4.7.2 Approximation au sens des moindres carrés d’une
fonction par un polynoéme

A la suite d’une expérience, on obtient des résultats qui sont en général sous
la forme :

i 11 2 3 [ - 100
z; | 0 0.3]0.1 —0.5
yi | —2.3 1.6 5.2 3.1

Dans cette expérience, on refait une méme manipulation n-fois ( n =100 dans le
cas du tableau ci-dessus) et a chaque fois on introduit une valeur z;,i = 1,--- , n,
x; # xj pour i # j, et on mesure le résultat y;. Le probléme d’approximation
consiste a trouver une fonction g qui approche le mieux possible les points
expérimentaux, c’est a dire, une fonction g telle que sa courbe passe le plus
proche possible des points expérimentaux (;,¥;)i=1,... n- S0it V un sous-espace
vectoriel de lespace des fonctions continues ( Vest en général de dimension
finie) et w; €]0,+o0[, i = 1,2,---,m, Papproximation au sens des moindres
carrés consiste a déterminer g € V' qui réalise le minimum de :

min A wilg(ws) — yi)? (4.17)

Si on prend V = R,[X], p € N, alors g(t) = ao + ait + --- + a,t? est un
polynome de degré < p et le probléeme de minimisation de ’approximation au
sens des moindres carrés (4.17)) devient :

n
. 2 2
seRpi1 Z}wi(ao +a1x; + agxi + -+ apr — yi) (4.18)
i=
avec 1 = (ag a1 -+ a,) € RPTL
Si on note par D = diag(wy, -+ ,wy,) et par :
1 o 22 2% - b ZO U1
1 xy 23 23 - b ! Y
A, = ol e=| %2 | ety=
1 oz, 22 2 b ' Yn
Gp
le probléme de minimisation (4.18]) s’écrit sous la forme générale :
. 2
min ||y — A5 (4.19)

zERPHL

On applique, alors, les résultats du paragraphe précédent pour calculer les co-
efficients du polynéme g.

Exercice - Montrer que si p = n—1, alors la matrice A,,_; du probléme de mi-
nimisation de 'approximation au sens des moindres carrés est inversible.
Déduire que pour tout p < n—1, les colonnes de la matrice A, sont linéairement
indépendantes. (Ind. On utilisera le théoréme d’interpolation de Lagrange.)

Réponse : Pour p =n — 1, le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré
< n — 1 associé aux couples (z;,¥;), ¢ = 1,2,---,n, réalise le minimum de

85



(4.18) car il donne une somme égale a zéro. Donc, tout polyndéme de degré
< n — 1 qui réalise le minimum de donne une somme égale a zéro et par
conséquent, il vérifie les hypotheses du théoreme de Lagrange. D’apres 'unicité
du polynéme d’interpolation de Lagrange, le probleme de minimisation
posséde un point minimal unique. D’aprés le théoréme [.7.1] la matrice A,_y
est injective, donc, ses colonnes sont linéairement indépendantes, ce qui prouve
qu’elle est inversible car c’est une matrice carrée. On remarque que les colonnes
de la matrice A, associée au probleme de minimisation pour p < n — 1 sont les
p premieres colonnes de la matrice A,,_1 associée au probleme de minimisation
pour p =n — 1 qui est une matrice inversible.

REMARQUE 4.7.2 L’exercice précédent montre que dans le casp <n — 1,
le polynome de degré p qui réalise ’approzimation au sens des moindres carrés
est unique et que pour p > n—1, le polynome d’interpolation de Lagrange associé
auzx couples (T, Y;)i=1,n est 'un des polynémes qui réalise le minimum de ,

Exemple 1. On considere I'expérience suivante :
[(Au module ¢ de coefficient a;)—(Salah obtient o;y; , y;=note du module

i) ]

i |1 2 3 4
z; | modulel | module2 | module3 | moduled
Yi | Y1 Y2 Y3 Ya

Le probleme est de trouver une note globale de Salah. On cherche une note x
la plus proche possible de ses quatre notes : y1,ys2, y3 et y4. L’approximation au
sens des moindres carrés permet de calculer cette note x, il suffit de minimiser

les carrés :
4

. . _ . 2
min 2 ai(r — i)
p

(le coefficient «; représente le poids du module 7). Donc p =0, n =4 et

,x=x€R, y= et D = diag(ay, ag, a3, ay)

[ T

ce qui donne ATDA = o +ag+asz+ay et AT Dy = a1y + aays + asys + aaya.
D’apres ce qui précede, le point © € R qui réalise le minimum est la solution du
systeme linéaire :
ATDAz = AT Dy
d’ou :
gy + QoY + a3Ys + Yy
- a1 —+ (6%) —+ Qs + Oy

ce qui donne la moyenne.
Exemple 2. Lors d’'une expérimentation, on a obtenu les résultats suivants :

1 |1 2 3 4 5
z; | 0 01]02]03]|04
yi | —0.5102]06]1.2|13
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et on sait que la courbe de la fonction associée & cette expérience est une droite
(y = az + b). Le probleme de minimisation de I’approximation au sens des
moindres carrés est comme suit :
5
min ; — ax; — b)? 4.20
(ab)er? & (yi i ) ( )

(les w; = 1). Dans cet exemple p=1et n=>5 et

1 0 —-0.5
1 0.1 b 0.2
A= 1 0.2 ,x:<a>,y: 0.6 et D=1
1 0.3 1.2
1 04 1.3

D’apres le paragraphe précédent, le vecteur z € R? qui réalise le minimum de
(4.20)) est une solution du systeme linéaire :

AT Az = ATy (4.21)

Un calcul simple nous donne :

v, (5 1 o[ 28
AA_(I 0.3)6“43/_(1.02)

d’ou, la solution du systéme linéaire a = 4.6 et b = —0.36. Donc, la
droite la plus proche des résultats expérimentaux de cet exemple au sens des
moindres carrés est :

y =4.6x —0.36

1.6

Exermple 2 =
147 y=4 6x-0.35

1.2+

11
08t
06t
0.4

02

o 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3 0.35 0.4
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Exemple 3.
A la suite d’'une expérience, on a obtenu les résultats suivants :

1 |1 2 3 4 516 7 8 9 10
z; | 0 051 15121253 3.5 |4 4.5
yi 3112524232 |17]16|15]|12]13

et on sait que la courbe de la fonction associée & cette expérience est de la
forme : y = fe~** avec « et [ deux réels positifs. On remarque que Log(y) =
—ax + Log(8) = ax + b qui est une fonction affine. Au lieu de chercher une
fonction qui approche y, on cherche une fonction qui approche Log(y), ce qui
revient a appliquer la méme méthode de I'exemple précédent avec les résultats
suivants :

T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T 0 05 |1 1.5 |2 25 |3 3.5 |4 4.5
Log(y;) | 1.13 ] 0.92 | 0.88 | 0.83 | 0.69 | 0.53 | 0.47 | 0.41 | 0.18 | 0.26

ce qui permet de calculer les nombres a et b et par suite o« = —a et 3 = €.

4.8 Exercices : chapitre 4

Exercice 1

1. Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange p de la fonction cosinus aux
points suivants :
™ T
1'1:0, T2 = -, x3:§

3
Tracer soigneusement les courbes représentatives de cosinus et de P dans le
méme repere . Quelle conclusion en tirer 7

2. Calculer le polynéme d’interpolation passant par les points
(0,0), (1,3), (3,1), (5,2), (8,2)
par la méthode des différences divisées.

Exercice 2
Nous savons que ’erreur pour 'interpolation de Lagrange de f aux points xo, z1

est
) [ (€())

f(l’)—p(x):(x—wo)(x—xl #7 ro < x <1,

si f est de classe C? sur [z, x1]. Déterminer la fonction £(.) explicitement dans le cas
ou f(x) =1/z, ®o =1, x1 = 2 et trouver le maximum (respectivement le minimum)
de £(.) sur [1,2].

Exercice 3
On interpole la fonction sinus aux points équidistants x; = jh, j > 0.

1. Majorer l'erreur d’interpolation dans 'intervalle [x;, z;+1] lorsqu’on fait passer
un polynéme de degré 3 par x;,—1, Ti, Tit+1, Tit2-

2. Quel h peut-on prendre pour que cette erreur soit < 10~%, pour tout ¢ > 17

Exercice 4
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1. Déterminer explicitement un polynoéme p de degré 3 tel que :
p(1) =4, p(2) =5, p'(1) =3, p'(2) =2

2. Trouver un prolongement de classe C2 par un polynéme de la fonction
2

f(m):{( z%e” si w<0

z? — 1)sin(rx) si x>1

Exercice 5

Soient f de classe C' sur l'intervalle 0,]]et zo=0< 1 < T2 < -+ < 2p =1
une subdivision de I'intervalle [0,1], n € N*. On note par Ra,4+1[X] I'espace vectoriel
des polynomes de degré < 2n + 1 et par Py le polynome d’interpolation de Hermite
tel que :

Ps(zi) = f(zi), Pp(zi) = f(w:) Vi=0,1,--,n.
1. Montrer que Papplication £ : Ray11[X] — R?*™2 définie par
L(P) = (P(z0), P(z1), -, P(zn), P'(z0), (1), , P'(zn))
est un isomorphisme.

2. Déduire ’existence de (2n+2) polynémes de degré < 2n+1, Py(z), Pi(x),- - , Pn(x),
Qo(z),Q1(x),- -+ ,Qn(z), indépendants de f tels que :

n

Py(z) = Z Fa)Pix) + ) f(@)Qi(x)

n
i=0 =0

3. On suppose que zg = 0 et 1 = 1. Montrer que pour tout T € [0, 1], il existe
c € [0,1] tel que

5@ = Pr(@) + T g

4.9 Corrigé des exercices : chapitre 4

Réponse 1
) a1 =0, fi =cos(z1) =1, 22 = %, fo = cos(z2) = 0.5, 23 = %, f3 = cos(z3) = 0
1 2
0 1
-3
2w
jus 1 3
3 2 72
=3
5 0
Pz)=1- Qixf%x(xfg):17ix,%m2
2)
0 1 2 3 4
0 0
3
1 3 %4
—23
B +3 B 131
3 1 +3 _
1 8 T 1680
2 280
5 2 I(Jl
0
8 2
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P(z)=3z—2x(z—1)— Zz(z—1)(z-3) - L z(z - 1)(z - 3)(x - 5)

3 15 1680

Réponse 2 p(z) = § — 5, ["(2) = 35 = &(a) = V2u,

x3

1) Vo € [1‘1‘,1‘1‘+1],E|C 6}1‘,‘_1,121'4,_2[/

sin® (¢)

sin(z) = P(2) = (& = wi1)(@ — 20)(2 = 201)(& — 2042) T

P;(z)=le polynome de degré < 3 qui passe par (z;—1,sin(z;—1)), (s, sin(x;)), (ziy1, sin(zit1)),
(Tit2,sin(xiq2)), avec z; = th. Comme pour tout = € [z;,zi+1] on a | — z;—1] < 2h,
|t — ;) < h, |z —xit1]| < h, |x — zi42| < 2h, on obtient :

h4
|sin(z) — Pi(z)] < 3
2) 1l suffit que h < %.
Réponse 3
1)
0 1 2 3
1 4
3
1 4 —2
1 3
2 5 1
2
2 5

Px)=4+3(x—1) -2z —1)>+3(z —1)*(z—2)
2) f(0=) =0, f'(0-) =0, f"(0-) =2, f(1+) =0, f'(1+) =0, f"(1+) = —4n

0 1 2 3 4 5
0 0
0
0 0 1
0 -1
0 0 0 1
0 0 27 —1
1 0 0 27
0 -2
1 0 =27
0
1 0

P(x) = 2 — 24 m3(x —-1)— 27+ 1)x3(x - 1)2
z2e®siz <0
flz)y={ 2*-2*+2%2z-1)-2r+1)2*(z-1)%si0 <z < 1

(x? — 1) sin(mz)siz > 1

Réponse 4
1) dim(R?"*?) = dim(Ren+1[X]) = 2n + 2 et il est facile de vérifier que L est
linéaire. Il suffit donc de prouver que L est injective :

L(P)=0= P(z;) = P'(z;) =0¥i=0,1,--- ,n
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d’oui, pour tout ¢ = 0,1,--- ,n, x; est une racine double de P, ce qui prouve que P
posséde 2n + 2 racines et comme d°P < 2n + 1, nécessairement P = 0.
2) On note par (e;)o<;j<2n+1la base canonique de R*"*+2. 1l suffit de prendre :

vi=0,1,---,n, P(z) = ﬁ_l(ei)
Vi=0,1,--+,n,Qi(z) = L' (essnt1)
11 est clair que les P; et les @; sont indépendants de f et comme :

L(Py) = (Pr(o), -, Py(an), Py(xo), -+, Pp(an))
= (f(iﬁo), ,f(xn 7f (1’0)7"' 7f (l‘n))
alors . ) ,
Pr = L7(f(wo), f(wn), [ (@0), - f'(wn)
= ‘C_ (Z?:O f(xl)el + Z?:() f/(mi)ei+n+l)
en utilisant la linéarité de £, on obtient ce qu'il faut.
3) On applique le théoréme 4.4.2.
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Chapitre 5

Méthodes numériques
d’intégration d’une fonction
et d’intégration d’un
systeme différentiel

5.1 Formule d’intégration de Newton-cotes

Soit f une fonction continue d’un intervalle [a, b] dans R. Pour calculer, d’une
maniere approchée, la valeur de
b
|t
a

la méthode de Newton-cotes consiste & utiliser un polynéme d’interpolation P(x)
pour approcher la fonction f(x) sur lintervalle [a,b] et & prendre

/ab P(x)dx

comme valeur approchée de U'intégrale de f(x) entre a et b.
b—

On pose h = >-%, n € N* et on considere la subdivision uniforme :
zx=a+kh, k=0,1,---,n

Soit P(x) un polynéme d’interpolation de degré inférieur ou égal & n tel que :

f(xk):P(xk):fk7 k:O,l,-~-,n

/ab f(z)dz ~ /ab P(z)dx
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Si P(z) est le polynéme d’interpolation de Lagrange, on obtient :
b b n
v(z)
P(z)dx = / ———)dx
IR RO ),

BN 1 b v(x)
- ,;)hfk(h/a = a0 ™)

avec v(z) = (z —xo)(z — 1) - - (x — z,,). En utilisant le changement de variable
x = a + ht, on obtient

1 b v(z) . L
akih/a (x—xk)v’(xk)d 7/0 H k:—idt

i=0,i#k

par conséquent les nombres ai, £k = 0,1,--- ,n sont des nombres rationnels
indépendants de la fonction f et de 'intervalle [a, b], ils dépendent seulement de
n. Si f est la fonction constante 1 et a = 0, b = 1, on obtient que le polynéme
d’interpolation de Lagrange P est aussi égal la constante 1, d’ou :

1/1dxihfkak :hiak
0 k=0 k=0

ce qui donne

Q=N
k=0
car dans ce cas particulier h = 1/n.
Pour n = 1, on obtient
g — 1 = 1/2
d’ott
’ h b—a
[ e = 5rta) + 58) = "5 (@) + 1(8)

Pour n = 2, on obtient ag = 1/3, a3 =4/3, as =1/3. D’ou

/ab f(x)dx

5.2 Meéthode du trapeze

%

S U@ +4f(a+ )+ 70))
b—a

= 5 (fl@) +4f(a+h)+ f(b)

Soit N € N*. On considere la subdivision uniforme : z; = a + ih, i =
0,1,---,N, avec h = (b — a)/N. La méthode du trapeéze consiste a appliquer
la méthode de Newton-cotes avec n = 1 sur chaque intervalle [z;,x;41], i =
0,1,---,N — 1. On obtient

b N-1 .z,
/a oo =3 / e = T(R)
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avec

N-1
() = Y 2(flatih) + flat i+ 1m)
i=0

THEOREME 5.2.1 La méthode du trapéze est d’ordre deux, c’est a dire :

b
| #@do— 10 = 002)
Plus précisément, si f est suffisamment dérivable et h = (b—a)/N, on obtient :

b—

a 7
()

e cla,b] / / f@)dz — T(h) = —

DEMONSTRATION :

LEMME 5.2.1 On suppose que la fonction f : [a,b] — R est de classe C3.
Alors

b —a —a 3
Beelatl /[ fade= 5000+ @) - P

Démonstration ( du lemme )
On définit la fonction g : [a,b] — R par :

Tr—a

@) = [ S0~ 5@ + s(a)

Le calcul des dérivées de g nous donne :

g(a)=g'(a) = g"(a) = 0 et O (2) = —%(f” (@) + (z —a) [P (2))

D’apres la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

bor 2
s = [
1

b b
= il -trr s [o-020- a0
en intégrant par parties le deuxiéme terme, on obtient :

b
o) =5 [ b= ar (0

D’apres la formule de la moyenne et le fait que (b — t)(t — a) ne change pas de
signe sur l'intervalle [a, b], on obtient :

_ (o) [P _ (e
Je €]a,b]/g(b) = f2( )/ (b—1t)(t—a)dt = f12( >(b—a)3
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Revenons a la démonstration du théoreme.

b N-1 oz
| a1y - > / f(@)de

_W(ﬂﬁﬂ) + f(z:)))

1 N-1

= 3 Z(xiH — )% f7(c;)

=0

avec ¢; €]z, xiy41[Cla, b, i =0,1,--- N — 1.
D’apres la continuité de f” sur l'intervalle [a, ] et le fait que :
< Ile) + () +--- 4 f7en-1)

oin f7(@) < N S gmax,

on obtient

[7(co) + [ (1) + -+ f(en—1)

Jc €la, b[/ ~

d’ott

b —a
3 e]a,b[// F@)dz — T(h) = —b12

f7(e)

5.3 Méthode de Simpson

Soit N € N*. On consideére la subdivision uniforme : z; = a+ih,i=0,1,--- ,2N,
avec h = (b—a)/2N. La méthode de Simpson consiste & appliquer la méthode de
Newton-cotes avec n = 2 sur chaque intervalle [x9;, T2i42], ¢ = 0,1,--+ | N — 1.

On obtient
b N-1 (29,40
/ flayde =" / f(z)dz ~ S(h)
@ i=0 v T2

avec

N-1

=25

i=

(f(a)+ fla+h)+2f(a+2h)+4f(a+ 3h)+2f(a+4h)
+o-+2f(a+2(N—=2)h)+4f(a+ (2N —1)h) + f(b))

w\b‘

fla+2ih) +4f(a+ (2i + 1)h) + f(a + (20 +2)h))

THEOREME 5.3.1 La méthode de Simpson est d’ordre quatre, c’est a dire :

b
| #alds— sy = o0t
Plus précisément, si f est suffisamment dérivable et h = (b—a)/2N, on obtient :

b

b —a
3¢ €a, b / / f(x)dx — S(h) = —Wh“f(“)(c)
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DEMONSTRATION :

LEMME 5.3.1 On suppose que la fonction f : [a,b] — R est de classe C°.
Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que :

b b—a\5
b—a a+b (52)°
[ e = 25 (@) + 412 + ) - o
i 6 2 90
Démonstration ( du lemme )
Onpose A = a+ 22, B =252 et D = ¢t On définit la fonction h : [a, D] — R

par
B+ax

W)= [ pieyar -

A—zx

r—a

(f(A—2)+4f(D)+ f(B+2))
le calcul des dérivées de h nous donne :
h(a) = h'(a) = b’ (a) = h®(a) = kP (a) =0

et

hO)(2) = —Zih(a) -

Y() = fD(A-2) + fO(B +a)

D’apres la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

D/ _ 4
WD) = / %h“)(t)dt

= ——1 D—t)?
36 /. ( t)*(t)dt
7—1 D —t)*(t — "(t)dt

en intégrant par parties le deuxiéme terme, on obtient :
1 /D

hD) =~

[3(D —t)* —4(D — a)(D — t)*](t)dt

Comme ¢ € [a, D], on a :
3(D—t)* —4(D—a)(D—-1)3<—(D-t)"<0

D’apres la formule de la moyenne :

D
3¢y €]a, b[/h(D) = w(;;) / [3(D —t)* —4(D — a)(D — t)*]dt
Apres avoir calculé I'intégrale, on obtient :
P(e1) ,b—a. 5
3 D) = —
o ela,bl / h(D) = B (220

D’autre part, en utilisant la continuité de f* et le fait que

1
min @ (z) < Z(fP(A-c1) + fH(B+e1)) < max [ ()
z€[a,b] 2 z€[a,b]
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on obtient
e €la,b] | ——= =

d’ou
3e ela,bl / MD) = — o5 (—5=)"D(e)

Revenons a la démonstration du théoreme.

[ iz sy = NQ [ i

7%@?(;@) +4f(x2i41)
+f(72i42)))
N—-1

-1 T2i42 = T2i\5 n(4)
= 50 X

1=

avec ¢; €la,b[, i = 0,1,--- , N — 1. D’aprés la continuité de f*) sur l'intervalle
[a,b] et le fait que :

< Oeo) +--+ [Pen-)

min 4 (z) < max f@(x)

=€l N  x€la,b]
on obtient
e cla,of  LA@LHIR ) TEN) o
d’ou
3e €la,b[ / /” f(x)dz — S(h) = _b1_Toah4f(4)(C)

5.4 Probleme de Cauchy

Soit [a, b] un intervalle fermé de R. Soit f une application de R x R™ dans R™.
On appelle systeme différentiel du premier ordre la relation :

dy

W @) = a,y(@) (5.1)

avec y : [a,b] — R™ une application dérivable sur ]a,b[. On appelle probleme
de Cauchy le systeme défini par les équations ([5.1) et la condition initiale :

y(zo) = Yo (5.2)

avec g € [a,b]
et yo € R™.
Une application y de [a,b] dans R™ est dite solution du probléme de Cauchy

(5.1)+(5.2)) si elle est dérivable sur Ja,b| et vérifie les équations (5.1)) et (5.2).

Nous admettons le théoréeme suivant :
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THEOREME 5.4.1 Soit f: R xR® — R"™ une application continue. Si f
vérifie la condition de Lipschitz par rapport a la deuxieme variable : il existe
L >0 tel que

H f(xvy) —f(.’E,Z) HS L ” Yy—=z ||7 Vy,z € an Va E]avb[

avec || . || est une norme quelconque de R™. Alors, le probleme de Cauchy
(5-1)+(5-2) admet une solution et une seule sur [a,b] pour tout zo € [a,b] et
yo € R™.

COROLLAIRE 5.4.1 Soit f : R x R® — R" une application continue,
dériwable par rapport a y et vérifie :

Z| (z,y) |< M, Va € la,b], Vy e R",Vj=1,n.

Alors, le probléeme de Cauchy + admet une solution et une seule sur
[a,b] pour tout xo € [a,b] et yo € R™.

DEMONSTRATION : Soient z € R" et y € R"™. Pour tout = € [a, b] et tout
j = 1,n, on applique le lemme de Rolle & Papplication H;(t) = f;(z,y+t(z—y))
sur lintervalle [0, 1] :

e € 10,1[ / fi(w,2) — fi(z,y) = H;(1) — H;(0) = Hj(c)

or
n

Z

ce qui donne :

16)
\Hi()] <0, ff(xy+8t<z— vz — il
<z = ylloo iy 152 (2, y + (2 — )]
< M|z~ ylloo

d’on
1 (2, 2) = (2, y)lloo = max|fj (@, 2) = fi(@,y)] < M}z — yllo
il suffit donc d’appliquer le théoréme précédent.

Dans toute la suite de ce chapitre nous nous intéressons a la résolution numérique
du probleme de Cauchy. Nous supposons donc que le probleme de Cauchy
(5.1)+(5.2) admet une solution unique définie sur [a,b]. Etant donné une sub-

division de lintervalle [a,b], {xo, 21, - ,zr}, I'idée principale des méthodes
numériques est d’approcher numériquement les valeurs {y(zo), y(z1), -, y(zx)}
par des valeurs approchées {yo,y1, -, ¥k}, (y(xo) = yo et y(.) est la solution

exacte du probléme de Cauchy (5.1)+(5.2)).

95



5.5 Intégration approchée

5.5.1 Principe d’une méthode numérique

Notons par zg = a et par yo la condition initiale du probleme de Cauchy. A
I'étape m, 0 <m < k — 1, on pose :

ol ® est I'application qui caractérise la méthode d’intégration et h,, = 41 —
ZTm. Le choix de la fonction & dépend de la précission avec laquelle on veut
approcher les vraies valeurs (y(Zy,))m=1,%. Pour simplifier les notations, on sup-
posera dans toute la suite de ce chapitre que la subdivision de l'intervalle [a, b]
est uniforme, c’est a dire :

b—a

Vm =1, k, hyp=h=

5.5.2 Consistance d’une méthode numérique

La consistance est une notion théorique qui exprime la relation entre le systeme
différentiel et la fonction ®.

DEFINITION 5.5.1 On dit que la méthode d’intégration est consis-
tante avec le systeme différentiel St :

tim ma | YOm0 gy ) =0 ()

pour toute solution y du probléme de Cauchy +.
THEOREME 5.5.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode
d’intégration approchée soit consistante est que :

O(z,2,0) = f(x,2), Vzé€la,b, VzeR" (5.5)
DEMONSTRATION : Montrons que la condition {i est nécessaire ; en

effet, soit = € [a,b] et z € R™, d’aprés le théoréme [5.4.1] il existe une solution
unique y du systeme (5.1]) avec la condition y(x) = 2. On considere la subdivision
de Vintervalle [a, b] définie par

h=—— x9=a

r1=x0+h,xo=21+h,- - 2, =2,Tpy1 =T+ N,
yxp—1=a+ (k—1)h

ol k est 'entier vérifiant I'inégalité suivante :
a+ (k—1)h <b<a-+kh.

et on pose xy = b. Utilisons le fait que y est une solution du systeme (5.1)), d’on

/%ﬂ fty)dt = y(zmi1) — y(@m).

m
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Si la méthode est consistante, on obtient que

1 [om+
ti e | 5 [ (6 y(0)dt = @, y(m).b) =0

En particulier pour m = p

x+h
fin | [ (0(0) — B ylo), Bt =0,

Utilisons le fait que les fonctions f, ® sont continues et que z = y(z), alors
[z, 2) = ®(z,2,0).
Montrons que la condition ([5.5) est suffisante; d’aprés (5.5)), la condition ((5.3)

est la méme que la condition suivante :

1 [ome
tim e | 5 [ @00 9(6),0) = Byl W]t =0

or, cette condition est une conséquence immédiate de la continuité uniforme de
® sur le compact {(t,y(t))/t € [a,b]} x [0,b— a).

5.5.3 Stabilité d’'une méthode numérique

Soient (Ym )m=1,k, (#m)m=1,% les solutions respectivement de :

Ym+1 = Ym + h¢($m7ym, h) (5 6)
Yo € R™ quelconque donné ’
et de
Zm+1 = Zm + W@ (Zm, 2m, h) + €m] (5.7)
zg € R™ quelconque donné ’
avec
20 = Yo
Zo = a
Tm+1 = Tm +h

DEFINITION 5.5.2 On dit que la méthode d’intégration est stable sl
existe My indépendant de h tel que :

max || Ym — 2m ||< My max || &, || (5.8)

m m
La notion de stabilité veut dire en ”gros” qu’une petite perturbation de la
fonction @, c’est a dire de la méthode entraine au plus une petite perturbation
sur le résultat. Comme les valeurs (y,,) sont calculées d’une maniere approchée,

il faut que la méthode utilisée soit stable, sinon on risque d’obtenir des résultats
completement faux.

THEOREME 5.5.2 S’il existe M > 0 indépendant de h tel que pour h assez
petit ® vérifie

| ®(z,y,h) = ®(z,2,h) [S M ||y —z ||, Vy,z€R", Vz€la,b].
Alors, la méthode d’intégration est stable.
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DEMONSTRATION : Pour simplifier la démonstration, on suppose que le

b;a.Ona

pas de la subdivision (2, )m=1 est uniforme, c¢’est-a-dire que h =

[ Ymir = zmar | <[ ym —2m || +
h |l @@, Yy h) = B(Zms 2ms b) (| +1 | € ||

soit encore
[ ym+1 = Zmir < (L4 M) | ym =z |+ [ €m |-
Montrons par récurrence que

(1 + h,M)m+1 —1
M

| Ym+1 — 2mt1 < max || &, || .
p=1,k

En effet

I Ymt2 = zmy |< (L4 MA) || Ymir = Zmar | +5 || €mr [l
d’ou

(14 hM)™ 1 — 1

| Ymt2 = zmya [|< [(1 4 AM) i

h
+h) max | & |,

soit encore

(1+hM)™ 2 — 1
M

| Ymt2 — Zma2 [|I< max || e, || .
p=1,k

D’autre part, pour x > 0 on a :
1+x<e”
d’ou
(1 +hM)™ < ™M < eb=aM =y — 1 ok

Par conséquent

— <M

max || ym — zm [|< My max | em ||
b—a)M __ 1
M

el
avec My =

5.5.4 Convergence d’une méthode numérique

DEFINITION 5.5.3 On dit que la méthode d’intégration est conver-
gente St :

lim max || ym — y(zm) ||= 0.
h—0 m

THEOREME 5.5.3 Supposons que la méthode d’intégration est consis-
tante et stable. Alors, elle est convergente.
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DEMONSTRATION : Soit y la solution du systéme différentiel (5.1)) avec
la condition initiale y(a) = yo, on pose

- y(mm+1)h— y(xm) (2, y(xm), h).

Si la méthode est consistante, par définition on a
lim max || ,, ||= 0.
h—0 mX || m H
D’autre part, si on applique la définition de la stabilité a

(Zm)m:Lk = (y(xm))mzl,k

et
(?Jm)m:l,k,

on obtient :
max || ym — Y(Trm) < My max || &, [,
m m

d’ou la convergence en faisant tendre A vers zéro.

5.5.5 Ordre d’une méthode numérique

L’ordre d’une méthode est un moyen théorique pour mesurer la précision avec
laquelle les valeurs approchées sont calculées.

DEFINITION 5.5.4 On dit que la méthode d’intégration est d’ordre p si :
ma || g — y(a) [I= O(A?).

ot y(.) est la solution du probléme de Cauchy + pour yo quelconque.

THEOREME 5.5.4 Supposons que la méthode d’intégration est stable
et que

1
max ||+ [y(@m+1) = y(@m)] = (2m, y(zm), h) [|= OAF).
pour toute solution y(.) du probléme de Cauchy —/—. Alors, la méthode
d’intégration est d’ordre p.

DEMONSTRATION : Soit y(.) la solution exacte du probléeme (5.1) avec
la condition initiale y(zg) = yo. Soit (Ym)m=1,k la solution de la méthode

d’intégration (5.3]). On a

Y(@mi1) = y(@m) = h[@(@m, y(zm), h) + (MLm= Em) (g, (), h))]
Ym+1 — Ym = hq)(xmaymvh)

Si on pose €m = y($m+1) _y(xm) - q)(xmay(xm)7h) et z;m = y(xm)7 par

h
définition de la stabilité on a :

max H Zm — Ym ”: max ” y(xm) —Ym ||S M max ” Em ”7
m m m

il suffit donc de prouver que &, = O(h?), ce qui est vrai par hypothese.

La proposition suivante est tres utile pour le calcul de 'ordre d’une méthode
numérique.

99



PROPOSITION 5.5.1 Soient x € [a,b] et z € K avec K un compact de R™.
Supposons que f et ® sont suffisamment régulieres, alors :

1. la solution y du probléeme de Cauchy —/— vérifie :

a+ h) = y(a) + /(@) + 507 @)+ Sy ) + O

2. la fonction ® vérifie :
PP

b(z,2,h) = ®(x,2,0) + hag(x7z70) N hPW(

p+1
o x,2,0) + O(hP™)

et dans les deux cas le reste est une quantité uniformément par rapport a (x, z).

La démonstration est une application simple de la formule de Taylor avec reste
intégrale & chaque fonction h — y;(x 4+ h) et a chaque fonction h — ®;(x, z, h),
i=1,---,n.

5.6 Meéthode d’Euler

Soit y(.) la solution exacte du probleme (5.1)). La méthode d’Euler est une
conséquence de la remarque suivante : pour h assez petit, on a :

y(@x+h) —ylx) =h f(z,y(r)) ;

par conséquent, pour h = b_T“, en tout point z,, =a+mh, m=0,1,--- ,k, on
obtient une approximation y,, de la valeur y(z,,) de la solution exacte y(z) de
la maniere suivante :

Yo = y(o)
Ym+1 = Ym + hf(xmyym)y Tm+1 = Tm + h.

Ce qui revient a prendre

@(x,y,h) = f(x,y), Va,y, h.

Il est clair que la méthode d’Euler est consistante et si on suppose que f est
lipschitzienne par rapport a y uniformément par rapport a x € [a, b], on obtient
une méthode stable et convergente.

Exercice d’application : Vérifier que la méthode d’Euler est d’ordre 1 lors-
qu’on suppose que f est lipschitzienne par rapport a y.

Réponse : Soit h > 0. La fonction ¢t — f(¢,y(t)) est continue sur [a,b], donc,
elle est uniformément continue sur [a,b], d’olt :

max | £(t,y(t) — F(t',y(t")] = O(h)

jt—t|<h

D’autre part, d’apres (5.1)) :
Tm41

Y(Tmer) — Y(@m) = / f (@ y(a))de

Tm
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d’out
15 Cms) = y(zm)] —@(m, (), 1)
=71 / " (F (@) vz

Z7n+1

<3 [ W) ~ S v lds

5.7 Méthodes de Runge-Kutta

Pour obtenir des méthodes d’ordre supérieur a un, on introduit les méthodes
dites de Runge-Kutta :

kl = f(xay)a

kQ = f(x+92h,y+a21hk1),
ks = f(z+03h,y+ azhky + azshks),
r—1
ke = flx+0hy+h) ank),
i=1
et on pose ®(z,y, h ch

Il est clair que
(I)(‘Tv Y, 0) = f({E, y) Z Cj3
j=1

par conséquent, les méthodes de Runge-Kutta sont consistantes si et seulement

si
K
E Cj =1.
Jj=1

Si on suppose que f est lipschitzienne par rapport a y uniformément par rapport
& x € [a,b], on vérifie facilement que pour h petit ®(z,., h) est aussi lipschit-
zienne par rapport a y uniformément par rapport & = € [a, b, avec une constante
de Lipschitz indépendante de h et de x, ce qui prouve que les méthodes de Runge-
Kutta sont stables. Les méthodes de Runge-Kutta sont donc convergentes.

Etudions l'ordre de quelques unes de ces méthodes. Un calcul simple nous
donne :

)
df (z,y(x)) _ Of(z,y) +8f(w7y)

y (x) = e = o oy 1Y)
et dans le cas ®(z, z,h) = Z?Zl ciki
d(z, z,0) (cl—|—02) (z,2)
09 f(x,2)  0f(x,2)

%(m,z,O) = c2[0 5 + as 9y flz, 2)]
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ce qui donne, en utilisant la proposition [5.5.1] :

y(z +h) —y(x) of (z,y) n of (z,y)

o = f(z,y(x)) + h[ o 9y f(z,y)] + O(h?)
et
(b(l‘,y,h) = le(xay) +02f($+92h,%+ G,thf(l',y)),
= (a+te)f(zy) + C2h[92%
+an HE (o) + O2)

D’on, pour que la méthode de Runge-Kutta soit d’ordre deux, il faut que
c1tcea=1, oo =1/2, coas =1/2.
Une solution de cette équation est
cp=co=1/2, 0> =ao1 =1,

ce qui donne la méthode de Heun (1900) :

@) + @+ by + hf (@),

é(l.7y) h) = 2

elle demande le calcul de f seulement deux fois par itération. Une autre solution
est
6120, 62:1, (92:&21:1/2,

elle est connue sous le nom ”"Méthode d’Euler modifiée” [Collatz 1960]

ﬁ,y+gf(x7y)),

O(x,y,h) = f(z+ 5

La méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre est la suivante

ko= flzy),
k4 = f(x—i—h y+hk3)

1
®(w,y,h) = 2 (ki + 2ks + 2k + k).

On montre que la méthode de Runge-Kutta 4 est d’ordre 4.

5.8 Exercices corrigés

Exercice 5.1

Soit a < xg < 21 < --+ < @, < b une subdivision de l'intervalle [a, b]. Soit P(x)
un polynoéme de degré < n.

1) Montrer que le polynéme d’interpolation de Lagrange @ de degré < n tel
que : Q(z;) = P(x;) pour i =0,1,--- ,n, coincide avec P(x).

2) Montrer que les coefficients du polynéme P(z) vérifient un systéme de la
forme Az = b avec A une matrice a déterminer. Déduire du théoréeme d’inter-
polation de Lagrange que A est inversible.
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3) En utilisant 'expression du polynéme d’interpolation de Lagrange, montrer
qu’il existe yo,71, - ,¥n des constantes indépendantes de P(z) tels que :

b n
/ P(z)dx = Z'yiP(xi)
a i=0

4) En remplacant le polynéme P(x), dans I’équation des +;, par les monomes
1,z,22,--- ,2" , montrer que le vecteur formé par les 7; est une solution d’un
systeme de la forme ATz = d ( la matrice A de la question 2)). En déduire que
les ; sont uniques.

Réponse 5.1

Soit Q(x) le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré < n tel que :

Q(Il):P(gjl)v Z:()vla ,

On sait que 'expression de Q(z) est la suivante :

n
Q(z) = 3 P(ai)Lilx)

i=0
avec
Hj;éi (x — ;)
Hj;éi(xi - zj)
D’autre part, d’apres 'unicité du polynome d’interpolation de Lagrange et le
fait que degré de P(xz) < n , on obtient que P(z) = Q(x). D’ou :

b n b
/a P(m)dm:;P(azi) / Li(z)dx

Li(z) =

On pose v; = f; L;(z)dx pour i = 0,1,--- ,n, ce qui donne l'existence des ;.
Montrons 'unicité des «;. Le polynéme d’interpolation de Lagrange P(x) =
ag+a1x+---+apx™ est unique, donc les coefficients ag, a1, - - - , a, sont uniques.

Par conséquent, le systéme suivant admet une solution unique :

ap + a1xo + -+ anzly = P(xo)
ap+ a1xy + - +anxl = P(x)

ag + a1y + -+ anxrl = P(zy)

quelque soit les nombres P(xg), P(z1),- -+, P(x,). D’ou, la matrice :
1 xo x§ ey
1 = «f - ¥
A =
1z, 22 Ty

est inversible. D’autre part, si on remplace, dans 1’équation des ~;, le polynome
P(x) par les monémes 1,z,22,--- 2™, on obtient le systéme :

Yo+M A+ + = ["1dz
Yoo + 1%L A A YTy = [, wda

WTE + N+ -yt = [P anda
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qui s’écrit sous la forme matricielle :
ATy =b

avec ¥ = (0 M - +7n)T. Comme la matrice A est inversible, alors, AT est
aussi inversible. Ce qui prouve l'unicité des +;.

Exercice 5.2

Si f € C?[a,b] alors il existe Z € [a, b] tel que erreur de la méthode du trapeze
est égale a :

b
| ra)ia = 50 a)(f@) + £0) = 56— P @

Déduire ce résultat en utilisant un résultat du cours du chapitre précédent.
Réponse 5.2
D’apres un théoreme du chapitre précédent et pour n =1, xo =aet 1 =b:

(z — a)(z = b) [ (c(x))

2!
avec P(x) = f(a) + (f(b) — f(a))(x —a)/(b— a) le polynéme d’interpolation de
Lagrange de degré < n = 1 et qui vérifie P(a) = f(a) et P(b) = f(b). Montrons
que f7(c(zx)) est continue sur [a,b]. On a :

2(f(z) — P(x))
(x —a)(x —b)

11 est clair que la fonction f7(c(z)) est continue sur [a, b] sauf peut étre en a et
b, mais il est facile de voir qu’on peut la prolonger en ces points car :

i g 20— P@) 2
xligl+f (c(z) acl—>a+ (r—a)(x—b) a—b

Vz € [a,b],3c(z) € [a,b]/f(x) = P(x) +

[ (e(x)) =

(f'(a) = P'(a))

et
e e 2(f(@) = P(x) 2
zlgilff (c(x))—zlirg (r—a)(x—b) b—a

(f'(b) = P'(b))

On peut donc supposer que f7(c(x)) est continue sur [a,b]. D’autre part, (z —
a)(xz — b) ne change pas de signe sur [a, b], d’apres la formule de la moyenne :

b b
Ja 0t/ [ (@ a)(o =0 (cla))ds = £ (cla)) [ (o a)(a~ b)da
En calculant f; P(x)dz et f;(x — a)(z — b)dz, on obtient ce qu’il faut.
Exercice 5.3
Si f € C*[a,b] alors il existe Z € [a, b] tel que :

(b - a)*
12

(b—a)°
720

b
[ f@de - 0= a)sa) + 10) - (7'(a) = /) = @)

Déduire ce résultat du cours du chapitre précédent.
Réponse 5.3
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D’apres un théoréeme du chapitre précédent et pour m =1, {y = a, & = b et les
conditionsP(a) = f(a), P'(a) = f'(a), P(b) = f(b), P'(b) = f'(b) :

Va € o, ], 3e(z) € [a, b/ f(z) = P(z) + & a)*(x —4?)2f(4)(0(m))

avec P(x) = coo + co1(z — a) + coa(x — a)? + co3(x — a)?(x — b) le polynome
d’interpolation de Hermite de degré < 3 et les coefficients donnés par la méthode
des différences divisées généralisée :

Coo = f(a)

Co1 = f’(a)
f(b) = fla) = (b—a)f'(a)
(b—a)?
f'®) + f'(a) —2(f(b) — f(a))/(b—a)
(b—a)?

Montrons que f®(c(x)) est continue sur [a,b]. On a :

@ (o(z)) — 4(f(z) — P(x))
[P (c(z)) @ —a)2(z—b)?

Co2 =

Co3 =

Il est clair que la fonction f*)(c(x)) est continue sur [a,b] sauf peut étre en a
et b, mais il est facile de voir qu’on peut la prolonger en ces points car :

im f®(¢(z)) = lim Hf(z) ~ Pz)) = 2 "(a) — P"(a
Jm @) = i b ~ (ampE (@ @)

et

lim @ (c(z)) = lim (/) ‘P‘”)Q = (b_2a)2(f”(b) — P7 (b))

r—b— r—b— (.13 — CL)2($ — b)

On peut donc supposer que f*(c(x)) est continue sur [a, b]. D’autre part,
(r—a)?(2—b)? ne change pas de signe sur [a, b], d’apres la formule de la moyenne :
b

Ja € [0, ]/ / (2 — a)2(z — b2FD (e(2))dz = FD(c(a) / (@ — a)%(z — b)%dz

a

En calculant f: P(z)dx et f:(a: — a)?(x — b)%dx, on obtient ce qu’il faut.
Exercice 5.4
Soient f € C%[—1,1] et P € R®[X] le polynoéme d’interpolation de Hermite avec

Pla;) = f(xi), P'(x:) = f'(2:), xi=-1,0,+1

1) Montrer que pour tout @ € R3[X] on a :

! 7 16 7 1 1
[ Qs = 01 + 000+ 500 + Q1) - 5 (+1)
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2) La formule de la question précédente est une méthode pour approcher I'intégrale
de la fonction f sur [—1,1] par l'intégrale du polynéme de Hermite P(x) :

! 7 7
[ @~ SR+ 2500+ )+ 5 D) = )

Lorsque f est un polynéme de degré < 5 la formule est exacte. Montrer que
cette formule n’est pas, en général, exacte pour les polynomes de degré < 6.

3) Utiliser un résultat du chapitre précédent pour déterminer une estimation de
Perreur de la méthode de la question 1).

Réponse 5.4

1) 11 suffit de vérifier la formule pour les monémes : 1, z, 2%, 23, 2%, 2°, car
Iintégrale d’une combinaison linéaire est une combinaison linéaire des intégrales
et le polynéme est une combinaison linéaire des monomes.

2) La formule n’est pas exacte pour z°.

3) D’apres un théoreme du chapitre précédent :

(z + 1?2 (2 = 1)*f O (c(x))

Vo € [-1,1],3c(x) € [-1,1]/f(x) = P(x) + ol

De la méme maniére que Iexercice précédent, on vérifie que la fonction £ (c(x))
est continue sur [—1,1] et on a que (x + 1)22%(x — 1)? ne change pas de signe
sur [—1,1]. D’apres la formule de la moyenne, il existe o € [—1,1] tel que :

1 1
| ¥+ 170 = 02O cla))de = 1O ela)) [ ot )P - 1o

-1 -1

Tout calcul fait, on obtient :

Jh f@)de = Lf(=1) + 8 F0) + L f(+1)

Ly
()ca
ok f(=1) = f (1) + L)

Exercice 5.5
Pour approcher la solution d’un systeme différentiel avec condition initiale, on
utilise la méthode numérique associée a la fonction ® suivante :

1
(I)(‘Tvya h) = 6[k1 + 4k2 + k3]

kl :f(‘ray)
h h
kng(x+§,y+§k1)

Montrer que cette méthode est au moins d’ordre 3.
Réponse 5.5
Pour (z,y) fixé, on pose :

ki(h) = f(z,y)
kZ(h) :f(.’E+ 27y+hk1( ))
ks(h) = f(z+h,y+ h(=ki(h) + 2kz(h)))
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Pour simplifier les notations, on notera par f a la place de f(.,.), par f, a la
place de a%f(" .), par fy 4 la place de 2 5y f(.,.), par fzy ala place de %f(., s

par fr. & la place de afo(., .) et par fy, & la place de 8%Zf(., e
On a alors :

y(z) =f
y”(l’) :fx+f'fy
y”/(m) = +2f~fzy+fx~fy+f~(fy)2+f2~fyy
et
ki(h) =0
B0 = R,
2" (h) =4l m+2k1( ) foy + K2 () fyy
(h) =fot+(—k (h)+2k2(h)+2hk2(h))fy
B (B) = oo 2(—ka(h) £ 2halh) + 20R5(1)) oy + (—ha ()
+2ka(h) + 2hky(h)) fyy + (4k5(h) + 2hks” (h)) £y
D’ou

150) =0+ 1)
k3(0) = fot+ [.fy
ks”(0) = faw + 2f fay + f-Syy + 20y (fo + [-1y)

Un développement limité & 1’ordre 2 par rapport & h au voisinage de zéro, (x,y)
fixé, de ®(z,y, h) nous donne :

®(w,y.h) =f+ B(fo+ f L)+
B fow + 2f-Fuy + 12 oy + (fo + F-fy) fy] + O(R®)

et si z € [a,b] et y dans un compact, alors, le reste est une quantité O(h?)
uniformément par rapport a (z,y).

De méme, un développement limité a l'ordre 3 par rapport a h au voisinage de
zéro, z fixé de y(z + h) nous donne :

h? h3
y@+h) —y(@) =y (@h+ Sy (@) + 5y () + O(h")
et si x € [a,b] alors, le reste est une quantité O(h*) uniformément par rapport
a .
Si on remplace les expressions de y'(x), y”(z), y”'(x), on obtient que :

yla+h) —y(x)

h = @z, y(x),h) = O(h?%)

avec le reste est une quantité O(h?®) uniformément par rapport a = € [a,b] car
y(x) € y([a,b]) = un compact. D’olt, pour toute subdivision (z,)o<m<n de pas
uniforme h de l'intervalle [a,b], on a :

e | L)) gy (a,), ) = O(8)

ce qui prouve, d’apres un théoréeme du cours, que la méthode est au moins
d’ordre 3.
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Exercice 5.6
Pour approcher la solution d’un systeme différentiel avec condition initiale, on
utilise la méthode numérique associée a la fonction ® suivante :

h h h
avec

g(avy) = 3 f(o) + fo) g f2,0)

Montrer que cette méthode est au moins d’ordre 3.
Réponse 5.6
Méme raisonnement que ’exercice précédent.
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Chapitre 6

Programmation Linéaire

6.1 Introduction
Un probléeme de programmation linéaire (on dit aussi un programme linéaire)

consiste & minimiser ou a maximiser une fonction linéaire sous contraintes
linéaires :

. T _ n
Minc'z=),_,cz;

(Po) azx =d;,j=1,---,p (contraintes-égalités)

ajr <dj,j=p+1,---,m (contraintes-inégalités)
ouzx,c,ai,as, - ,a, sont des vecteurs de R" et dq,ds, - - - , d,, sont des nombres
réels.

On peut toujours exprimer un programme linéaire sous la forme suivante :

Min z(z) =l =" | ¢y
(P) Az =d
v= (2129 - )T >0

ol A est une matrice m lignes (m contraintes-égalités), n colonnes (n variables)
et d € R™. En effet, il est toujours possible de se ramener a ce cas :

—une contrainte-inégalité se transforme en une contrainte-égalité en ajou-
tant une variable dite d’écart :

T T —
ajr <dj<=a;r+v;=djv; >0
+

i T T

— une variable z; de signe quelconque est remplacée par =
:cj',xl_ >0

On dit que (P) est la forme standard de (Pp).

avec

EXEMPLE
Min z = 5xr1 — 3o
T, — T2 Z 2

(PO) 2.%1 + 31’2 < 4

—x1 4 622 = 10
1> 0,20 R
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En introduisant les variables d’écart, on obtient la forme standard de (Fp) :

Min z = 5x1 — 3(ze — x3) + 024 + Oz
1‘1—(1’2—1‘3)—(E4=2
(P) 211 -‘1-3(.7}2 —-'173)“!‘335 =4
—x1 4 6(xy —23) =10
21 2>20,22 20,23 > 0,24 20,25 > 0

'=(5 -3300),d" =(2410)

1 -1 1 -1 0
A= 2 3 -3 0 1
-1 6 -6 0 0

REMARQUE 6.1.1 On peut toujours supposer que rang(A) = m. En ef-
fet, si rang(A) < m, une ou plusieurs lignes de A peuvent s’exprimer comme
combinaison linéaire des autres lignes, alors ou bien [’ensemble des solutions
de Ax = d est vide, ou bien les équations qui correspondent a ces lignes sont
redondantes et peuvent étre éliminées. On obtient alors une nouvelle matrice
telle que son rang est égal au nombre de contraintes.

6.2 Formulation d’un programme linéaire

6.2.1 Exemple : le probleme du portefeuille

Supposons que c’est le début de ’an 2000, et que vous étes un investisseur
avec un portefeuille composé de trois types d’actions : 75 actions avec la STB,
1000 actions avec la BNA et 25 actions avec la BIAT. Les prix actuels sont les
suivants : 20D par action de la STB, 2D par action de la BNA et 100D par
action de la BIAT.

On suppose que I’étude du marché et de certains facteurs économiques vous
permettent d’estimer les bénéfices de chaque action durant ’an 2000 et le prix
de chaque action a la fin de I’an 2000. Par exemple : le bénéfice de la STB est
5D par action, pas de bénéfice pour la BNA, le bénéfice de la BIAT est de 2D
par action, et a la fin de I'an 2000, la valeur de la STB est 18D par action, de
la BNA est de 3D par action et de la BIAT est 102D par action.

Vous n’avez pas des frais a payer pour acheter ou vendre des actions et vous
pouvez vendre ou acheter une fraction d’action.

Vous devez ajuster votre portefeuille pour maximiser vos bénéfices de I'an
2000. Pour ce faire, vous devez satisfaire les restrictions suivantes :

1. Apres ajustement, la valeur de votre portefeuille reste la méme ; c’est-
a~dire, investir la valeur actuelle de votre portefeuille.

2. Il faut tenir compte de l'in flation, la valeur de votre portefeuille a la
fin de ’an 2000 doit étre augmenter au moins de 5% de sa valeur actuelle.

3. Pour éviter les risques du marché, il faut que votre portefeuille soit
équilibré : apres ajustement, la valeur de chaque type d’action doit étre supérieure
ou égale & 25% de la valeur totale de votre portefeuille.

4. L’ajustement des actions se fait une seule fois au début de I’année et
le nombre d’actions par type d’action doit étre positive.
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6.2.2 Programme linéaire du probleme du portefeuille

On note par x; la variation des actions de type STB, x5 la variation des
actions de type BNA et par z3 la variation des actions de type BIAT; c’est-a-
dire, si 1 = 50, votre investissement avec la STB devient 75+ 50 = 125 actions,
si zg = —30, votre investissement avec la BNA devient 1000 — 30 = 970 actions.

Vous devez maximiser le bénéfice de votre portefeuille, c’est-a-dire, maximi-
ser la fonction affine :

5(75 + 1) + 0(1000 + ) + 2(25 + 3)

ou encore
5x1 + 2x3 + 425

ce qui revient a minimiser la fonction linéaire

min —53)1 - 2333
x1,T2,T3

La premiere contrainte est donnée par la restriction 1 : la valeur actuelle est de
20 x 754 2 x 1000 + 100 x 25 = 6000
le portefeuille ajusté doit avoir la méme valeur
20(75 + x1) + 2(1000 + x2) 4+ 100(25 4 x3) = 6000

ou encore
20%1 + 2$2 + 100%3 =0

La seconde contrainte est donnée par la restriction 2 : la valeur du portefeuille
a la fin de Pan 2000 doit étre supérieure ou égale & 6000 + 5 x 6000/100 = 6300

18(75 + x1) + 3(1000 + 25) + 102(25 + 23) > 6300

ou encore
18z1 + 3xo + 102x3 > —600

La troisieme contrainte est donnée par la restriction 3 : la valeur de chaque type
d’action est supérieure ou égale a 1500

20754+ z1) > 1500
2(1000 + z5) > 1500
100(25 + z3) > 1500
ou encore
I Z 0
T9 > —250
T3 Z —10

La quatrieme restriction est contenue dans la troisieme.
La formulation du probleme du portefeuille est donnée par le programme
linéaire suivant :
Min z = —5x1 — 223
20x1 4+ 2x9 + 10023 = 0
18z1 4+ 3xo + 102x3 > —600

X1 Z O
T2 > —250
I3 2 —10
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6.3 Définitions et propriétés
Un ensemble convexe de la forme
U={zeR"/Ax =d, z >0}

avec A une matrice m xn, d € R™ et rang(A) = m, est appelé un polyedre. Les
éléments de U sont appelés les solutions réalisables du programme linéaire (P).
On appelle sommet du polyedre U tout point de U qui ne s’écrit pas comme une
combinaison convexe d’autres points de U. On appelle base toute sous matrice
B réguliere (m x m) extraite de A (il y a au moins une puisque rang(A4) = m).
On note 1 < by, by, - ,b,, < n les indices des colonnes, appelées colonnes de
base, qui forment la sous matrice B, 1 < hy,hs, -+, hp_m < n les indices des
autres colonnes de A, appelées colonnes hors-base et H la sous matrice formée
par les colonnes hors-base, c’est a dire, si on note par A;, j = 1,--- ,n, les
colonnes de A, on a :

la kieme colonne de B = A, ,1 <k <m

la kieme colonne de H = Ap,,, 1 <k<n-—m
{1727"' an}: {b17b27"' 7bmahlah2a"' ahn—m}

Soit = (xy xo - x,)T € R™ un vecteur quelconque et B une base de A, la
notation x = [x g, x| veut dire :

g = (T, T, -+ Tv,) g = Tny Ty Thp_,)
d’ou :

n m n—m
Az = E .’bjAj = E xbkAbk + E l'hkAhk
j=1 k=1 k=1

Le systéme Ax = d est donc équivalent &
Bxgp+ Hry =d (6.1)

On appelle solution de base (associée & la base B), la solution particuliere de
(6.1) obtenue en faisant xy = 0. Le vecteur x g est alors détérminé d’une fagon
unique par :

xp = B~ ld.

Une base B est dite réalisable si la solution de base est réalisable c’est-a-dire

xp > 0. Une base réalisable est dite dégénérée si I'une des composantes de

rp = B~1d est nulle. Une solution réalisable (resp. une base réalisable) est dite

optimale si elle (resp. la solution de base associée) réalise le minimum de (P).
Pour z = (21 x5 -+ x,)T € R™, on note

(@)= {j / @; > 0}.

THEOREME 6.3.1 L’ensemble des sommets du polyédre
U={zxeR"/Az =d, >0}
correspond a l’ensemble des solutions de base des bases réalisables. En particu-

lier, l’ensemble des sommets est fini.
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LEMME 6.3.1 Soit u un sommet de U. Alors, la famille {A;/j € I*(u)} est
libre.

Démonstration ( Lemme )
Supposons le contraire, c’est a dire :

Aag)jerw/ D, ajA;=0
jelr (u)
avec au moins un «; 7 0. On pose
a; =0,Vj & I"(u)
ol =(a; ay -+ ay)
I ={j/a; >0}, I = {j/a; <0}

11 est facile de voir que
Alu —ba) =d, V0 € R.

D’autre part, si I; # 0, alors :
Vj €I1,Uj —Qaj >0 <= Vj GIl,eaj < uy

— Vje[l,é?guj/aj
= 0 <0 =minjer, (u;/ay)

sinon, on obtient que u —fa > 0 pour tout # > 0, on pose dans ce cas 0; = +o0.
De méme, si Iy # (), alors :

VjEIQ,Uj—QOéjZO <~ VjEIQ,GOéjSUj
< VjGIQ,QZ’U,j/OAj
— 020, =maxje, (u;/aj)

sinon, on obtient que u —f0a > 0 pour tout § < 0, on pose dans ce cas 05 = —oc.
Il est clair que 62 < 0 et 61 > 0 et que

Vo 6]92,91[,u—90z eU

D’autre part, soit 6 €]0s,601[—{0} tel que —8 €]02,01[ (un tel 6 existe car O <
0<#6),ona:

1 1
utbaecl, etuzi(u—Ha)+§(u+9a)

par conséquent u s’écrit comme combinaison convexe d’éléments de U, ce qui
contredit le fait que u est un sommet.

Démonstration ( Théoréme )

Soit u un sommet de U, d’apres le lemme précédent la famille {A; / j €
I*(u)} est libre, donc, on peut compléter cette famille par d’autres colonnes de
A pour obtenir une base B. Il est clair que

BUB: Z 'LLZAZZd

iel*(u)
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d’ot1 u est la solution de base de la base B.
Inversement, soit B une base réalisable et soit u = [ug,uy]| = [B~'d,0] la
solution de base de la base B. Supposons que u n’est pas un sommet de U :

A€, FTvAweU/u=Iw+(1-Nw

up = A\ + (1 — )\)U)B

AN €)0,1[,Fv £ w € U/{ wmr = Aom + (1 — Mg

Or, ug = 0, ce qui prouve que vy = wy = 0, car vy > 0 et wy > 0. D’autre
part :

uelU = Bup+ Hug=d

veU =— Bvg+ Hvg=d

welU =— Bwp+Hwyg=4d

Par conséquent
U = Vg = wWpg =B d

d’ot1 u = v = w. Donc u est un sommet de U. Enfin, la matrice A est constituée
de n colonnes, et une base est constituée de m colonnes, donc, le nombre de
bases réalisables est au plus égal a C".

COROLLAIRE 6.3.1 Soit u € U. Alors, u est un sommet de U si et seule-
ment si la famille {A;; 5 € I*(u)} est une famille libre.

DEMONSTRATION :
Soit w € U un sommet de U, d’apres le théoreme [6.3.1] il existe m- colonnes
de A: Ap,, Ap,, -, Ap,,, qui forment une base réalisable B telle que :

m )

u=[ug 0] avec up = (up, up,---up, ) =B 'd
d’ou, I*(u) C {b1,ba2, -+ ,by}. Comme B est inversible, donc, ses colonnes
Ay, Apy, - -+, Ay, sont linéairement indépendantes et par suite la famille {A; ;j €
I*(u)} est libre ( car la sous-famille d’une famille libre est une famille libre ).

Soit w € U tel que {A4; ;5 € I"*(u)} est une famille libre, donc, on peut
compléter cette famille par d’autres colonnes de A pour obtenir une base B =

{Ap,, Ap,,--+, Ap, } avec I*(u) C {b1, b2, ---, by }. D’autre part :
d=Au= Z UjAj = ZubiAbi
JET*(u) i=1

ce qui prouve que u = [up 0] est la solution de base associée & la base B formée
par les colonnes {Ayp,, Ap,, -+, Asp,, }-

THEOREME 6.3.2 Un polyédre non vide
U={zeR"/Az =d,z > 0}

possede au moins un sommet.
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DEMONSTRATION : Soit u € U. Supposons que la famille {Aj;5 eI (u)}
est liée, donc

3ay)jer-w/ >, @jA;=0 (6.2)
JerI* (u)
avec au moins un o # 0, j € I*(u). Quitte & multiplier (6.2]) par -1, on peut
supposer que I = {j € I*(u)/a; > 0} # 0. Soit

§ = min L = 2
Jel oy &7

on considere le vecteur w € R™ :

W, = uj_aaj’jEI*(u)
771 0, sinon

Montrons que w € U ; en effet, on a :

Aw=Au—03% 1., a;jA; =Au=d
wj =u; —fa; >0,Vjel

wj = u; — oy > uy; > 0,V5 € I*(u)\I
wj = 0,Vj ¢ I"(u)

D’autre part,

Jo € I*(u)
Wi = Uj, — gajo =0
I(w) C I*(u)

Par conséquent
I*(w) € I" (w)\{Jjo}

Sila famille {A;; j € I*(w)} est liée, on recommence le méme raisonnement avec
w au lieu de u. A chaque étape le nombre d’éléments de la famille liée décroit au
moins de 1; alors, on obtient nécessairement apres un nombre fini d’étapes un
vecteur w € U tel que la famille {A;; j € I*(w)} soit libre ou I*(w) = 0, dans
ce dernier cas w = 0. Il suffit donc de prouver que si 0 € U, 0 est un sommet de
U. Supposons qu’il existe 0 < A < 1 et v # vg € U tel que :

0= \v; + (1 — )\)UQ
comme v7 > 0 et vg > 0, nécessairement v, = vy = 0.

PROPOSITION 6.3.1 On suppose que U est non vide et que la fonction
linéaire z(x) = cT'z est minorée sur U. Soit v € U. Si v n’est pas un sommet
de U, alors, il existe v € U tel que :

2(v) < z(v)

et
card(I*(v)) < card(I*(v))

127



DEMONSTRATION : Si v n’est pas un sommet, il existe u; # us € U et
0 <A< 1 tels que :
v=2Aus + (1 — Nus

L’ensemble des indices des composantes non nulles de y = u; — us est non vide
car u; # us et il est contenu dans I*(v) car si y; # 0 nécessairement v; # 0.
D’autre part, Ay =0 d’ou :

z(v+0y) = z(v) + 02(y), A(v + 0y) = Av = d, V0 € R,
On peut supposer que

2(y) = 0et I"(y) # 0

en effet, dans le cas z(y) < 0 et y posseéde des composantes négatives, on rem-
place y par —y, c’est a dire, on prend y = us — up au lieu de u; — uy. Le cas
z(y) < 0 et les composantes de y sont toutes positives est impossible car :

v+60y e UV >0
et comme z(y) < 0, on obtient

lim z(v+0y)= lim z(v)+60z(y) =—oc0

0— 400 0— 400

ce qui contredit le fait que z est minorée. I reste seulement le cas T*(y) = 0 et
z(y) > 0 qui est aussi impossible car :

v—0y e UV >0

et comme z(y) > 0, on obtient
li —0y)= 1 -0 =—
pdm z(v—0y)=_lim 2(v)=0z(y) = —oo
ce qui contredit le fait que z est minorée.
On pose alors :
'UZ'0

g = min{%/z’ eI*(y)} = 2o

3 io

>0

et

Montrons que v € U ; en effet, on a Av = d, il suffit donc de prouver que v > 0 :
pour ¢ € I*(y) :

Vi — gyi B
yi(vi/yi — 0)
yi(6 —0)

0

&
Il

vl

et pour ¢ ¢ I*(y) - _
0 =v; —Oy; > v; > 0,(0>0)

D’autre part, I*(y) C I*(v), d’ou :
I"(v) Cc I*(v)
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et on a :
i9 € I*(’U) et v;, = 0.
2(0) = 2(v = y) = z(v) — 02(y) < 2(v)
THEOREME 6.3.3 On suppose que U # 0. Alors on a l'une des assertions
suivantes :
a) inf{lz(z);x €U} = —o0

ou bien
b) il existe un sommet w de U tel que :

DEMONSTRATION : L’ensemble des sommets de U est fini et non vide, il
existe donc un sommet w de U tel que

z(w) = min{z(v) / v est un sommet de U}

Si z est non minorée, c’est alors lassertion a) qui est vérifiée. Supposons que z
est minorée. Soit € > 0. Par définition de I'inf., il existe v € U tel que

2(v) <inf{z(z);z €U} +¢

Si v n’est pas un sommet, on applique plusieurs fois la proposition précédente
jusqu’a ce que 'on obtienne un v € U tel que :

2(0) < z(v) < inf{z(z);x € U} + ¢
I*(9) = () ou ¥ est un sommet

or, si I*(v) = (), nécessairement v = 0 et donc v est un sommet de U. Par
conséquent :
2(w) < 2(v) < inf{z(x);z €U}t +¢

Comme le sommet w est indépendant de €, alors z(w) = inf{z(x);z € U}.

6.4 Résolution des programmes linéaires : Algo-
rithme du simplexe

LEMME 6.4.1 Soit C un conveze fermé de R¥, k > 1, et soit y € RF\C .
Alors, il existe a € R¥ tel que :

aly < inf{aTz;z € C}
DEMONSTRATION : On pose

0 = inf — .
inf |z -y (63)

L’inf. de (6.3) est atteint, en effet, C' est un fermé de R¥ et y ¢ C, alors, § > 0;

d’ot, Uinf. sur C est aussi égal & Uinf. sur {z € C/ || ¢ — y ||2< 26} qui est un

compact, ce qui prouve que l'inf. est atteint, soit

§=|%—yll= inf ||z —
|z -yl ;chw Y l2
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On pose a = T —y. Comme C' est convexe, alors, pour tout 0 < a < let z € C,
le vecteur Z + a(x — Z) est dans C'; d’on

<l z+al@—2)-yl3=0"+2a - y) (x-2)+a® ||z -z |3

soit
2@ -y) (@1 +alz—z[3=0
par conséquent, lorsque « tend vers 0+, on obtient que :
a'(z—2)=(z—-y) (t—-2)20
d’ou
alz>aTz=a" (@ —y)+aly=0>+aTy
ce qui prouve que

inf a¥ax > aTy+ 62> aly.
zeC

PROPOSITION 6.4.1 On suppose que le programme linéaire (P) posséde
une solution optimale x* € U, alors :

c— AT X* >0

3)‘* € Rm/{ dT)\* — CTx*

DEMONSTRATION : Soit z* = ¢7'z*. On pose
C={(r,w) eRxR" /r=tz"—c'z, w=td— Av ; t e R; et x € R} }
Il est facile de vérifier que C est un convexe fermé, de plus, C est un cone :
Yt > 0,Y(r,w) € C = t(r,w) = (tr,tw) € C
Montrons que (1,0) ¢ C'; en effet, supposons le contraire, alors :
I(to, z0) € Ry x R Jw =tod — Axg = 0,1 = tp2" — L'z

Si tg > 0, alors, g /to est une solution réalisable du programme linéaire (P) et
on a

c(zo/to) = 2" —1/tg < 2* =c'z* =minc’z
zeU

ce qui est absurde. Si tg = 0, alors,
Azg =0, zo > 0 et ¢Tzg = —1

d’ot1, pour tout z solution réalisable du programme (P), x + ax est aussi une
solution réalisable du programme (P) pour tout « positif, ce qui est absurde,
car :

'z +arg)=cls —a— —o0

quand « tend vers +oo. Par conséquent, C' est un fermé et y = (1,0) ¢ C,
d’apres le lemme précédent, il existe a = (s, A) € R x R™ tel que

aly=s<d=inf{a’z = s + \w, (r,w) € C}
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Le nombre ¢ est nécessairement positif; sinon,
3z = (r,w) € C/a’s =sr+ATw<0

et comme C' est un cone, on obtient que 'inf. est égal & —oo ce qui contredit le
fait que § > s. D’autre part, (0,0) € C, d’ou

§<0
ce qui prouve que d = 0. Donc, s <0 et on a :
s+ ATw > 0,Y(r,w) € C
Si on note \* = A/(—s), on obtient :
—r+ (M) w > 0,Y(r,w) € C
soit encore, en utilisant que (r,w) € C :
—(tz* —cx) + (\)T(td — Az) > 0

d’oti
td"A* = 2*) + (c = ATA)T2 > 0,Vt > 0,Vz > 0

Pour ¢t = 0, on obtient que
AT * < ¢ (6.4)

Pour x =0 et t = 1, on obtient :
dPa\ > 2"

Utilisons le fait que x* > 0 et que Az* = d, et multiplions "équation (6.4)) par
z*, on obtient :
dPx* < cTa* =2
d’on
dTX\ =Ty

THEOREME 6.4.1 Soit B une base réalisable. Une condition suffisante pour
que B soit une base réalisable optimale est que :
CH = (Ehk)kzl,n—m =cyg — (CgBilH)T >0, (65)

avec ¢ = [cp,cyl. Si de plus, la solution de base est non dégénérée, alors, la
condition est mécessaire.

DEMONSTRATION :
Soit B une base réalisable. Supposons que la condition (6.5|) est vérifiée. Par
définition, la solution de base z° = [2%,2%] = [B7'd,0] est réalisable. Soit

z=[rp,zg] €U,ona:

rg >0,z >0, et Bxg+ Hryg =d
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d’ou :
2(x) = cLap+chay
= cL(B7'd— B 'Hxy) + Loy
cEB7ld+ (5, — LB 'H)xy
ctB~1d
z(z)
Supposons que la base réalisable B est optimale, c’est a dire que la solution

de base, qu’on note z*, est optimale et que x* est non dégénérée. D’apres la
proposition ci-dessus, il existe A* € R™ tel que :

vl

c—ATX* >0
dT)\* ZCTJZ*

de la premiere équation, on déduit que :

cbk—A{)\*ZOszl,-~-,m
Ch, — A, N >0Vk=1,--- ,;n—m
k

et de la deuxiéme équation, en remplacant d par Ax*, en utilisant les inégalités
données par la premiere équation et le fait que la solution z* est non dégénérée,
on déduit que :

by —Ap N =0Vk=1,---,m
d’ou

cg =BT X et ey —H'N >0

par conséquent
(BT tep ="

d’ott
cg — H'(BT) lep > 0.

COROLLAIRE 6.4.1 Soit B une base réalisable quelconque et z° la solution
de base correspondante. On suppose qu’il existe une composante strictement
négative de ¢y d’indice hors-base hg, ¢y est le vecteur défini par et on
pose

d=B7'd = (di)k=1,m, An, = B~ An, = (Gin,)i=1,m (6.6)

alors :

(a) ou bien les composantes de Ay, sont toutes négatives, et dans ce cas
Uinf. sur U est égal a —oo.

(b) ou bien

0 # I"(An,) C I"(d)

et dans ce cas on met en évidence une autre base B réalisable et une solution
de base T ( associée a B) telle que : z(%) < z(x0)

(c) ou bien

Jie I*(Ay.)/)i ¢ I*(d)

et dans ce cas on met en évidence une autre base B réalisable avec la méme
solution de base xg.
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DEMONSTRATION : L’équation 1' s’écrit sous la forme suivante :

m
Ch; = Ch; — Za’k7hjcbk’ 1<ij<n—m
k=1
et par hypothese, on a :
ch, <0
Soit B B
d=B"'d = (dy)k=1.m >0

On note par (e;);=1,, la base canonique de R™ et pour § € R* on pose

Z (dy, — Oay . )en, ) + Oen,

k=1
on obtient que
Az(0) = (Zk L dien) +0(An, — 301 awn, Av,)
= A{E +9(Ah —BAh )
= d
D’autre part
2(@(0)) = 2(2%) +0(z(en,) — Ykl Gnn.z(es,))

= 2(2°) +0(ch, — 24y Anh.chy))
= 2z(2°) + 0y,

(6.8)

(6.9)

(a) Si toutes les composantes de Aj,, sont négatives, d’apres (6.7)) x(0)
(6.9) =

est une solution réalisable quelque soit le nombre 6 > 0 et d’apres (6.9
tend vers —oo quand 6 tend vers +oo.

(b) Dans ce cas, la valeur de 6 ne peut pas étre augmentée indéfiniment, la

plus grande valeur de 6 est donnée par :

i€l (An,) Qishy,  Gryhy
La nouvelle solution & = x() € U et vérifie :
2(2) < z(29)

Ty, = 0
Tn = 60>0

il suffit donc de prouver que B = B 4+ {A;.} — {4, } est une base. Supposons

que B n’est pas une base, soit I = {1,2,--- ,m}\{r}, alors

Iaw)ker/An, =Y oxAs,

kel

D’autre part, @, > 0 et d’apres on a :

m
Ap, = E ak,h, Ao,

k=1
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d’olt, en combinant (6.11) et (6.10), on obtient :

> (@, — @) Ay, + arp, Ay, =0
kel

ce qui est impossible car (Ap, )x=1,m est une base et a,p, # 0.

(c) Méme raisonnement que (b), sauf que 0 = 0, on change de base sans que
la solution de base change.

L’intérét du corollaire ci-dessus vient du fait qu’une des méthodes de résolution
des programmes linéaires en découle directement : [’algorithme du simpleze

Algorithme du simplexe
On suppose qu’on dispose d’une base réalisable de départ B
(a) B = BY base réalisable de départ. Itération k = 0.
(b) k—k+1
(c) a litération k soit B la base courante calculer :

d = B
H = B'H
ey = cg—HTep = (Ch)k=1.n—m>

(d) Sicg >0, STOP : loptimum est atteint.

Sinon, il existe hs tel que : ¢n, <0 alors :

(e) Poser A, = B~ YAy, = (@in,)i=1,m=la siéme colonne de H.
Sia;p, <0,Yi=1,---,m, STOP : optimum non borné (—oo).
Sinon, calculer :

n gr . Jz
0= — = min -
arvhs ieI*(Ahs) a'iyhs

(£) Soit T tel que :

Ty, = Czk — édkﬁs,Vk‘ =1m
Zp, = 0
Zn, = O0,Vk#s

(zp, quitte la base et zp, entre en base). T est la solution de base de la nouvelle
base B = B+ {Ap.} — {Ap, }. Retourner en (b).

La méthode du simplexe, due a G.B.Dantzig, est une procédure qui permet
de passer, le long de la frontiere de U, d’'un sommet & un autre sommet adjacent,
ce qui permet d’atteindre le sommet optimal. Algébriquement, elle permet de
construire une suite de bases adjacentes

B B',... B* ...
et des sommets
1
x07.’1}‘7...7$k‘7...
avec z¥, k' =0,1,2,---, une solution de base de B tel que :
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REMARQUE 6.4.1 Dans lalgorithme du simplexe, le choix en (d) de la
variable Ty, qui va entrer en base, dans le cas ot plusieurs composantes de Cy
sont strictement négatives, est quelconque. Dans la pratique, l’expérience montre
qu’il est plus intéressant de choisir la variable qui correspond a la composante
la plus négative de ¢y .

REMARQUE 6.4.2 Si la solution de 'étape k est non dégénérée le nombre
0 est strictement positif, dans ce cas z(z*T1) < z(z¥). Sinon, le nombre 0 peut-
étre nul (c’est Uassertion (c¢) du corollaire m}, dans ce cas la base change
mais la valeur de z ne change pas et il est possible donc de retrouver, aprés un
certain nombre de changement de base a une base déja rencontrée et de cycler
indéfiniment. On appelle ce phénomene ”le phénoméne de cyclage”. L’expérience
montre que le phénomene de cyclage est trés rare et la plupart des programmes
utilisés dans l'industrie ne sont pas munis d’une stratégie contre le cyclage. Une
des stratégies contre le cyclage est donnée par Bland (1977) :

— parmi toutes les variables xy, qui peuvent entrer en base ( qui cor-
respondent & des composantes strictement négatives de ¢y ) choisir celle de plus
petit indice.

— parmi toutes les variables xp, qui peuvent quitter la base, choisir celle
de plus petit indice.

1l est clair que si le phénomeéne de cyclage ne se produit pas, l’algorithme
du simplexe converge en un nombre fini d’itérations, car le nombre de som-
mets de U est fini. On montre qu’avec la stratégie de Bland, la méthode du
simplexe converge au bout d’un nombre fini d’itérations, méme dans le cas de
dégénérescence.

REMARQUE 6.4.3 La base B de Uétape k et B de Iétape k+1 ne different
que d’une colonne : la colonne r de B (= Ay, ) est remplacée par la colonne hyg
de A (= Ap,). Soit C la matrice m x m définie par :

cij = 6 ,V1<i<mV1<j<m,j#r
Ci,T = —di,hs/ar’hs,vl S 7/ S m7i ;A r
Crpr = 1/dr,hs

1l est facile de voir que la matrice C' est inversible car ses colonnes sont linéairement
indépendantes. St on note par (f;)i=1,m la base canonique de R™, il est clair
que :

Cfi=fi,Vi<i<m,i#r

C(AhS = fr
d’ou .
BfZ:Bf,L:BC_le, ’L;é?’
Bf, = A, = BA,, = BC™'f,,

ce qui prouve que A
B=BC!
donc R -
B 'd=cB 'd=cd
B'A=CB'A

et de la derniére équation, on déduit facilement H puisque les nouveauz indices
de la matrice hors-base hy, ho, -+, hp_m sont connus.
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6.5 Base de départ

Deux questions se posent avant de lancer la méthode du simplexe pour
résoudre un programme linéaire : la premiere est de savoir si ’ensemble des
solutions réalisables

U={zeR}/Az = d}

avec A une matrice m x n de rang m et d € R™, est vide ou non. La deuxieme
question, dans le cas ot U # 0, est alors de déterminer un sommet de U, ce
qui est équivalent & une base réalisable de A, pour initialiser la méthode du
simplexe.
Pour répondre aux questions précédentes, une des méthodes consiste a construire

un autre programme linéaire tel que 'un de ses sommets se calcule facilement,

il possede une solution optimale et en fonction de sa solution on donnera une
réponse. Le cas m = 1 est évident. Pour m > 2, il y a au moins une colonne de

A, A;,, qui n’est pas un multiple de d, sinon rang(A) =1 < m. On pose

Tozd—AiO

A=A 7r¢], matrice m x (n+1)
c=(0--- 01T er!
FER"™ /3 =& =1,2;,=0,Vig #i#n+1

On définit le programme linéaire (P) par :

P) min z(Z) = ¢ = T
reU={zeR"/Az =d,z >0}

On vérifie facilement que & est un sommet de U et que Z est minorée par
zéro sur U. La méthode du simplexe permet donc de déterminer un sommet
E=(& & - &, €np1)T de U solution optimale du programme linéaire (P). 11
est clair que &,11 = 0 si et seulement si U # (). De plus, si &,11 = 0 la famille
{A;,j € I*(€)} est libre; d’on, (&1 & -+ &,)T est un sommet de U (pour plus

de détails, consulter les exercices de ce chapitre).
6.6 Etude d’un exemple

Pour résoudre, par la méthode du simplexe, un programme linéaire

(P) min z(z) :ch:Z?zl CiZi
zeU={zeR"/Az=detx=(x1 22 - xn)TZO}

on met toutes les informations de chaque itération dans un tableau de la forme
suivante :

xl :I/.2 l‘3 l‘4 ...... .’I/‘n
B7'A d

Cl C2 C3 C4 ------ CTL

ha by hy hy ceee- br

Chy * Chy, Chy -ote- *




avec B la base réalisable de l'itération en cours, bi,bo,--- ,b,, les indices des
colonnes de A qui forment la base réalisable B et hy, ho, - , hp_pm les indices
des colonnes hors base de A qui forment la matrice H. On remarque que les
indices by et les indices hj ne sont pas nécessairement ordonnés, il suffit que
les colonnes A, Ap,, ---, Ap,, forment une base réalisable. Il est facile de
reconnaitre les colonnes de base dans ce tableau, car, & une permutation pres,
les colonnes de B~'A qui forment I'identité de R™ sont les colonnes de base
et les autres colonnes forment, & une permutation pres, la matrice H. Ce qui
permet de remplir la derniere ligne du tableau :

CH = (Ehk) =cyg — ErTcB.

EXEMPLE

min z = —x1 — 222

sous contraintes :

—3r1 4+ 222 +13 =2

-1+ 220 +x4 =4

I’1+I’2+I’5:5

Z1,%2,%3,%4, %5 > 0

On a

-1
-3 2 1 0 0 2 -2
A= -1 2 0 1 0 |,d= 4 |,c= 0
1 1 0 0 1 5 0
0

On remarque que les trois derniéres colonnes de A forment une base. On peut
donc prendre :
by =4,b =3,b3=5,h; =2, hy =1

soit
01 0 -1 2 0 1 0 - 4
B=|10 0 |,B'4A= -3 2 10 0 |,d=[ 2 |,
0 0 1 1 1 0 0 1 5
ce qui donne
1 T2 T3 T4 Ts
-1 2 0 1 0 4
-3 2 1 0 0 2
+1 +1 0 0 1 )
-1 -2 0 0 0 ’

ha  h1 by by b3

=2\ (2 2 1 8
cH=1\ _1 -1 -3 1 0

T, = X9 entre en base car ¢p, = -2 < ¢p, = -1 <0
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_ d; d
= min — = _—2, (r=2)
iel*(Az) Q52 a2 2

donc zp, = x3 quitte la base. La nouvelle base est donc
by =4,b0=2,b3=5,h1 =3, ha=1

Pour calculer le nouveau vecteur d et la nouvelle matrice H, il suffit de multiplier
a gauche la matrice formée par les trois premieres lignes du tableau par la
matrice C' de changement de base :

1 -1 0
c=1[ 0 1/2 0
0 —-1/2 1
ce qui revient a :
Ly «— Li— 1L,
L2 — 1/2L2
Ly «— Ls—1/2L,

ce qui donne le tableau suivant

I T2 X3 Tg4 Ty
2 0 -1 1
-3/2 1 1/2 0
5/2 0 —1/2 0
-1 -2 0 0
ha ba hy by b3

—4 * 1 * %
o= ()3 % (2

- (4)

ZTh, = 1 entre en base car ¢y, = -4 <0< ¢y, =1

Ol— O O
—_

_ d; d
= min — = 7—1, (r=1)
i€r*(Ay) Qi1 Q11

donc zp, = x4 quitte la base. La nouvelle base est donc
by =1,bb=2,b3=5,h1 =3,hy =4

La matrice C de changement de base est égale a :

/2 0 0
c=| 3/4 1 0
~5/4 0 1

ce qui revient a :
L1 — 1/2L1
Ly «— Ly+3/40,
Ly — L3—5/41,
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ce qui donne le tableau suivant

xr1 X2 xs3 T4 Zs
1 0o -1/2 1/2 0] 1
0 1 —-1/4 3/4 0 |5/4
0 0 3/4 —-5/4 11]3/2
-1 -2 0 0 0
b1 bg h1 h2 b3
* * -1 2 *
-1
o -1/)2 —1/4 3/4 _9
e = 1/2 3/4 —5/4 0
_ -1
o 2
p, = 3 entre en base car ¢, = -1 <0
= d; .
= min — =_—2, (r=23)
i€l*(Asz) G4,3 as;3

donc xp, = x5 quitte la base. La nouvelle base est donc
by =1,bo =2,b3=3,h1 =5,hy =4
La matrice C' de changement de base est égale a :

1 0 2/3
0 1 1/3
0 0 4/3

C:

ce qui revient a :
Ly
Ly
L

ce qui donne le tableau suivant

— Li+2/3Ls
— Ly+1/3L3

X2 I3
1 0 o0
0 1 0
0 1
-2 0
by b3
* * *

S

T4 I5
—1/3 2/3[2
1/3 1/3
~5/3 4/3

0 0

ha h1
1/3  4/3

w

~1/3

( 1/32/3

1/3 —5/3
1/3 4/3

-1
=
0
)
L’optimum est atteint car ¢y > 0. La solution de (P) est donc la solution
de base de la derniere base :

l‘bl:d1=2,l‘b2:d2:3,$b3:d3:2,$h1:l‘h2:0
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Or, by =1,bs =2,b3 =3, h; =5, hg =4, ce qui donne :

N}

solution optimale de (P).

OO N W

6.7 Dualité

Considérons le programme linéaire sous la forme standard

min z(x) = ¢’z

sous contraintes :
(P) Ax =d
x>0

On associe a ce programme linéaire un autre programme linéaire :

max w(u) = d’u
(D) sous contraintes :
ATy <e¢

Le programme linéaire (P) est appelé le primal et le programme linéaire (D)
est appelé le dual de (P).

Exercice d’application : Déterminer la forme standard de (D) et montrer
que le dual de (D) est (P).

Réponse : On note par A; € R™, j = 1,n, les colonnes de la matrice A, par
ul = (uy ug - -upy) € R™ et par d¥ = (dy dy ---d,,) € R™. On peut toujours
écrire :

V1 — Um,—i—l
V2 — Um42
u =
Um — V2m
avec vT = (v vy +--vay) € Ri”ﬁ ce qui donne :
d"w=—fTv et ATuw= Bv
avec fT = (—dy —dy ---—d,, dy dy ---d,,) et B est une matrice n lignes 2m

colonnes telle que sa ieme ligne = (A7 — AT). On obtient alors un programme
équivalent au programme (D) :

. Min fTv
(D) Bv<c
v € R3™

Enfin, on obtient la forme standard de (D) en ajoutant n-variables positives &
v, ce qui donne :
Min fT%
(ﬁ) Bi=c
b € BRI

140



avec fT = (fT Ogn), 97 = (0T vame1 -+ Vaman) et B= [B I,]. Par conséquent
le dual de (D) est :
Maz Ty
(P)q BTy<f
y e R”
Si on remplace B et f par leurs valeurs en fonction de A et d et y par —z, on
obtient :
Maz c¥'(—z)
A(—z) < —d
(P){ —A(—a) <d
(—z) <0
reR"”

ce qui donne le programme (P).

Les relations entre le probléme primal (P) et son dual (D) sont données par
le théoreme suivant :

THEOREME 6.7.1 (a) SiT etu sont respectivement des solutions réalisables
du primal et du dual, alors :

2(z) ="'z >w@) =d'a

(b) Si ’ensemble des solutions réalisables du primal et l’ensem-ble des
solutions réalisables du dual sont non vides, alors, le programme primal admet
une solution optimale.

(c) Six* et u* sont respectivement des solutions réalisables du primal et
du dual telles que :

et =dTu*

alors, x* est une solution optimale du primal et u* est une solution optimale du
dual.

(d) Si (P) admet une solution optimale x*, nécessairement, (D) admet
une solution optimale u* et on a :

e =dTu*

DEMONSTRATION :
(a)
Az =d= u"Az =u"d=d"u= (Az)Tu = z7 (A" a)

et comme Z > 0, ATa < ¢, alors, dTa < zTc¢ =Tz,

(b) Si I'ensemble des solutions réalisables du primal et ’ensemble des solu-
tions réalisables du dual sont non vides, d’apres (a), la fonction z est minorée
et le théoréme montre que (P) admet une solution.

(c) On utilise (a) et (b).

(d) Voir proposition
COROLLAIRE 6.7.1 FEtant donné un programme linéaire (P) et son dual
(D) :

(a) Si (P) et (D) ont des solutions réalisables, alors, chacun d’eux a une
solution optimale et :

*

2" = min(P) = max(D) = w
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(b) Si l'un des programmes (P) ou (D) admet une solution optimale,
alors, DUautre admet aussi une solution optimale et :

2" = min(P) = max(D) = w*
(c) Si lun d’eux a un optimum non borné lautre n’a pas de solution
réalisable.

DEMONSTRATION :

(a) D’apres (b) du théoreme précédent, le programme (P) admet une solu-
tion optimale z* et d’apreés (d) du méme théoreéme le programme linéaire (D)
admet une solution optimale u* telle que : ¢Ta* = d7 u*.

(b) Si (P) admet une solution optimale, on utilise (d) du théoréme précédent,
on obtient ce qu’il faut. Si (D) admet une solution optimale alors sa forme
standard admet une solution optimale et d’apres ’exercice d’application, le dual
de la forme standard de (D) n’est autre que (P), donc encore une fois d’apres
(d) du théoreme pécédent, on obtient que (P) admet une solution optimale.

(c) Si Poptimum de (P) est non borné, c’est & dire : inf(P) = —oo, en
utilisant (a) du théoréme précédent, on vérifie facilement que l’ensemble des
solutions réalisables de (D) est vide. Méme raisonnement si 'optimum de (D)
est non borné, c’est a dire : sup(D) = +o0.

6.8 Exercices du chapire 6 :

Exercice 1
Soit

min — 7 — 22
—x1 +x2 <2
r1+a2<4
1> 0,22 >0

(Po)

1. Résoudre graphiquement le programme linéaire (Po) .
2. Donner un équivalent du programme linéaire (Po) sous la forme standard. On
notera par (P) le nouveau programme.

3. Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme linéaire (P). Conclure.

Exercice 2
Soit

min 2z — 3z2 + 3 + 324

201 — T2 — T3 — Tq4 = 27
(Py) —x1+ a2+ a3+ 224 = —y

31 —x2 —x3 =27+ 1

21 20,72 > 0,23 > 0,74 > 0

1. Déterminer le nombre v pour lequel I’ensemble des & € R* qui vérifient les
contraintes soit non vide.
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2. On notera par (P) le programme linéaire pour la valeur de v obtenue en 1.).
Montrer que le programme (P) s’écrit sous la forme :

(77) min 2x1 — 3x2 + x3 + 324
reU={r € R*/Az = d;z > 0}
ou A et d sont des données a déterminer avec rang(A) = 2.

3. Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme linéaire (P).

Exercice 3
On consideére le programme linéaire :

min 2x1 — x2 + T3

1+ x2 — a3 > —2
(Po)§ —z14+z2+223<1

r1+x3 =1

T 2071220717320

1. Ecrire le programme (Pp) sous la forme standard (P) :
T

(P) min 2(z) =c' =
zeU={zeR"/Ax=detz; >0,i=1,--- n}

ou n,c,d, A sont des données a déterminer.
2. Vérifier que Z = (3 0 2 2 0)” est un sommet de U.

3. Résoudre par la méthode du simplexe le programme linéaire (P) et déduire un
vecteur de R® qui réalise le minimum de (Py).

4. Transformer le programme (Pp) en un programme linéaire de dimension 2.
5. Résoudre graphiquement le programme linéaire de dimension 2. Comparer la

solution obtenue par la méthode graphique et la solution obtenue par la méthode
du simplexe.

Exercice 4
Une usine fabrique deux types de jouets en bois : des soldats et des trains. Les
données de ce probleme sont représentées dans le tableau suivant :

P. vente | Mat. prem. | Frais gén. Menuiserie Finition
1 soldat 27DT 10DT 14DT 1h de travail | 2h de travail
1 train 21DT 9DT 10DT 1h de travail | 1h de travail

Par semaine 'usine dispose de toutes les matiéres premiéres nécessaires a la fa-
brication et ne dispose que de 100h de finition et 80h de menuiserie. La demande des
trains et des soldats est illimitée. Déterminer le plan de production qui maximise le
profit de l'usine.

Exercice 5

Le self-service d’un hotel offre chaque jour & ses clients quatre plats : platl, plat2,
plat3, plat4. Le prix d’une unité du platl vaut 0.5DT, du plat2 vaut 0.2DT, du plat3
vaut 0.3DT et du plat4d vaut 0.8DT. Le tableau suivant nous donne la quantité de
vitamines V1, V2, V3 et V4 dans une unité de chaque plat :

par unité | V1 | V2 | V3 | V4
platl 400 | 3 2 2
plat2 200 | 2 2 4
plat3 150 | O 4 1
plat4 500 0 4 5
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Un client suit un régime alimentaire doit manger au moins : 500 unités de V1, 6
unités de V2, 10 unités de V3 et 8 unités de V4. Déterminer le régime qui coiite le
moins cher.

Exercice 6
Soit (P) le programme linéaire :
T

min z(z) =c¢' z
(7)){ veU ={zeR"/Az = d;z > 0}

avec A une matrice m x n de rang(A) = m, ¢¥ = (cic2---¢,) € R" et d € R™. On

notera par A; € R™, j = 1,--- ,n, les colonnes de la matrice A et on suppose que
m > 2.
1. Montrer qu’il existe jo € {1,--- ,n} tel que A;, n’est pas un multiple du vecteur
d.
2. On pose A, 1 =d— Aj,, Aj = Aj pour j =1,--- ,n, A la matrice m x (n+ 1)
dont les colonnes sont Aj, j = 1,--- ,n+1et e’ = (0---0 1) € R™. On

considere le nouveau programme linéaire :
. ~\ _ T~ ~
) min f(f) =C T =2Tnp
FecU={x cR""/AF =d;% > 0}
(a) Montrer que Z € R™"! avec Zjo, = Tny1 = 1 et Ty = 0 pour i # jo et
i #n+ 1, est un sommet de Y.

(b) Montrer que le minimum de (P) est atteint en un sommet de U. On notera
par T = (&1 &+ &n Eny1) un sommet de U qui réalise le minimum de

(P).
(¢) Montrer que :

b1 =0<=U={zeR"/Az =d;z >0} #0
(d) Montrer que si £n+1 = 0 alors :

2T = (&1---&,) est un sommet de U = {x € R"/Azx = d;x > 0}.

6.9 Corrigé des exercices

Réponse 1
Soit
min — x1 — 229
—r1+x2 <2
(Po) 1 +a2<4
1 2 07 T2 Z O
1. 11 est clair que la fonction linéaire z(x) = —z1 — 2z2 est continue et que

I’ensemble U des points qui vérifient les contraintes est un compact de R?,
donc le minimum est atteint. D’aprés un théoréeme du cours, le minimum est
atteint en un sommet de U, or les seuls sommets de U sont (0 2), (1 3),
(0 0) et (4 0) et on a respectivement : -4, -7, 0 et -4 comme images par z(x).
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D’oti, le sommet (1 3) réalise le minimum de (Po) et sa valeur est égale & -7.

—x1+ X2 =2

10

min — x1 — 2x9

-1+ 22+ 23 =2

T1+ a2 +zs=4

1> 0,22 > 0,23 > 0,24 > 0

-1 1 1 0
1 1 0 1

1 (1))estunebase(bl:2,62:47h1:17h2:3)73_1:<1_1 (1))

),CT:(—I —200) et d:(i).OnvoitqueBz

/N
=

. . _ 2 N
et la solution de base associée est x = [z 0] avec zp = B d = ( 9 ), d’ou

27 =(0202) et z(z) = —4. On calcule : H = B~'H, on trouve

H:( 21 _11 >,(_2H:CH—.HTCB:( 01 )—( =
T T2 x3 x4 | d
A | -1 1 1 012
1 1 0 1 |4
hi b1 he b
c -1 -2 0 0
cH | —3 % 2 *

h1=1 entre dans la base et A;

=B7'A; = (-1 2)T, don, I*(A;) = {2} :

0=

donc, b2 = 4 quitte la base.

d;

i€{2} Qi1
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4. La nouvelle base est donc avec by =2, ba =1, h1 =4, ho =3 B = ( ! 1_1 )

1
—1 1 1 1 9N T
et B7" = 3 11 d'ott z* = (1 30 0) et z(x) = —7. On calcule :
H = B™'H, on trouve
~ 11 1\ . o [0\ 1/1 1 —2\ ([ 3/2
m=g (v 4 permarrma=(5) 5 (0 4 (2)= (Vs

c -1 -2 0 0
cH | * * 3/2 1/2

cg > 0, alors le minimum est atteint. On garde seulement les variables de notre
probléme initial et on laisse tomber les variables artificielles z3 et z4.

La conclusion : on trouve la méme solution avec les deux méthodes, donc, il vaut
mieux, dans le cas de la dimension 2, utiliser la méthode graphique.

Réponse 2

1. La troisieme équation est égale a 2 fois la premiere + la deuxiéme. Pour que le
systéme admet une solution, il faut que 2 fois le second membre de la premieére
équation + le second membre de la deuxiéme est égal au second membre de la
troisieme équation, ce qui donne : vy = 1.

2. Pour v =1, la troisieme équation est inutile. Le programme linéaire est donc :

min ¢’z
(P)q Az =d
x>0

(2 -1 -1 -1 (2 T
avecA—<_1 1 1 2>,d—(_1)etc =(2 —313). Ilest

2 -1
-1 1
base réalisable de solution de base 27 = (1 0 0 0) et z(x) = 2, donc, by = 1,
by =2, hy =3, ha = 4. Si on calcule :

clair que le rang de A est égal a 2 et on voit que B = ( ) est une

EH:chI?[TcB:< 140 ) >0
donc T = (1 0 0 0) réalise le minimum de (P) et la valeur du minimum est 2.
Réponse 3
1. Les variables x1, x2, x3 sont positives d’ou :
T1+x2—x3 > —2<=xs >0/x1+ 22 — 23 — Ta = —2

—I1+I2+25L‘3§1<:>31'520/—5L‘1+5L‘2+21‘3+m5:1

min 2x1 — x2 + 3
1+ To — T3 —Tg4 = —2
(Po) <= —r1+ 22+ 23 +25 =1
r1+x3=1
120,22 > 0,23 > 0,24 > 0,25 > 0

146



ce qui est encore équivalent a :

minc’ x
zeU={zrcRJAx =d,x; >0,i=1,---,5}

1 1 -1 -1 0
avecel =(2 —1100),d"=(-211)etA=| -1 1 2 0 1
1 0 1 0 0

. Il faut d’abord prouver que & € U :

z>0et
1/3
1 1 -1 -1 0 0 -2
AT = -1 1 2 0 1 2/3 = 1 =d
1 0 1 0 0 5/3 1
0

Montrons maintenant que Z est un sommet : d’apres un théoreme du cours, il
faut et il suffit que {A;/Z; > 0} est une famille libre (A; =la ieme colonne de
A). Dans notre cas la famille en question est {A1, A3, A4}. Soit (o, 3,v) € R,
on a :

1 -1 -1
QA1+ BAs +7A =0 —=af -1 |48 2 |+~ 0o | =0
1 1 0
(1) (a=B—-7=0
— (2) —a+26=0
(3) a+p3=0

L’équation (3) + I’équation (2) nous donne 38 = 0, d’ott 8 = 0. De I"équation
(3), on déduit que o = 0 et de I’équation (1) on déduit que v = 0. D’ou la famille
{A1, A3, A4} est une famille libre. Donc, Z est un sommet de U.

. La matrice de base réalisable associée au sommet T est :
B = -1 2 0 avec by = 1,ba = 3,b3 =4
et la matrice hors-base est :

1 0
H= 1 1 |avechi =2,ha =5
0 0

Une itération de la méthode du simplexe nécessite le calcul de H = B~ H (ce
qui est équivalent au calcul de Ay = B 14, = (@1,2 a2,2 (13,2)T et A5 =
B 'A; = (@1,5 a2, 63,5)T) et le calcul de d = B~'d . Pour ce calcul, on
peut adapter la méthode de Gauss-Jordan, a gauche la matrice B et a droite la
matrice formée par les colonnes Az, As et d :

1 -1 -1 1 0 -2

-1 2 0 1 1 1

1 1 0 0 0 1
1 -1 -1 1 0 -2
la+1 0 1 -1 2 1 -1
Ils—10 0 2 1 -1 0 3
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-2 3 1 -3
-1 2 1 -1
3 -5 -2 5

0
1
0
0 0 -1/3 -1/3 1/3
10 1/3 1/3  2/3
2 4 1/30a 0 3 5 -2 5
-1/3 -1/3 1/3
1/3 1/3  2/3
-5/3 —2/3 5/3
D’ot, les deux premiéres colonnes de la matrice obtenue & droite représente H
et la troisieme colonne est égale a d. On doit maintenant calculer le vecteur :

_ =T
¢y =cg—H cp

c —1 & 2
aveccH:( 2):( )etcB: c3 = 1 |.Dou:
Cs 0
Cq 0
2 _
A R A L) (2B em
70 0 3\ -1 1 =2 o) L3 )T Len
ch, = —2/3 < 0 alors T ne réalise pas le minimum de (P) et hy = 2 entre en

base. D’autre part I*(Ap,) = I*(A2) = {2}, d’ou :

~ . di dr d2
f= min — = — = —
KEI(Ay) Gk2  Gr2  G22

ce qui donne 7 = 2 et b, = by = 3 quitte la base. La nouvelle base réalisable
obtenue a la suite de la premiere itération de la méthode du simplexe est alors :
by =1,bo =2,b3 =4,h1 = 3,ha =5.

La matrice de base réalisable associée au nouveau sommet est :

1 1 -1
B = -1 1 0 avec by = 1,bo = 2,b3 =4
1 0 O

et la matrice hors-base est :

-1 0
H= 2 1 |avechi =3,ha =5
1 0

Le calcul de H = B~ H (est équivalent au calcul de A3 = B~ A3 = (G1,3 G2,3 G3,3)"
et As = B71A5 = (@1,5 2,5 &375)71) et le caleul de d = B~'d . Pour ce calcul,
on peut adapter la méthode de Gauss-Jordan, a gauche la matrice B et & droite

la matrice formée par les colonnes Az, As et d : :

1 1 -1 -1 0 -2

-1 1 0 2 1 1

1 0 0 1 0 1
1 1 -1 -1 0 -2
lo+1 0o 2 -1 1 1 -1
I3 — 1 0 -1 1 2 0 3
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L —1/2ls 0 —1/2 —-3/2 —1/2 —3/2
2 -1 1 1 -1
Is 4 1/2l, 0 1/2 5/2 1/2 5/2

0 0 1 1
2 0 6 4
0 5/2 1 / 2 5/2
0 1 0 1
1 3 1 2

5 1 5
D’ot, les deux premieres colonnes de la matrice obtenue & droite représente H
et la troisieme colonne est égale a d. On doit maintenant calculer le vecteur :

CH = CH — HTCB

c 1 “
aveccH:( 3):( )etcB: co = —1 |.Dou:
Cs 0

Cq 0

2
_ 1 1 3 5 2
o= (o) (o 1 T){ 5 )-(1)=0
0
Dong, le sommet & associé & cette base réalise le minimum de (P). Le vecteur
% = [xp zH| avec

o - 1 x 0
B = 9 =B ld=d= 2 ,etacHz( 3):( )
5 0

T4 5

Dotid=(1 2 0 5 07 etz =c'd=2-2=0. Donc, le vecteur
z=(1 2 0)7 réalise le minimum de (Po).

4. La troisitme contrainte du probleme (Pg) est : 1 +x3 = 1 avec 1 > 0 et
x3 > 0. D’ou, x3 =1 — 21 > 0 ce qui donne z; < 1. Pour obtenir un probleme
de dimension 2 équivalent a (Po), il suffit de remplacer la variable x3 par 1 — 1
et la contrainte xs > 0 par x1 < 1, on obtient alors :

min 2z1 —x2 + (1 — x1) min z1 —z2 + 1
itz —(1—21) > -2 _ 21 + 2 > —1

—z1+22+21—-2) <1 —3x1 + w22 < —1
1 2 0,22 20,21 <1 z1 20,22 >2 0,21 <1

5. On trouve la méme solution :
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21 +x2 = —1

—3I1 =+ To = —1

Réponse 4
On note par :
x1 = le nombre de soldats produits chaque semaine |,
z2 = le nombre de trains produits chaque semaine.
D’apres les données, on a les contraintes suivantes :

1 + 22 <80
2x1 + 22 < 100
T 2 nyQ Z 0

La fonction & maximiser est :
(27— 10 — 14)z1 + (21 — 9 — 10)x2
Ce qui donne le programme linéaire suivant :

max 3ri1 + 2x2
x1 + 2 < 80

2.%1 + X2 S 100
12> 0,72 >0

Le programme est de dimension deux, donc, on le resout graphiquement :
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2x1 + x2 = 100
70 —

60 —F---------

40 —

30 —

10 —
X1 +IE2:80

TN

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

le sommet (0 80) donne une valeur égale & : 3 x 0+ 2 x 80 = 160,
le sommet (20 60) donne une valeur égale & : 3 x 20 + 2 x 60 = 180,
le sommet (50 0) donne une valeur égale & : 3 x 50 + 2 x 0 = 100,
et le sommet (0 0) donne une valeur égale & : 3 x 0+ 2 x 0 =0.

Le meilleur plan de production est donc : 20 soldats et 60 trains.

Réponse 5
On note par :
x1 = la quantité du platl consommée par le client |
z2 = la quantité du plat2 consommeée par le client,
z3 = la quantité du plat3 consommeée par le client,
x4 = la quantité du plat4 consommeée par le client,
D’apres les données, on a les contraintes suivantes :

400zx1 + 200z2 + 150x3 + 500x4 > 500
31+ 2x2 > 6

2wy + 222 + 43 + 4xg > 10

2x1 +4x2 + 3 + 524 > 8

1 20,22 > 0,23 > 0,24 > 0

La fonction & minimiser est :
0.5z1 + 0.222 + 0.3z3 + 0.4x4

Ce qui donne le programme linéaire suivant :
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min 0.5x1 + 0.222 + 0.3x3 + 0.424
40021 + 20022 + 15023 + 50024 > 500
3r1 + 222 > 6

2x1 + 2z + 4xs + 4xg > 10

2x1 + 4x2 + 3 + 514 > 8

21 20,22 > 0,23 >0, 24 >0

En utilisant 'applet Java de ’exempleinteractif, on trouve :
LE1=O, 33223, $4=1, .TsIO

Réponse 6

1. On a rang(A) = m > 2, donc il y a m colonnes de A qui sont linéairement
indépendantes. Par conséquent deux colonnes au moins sont linéairement
indépendantes car m > 2. Donc, il y a au moins une colonne qui n’est pas
colinéaire a d.

2. a) Il est clair que Z > O et on a: AZ = Ajg+ Any1 = Ajy + (d— Aj,) = d. Doty
Z € U. D’autre part, d’apres un théoreme du cours :
T € U est un sommet de U <= {A;/Z; > 0} est une famille libre.
Or {A;/z; > 0} = {Ajy, Api1} = {Aj,,d — Aj,} avec Aj, est non colinéaire &
d. Par conséquent, d — Aj, est non colinéaire & Aj, (sinon d — A, = a4j,, ce
qui donne d = (14 a)Aj, ce qui contredit le fait que d est non colinéaire a Aj,).
Do, {A;/Z; > 0} = {Aj,,d — Aj,} est une famille libre.

b) La fonction linéaire & minimiser du probléme (P) vérifie :
Vi el z2(%) = Eny1 >0

donc, elle est minorée sur U et U # 0 (dapres 2)a)). D’apres un théoreme du
cours, le minimum de (P) est atteint par un sommet de U.
c)Ona:é&= (& & -+ & Eny1)” est un point de Uqui réalise le minimum de

(P). D’oti, pour tout ¢ =1,--- ,n+1:

£& >0

et
n+1 n

d= Af = Z §ZAZ = Z &A + gn+1§n+1 = Az + gn+1€n+1
=1 =1
avec z = (€1 &a- -+ &n)T et la valeur du minimum de (P) est égale & 2(€) = £, 1.
Alors, on a :

b1 =0= Az =detz>0=zclU —=U#
UAD =Tz = (21 22 -+~ xn)TGR"/Aa::detxZO

On pose & = (x1 2 --- &, 0)7, on obtient que & € U et que
2(2)=0< z2(&) Vi el

Ce qui prouve que & réalise le minimum de (75) et que la valeur du minimum
est égale a zéro. D’ou, &£,4+1 = 0.
d) €=(& & - £, 0)7 est un sommet de U , alors, la famille {A;/&; > 0} est
libre. Or : ~

{A;/¢ >0} ={A;/¢ > 0}
car £n41 =0 et A; = A; pour j # n+ 1. Ce qui prouve que = = (& &2 --- &,)7
est un sommet de U car x € U et {A;/&; > 0} est une famille libre.
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