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Continuité et dérivation1

1- La continuité

Théoréme :
On considére un intervalle | de IR. Si f et g sont continues sur | ( en tout point de 1)
f

alors f+g , f.g, Ig et € sont continues sur | (g(x) # 0).

Conséquence : Les fonctions constantes, affines, polynédmes, rationnelles sont
continues sur leur domaine de définition.

2- La dérivation

Dérivées de fonctions usuelles :
¥ sk, o IR, fxn)=0

* fixasax, roe IR , f(xo)=a

¥ fixsax+b, xeelR,fxo)=a

* fi gy 0% +C, xpe IR, (xo)=2ax o+ b
*f:xal— XoE IR * _;"*(xn)z—l—

I? » Iﬂ?‘
*f:xam/x_,

xoE IR *,f(ID)= ﬁg
-,

Opérations sur les fonction dérivables :

Théoréme : Si f et g sont dérivables sur | (| = IR) alors f + g, A (A e ]R), f.9(g%0),
f

Fet " sont dérivables eton a :



(o=t +g

(AF)= Af"
(o) =fg+gt
[EJE fig—g'f
g g2
(f")=nf""'f"

Sens de variation d’une fonction
@ 5 Wrxelf(x =0 < festconstante surl

@ S Yrel f'(x} = 0 <= feststricternent croizsante sur |

@ N Yrel f'(x} <0 <= feststrictement décroissarte sur |

Résolution d'une équation du second degré
Une équation du second degré a la forme suivante :

ax? + by +c =10 avec A=l

Le discriminant noté 4 est défini par &4 = &*— dae

Si A< 0 alors I'équation n’admet pas de solutions réelles
b

Si A= 0 I'’équation admet une solution double T o
Si £A> 0 alors I'équation admet deux solutions.

bl

K =
1 2a
— b+ A
S B

La somme des deux racines (ou solutions) : ¢

X1+X2=%



Le produit des deux racines (ou solutions) :

C
X1.Xp=—

Fonction logarithme et exponentielle
1- Introduction
Pour étudier une fonction numérique et tracer son graphe on doit :

e Rechercher son domaine de définition : La fonction doit dans son sens
mathématique, étre définie et continue. En outre, des conditions économiques
(variables positives...) sont souvent a prendre en considération

Calculer ses limites aux bords du domaine

Rechercher ses branches infinies et ses asymptotes

Calcul sa dérivée f et étudier son signe

En déduire le tableau de variation

Pour plus de précisions on peut déterminer quelques points particuliers de son
graphe C; par exemple l'intersection de C; avec I'axe des abscisses et I'axe
des ordonnées.

L’étude peut étre simplifiée si la fonction f est paire ou impaire.

2- Fonction logarithme népérien
a- Définition
1
La fonction ¥ = T est continue pour & € 10, +=2] elle admet donc sur cet intervalle

des primitives, qui se déduisent de I'une d’elles par addition d’une constante. On va
considérer celle qui est nulle au point x =1.

On appelle logarithme népérien la fonction définie surl0, + Dﬂ[par :
dt
logx= | —
og X _Ex "
Cela est équivalent a :
!
(logx)'=—etlogl=1
X

Le logarithme népérien est souvent noté In(x)
b- Propriétés

e |l existe un unique réel positive e tel queloge =1 (e = 2,718282)



o La dérivée de la fonction étant toujours positive, la fonction logarithme est
donc strictement croissante sur .

e Logx=logy <=> X=y

e Logx>logy <=> x>y

e Logx>0 => x>1

e Logx<O => 0<x<1

x et y étant deux réels strictement positifs on a alors :

log xy =logz Hogy

log §=logx —logy

log x =mlogz m R

c- Limites et dérivées

lim log =00
=+ 100

litr logx=—oa

K—r|:|+
1
(logxy=1

(mgu@ma%%g

( Uétant ume fonctiondérivable ot prenneotdesveteurs dens Nntervetle]0 +od )

d- Etude de la fonction logarithme

i) = lag x

Dy = |00

lity 10g x=4m lirn log x=—m
H— 4100 H—0*

Az(logi) =L

tirm 128 g

H—++00 X

D’ou la fonction admet au voisinage de + ©@ une branche parabolique de direction
I'axe des abscisses.




Lugx &

S

3- Fonction exponentielle de base e
La fonction exponentielle de base e définit sur IR :
flxz=g*

e étant positif (e= 2,718282), la fonction f sera ainsi définie positive 2z~ [
e étant I'unique réel positif tel que lege=1

a- Propriétés

g =¥ ¥

(") =¥

e’ =1

(e")y=e"

("= T x)e T

b- Limites de e*

c- Etude de la fonction f(x) = e*
lim fix)= lim e*=+m

lim  f(x)= lm e*=0
A—r = B —

gx

Im —=+m

A—s T



La fonction admet au voisinage de + ©2une branche parabolique de direction I'axe
des ordonnées.

x oo 1] +eo
fix : +
l oo
fix) :
0 1
e &
_——4—4—4—'-,4‘_— 1
» X
Remarques :
_ e* . e*
ltm — =40 litn = 40
o X ¥ —»+oo logx
h
X Lo
lin =40 lm o 2
% oo log X++on X
m zlogx =10
x—l

On retient que dans le calcul des limites et en présence d’'une forme indéterminée,
on s’intéresse a la limite de I'exponentielle qui 'emporte sur la puissance, 'emportant
a son tour sur le logarithme.

Exercices : Voir le site



Matrices et déterminants
1.1.Définitions
1.1.1. Définitions

Une matrice A d’ordre (n,p) est un tableau de n x p nombre a; rangés sur n lignes et
p colonnes.

Les nombres aj sont les termes de la matrice A. Le premier indice i indique le
numéro de la ligne et le second indice j indique le numéro de la colonne. Le terme aj;
ieme

est donc l'intersection de la i°™ ligne et de la |*™ colonne.

On note la matrice A : A = (aj) n.p

(a1 aw ——— ay —— ap|
a1 ax ——— ay ——— axy
A=
il diz — El.j__i - Elj;.
[ 20 M2 TTT Awi T Anp |
Exemple :
1 24
Ao 2 31
n1a
|

A est une matrice a 4 lignes et 3 colonnes (4,3).

1.1.2. Matrices particuliéres
B=(120-1)
est une matrice a une ligne et 4 colonnes (1,4), on dit que B est une matrice

ligne d’ordre 4. Plus généralement les matrices d’ordre (1,p) sont dites
matrices ligne d’ordre p.

C=



est une matrice a 3 lignes et une colonne (3,1), on dit que C est une matrice
colonne d’ordre 3. Plus généralement les matrices d’ordre (n,1) sont dites
matrices colonnes d’ordre n.

est une matrice a 3 lignes et 3 colonnes, on dit que D est une matrice carrée
d’ordre 3. Plus généralement les matrices d’ordre (n,n) sont dites matrices
carrées d’ordre n.

[ B R |
— O O

est une matrice identité d’ordre 3 notée |5 .

o T s Y s [
Lo T s N s [ s |
Lo T s Y s [

est une matrice nulle tous ses termes sont égaux a zéro.
Remarque : Deux matrices sont égales si et seulement si les termes correspondants
sont identiques, c’est a dire qu’elles sont formées des mémes éléments placés aux
méme endroits.

1.1.3. Transposée d’une matrice

Soit la matrice A=(aj))n,,. On appelle matrice transposée de A notée 'A la matrice
obtenue en échangeant lignes et colonnes dans la matrice A : 'A = (@ji)p.n

Exemple :
20
2 31 N
A= A=3 -1
n -1 4
1 4

Application : Calculez les transposées des matrices suivantes :



Solution : Voir le site
Remarque :
Matrice symétrique : ‘A = A
Matrice antisymétrique : ‘A = -A
1.2. Addition matricielle

1.2.1. Définition
Soit A = (a;) et B = (b;j) deux matrice de méme ordre (n,p). La matrice A + B est la
matrice d’ordre (n,p) obtenue en additionnant terme a terme les éléments de A et B.
d’ou :

A=(ag)B=(by)=A+B=(ay+by)

Exemple :

1.2.2. Propriétés

Soient A, B et C trois matrices ayant le méme nombre de lignes et de colonnes :
Commutativité : A+B=B+A

e Associativité : A+(B+C)=(A+B)+C
o Existence d’'un élément neutre : A+ (0) = A

1 2 3 0 oda ~ 1 2 3
10 o o o)l 01
o Existence d’'une symétrie : A + (-A)=0
1 0 1 -1 0 -1 o oo
A= -A= A+(-A)y=
2 3 -4 -2 -3 4 000

D’une maniére générale si A = (a;) est une matrice a n lignes et p colonnes, sa
symétrique par rapport a I'addition est la matrice (-A) de terme général A = (-a;)


javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec1.htm',%200,%200,%20300,%20300,%200,%200,%200,%201,%200)

A+ (-A)= (aj- aj) = (0)
(-A ) est la matrice symétrique de A.
Application :

Soient les matrices :

1 2 3 -1 2 1 2 3 10
A=0 1 4|B=0 1 -1|C=/0 -1 2 1
-1 2 0 -2 3 1 4 2 1 0

Calculez les matrices (A+B), (B+A), (B+C), (C+A)

Solution Voir le site

1.3. Multiplication par un nombre

o keIlR et A=(aij) alors kﬁ;:k(aij):(kaijj

Exemple : k =2
1 2 -1
A=|0 4 1
1 2 3
12 -1 7 4 -2
kA =20 4 1 |=|0 & 2
1 2 3 24 @
Propriétés :

Soient deux matrices A et B et deux réels k et | :
(k+) A=KA + 1A

k (A+B) = kA + kB

k (ILA) = (k) A

Application : Soient les matrices suivantes :

A12334n_ C3_1u
oo -1 2 o201 o2 -s

Calculez : 2A-4B ; 3A+2C ; 2A-2B+3C
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Solution : Voir le site

1.4. Multiplication des matrices
1.4.1. Définition

Soit A = (aj) une matrice d’ordre (n,p) et B = (bj;) une matrice d’ordre (p,q). La matrice
AB est une matrice d’ordre (n,q) dont le terme général C; est obtenu en multipliant

eme

les éléments de la i°™ ligne de A par les éléments de la j*™ colonne de B et en
additionnant les produits obtenus :

P
Co = X auby
k=l

Ainsi pour effectuer le produit AB il faut que le nombre de colonnes de la matrice A
soit égal au nombre de lignes de la matrice B :

Awmp Peg = Cag

Exemple :

lez 5
RERE -

Calculez les produits : A.B et B.A

=
—_ O =

g DB = 10427+
o A= T 2T+ 173
o L 3= F0 427+ 17
by 1A= E 4270+ 17

[N Y R Y BT

ag =01 +193=3 ay=1"1+08=1 a;=11+1"3=4
512:D*2+1*2=2 322:1*2"":'*2:2 332=1*2+1*2=d
A3 = 0B +171=1 Ay =13+01=3  a;=19+1"1=4

On remarque que la multiplication des matrices n’est pas commutative, car en
généralon a:

AB=BA


javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec3.htm',%200,%200,%20300,%20400,%200,%200,%200,%201,%200)

Application :

Calculez A.B dans chacun des cas suivants :

n -1 4 "
*A =4 1 0 B=|3 0
20 1 1
"1
- -8 1 1 5
L R T B
1 2 3 21 3
*A=[3 -1 0 B=
4 1 1

Solution : Voir le site
1.4.2. Puissances successives d’une matrice
Par analogie avec les nombre réels, on pose :
Ao p o Ao p A s —pata—pop?

A=A A ntermes
(b +B)° = (A +BI(A+B) = A% + BA + AB +57

L’égalité (A+B)? = A2 + 2AB + B? ne se produira que dans le cas ol AB=BA. De
méme :

(A-PByA +B) = A% —BA+AB-B® 2 4% —B?

Les formules usuelles ne s’appliquent pas aux matrices sauf dans le cas particulier
ou A et B commutent

Applications :
4 -1 1 3
1- Snit A= et A=
2 -1 2 6

Galculer (A+E), (- B), (A+ B A- B et (4% - B

5 -4
7 Soit A=

4 -3

1 0 |
En posant I = [ } et = [ ]calculer et déterminer 2réels aeth
o 1 1 -1

telqued=al+h.l

Solution
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1.5. Les matrices carrées
1.5.1. Matrices carrées particuliéres

Soit A=(aj)) une matrice carrée d’ordre n, la suite (a11,a22,......,ann) forme la diagonale
principale de A.

e Aq est une matrice triangulaire supérieure.

!
0
Ay =0
0
0

- O OO L b
= = J= — L

2
1
2
¥
0

= = L B —

Tous les termes en-dessous de la diagonale principale sont nuls.

e Az est une matrice triangulaire inférieure.

I
|
[ IFUT S

0
0
3
2

= o o O

Tous les termes au-dessus de la diagonale principale sont nuls.

e Asest une matrice diagonale.

o B e [ e B
[ S s R S T
L Y S Y s N
oo o O

Tous les termes sont nuls, a I'exception de ceux de la diagonale principale.
1.5.2. Propriétés de la multiplication des matrices carrées
Soient 3 matrices carrées A, Bet Cd’'ordre n :

e Associativité : A (BC) = (AB) C

o Distributivité : A(B+C) = AB + AC

o Elément neutre : Il existe une matrice | telle que : Al=IA=A
La matrice | est la matrice diagonale dont les termes de la diagonale
principale sont tous égaux a 1 c’est la matrice identité.




1 00 1 2 371 00 1 213
I=|0 1 D dion |2 3 1)|0 1 0)=2 3 1
0ol 01 Lo ool n1l1

o Non commutativité : Le produit AB est généralement différent du produit B.A

1.5.3. Inverse d’une matrice carrée
On appelle inverse d’'une matrice A carré d’ordre n, une matrice B telle que :
AB =BA = |
La matrice inverse de A est notée A™, elle est unique si elle existe.
AR = ATA =
Remarque :

Si A et B sont inversibles, la matrice (AB) est inversible et admet pour inverse la
matrice (B'A™).

Exemple :

Soient les matrices :

-4 0 0 1 0a
MHN={0 -4 2 ([=-40 1 0=-4
-4 001

doneMH = 41 d'oi- % MHN=1

| =
ba | —

M[-lNJﬂ d'u:uf;I'u'I_1=—%N=

FE R SR
[ ) —_

N

Mll—l- [y

Application :



£37)
SoitA=14 -3 4
I -3 04

Calculez AZ et en déduire A™

Solution : Voir le site

Remarque :

e En général, on ne peut pas simplifier par A dans I'égalité AB = AC.Par

exemple pour :
N L TP
=, | =

simplifier par A conduit a un résultat absurde.

1 1y /-1 1 on
AB=0et A= 0 n'entraine pas B= 0 par exemple [1 1] ( | 1]:[0 DJ

1.6. Le calcul des déterminants
1.6.1. Déterminant d’ordre 2

Soit la matrice :

A:(&ll 312)
ag]  am

Le déterminant de A noté det A, est égal a :

] 412
det & = =ajjay —aja
ay] ag| W% T2
Exemple :

33 3 3
A=(1 }detﬂ=‘1 4‘433—4)—(331}—11

Application :

Calculez les déterminants des matrices suivantes:

aslb D) o8 9 o-(G F
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Solution : Voir le site
1.6.2. Déterminant d’ordre 3 (Méthode de Sarrus)
Soit
all  alz  al3
A= (a3l a3z any
a3] a3z a3y
Pour calculer le déterminant d’ordre 3 de cette matrice, on utilise la régle de Sarrus.
Ainsi, on écrit les trois colonnes de la matrice puis on répéte la premiéere et la
deuxiéme colonne comme illustré ci-dessous. Ensuite, on fait le produit des nombres

situés sur chacune des diagonales indiquées et on I'affecte du signe correspondant.
Le déterminant est alors la somme des termes ainsi obtenus.

o/ ot
\><><a
N aVaRN

det A = aj)agpams +ajzazas) +ajsaz) axp - 412 47) 833 — 411 43AR — 415302 85]

Exemple :
[101]
A=[2 1 1
20
N \ NI S
1] L /1 K,U
\ /\/
1
RV

det A = [(1*1*0)+(0*1*3)+(1*2*2)]-[(3*1*1)+(2*1*1)+(0*2*0)]
= 0+0+4+-0-2-3=-1
Application :

Calculez les déterminants des matrices suivantes:
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Solution : Voir le site

Remarque : Cette méthode n’est pas généralisable, elle n’est valable que pour les
déterminants d’ordre 3.

1.6.3. Régle générale du calcul des déterminants

Soit A une matrice carrée d’ordre n, pour calculer son déterminant on va utiliser un
développement par rapport a une ligne ou une colonne comme suit:

31 83 TTTT Ay
Ao detac [Pl 22 777 ain
pl ap? —-—--— dpn

On appelle mineur m;; du terme a;; , le déterminant obtenu en supprimant dans le
déterminant la ligne i et la colonne j. C’est donc un déterminant d’ordre n-1

On appelle cofacteur C;; du terme a;j; le nombre réel (-1 ) mj. Pour calculer det A, on
peut choisir une ligne et développer le déterminant par rapport a cette ligne.

f ik f
detd = 3 aj, (-0t my = Fapli
k=1 k=1

On peut également choisir une colonne, et développer le déterminant par rapport a
cette colonne.

1 k . 11
detti= 3 agjCD mg =7 axiCx;j
k=l k=1

Exemples :

1 01

A=[2 1 1] calculer det A
220

On choisit la premiére ligne.

1 1 201 21
det A= 1‘2 D‘— D‘E D"F].‘E 2‘ =-2-0+1=-1
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il
41
n1
1

(e S N s
— = k1 B3

I

calculer le daterminant de A
On choisit la premiére colonne.

31 2
og 1 2
011

det&=1p 1 1)|-00 1 1{+24 1 2
I 101 1 0

41 2 L 2| > pour le premier déterminant on choisit
01 1j+2@ 1 2 la premigre colonne et pour le second
1o 1 oot Iz ceuxieme colonne,
2 3
+1
1

11
| —El1 +2|1 2—03 2+1 !
o1 1 2 EI 1

=4-1+420-0-N=3-2=1

1 4 31 2 1 2
1

Remarque :

Pour faciliter les calculs on choisit généralement la ligne ou la colonne ou il y a le

plus de termes nuls.

Application :

Calculez les déterminants suivants :

i
1
0
1

SR 6 R U R U |
bed B B =

Solution : Voir le site

1.6.4. Propriétés

Le déterminant d’'une matrice diagonale est égale au produit des termes de la

diagonale principale.

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est €gale au produit des termes de

la diagonale principale.
det kA=k" det A (A étant une matrice d’ordre n)
det A = det ‘A
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1.7. Le calcul des matrices inverses

Définition : A est inversible s'il existe une matrice B telle que : AB=BA=I
B est la matrice inverse de A et elle est notée A™.

Théoreme : Une matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est
différent de zéro. Dans ce cas A" donnée par :

N
A=A

ol 'C(A) est la transposée de la matrice des cofacteurs de A.
Exemple :

¢ Inverse d’'une matrice d’ordre 2
Soit :

1 3
A=[n 3]
det A= 3 donc A est inversible.

ClA) = [_32 T]

N
@=,

LT 13 -3 (1 a3
a _det[ Cw}'z[n 1]'[0 1;3]

¢ Inverse d’'une matrice d'ordre 3

soit :

det A = 2+6-1-3=4 donc A est inversible.



S | I VI | I 1
+ - +
] I | I
cug=—2 AT ! 1 B
< I I | L
31 [ o3 -
+ — +
11 foo1f o1
13 1
Cla=| 3 - -l
-3 5 1
13 1
I3 1y 7§ 7
SR B =1 -1 44 -1 _1
Py B oy B I i S
3 05 1.3 5 1
i 4 3

Remarque :

Pour vérifier que le calcul de A™" est correct, il suffit de calculer le produit: AA™ qui
devrait étre égale a la matrice identité I.

Application :

Calculer l'inverse des matrices suivantes:
1 4 -
A={2 i DJ B=(% jg
3 -1 2
203
‘3:(8 —J

Solution : Voir le site

1.8. Utilisation des matrices en économie et gestion

Considérons une entreprise qui fabrique (P) produits O, Oy, ------- Oy a partir de (n)
composant |4, I ------- In.

Les I, peuvent étre de la matiére premiére, du travail, de I'énergie ...etc. lIs sont
appelés « inupts », ils entrent dans la chaine de production.

Les O; sont appelés « output », ils sortent de la chaine de production. Désignons par
ajj le nombre d’'unité de I'input li nécessaires a la fabrication de I'output O;.
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aj est le coefficient technique ou coefficient « input -output. »

La matrice A = (a;) est la matrice technologique de production ou la matrice d’input-

output.
0y
31|
f=(aj] =2
apnl
Exemple :

ST 0,
a2z --- alp
42 ——— &jp |l
a.n_z - &np

On consideéere une entreprise qui fabrique deux produits P1 et P2 a partir de trois

matiéres premieres Ma, Mb et Mc.

La fabrication d’'une unité de P1 nécessite deux unités de la matiére premiére Ma,
trois unités de Mb et une seule unité de Mc.

La fabrication d’'une unité de P2 nécessite trois unités de la matiére premiére Ma,
quatre unités de Mb et deux unités de Mc.

La matrice technologique relative a cette exemple de production est la suivante :

1.9. Exercices généraux : Voir le site

— L b
| S N Y



Objectif

1- Résoudre les systémes d'équations linéaires avec plusieurs méthodes.

Systémes linéaires
1- Définition

On appelle systéme linéaire a n équations et a p inconnues tout systeme de la forme

a11x1+a]2}:2+ —————— alpi‘!p =b-l
o <a21}:1+a22}:2+ —————— a;_r_p}{p =b2
an5{1+an25{2+ ______ anp}:p zbn

Les coefficients aj et b; sont des réels donnés, alors que (x4, X2, ----- Xp) sont les

inconnues du systéme.
Exemple :

X1 +2¥3 —x%3+2x4 =%
B3 +E2 -X3 +2¥g =3
12 +t83-%9 =1

(S) est un systéme linéaire de 3 équations et a 4 inconnues.
2- Représentation matricielle
On définit :

o La matrice A = (aj) c’est la matrice du systéme

by

:ﬂl::r-..

e Le vecteur - c’est le vecteur du second membre du systéeme.



e

Xa

« Le vecteur X =\.%#./ c’est le vecteur des inconnues du systéme.

Un systeme linéaire a (n) équations et (p) inconnues est équivalent a I'écriture
matricielle suivante :

Aoy X(p.1y=Bin,1)
Ecrivons alors 'exemple précédent sous forme matricielle:

e La matrice du systéme est :

1 2 -3 1
A=13 1 -1 2
1 -1 1 -1

¢ Le vecteur du second membre :

D'ou :

Xl
1 2 -3 134 2
31 -1 2 =3
1 -1 1 —U/%:

£y
Application :

Ecrivez sous forme matricielle les systémes suivants:

¥1=%3 - E2+%;

3=2¥1—-X7

¥2 = K2 -] T=271-x2
10=3x1+x3

V3 =—3§{3 +E3 525{2—5{14-3}!3
13=%2-%73

V4 =K1 +Z283 +83
Solution

Remarques :
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o Larésolution du systeme revient a déterminer 'ensemble des solutions (x4, X2,

Xn).Le systéme sera impossible s’il n’a pas de solution, et indéterminé s'il
en a une infinite.

o Deux systémes linéaires seront équivalents s’ils ont un méme ensemble de

solutions.

Résolution par la méthode de Gramer

1- Définition

Le systéme AX=B (forme matricielle) est dit systéme de Cramer si A est une matrice
carrée et det A est non nul. Dans ce cas le systéeme de Cramer admet une solution

unique vérifiant AX=B.

2- Résolution

La résolution a l'aide de la méthode de Cramer n’est donc possible que dans le cas
ou le nombre d’équations est égal a celui des inconnues.

On note :
[ ayj |
. a32q
A=deth =det[Ahs ———-Ap ] avec Aj=|
L 8an1
bl 812 _____ alﬂ
by 879  ———-—— 5
by =det] B Ao ————Ap]= .2 ?2 %n
_bﬂ & n - - A
all b1 813 _____ EI1:1
a Ba Gy — — — — — A
ﬂz =det[A1 E ——__An]z 21 .2 A3 2.11
8 bn Ay A |

D’une fagon générale :

AW =B =

a11¥1 +a12%2 +

47181 taz2xr2 +

| &nl tapz¥E2F

————— +ainXn = by

————— +agnXn =b2




Ay =det[ At Az---- AuBA---- Axl

L’unique solution du systeme de Cramer est donnée par :

A
Xlz—l
i
by
W, o= %
2T A

M.

X, =—
iy

Exemple :

Résoudre le systéme suivant :
x+2dy+z=12
2x+v+z=-1

x-3y+2z=-1

On peut appliquer la méthode de Cramer du fait qu’on a 3 équations et 3 inconnues
mais il faut vérifier que det A est non nul.

1 2 1
detA=A=2 1 1|=2+2-6-8+3-1=--8
1 -3 2
2 21
Ay=1-1 1 1|=4-2+3+4+6+1=16
-1 -3 2
1 2 1
Ao=2 -1 1|=-24+2-2-8+1+1=-8
1 -1 2
1 2 2
hy=121 1{=-1-2-12+4-3-2=-16
1 -3 -1




Ay 16

dot:x=—="—=—

M —8

i —8
y=—L-""-1

A =8

Ay —16
Z:—:—:_

Fi -8

La solution du systéme est donnée par (-2, 1, 2)
Application :
Résoudre le systéme suivant :

dx+2vy=4
2x+5y+4z=2
2x—4y+3z=-6

Solution

Résolution par la méthode du pivot de Gauss
1- Résolution par la méthode du pivot de Gauss

On considére le systéme a 4 équations et 4 inconnues suivant :

¥1-2¥9 +Xg3-Xgq =5 (1}
X3 —®3+284 =3 (2)
2Xg3-Egq4=6 (3

3k =12 (4)

Ce systeme d’équations particulier est dit systéme triangulaire supérieur du fait que
sa matrice est triangulaire supérieure.
Un tel systéme est particulierement simple a résoudre :

4) = x,=3
(3) — Xq =5
2) = x,=0
B = x; =4

Un systéme triangulaire inférieur peut étre aussi résolu de la méme maniére pourvue
que tous les termes de la diagonale principale soient différents de zéro.
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2- Méthode de Gauss ou du pivot

Elle consiste a transformer un systeme d’équations linéaires en un systeme
triangulaire équivalent qui est plus simple a résoudre.

Cette démarche est basée sur le fait qu’'on ne modifie pas I'ensemble des solutions
d’'un systeme linéaire lorsqu’on effectue les transformations élémentaires suivantes :

o Echanger deux équations du systéme
e Multiplier une équation par nombre réel non nul.
o Ajouter a une équation le produit d’'une autre équation par un nombre réel.

3- Principe

La méthode de Gauss permet donc de transformer un systéme de (m) équations
linéaires a (n) inconnues en un systeme triangulaire équivalent :

aj1x] tajzxy +--—-——-- +aipnxn =by (L)
@ ap1¥] +a32%2 t+-—-——-— +apn¥p =bz L3z
dm1¥] tamp¥z +—-————- Amn¥n =bm L)

e Sij 811#0

Pour tout i tel que 2 =i =m on procéde a |'opération :

a;
L.—-L,-—L,
ay

Le terme a4 s’appelle le pivot de cet ensemble d’opérations. On « élimine » ainsi
inconnue x4 des équations L, Ls-----L, et 'on obtient le systéme équivalent (S’).

A11%1 +a12a9 +————— +ain¥pn = by
A9 Eo+————-— +a9, % =b'n
Amp X +————— +a'mn ¥n =b'm

Le systeme (S’) est formé de la premiére équation de (S) et d’un systéme de (m-1)
équations a (n-1) inconnues avec lequel on se trouve ramené a la solution initiale. Il
reste a trouver un second Pivot et a recommencer le méme ensemble d’opérations.

e Siaq1 = 0 deux situations sont possibles :
1. Il existe i tel que a 1 £ 0, on procede alors I'opération L 1 —> L ; et on
se retrouve dans la situation initiale.

Vie[l,m] ajg=0 . . .
2. il , 'inconnue x; n'apparait pas dans le systeme. On
considere alors l'inconnue suivante x, comme la premiére inconnue et

on vérifie si I'on peut prendre a1, comme Pivot.



Remarques :

1. Cette chaine d’'opérations a forcément une fin puisqu’a chaque pas on laisse
de c6té une nouvelle équation et une nouvelle inconnue.
2. Sil'on fait apparaitre au cours des opérations, une équation :

Ox; +0x; +————+0x, =b; avec b, #0
Le systeme est alors impossible et il est inutile de continuer.
Exemple 1 :

(%9 + 220 +3x3 +10mq = 23 (0

Xo +xE3+3x4 =8 (2]
%1 +5x9 +Tx3 +20x4 =50 (3
| X +3%5 +6x3 +16x, = 39 (43

—> On garde (1) et (2) et on limine x, dans (3) et (4).
(14257 +353+10x4 = 23

(3 - (D X2 +X3+3K4 =9

@)- (D) 3% +4%3 +10%4 = 27

X2 +3x3+6x4 =16

—= On Elimine ¥, dans (3) et {4).

X1+2%g +3xz +10x,4 = 23

(3 —302) X2 +x3+3x4 =8
(4:1—(2.:1 3 +K4 =3
283 +3%q =8

—= |l ne reste plus qu'a Eliminer)-:3 dans (4).

(%1 +2x0 + 33 +10xy = 23
o +E3+3%4 =8

(4)— 23

X3 +Xgq =3

R4 =2

=x3=1=2xr=1=x1=-2

Le systéme admet une solution unique qui est (-2, 1, 1, 2).

Exemple 2 :



x| -—xz2+x3=1
4¥1 -X2 +5x3 =4
3] -Hr+E3=2

(2)_2(-1) 2'.5{‘1 —X72 +X3 =1

3 : o +3x2 =2
G- - W 2T R3S

LS B
2782

2K1 —Eo tX73 =1
X2 +3x3=12
KE_K3 =1
2¥1—-E2+x3=1
(33— 1(2) ¥o +3x3 =12
-4x3=-1
Le systéme admet une solution unique (1, 5/4,1/4) .
Application :
Résoudre les systémes suivants :
,5{1 - 25{24-35{3 +tEgq = 2
2¥{+Eq -H31+Eg4 =2

R
I 3'.5{-1—}:2 +4}23—2}:4=6

(K1 +2Eg -®3+2ryg =12

E+y+z—-t=-1
-X-y+zZ-3=2
—¥X+y-z-t=0
E—y—-z-t=-1

Solution : Voir le site

Résolution par inversion de la matrice du systéme

L’écriture matricielle d’'un systéme d’équations linéaires est de la forme :
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An,p)X(p,1y=B(n,1)

La résolution d'un tel systéme n’est possible que si la matrice A est inversible.
On note A" la matrice inverse de A, multiplions alors les deux membres de I’équation

par A™.

Dot: A" AX=A'B ainsi X=A"B

Exemple :
X+2y+z=28
(=) v+z=4
+y+2z=10
Ce systeme s’écrit :
1 2 1jx
01 1|v|=
3 1 2z 10
Notons :
1 21
011
A=3 1 2
(13 1]
4 44
r D AR
4 4 4
351
L 4 44
! 310 Fey (30
X 8 4 4 4 K8 4 2
3 1 1 10 5
d'Oﬂl}F=A]4=————— S I
4 4 4 4 2
z 10 _3 _5 1 \,1[:' & 3
. NS
r’B‘\.
=y |2
5
d'on ==
7 2
= 3
-y



Application :

Résoudre les systémes suivants :

T+tv+z=4 2X+v+3z=7
Brie-—y+z=4 BonE+2y+3z=13
x-z=1 2x+ly+4z="9

Solution : Voir le site

Exercices généraux : Voir le site
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2- Fonction a plusieurs variables

1.1 Définition
Si on considére un sous ensemble D de IR", une application f: D —> IR
est dite fonction réelle des p variables x4, X2, ------- Xp. On note :
u_f (X1’ X2’ ------- ’Xp)

Il est donc possible d’envisager des fonctions, qui a deux ou plusieurs éléments de
'ensemble de départ, font correspondre un élément de I'ensemble d’arrivée. On note
par exemple :

X,y —f_>z avec x,y,Z £IR
ou z = f(x,y)

Exemple :
F(x,y,z) = 2x°yz - 3xyz + 4yz - 3yz - 3xy + 8
Exemples en économie :
1. Un industriel produit deux biens en quantités x et y suivant la fonction de colt
C(x,y)=2x2 + Xy + 2y?
2. Une fonction de production est l'illustration d’une technologie de production a
facteurs substituables (K : le capital et L : le travail) : f(K,L) = K" L"?
1.2. Dérivées partielles d’une fonction a plusieurs variables
Définition :
f admet une dérivée partielle par rapport a x si la fonction d’'une seule variable :

x—>f(xVv,2z...... ) est dérivable. Sa dérivée est appelée dérivée partielle de f par
rapport a x et est notée :

o, vz ———-)
o

fl}: =f|}: (X: }i':z___) =

Exemple :

Soit la fonction Z = f(x,y) = X° + 2x%y + 5 + xy
Il est possible de déterminer la dérivée partielle de cette fonction par rapport a la
variable x en traitant la variable y comme une constante :

Gz 2
fl, =—=13x
ok

+dzy +y



On détermine de méme :

f'},=g=2}:2+x
&y

Application :

Soit la fonction f (x,y,z) = 4 x?zy” + 3 xy? - xz + 3x?y + 5x - 4z
Calculer fy,fy et f;

Solution :voir le site
Remarque :

De la méme facon que précédemment, on peut étudier les dérivées par rapport a x

de f'x(x,y) etde f’y (x,y) . On définit ainsi les dérivées partielles secondes que I'on
note :

f7e (Xy) et f's (X,y) . On peut définir de méme f"y(x,y) et 'y (X,y) .
of 'y (2, %)

afl}f (K! Y)

1 ﬁy 1

an (K:- }F)' 11 af}? I:15‘::- }F}
Vs

fae (5,70 = £ (x,9) =

fyy (5, 9 = £1'52 (5,90 =
Fay (5,70 =

Il est a noter que :

a°f 8'f
Bcdly Ay

Application :

Soit la fonction : f(x,y) = 2x?y® + 5xy? - 3x?y + 7x - 4y
Ca|CU|eZ flx y f’y , f”xz , f"yz , f“xy , f”yx

Solution : voir le site
2. Optimisation libre ou sans contrainte
2.1 Cas d’une fonction a une seule variable

Il s’agit d’'une fonction a une seule variable du type y = f(x)
Pour déterminer les extremums de cette fonction on passe par deux étapes :

e Condition nécessaire du premier ordre : f’(xp)=0

Ainsi le point d’abscisse xp est un extremum éventuel
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« Condition du second ordre :

= Sif” (xo)> 0 alors le point d’abscisse xp est un minimum
= Sif” (X)) <0 alors le point d’abscisse xg est un maximum

Application économique :

Le colt d’un produit varie selon le niveau de production, il se traduit par :
C(Q) =Q%-6Q +10

Déterminez le niveau de production donnant un colt minimal.

Solution :voir le site

3. Optimisation sous contrainte

3.1 Optimisation sous contrainte
En économie, il est fréquent qu’on cherche a maximiser une fonction sous des
contraintes (maximiser un profit ou une utilité compte tenu de contraintes

budgétaires, minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a satisfaire....).

Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme d’une optimisation d’une
fonction a plusieurs variables (f(x,y)) sous la contrainte d’'une autre fonction (g(x,y)).

Cette méthode d’optimisation fait appel a ce qu’on appelle le multiplicateur de
Lagrange (% ). La fonction Lagrangienne notée L(x,y,A) est définie ainsi :

L(x,y,A) = Fonction a optimiser + A( contrainte annulée)
L(x,y.A) = f(xy) + AM(G(x,y))
G(x,y) n’est autre qu’une reformulation de la contrainte tel que g(x,y)=0

Le Lagrangien est donc une fonction a trois variables x , y et A. Son optimisation
passe par deux étapes :

e Condition du premier ordre : Les dérivées premiéres sont nulles.

L'y =0 fle+hGy =0
Ll}r:[} — fl}r‘l';ﬁ.-(}lxz[}
L'y =0 GF(E,v)=0

On détermine ainsi les coordonnés des points extremums éventuels.

o Condition du second ordre :
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Pour déterminer la nature de I'extremum il faut calculer les dérivées secondes et
établir la matrice Hessienne avant de calculer son déterminant.

Lan Thx Ly
H=|Lg), L Lxy
Lyh Lyx Ly
Régle de décision :

Si det H> 0 alors on est en présence d’un maximum
Si det H< 0 alors on est en présence d’un minimum

Exemple :

Etudier les extremums éventuels de la fonction f(x,y)=xy sous la contrainte
g (xy) = x+2y -1

Il faut commencer par définir la fonction Lagrangienne :
G(x,y)=x+2y—1dou:

L(x,y, ) =xy + A(x + 2y - 1)

« Condition du premier ordre :

Ly =y+A=0 M
Ly =x+24=0 o)
Ly =x%+2y-1=0 (3)

W = y=-i
@ = x=-2M

3 = —2A-i=1 :;1:-}1 diot  m=

ra | —
O

11 1
(X,‘}T,;'L:l=(—,—,—— .
2 4 4)estun extremum éventuel.

o« Condition du second ordre :




Lay Lax Lag| (o 1 2
H=|Lyh Lz Ly |=|1 0 1
n 1 n 2 1 D
Lyt Lyx Lyy
0 11
detH=10 -1 +2 =0+24+42=4>0
1o 2 oo 21

11
Donc le point 2 "4 est un maximum.

3.2 Application a I’économie : Fonction d’utilité sous contrainte budgétaire

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y aux prix respectifs de 2
unités monétaire et 1 unité monétaire. Sa satisfaction est exprimée par sa fonction
d’utilité. Cette derniere dépend des quantités consommées des deux biens.

Elle est de la forme suivante : U(x,y) = -x* + xy .

Il désire maximiser sa satisfaction ou son utilité sachant qu'’il ne détient que 20 unités
monétaires pour I'achat des biens X et Y.

Probléme :

Max f(x,y) = -x* + xy
Sous la contrainte: 2x+y =20 => G(x;y)=2x+y-20=0

Solution :
Le Lagrangien ‘L&, ¥, A) = —x*+xy + (22 + y - 20)

o Condition du premier ordre :

Ly =-2x4+y+2A=0 (1)

Ly =x+h=0 (2)

Ly = 25+y-20=0 (3)



(2) = E=-2X
(1 = v = -4}

3y = -2A-4L=20 — o T

10 40 10
L e . ) ,
3 3 3 de coordonnées est un extremum éventuel.

« Condition du second ordre

o2 1
H=|2 -2 +1
1 -1 0
2 1 |2 -2
det H=-2 +1 =42 +4=4+6=10
1 0 1 +1

Il s’agit donc d’un maximum .

10 _ 40 _
—Pourlebten 3 . —Fourlehien ¥
Ainsi, la structure de consommation : 3 3 assure a

I'individu une utilité, ou une satisfaction maximale.
Application :

Déterminer les extremums éventuels de la fonction f(x,y) = 2x+xy sous la contrainte
2x+4y=6

Solution

4. Exercices généreaux : Voir le Site
Objectifs

- Modéliser les problemes de programmation linéaire

- Résoudre les problemes de programmation linéaire graphiquement

Modélisation d’un probléme de programmation linéaire
1- Introduction
La programmation linéaire peut se définir comme une technique mathématique

permettant de résoudre des problémes de gestion et particulierement ceux ou le
gestionnaire doit déterminer, face a différentes possibilités, I'utilisation optimale des


javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec6.htm',%200,%200,%20500,%20300,%200,%200,%200,%201,%200)

ressources de I'entreprise pour atteindre un objectif spécifique comme la
maximisation des bénéfices ou la minimisation des coUts.

Il s’agit de répondre au probléme d’allocation optimale des ressources compte tenu
de certaines contraintes.
On entend par programmation linéaire, la planification a I'aide d’'une fonction linéaire.

Dans ce chapitre, notre approche pour résoudre de tels problémes passera par deux
étapes principales :

o La modélisation du probleme : Il s’agit d’exprimer le probléme sous forme
d’équations ou d’inéquations linéaires permettant, d’'une part de bien identifier
et structurer les contraintes que doivent respecter les variables du modéle,
d’autre part de définir 'apport de chaque variable au niveau de I'objectif
poursuivi par I'entreprise, ce qui se traduira par une fonction linéaire a
optimiser.

e La détermination de I'optimum : |l s’agit de trouver I'optimum mathématique a
I’'aide de certaines techniques propres a la programmation linéaire.

2- Modélisation d’un probléme de programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire sous sa forme générale consiste a chercher
I’'extremum ou I'optimum d’une fonction linéaire de n variables liées par des
équations et/ou inéquations linéaires appelées contraintes. Il s’agit de trouver la
valeur des variables de décision x1,X2,X3.......Xn qui rendent optimum la fonction
linéaire.

Le probléme se présente ainsi :

Cptimiser: Z=0Cj®| +03X9+—————— Cn¥p
Avec
d11%1 +312X2 +————+31n2€n ibl
dqE)tamEqrs+————+aqq ¥y Ebg
aklgl +3k2){2 +————+akﬂ}§n gbk
at: Kl 2y 20--—-x, =0
Notations :

X; : (j varie de 1a n) : Les variables de décision
Z : La fonction objectif

C; : Les coefficients des variables dans la fonction économique. Ce sont les
contributions unitaires de chaque variable au niveau de la fonction économique.

aj . Les coefficients des variables dans les contraintes (i varie de 1 a k et j varie de 1
a n). Ce sont les coefficients techniques , c’est le nombre d’unités requises de la



ressource i pour réaliser une unités d’activité |

b, : Les coefficients du second membre des contraintes. Ce sont les ressources
disponibles

Exemple :

Une entreprise fabrique deux produits P1 et P2 qui passent dans 3 ateliers différents
: usinage, assemblage, finition.

Les heures de travail disponibles dans chaque atelier sont :

Usinage : 100 heures
Assemblage : 120 heures
Finition : 200 heures

Le temps nécessaire pour chaque unité produite de P1 ou P2 au sein des différents
ateliers est :

P1 P2
Usinage 1h 2h
Assemblage 3h 4h
Finition 2h 6h

Le département de comptabilité de I'entreprise a estimé la contribution au bénéfices
de chaque produit :

Produit Bénéfice (Dinars/unité)
P1 6
P2 7

En supposant qu’il n’existe aucune restriction sur le marché c’est a dire qu'il peut
absorber toute la production, quelle quantité de chaque produit doit fabriquer
I’entreprise pour maximiser son bénéfice ?

Modélisation du probléme :

e Les variables :



x :quantité du produit de P1a fabriquer
y : quantité du produit P2 a fabriquer

¢ La fonction économique :

Maximiser Z= 6x + 7 y ou Z est le bénéfice total en dinars

e Les contraintes :

x +2y < 100 heures (usinage)
3x+4y < 120 heures (assemblage)
2x+6y < 200 heures (finition)

x>0 ;y >0 (non négativité)

Pour résoudre ce probléme il faut chercher les valeurs de x et y qui répondent aux
contraintes tout en maximisant (optimisant) la fonction économique.

Terminologie :

e Fonction économique : C’est la fonction linéaire que nous voulons optimiser.
Elle peut étre maximisée ou minimisée selon le cas.

» Solutions réalisables : Tout ensemble de valeurs x; satisfaisant simultanément
a toutes les contraintes du probléme de programmation linéaire.

e Solution optimale : Toute solution qui rend optimale (maximale ou minimale) la
fonction économique est appelée solution optimale ou programme linéaire .

Résoudre un probléme de programmation linéaire consiste a déterminer la solution
optimale si elle existe.

2- Résolution graphique du probléme linéaire
1- Résolution graphique du probléme linéaire

La résolution graphique ne s’applique que lorsqu’on est en présence d’un
programme linéaire contenant au maximum deux variables qui sont facilement
identifiées dans un repére a deux dimensions.

Cette résolution graphique se base sur les étapes suivantes :

1. On reporte sur un graphique chacune des contraintes du probléme et
on détermine la région commune a I'ensemble de ces contraintes. On
obtient ainsi la région ou le domaine des solutions réalisables, c’est a
dire, la délimitation des valeurs possibles de x; satisfaisant
simultanément toutes les contraintes.

2. On détermine les coordonnées des points extrémes ou sommets du
domaine des solutions réalisables.

3. On substitue ensuite les coordonnées de chaque point extréme dans
I’'expression de la fonction économique et on retient comme solution
optimale celui (ou ceux) qui optimise cette derniére, c’est a dire celui



(ou ceux ) qui selon le cas maximise ou minimise la fonction
économique.

L’illustration de la résolution graphique d’un probléme de programmation linéaire se
fera a partir de 'exemple suivant :

Exemple :

Une entreprise industrielle fabrique deux modéles A et B d’appareils
électroménagers.

Ces deux modeéles passent par trois étapes de fabrication dans trois différents
ateliers. Le tableau suivant résume le nombre d’heures requises pour fabriquer
chaque modeéle au niveau des ateliers, le temps disponible a chaque atelier et les
bénéfices unitaires dans chaque atelier :

A B
Ateliers Nombre d’heures requises @ Temps disponible
Assemblage 3 4 4200 heures
Vérification 1 3 2400 heures
Empaquetage 2 2 2600 heures
Qontrlbutlon aux bénéfices en 100/unité 120/unité
dinars

Déterminer la quantité optimale a produire de chaque modéle afin de maximiser le
bénéfice.

Il faut d’abord formuler le modéle mathématique relatif a ce probléme de fabrication
et déterminer ensuite a I'aide de la méthode graphique, le planning optimal de
fabrication.

2- Formulation du modéle

On Note x4 le nombre d’unités a fabriquer du modéle A et xz, le nombre d’unités a
fabriquer du modéle B

Les contraintes sont :

(assemblage) 3x1+4x: <4200 heures (1)
(vérification) % +3x; 22400 heures  (2)
(empaquetage)  2x;+2x; <2600 heures (3)
(non- négativité ) x>0 , x>0

La fonction économique que I'on veut maximiser est Z = 100 x4 +120 x»
ou Z représente le bénéfice totale en dinars



3- Tracé des contraintes

(1) 3x{+4x, <4200
(2)  xq+3%5 <2400
(3) 2% +2%4 <2600

(4) XIED 9 =0

1

L’axe x4 représente la quantité du modéle A a fabriquer et 'axe x; la quantité du
modéle B. La contrainte de non négativité nous restreint ou premier quadrant
(positif).

En général pour représenter graphiquement une inégalité de la forme a1 x4 + a2 X2 <
b ou a4 x1 + a2 xo > b il faut d’abord tracer 'équation de la droite a4 x1 + a2 x2 = b.

On obtient les coordonnées des points se situant :

b b

e Surlaxe xp en passantparx; =0doux;=42 => (0, 42)
b
e Surlaxe xs en passantparx; =0doux; =41 => (0,d1)
Il s’agit de relier les coordonnées de ces deux points pour obtenir le tracé de la droite
correspondante. Cette droite partage alors le plan en deux demi-plans ; On obtient le
demi-plan correspondant a une inéquation en vérifiant si les coordonnées d’un point
situé dans un des demi-plans vérifie ou non l'inéquation. Généralement, on substitue
I'origine (0,0) dans I'inéquation pour déterminer quelle partie du plan satisfait
'inéquation, si cette derniére ne passe pas elle-méme par l'origine.
(1 3% +4xq 24200
3y +4x9 =4200 =51 %) =0=x,;=1050 (01050
et 51 ®,=0=x; =2400 (1400,0)
(2) = +3x=q 2400
| +3%7=2400 =31 ®;=0=x,; =800 (0300
et 51 X9 =0=x%x;=2400 (2400,0)
(33 2 + 284 22600
2x|+2%7 =2600=51 X =0=x,=1300 (01300
el 51 x5 =0=x;=1300 (13000)



Quantites
du modale
B x 10°

14 Za+2E, = 2600

105 ¥, +H4%, = 4200
2
/ %+ 3, = 2400
o
12 14 24 !

Quantités du modeéle A x 102

F:egion des solutions realisables

Tous les points de cette région sont des solutions réalisables pour le probléme de
fabrication de I’entreprise industrielle. Toutefois, notre intérét portera seulement sur
les points extrémes de cette région.

4- Détermination des points extrémes

On peut toujours obtenir exactement les coordonnées des points extrémes en
résolvant le systeme formé des équations des droites qui se coupent deux a deux. Si
on reproduit la région des solutions réalisables avec les points extrémes notés de (B)
a (E).

Kz.l

Guanttés |B
du modeale -

2
B x 10 D

E
O e X

Quantités du modéle & = 10°




=  3x,+4%, =4200 (1)
X{ +3%q = 2400 (2)
(-3(2) = 3% +4x9 —38] - 9% = 4200- (3 x 2400)
= -5%, =-3000=%, = 600 etx, = 600

Le point C est l'intersection de (1) et (2).

De méme pour les coordonnées des points A,B,D et E.

Points extrémes Coordonnées
0 (0,0)
B (0,800)
C (600,600)
D (1000,300)
E (1300,0)

5- Détermination du point extréme optimal

Il s’agit tout simplement de substituer les cordonnées de chaque point extréme a
I'exception de l'origine O, dans I'expression de la fonction économique ( Z = 100 x4 +
120 x; le bénéfice total en dinars). On obtient alors les valeurs suivantes :

Points extrémes Coordonnées (X1,X2) Z =100 x4 + 120 X,
B (0,800) 96.000
C (600,600) 132.000
D (1000,300) 136.000
E (1300,0) 130.000

La valeur maximale de la fonction économique est 136000 dinars elle est relative au
point extréme D de coordonnées x1=1000 et x,=300 .

La fabrication de 1000 unités de A et de 300 unités de B permettra d’avoir un
bénéfice maximal de 136000 dinars.

Remarque :

On peut déterminer la solution optimale en utilisant 'équation de la droite D* obtenue
a partir de la fonction économique :

Z=C1x+C2y
z

D'ou D*: C, Cy

En faisant varier Z on aura différentes droites qui ont la particularité d’étre paralléles.
Ainsi en donnant la valeur zéro a Z, on peut représenter la droite D* correspondante
qui passe par l'origine tout en ayant une pente de :



Ensuite, s’il s’agit d’'un cas de maximisation, on fait la translation de la droite
parallélement a elle-méme jusqu’a atteindre le point extréme (le sommet) du
domaine des solutions réalisables, le plus éloigné de I'origine. Ce point représente
alors la solution optimale.

Dans le cas d’'une minimisation on effectue la translation de la droite jusqu’a
atteindre le sommet du domaine des solutions réalisables qui est le plus proche de
I'origine. Ce point représentera ainsi la solution optimale.

En ce qui concerne I'exemple précédent, on aura :

10 Z
-—— X+
D*:Y= 12 12

psty! &
Quantités
du modéle
BEx 107 B
C
L
E
: - A
Quantités du modéle A x 102
*

La solution est aussi le point D de coordonnées (10*102,3*102) donc (1000,300)
Application :
Résoudre le probleme linéaire suivant :

Xy =10

Ry =7

X1 +x; 212
120 xq 20

MaxZ =2 x4+ Xo

Solution : Voir le site

Les solutions particuliéres
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Ces solutions particuliéres seront traitées a partir d‘exemples.
1- Cas des solutions multiples
Exemple :

Résoudre le probléme programmation linéaire suivant :

=8
VRS
T+2v=14
=20 y=z0

Max Z = 3x + 6y

Solution : Voir le site

2- Cas d’une solution infinie

Exemple :

Résoudre le probléme de programmation linéaire suivant :

dx—-y =28
2E-y 26
= y=20

Max Z = x+y

Solution : Voir le site

3- Cas d’une solution impossibles
Exemple :

Résoudre le probleme de programmation linéaire suivante

MinZ=3x+y

Solution : Voir le site

Exercices généraux : Voir le site
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Objectifs

- Calculer les valeurs actuelle et acquise a intéréts simples
- Calculer les valeurs actuelle et acquise a intéréts composés

- Calculer les valeurs actuelle et acquise d'une série d'annuités
L'intérét simple
1- Notion d’intérét simple

Un intérét est la rémunération que génére une somme placée ou prétée. Cette
rémunération est dite a intéréts simples lorsque les intéréts ne se rajoutent pas au
capital pour porter eux méme des intéréts. L’intérét simple est versé a la fin de l'unité
de temps convenue du prét ou du placement, cette derniere est appelée
généralement période. Pour les préts et placements a intéréts simples, cette période
est généralement une année au moins. L’intérét est calculé proportionnellement a la
durée du prét ou du placement, les intéréts sont la résultante de trois paramétres qui
sont :

e Le capital prété ou placé : C
e La durée du placement ou de I'emprunt : n
e Letauxdintérét:t

Intérét = |

t , . .

- = = si n désigne le nombre de jours
o0 =60
t n , . :

= C w1 si n désigne le nombre de mois

t : - , .

= ¢ — =a si n désigne le nombre d’années

L’année financiére est fixée a 360 jours, et chaque mois a son nombre exact
de jours.

Exemples :

« Un capital de 1500 dinars est prété pendant deux ans au taux de 4,5%
fournira quel l'intérét ?

| =1500 x 4,5/100 x 2 =135°


../../GEntrprise%201er%20niveau%20pour%20reloquage/math/chm6/Chapitre-5/Section-1-1.html

L’emprunteur, a I'expiration du délai des deux ans, devra remettre a son
préteur la somme de 1500 + 135 = 1635°.

o La durée de placement est de 6 mois, le capital placé est de 1000 et le taux
est de 5%, quel sera le montant des intéréts ?

3 £
I=1000%— % =250
100 12 dinars

« Un capital de 72000° est placé du 17 janvier au 13 mars au taux de 10%.
Quel intérét rapporte-t-il sachant que I'année est bissextile ?

Du 17 au 31 janvier : 14 jours
Du 1er au 28 février : 28 jours
Du 1er au 13 mars : 13 jours

nombre de jours = 14+28+13=55

I- T2000x10x55
36000

=110 dinars

2- Valeur acquise

On appelle valeur acquise la valeur obtenue au bout de n jours ou n années d’une
somme placée ou empruntée. C’est la somme du capital placé ou emprunté et de
l'intérét produit.

Soit Sp une somme placée ou empruntée pendant n jours au taux t. Au bout de n
jours, on aura :

SnRten
on+—
36000
Lwn
VA =8+ ),
36000
Exemple :

Calculer la valeur acquise pour un capital de 2400° placé a 4% pendant 45j

VA =240001+-245 35417

36000 dinars

3- Valeur actuelle

C’est la valeur a l'instant 0 d’'une somme réalisée aprés n jours ou n années. Soit S+
la somme obtenue aprés un placement de n jours, et Sy la valeur actuelle.



Applications :

1. Un individu place 45000° pour 3 mois & partir du 10 juin au taux de 10%, de
combien dispose-t-il a I'issue du placement ?

2. Un individu place 75000° du 15 mai au 18 septembre sur un compte
rapportant 9,5% par an. De combien dispose-t-il a I'issue du placement ?

3. Un individu place 34800° pendant 7 mois au taux de 4,5 % par an. Déterminer
le montant des intéréts.

4. Quelle somme doit-on placer aujourd’hui sur un compte rapgortant des
intéréts simples au taux de 7,5% par an pour obtenir 30000~ dans 11 mois ?

5. Un individu place 27000°, cent jours plus tard il récupére 28140°. Déterminer
le taux d’intérét.

Solution : voir le site
L'intérét composé
1- Notion d'intérét composé
Un placement ou un emprunt est fait a intéréts composés lorsque a chaque fin de
période I'intérét simple est ajouté au capital pour produire a son tour un intérét simple
lors de la période suivante. On dit que I'intérét est capitalisé.

Exemple :

Soit un capital de 5000° placé pendant 3 ans & 4 % I'an.
Pour la premiére année, on ajoute l'intérét simple au capital => nous obtenons:

| = 5000 x 0,04 =200
C+l = 5200

On dit que 5200 est la valeur acquise(Vacq) du capital placé au bout d’'une année. La
deuxiéme année, l'intérét est calculée sur la base de 5200.

I= 5200 x 0,04 = 208

VAcq = 5200 + 208 = 5408

Intéréts composeés = 5408 - 5000= 408

La troisiéme année les intéréts sont calculés sur la base de la VAcq = 5408
I= 5408 x 0,04 = 216,320

VAcq = 5408+216,320 = 5624,320


javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec1.htm',%200,%200,%20300,%20180,%200,%200,%200,%201,%200)

Depuis le début du placement les intéréts composés s’élevent a :
5624,320 - 5000= 624,320

Si le placement a été fait avec des intéréts simples, on aura :
4 %3
Vicq = 5000(1+%) — 5600

La distinction fondamentale entre intéréts simples et intéréts composés réside donc
dans la capitalisation a la fin de chaque période, la capitalisation est I'addition des
intéréts au capital a la fin de la période.
2- La valeur acquise
a- La période est formulée en nombre entier
Soit :
C : Capital prété ou placé
n : Nombre de périodes
i : Le taux par dinar et par période

=> Fin de 1ére année VAcq = C+I= C+C i = C(1+i)

La deuxiéeme année est entamée avec la somme de C(1+i) sur la base de laquelle
les intéréts vont étre calculés.

=> Fin de 2éme année VAcq= C(1+i) + C(1+i)i= C(1+i) (1+i) = C(1+i)?

La troisiéme année est entamée avec la somme de C(1+i)? sur la base de laquelle
les intéréts vont étre calculés.

=> Fin de 3éme année VAcq = C(1+i)%+ (1+i)% = C(1+i)? (1+i) = C(1+i)®
=> Fin de niéme année : la valeur acquise au bout de la n année sera donc :
VAcq = C(1+i)"

Les intéréts composeés produits par un placement pendant n périodes sont égaux a la
différence entre la valeur acquise a la fin de la nieme période et le capital placé.

I=VAcq - C=C (1+))= C => I = C[(1+i)" - 1]

La formule VAcq = C(1+i)" est toujours valable, s'il y a concordance entre la période
dans laquelle est exprimé la placement et celle qui est relative au taux ainsi :

-n doit désigner les années si i est un taux annuel
-n doit désigner les trimestres si i est un taux trimestriel



b- La durée est un nombre fractionnaire de période
Soit :

C : Capital placé au prété

i = taux d’intérét

n=n’+P/q n’ : nombre entier

On peut illustrer la situation comme suit :

0 n’ fl
I I | p tEMpS
b /\ﬁ/—)\
T
n' périodes pia périodes

Vacyg =1

VAcg=CC1+ 10"

VAcq = C(1+i)"+ C(1+i)" P/qi => VAcq = C(1+i)"[1+ P/q i]
Exemple :

Quelle est la valeur acquise par le placement d’'une somme C au bout de 8 ans et 3
mois au taux de 4% avec capitalisation annuelle?

VAcq = C(1.04)® (1+ 3/12 x 0,04) = C x 1,382

Pratiquement, on n’emploie pas cette formule rationnelle. On lui préfére une formule
approchée ou commerciale fondée sur I'utilisation directe de la formule générale
VAcq =(1+i)" ou n est un nombre fractionnaire.

3- Taux proportionnels et taux équivalents

a- Taux proportionnels

On dit que deux taux sont proportionnels quand leur rapport est égal au rapport des
durées de leur période de capitalisation respectives.

D’une fagon générale si i est le taux annuel pour 1 dinar et si iq le taux relatif a une
période plus petite qu'une année q :

L S I R A

Ainsi au taux annuel 6% correspond le taux semestriel 3% et le taux trimestriel 1,5%



Dans le systeme des intéréts simples, les taux proportionnels produisent sur un
méme capital les mémes intéréts au bout d’'une méme durée, les valeurs acquises
sont les mémes.

Pour un capital C =1000 a placer a intéréts simples pendant un an au taux de 6%
I’an, on aura :

mcg:mmﬂ%):mam

1000( 1+-2_x2)=1060
Au taux 3% le semestre : VAcq = ( i )

15
Au taux 1,5% le trimestre : VAcq = 1000 (1+747-x4)=1060

Il n’est pas de méme pour les intéréts composés, les valeurs acquises par un méme
capital pendant une méme durée augmentent quand les périodes de capitalisation
deviennent plus petites. Si on considére le méme exemple, le calcul de la valeur
acquise au bout d’'une année nous raméne a :

t=6%/an => VAcq = 1000 x (1,06)" = 1060

t = 3% /semestre => VAcq = 1000 x (1.03)? = 1060,900

t=1,5% /trimestre => VAcq = 1000 x (1,015)* = 1061,300

b- Taux équivalents

On appelle deux taux équivalents, deux taux correspondant a des périodes de

capitalisation différentes, produisant la méme valeur acquise pour un capital donné
pendant une méme durée de placement a intéréts composés. Soit :

i’ => période q fractionnaire

i => périoden

VAcq =VAcq <=> (1+)%=(14) <=> 1+’ = (1+)"™

<=>i = (1+i )" 1

Exemple : Déterminer les taux équivalents au taux annuel de 9%
Taux semestriel = is = (1+0,09)"%-1 = 4,403%

Taux trimestriel = it = (1+0,09)"-1 = 2,18%

Taux mensuel = in = (1+0,09)""%-1 = 0,72%

Taux bisannuel = iy = (1+0,09)%*1 = 18,81%



On aura donc (1+ 0,0072)=(1+0,04403)"
4- La valeur actuelle

Il est possible d’envisager le probléme inverse, c’est a dire déterminer a partir d’'une
valeur acquise la somme qu’il faut placer. Il ne s’agit plus de capitalisation mais
d’actualisation.

_ Vacq
S+

VAcq = C(14)" => C =VAcq (1+)"

Exemple: quelle somme faut-il placer a intéréts composés au taux de 5,6% pour
obtenir un capital de 27000 dinars dans deux ans et sept mois ?

C = 27000(1,056)®*""? = 23454 81dinars
5- Applications

1. Soit un capital de C =500P placé au taux i = 8% pendant 2 ans a intéréts
composés. Quelle est la valeur acquise au bout de deux ans?

2. Quelle est au bout de 7 ans la valeur acquise d’un capital de 5000° placé a
intéréts composés au taux de 5% par an ?

3. Calculer la valeur acquise (intéréts composés), en tenant compte des taux
proportionnels et des taux équivalents :

a. 1000° aprés 10 ans au taux annuel de 15%

b. 2000° aprés 12 ans et 6 mois au taux annuel de 16%, la capitalisation est
semestrielle.

c. 3000° aprés 5 ans et 7 mois au taux nominal de 13% capitalisé
mensuellement.

d. 850° aprés 7 ans et 9 mois au taux nominal de 17% capitalisé
trimestriellement.

4. Que devient aprés 5 ans et 7 mois un capital de 3500° placé au taux annuel
de 20%, en supposant que la capital initial est placé a intéréts composés
pendant 5 ans puis la valeur acquise a été placée a intérét simple pendant 7
mois.

5. On a placé 1200P 3 intéréts composés a 14% pendant 10 ans. Pendant
combien de temps, il aurait fallu laisser la méme somme au méme taux et a
intérét simple pour qu’elle subisse la méme augmentation ?

6. Une société projette un important investissement et veut effectuer dans la
poursuite de cet objectif plusieurs placements successifs :

Date Sommes
01/04/96 60000
01/01/98 36000
01/01/99 90000
01/07/99 50000




Ces placements étant effectués au taux annuel de 5%, quel sera le capital
constitué le 1er janvier 2000.

8. Deux capitaux dont la somme est 100 000° sont placés: L’un & intéréts
simples au taux de 5 %, I'autre a intérét composés a taux de 4 %.

Au bout de 20 ans, ils ont acquis la méme valeur, quels étaient ces deux
capitaux ?

9. Un placement & intéréts composés d’une somme de 20000° est complété un
an aprés par un nouveau dép6t de 20 000°. Un an aprés ce nouveau
placement, on dispose de 44 050°,640. Calculer le taux semestriel de
placement (capitalisation semestrielle).

Solutions : voir le site

Les annuités
1- Définition des annuités

a- Cas d’un placement
Une suite d’annuité est une suite de sommes (constantes ou variables) placées
régulierement a intéréts composés. Ce sont les annuités de capitalisation ou de
placement.

b- Cas d’un emprunt
On désigne par annuités, une suite de réglements effectués a intervalles égaux. lls
peuvent étre égaux ou non en valeurs et servent au remboursement du capital. On
parle d’annuité de remboursement ou d’amortissement.
Les annuités d’amortissement sont généralement versées en fin de périodes alors
que les annuités de placement sont assimilées a des annuités de début de période.
D’une fagon générale la période qui sépare 2 annuités est constante.
2- Les annuités constantes

a- Les annuités de fin de périodes

al- Valeur acquise

3
I I I p Périodes
a

Date d’avaluation des anmuités

a : Montant de I'annuité = valeur de I'annuité constante de fin de période
VAcq : Valeur acquise d’'une série de n annuités a la date du dernier versement
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On appellera VAcq la somme du capital emprunté et des intéréts produits.
VAcq = la somme des valeurs acquises des tous les versements

Fin de I'année 1 a = a(1+)™

Fin de I'année 2 a => a(1+)"?

Fin de I'année 3 a = a(1+)"

Fin de 'année n a => a(1+i)""=a
VA =a (1+)"" + a(1+)"* + a (1+i)"°+ - +a(l+i)+a

= a (1+ (1+i) + (1) +(1+)"")
C’est une suite géométrique de raison (1+i) a n termes, son premier terme est 1.

La somme d’une suite géométrique de raison q et de 1er terme U0 a n termes est de
la forme :

n
Sn = T
1-q
dou:
-1+ 00 [+ -1
N RVt A L el
I-(1+1) 1
Exemple :

Une société X a placé a la fin de chaque année pendant 15 ans une somme égale a
5000D au tauxi = 7% . Quelle est la valeur acquise en fin de période?

(10,0737 15-1

WA=5000x 007

=125645,110

S'’il s’agit de calculer la valeur de cette suite d’annuité a la date O, on parle dans ce
cas d’un probléme de valeur actuelle ou d’actualisation.

a2- Valeur actuelle

Il est d’'usage que le préteur préleve I'intérét au moment de la transaction, pour lui se
pose alors la question “ combien vaut aujourd’hui la somme que me remboursera
mon client a la fin de la période ? ” C’est cette valeur qu'on appelle valeur actuelle.



p Périodes

2 1 2
| |
| |

a

{

Date d’evaluation de la suite 4’ annuite

AL E Y

Il faut se placer a I'instant O et actualiser toutes les annuités postérieures a cette date

1ére année a => a(1+)’
2&me année a => a(1+)?
3&me année a => a(1+)?
niéme année a => a(1+)"

Valeur actuelle = Somme des valeurs actuelles
Valeur actuelle = a (1+i)" + a (1+i)? + - +a (1+) ™V + a (1+i)"

=> Vact= a [(1+)" + (1+i)2 + - + (1+)™]
C’est une suite géométrique de n termes, de premier terme (1+i)™ et de raison (1+i)™".
S =1+ M
o 1-(1+i]*

d'ol Wactuelle = al(l +1 7! ':Hi:'_n'l]x':l ) alilﬂ)'“ '1]

(14117 -1

sh=11
d'ol Vactuelle = = [M}

-1

On peut retrouver cette valeur actuelle d’une autre maniére, en actualisant la valeur
acquise.

Vo = Vp(14i )"

Vo= a[':lﬂ?n - IJI:IHT“

1

. a[l—[l +i)_‘“]

a3- Valeur a date quelconque



La date d’évaluation d’une suite d’annuités peut étre quelconque. Trois cas peuvent
se présenter :

d'ou Vactuelle

e Cas 1 : La date d’évaluation vient avant la date O

Il s’agit d’actualiser la suite d’annuité a la date p.

F périodes
iO 1 2 n-1 n
1 | p DPériodes
A a a4
Date d’evaluation
o -+~ %
Vp =VpU+D™F = Vp=a ———+)7F
e Cas 2 : La date d’évaluation vient aprés la date n
m périodes
o 1 2 3 n-1 n l
| T — | —p Périodes
d d d

T

Date d’evaluation

. 1+ -1 .
Vi = Vacq+D™ = Vg = a—( ) 1+ ™
1

ou Vg =Vod+nttMm

-+~ %
= Vi = a¥ﬂ+1)n+m

e (Cas 3 : La date d’évaluation est entre les dates 0 et n

O

I I I p Périodes

T -

Date d’avaluation

2 3 n-1 n
I I
| |
a a

w—— —



Les annuités antérieures a la date d’évaluation doivent étre capitalisées et les
annuités postérieures a la date d’évaluation doivent étre actualisées.

b- Les annuités de début de périodes

o1 2 3 n-1 n
|
[

| | r
| | | - p Périodes

a a a a a

b1- Valeur acquise

La valeur acquise de cette suite est la somme des valeurs acquises des annuités.

Début 1ere année a => a(1+)"
Début 2éme année a = a(1+)"
Début 3éme année a => a(1+)"?
Debgt nieme a - a (1+)
année
VA =a (1+)" + a (1+)"" + a (14)"2 + ——- +a (1+i)
= a [ (1+i)+ (14i)%+ —-eeeeeeemem +(14)"]

C’est une suite géométrique de n termes, de premier (1+i) et de raison (1+i).
On auradonc:

T
VA =a (1+i)(1+1:,'7_1
(1+11-1
- 1
Va —ad+p ity 1
1
=>

b2- Valeur actuelle
La valeur actuelle est la somme de valeur actuelle des annuités
Début 1ére année a => a

Début 2éme année a => a (1+)
Début 3éme année a => a (1+)?



Début nieme

. a => a(1+)y™
annee

Vact=a [ 1+ (14i)" + (1+i) 2+ cmmmmmeeee + (1+H)Y ™ ]

C’est une suite géométrique de n termes, de premier 1 et de raison (1+i)™.

—
HDH[IXUHJ‘“—I]UHJ Dot Vact = a| (i 71
(1+i770 -1 J(1+i] —1

On trouve le méme résultat si on actualise la valeur acquise.

vact=a[( 1) x':lmln'll(lﬂ) -

()T
Vo={(1ﬂ)x$]

Remarque: C’est le méme résultat que les annuités de fin de périodes multiplié par
(1+i). Ceci est du au décalage d’'une période qui existe entre les deux cas
d’évaluation.

3- Les annuités en progression géométrique de fin de période

] 1 z 3 1n-1 n

| | | | | | ¢
[ -
A aq aq alvq“'2 qL"l

L’annuité a augmente annuellement suivant une suite géométrique de raison q.
a- Valeur acquise

La valeur acquise est égale a la somme des valeurs acquises des annuités.

Fin 1ére année a => a(1+)™
Fin 2éme année aq => aq(1+)"?
Fin 3éme année ag® => aqg®(1+)"°
Fin niéme année aq™  => aq™ (1+i)y™"
_ A 1-1 W I1-2 2 < 11-3 n-1
Vacqg =all+ 1) +agl+1) +ag*l+1) +———— +a

Vacq =afgt T HqP T 0D g0 P e - - — g 0P e R



1C’est une suite géométrique a n termes, de premier terme (1+i)™" et de raison q(1+i)

Vicq =a (1+i)ﬂ'1 1-q" ¢+
1-qa+i)]
A+DT 1o gqta+DT | a+d
=4 X R
1oq(i+i)! d+0
O TR
wa =g SEU 29
D'ou : 1+1-9
Exemple :
t=8%
Durée = 20 ans
Raison = 1,1
chaque année I’ annuité augmente de 10%
1er placement 5000D
20 20
08)" -
VA = 35000 ¢, (1)[}3) (ij) = 516635 ,480
Application :

Un industriel a loué un local pour un forfait annuel de 10 000 dinars avec une
majoration de 5% chaque année (Taux d’intérét 10%). Calculer la valeur des
annuités pergue par le propriétaire au bout de sept ans.

Solution : Voir le site

b- Valeur actuelle

La valeur actuelle est égale a la somme des valeurs actuelles des annuités.

Fin 1ére année a => a(1+)’
Fin 2éme année aqg => aq (1+i)?
Fin 3éme année ag® => aq®(1+)*

(n-1)

Fin niéme année  aq = aq™ (1+)"
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vMﬂHadMME:aFLHTI+qﬂ+D_2+————+anﬂ+ﬂ_n}
C’est une suite géométrique a n termes, de premier terme (1+i)™" et de raison q(1+i)™".

On aura ainsi :

1-qPa+n 0 1-q™a+0 " | a+nt
?act:a(l+1)_] 94ty =a q (+y ><< )

1oqae D] +n-q | qqpn
SN
Vactuelle = axw_—qx Q400
I+1)—q

On retrouve le méme résultat avec la méthode d’actualisation de la valeur acquise.

1+ -g"

% iy~ 1
1+11-q {d+)

Vactuelle=VA x(1+DM =ax

c- Date d’évaluation quelconque

La date d’évaluation d’une suite d’annuités peut étre quelconque. Trois cas peuvent
se présenter :

e Cas 1 : La date d’évaluation vient avant la date O

Il s’agit d’actualiser la valeur actuelle

b périodes
o 1 2 n-1 n
Y |

p Périodes
Date d'évaluation

=a a+i) —q < (1+ i)-(ﬂ’rp)

Y
P -4

e« Cas 2 : Ladate d’évaluation vient aprés la date n

Il s’agit de capitaliser la valeur acquise :



m périodes

3 n-1 n l
| - | FPériodes
a

T

Date d’evaluation

a+D" - q"
1+i)-q

x(L+i)™

e Cas 3 : La date d’évaluation est entre la date O et la date n

Il s’agit de capitaliser les annuités antérieures a la date d’évaluation et
d’actualiser les annuités postérieures a cette date.

Exercices généreaux : Voir le site

Objectifs
- Maitriser I'analyse combinatoire
- Maitriser le calcul de probabilité

- Utiliser le théoréme de Bayes

Dénombrement
1- Définitions

Soit un ensemble E contenant n éléments. Une disposition est formée de n éléments
choisis parmi ceux composant E.

e Une disposition est sans répétition, si elle ne comporte aucun élément qui
figure plus d’une fois.

e Une disposition est avec répétition, si un ou plusieurs des éléments qu’elle
comporte figure plus d’une fois.

e Une disposition est ordonnée si I'ordre des éléments qui la composent est pris
en considération.

e Une disposition n'est pas ordonnée si I'ordre des éléments qui la composent
n’'est pas pris en considération.



e Les éléments d’'un ensemble sont dits discernables lorsqu’ils peuvent étre
distingués les uns des autres.

2- Les permutations
On appelle permutation de n éléments d’'un ensemble, toute suite ou toute
disposition ordonnée de ces n éléments. Deux permutations ne différent donc que
par I'ordre des éléments qui les composent.

¢ Permutation sans répétition

Le nombre de permutations de ces n éléments, noté P, est donné par :
Pn=n(n-1) (n-2) (n-3) ......... 3x2x1=n!

¢ Permutation avec répétition

Si parmi les n éléments de 'ensemble, k sont identiques, les n-k autres étant
distincts, alors le nombre de permutations de 'ensemble, noté P,k , est donnée par :

Pn n!
Pn = = —
TP k!

D’une fagon générale si on considére un ensemble formé de n éléments avec aq, a;,
....... ,an SOuUs ensembles distincts mais contenant des éléments identiques, alors le
nombre de permutations serait donné par :

Application :
Combien de nombres peut on former avec les chiffres

31 19,
1,4, 4

a. 8 1.
b. 1,4,4,4,6,9, 9.

Solution : Voir le site

3- Les combinaisons

Soit un ensemble E composé de n éléments. On appelle combinaison de p éléments
parmi les n, toute partie ou sous ensemble de E comportant p éléments. Ainsi deux
combinaisons ne différent que par la nature des éléments choisis.
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Application :

Dans une classe de 20 étudiants un enseignant veut désigner un groupe de 5

étudiants pour faire un exposé en mathématique. Combien de groupes peut-il former
?

Solution : voir le site
Propriétés :

o Ch=Cx%7le nombre de possibilités de choisir p éléments parmi n, est aussi
égal au nombre de possibilité de ne pas choisir n-p éléments parmi n.

o (h=r2p-=1
° CE:Ci—l"-Cﬂ_—ll

4- Les arrangements

Soit un ensemble de n éléments. On appelle arrangement de p éléments parmi les n,
toute disposition ordonnée de ces p éléments. Ainsi deux arrangement ne différent
que par l'ordre ou/et la nature des éléments choisis.

|
AL - 1

@ -p)!
Application:

Combien y-a-t-il de possibilités pour recruter quatre ouvriers parmi six candidats afin
d’occuper quatre postes différents au sein d’'une entreprise ?

Solution
Propriétés :
. E=Py=n!
. AL=p!Ci

Calcul de probabilités
1- Vocabulaire des événements
L’étude de la formule de Bayes sera effectuée a partir de 'exemple suivant :

Au sein de la société « Alpha » 20% des employés ont un dipldme en gestion, parmi
eux 70% ont des postes de cadres.


javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec2.htm',%200,%200,%20300,%20200,%200,%200,%200,%201,%200)
javascript:na_open_window('win',%20'sol_sec3.htm',%200,%200,%20300,%20200,%200,%200,%200,%201,%200)

Cependant parmi ceux qui n'ont pas de diplédmes en gestion, 15% occupent un poste
de cadre.

Si un cadre est sélectionné au hasard, quelle est la probabilité qu'’il soit un diplémé
en gestion ?

Soient les événements suivants :

E1 : employés ayant un dipldbme en gestion => P(E1)=0,2
E2 : employé n’ayant pas un diplébme en gestion => P(E2)=0,8
A : L’employé choisi est un cadre

La probabilité recherchée est : P(E1/A) ?

On a : P(AJE1) =0,7 et P(A/E2)=0,15

PE1NA) PAIE]) . P(Eq)
DAY D(A)
or  P(A)=P(E{M A +P(Es A A)
P(AIE).P(E])
P(Eq{~A)+P(Ep M A)

Ainsi - P(Eq/4) =

d'oti P(Ey/A)=

E1l

EZ

Ce résultat constitue le théoréme de Bayes qui peut étre formulé autrement :

P(A/E,)P(E,)
P(E | /A) =
A.N :
P(E/A) 0,7%0,2 5334

(07%0.2)+(01520.8)
Remarque : L’expression générale de la formule de Bayes est donnée par :

P(E,).P(A/E,)
Zﬂ.P(Ei}-P(AfEi}

i=1

P(E ,/A) =



2- Calcul de probabilité

La notion de probabilité est le résultat d’'un raisonnement dans lequel on évalue le
nombre de chances d’obtenir la réalisation d’'un événement. Ainsi la probabilité d’un
événement A peut étre définie comme le rapport entre le nombre des cas favorables
a un événement A et le nombre de cas possibles.

PrA) = notnbre de cas favorables & A
nombre de cas possibles

Ainsi la probabilité d’'un événement impossible est nulle et celle d’'un événement
certain est égale a un.

a- Axiomes de probabilité :
Soit &2 un univers fini, associé a une épreuve aléatoire notée X.

Axiome 1 :P(Q)= 1.
Axiome 2 : 0 < P(X) <1

Axiome 3 : Pour tous événements X etY, S Y=

P (X1 V) =P0O0 + DY)

& (voire figure 1), alors :

Figure 1

b- Propriétés :

P(A) =1- P(A)

e Pour tout événement A : (voir figure 2)

Figure 2

e pour tous événements A et B :
P (&_B) =PB(&) + P(B) — P(AE) ( voir figure 3)

Dans le cas ou A et B sont incompatibles alors P(# ™ B ) = 0 et la formule
devient :
FlAUB)=PlA)+ P(B)



Figure 3

Application :

Une enquéte auprés de 400 étudiants d’'une faculté portant sur la lecture de deux
publications hebdomadaires : le journal de la faculté publié par I'administration et le
journal des étudiants publié par le comité des étudiants, a donné les résultats
suivants :

165 lisent le journal de la faculté.

240 lisent le journal des étudiants.

90 lisent les deux journaux.

On choisit un étudiant au hasard.

a. Quelle est la probabilité qu’il lise I'un ou I'autre de ces deux journaux ?
b. Quelle est la probabilité qu'’il lise uniquement le journal des étudiants ?
Solution : voir le site
3- Probabilité conditionnelle
Soient deux événements A et B avec A un événement de probabilité non nulle.
On appelle probabilité conditionnelle de B par rapport a A appelée aussi probabilité

conditionnelle de B sachant A, la probabilité notée P(B/A) qui est calculée comme
suit :

P4 B

PIB/A) = =Ty

B{A) =10

Conséquences

e A partir de la formule de la probabilité conditionnelle on peut tirer la relation
suivante : P(£m1 B) = P(B/A)*P(A) = P(A/B)*P(B)

e Si A et B sontindépendants alors P(B/A) = P(B). Ainsi en cas d’'indépendance
des événements A et Bon a: P(#&™B) = P(A)*P(B)

Application :
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Une urne combinent 15 boules numérotées de 1 a 15 . On tire une boule au hasard,
on sait que le numeéro tiré est impair. Quelle est alors la probabilité que cette boule
porte un numéro multiple de 3 ?

Solution : voir le site

Théoréme de Bayes
L’étude de la formule de Bayes sera effectuée a partir de 'exemple suivant :

Au sein de la société « Alpha » 20% des employés ont un dipldme en gestion, parmi
eux 70% ont des postes de cadres.

Cependant parmi ceux qui n'ont pas de diplédmes en gestion, 15% occupent un poste
de cadre.

Si un cadre est sélectionné au hasard, quelle est la probabilité qu’il soit un diplomé
en gestion ?

Soient les événements suivants :

E1 : employés ayant un dipldme en gestion => P(E1)=0,2
E2 : employé n’ayant pas un dipléme en gestion => P(E2)=0,8
A : L’employé choisi est un cadre

La probabilité recherchée est : P(E1/A) ?

On a: P(A/E1) =0,7 et P(A/E2)=0,15

PE{ &) P(A/E{) . P(Eq)
P{A) P{A)

or  PIAY=P(E{rnA)+P(Ey nA)

P(A/E{).P(Eq)
P(E{m &) +P(Ey M A)

Ainsi - P(Eq/4) =

d'oti P(Ey/A)=

E1l

EZ

Ce résultat constitue le théoréme de Bayes qui peut étre formulé autrement :

P(A/E,).P(E,)

P S L A TEDPE )+ (ATEPE,)
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A.N :

0,7%0,2

- = 00,5384
(0,70,2)+(015%0.8)

P(E1/4)

1

Remarque : L’expression générale de la formule de Bayes est donnée par :

P(E,).P(A/E,)
Zﬂ.P(Ei}-P(AfEi}

i=1

P(E ,/A) =
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