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Définition Ce n'est pas un hasard si nous avons choisi de mettre au programme de mathématiques pour l'architecte
la symétrie.

Pourquoi des similitudes ?
L D'une part en effet I'étude de la symétrie, qui est un exercice de manipulation des figures et des

Groupes de symetrie et transformations géométriques pouvant se faire sans beaucoup de connaissances ni d'expérience, permet
types de régularité particulierement bien de comprendre quels objets concrets et quelles opérations concretes sont

Pourquoi des isométries ? représentés par les opérations et les objets mathématiques.

EXERCICES D'autre part, I'étude de la symétrie est en elle-méme d'un trés grand intérét. Car le monde est rempli de

L oEmEil . REgEa formes symetriques.
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Monde de la nature, monde des techniques, monde des arts, partout apparait, a des degrés plus ou
moins grands, la symétrie. |l ne s'agit pas ici seulement de la symétrie bilatérale, qui se traduit en
géomeétrie dans I'espace par un plan de symétrie et en géométrie plane par un axe. En francais littéraire,
le mot symétrie possede un sens large d'harmonie des proportions, d'équilibre, de régularité, et c'est de
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cette notion générale assez vague que nous allons traiter. Bien sdr la feuille de liseron, représentée ci-
dessus, est symétrigue. Mais, au sens littéraire, tous les objets qui illustrent cette page le sont aussi.

Nous allons voir que l'idée générale de symétrie, au sens littéraire vague, peut se traduire d'une maniere
précise au moyen d'un concept mathématique général de symétrie qui contient, comme cas particulier, la
symeétrie bilatérale, et qui permet de décrire d'une maniere exacte chaque type de régularite.

Suite.-
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Lasymétrie plane - Introduction

Page suivante ’

LA SYMETRIE PLANE

La symétrie

Dessin de Viollet-le-Duc

Ce n'est pas un hasard si nous avons choisi de mettre au programme de mathématiques pour l'architecte la
symeétrie.

D'une part en effet I'étude de la symétrie, qui est un exercice de manipulation des figures et des
transformations géométriques pouvant se faire sans beaucoup de connaissances ni d'expérience, permet
particulierement bien de comprendre quels objets concrets et quelles opérations concretes sont
représentés par les opérations et les objets mathématiques.

D'autre part, I'étude de la symétrie est en elle-méme d'un trés grand intérét. Car le monde est rempli de
formes symétriques.
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Monde de la nature, monde des techniques, monde des arts, partout apparait, a des degrés plus ou moins
grands, la symétrie. Il ne s'agit pas ici seulement de la symétrie bilatérale, qui se traduit en geométrie dans
I'espace par un plan de symétrie et en géométrie plane par un axe. En francais littéraire, le mot symétrie
posséde un sens large d'harmonie des proportions, d'équilibre, de régularité, et c'est de cette notion
générale assez vague que nous allons traiter. Bien sdr la feuille de liseron, représentée ci-dessus, est
symétrigue. Mais, au sens littéraire, tous les objets qui illustrent cette page le sont aussi.

Nous allons voir que l'idée genérale de symetrie, au sens littéraire vague, peut se traduire d'une maniere
précise au moyen d'un concept mathématique genéral de symetrie qui contient, comme cas particulier, la
symeétrie bilatérale, et qui permet de décrire d'une maniere exacte chaque type de régularité.
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Symétrie - Vocabulaire

‘ Page pr écédente

Page suivante P

ldées et vocabulaire

En arabe, a I'neure actuelle, le vocabulaire mathématique exprimant l'idée de symétrie n'est
pas unifié. Symétrie se dit CAEACUN dans I'enseignement primaire tunisien, CAEACE4 dans
I'enseignement primaire et secondaire marocain et dans certains documents tunisiens,
CacauRCcoO en Egypte. Or, aucun de ces trois mots n'exprime ni l'idée générale de rapport
harmonieux des parties d'un tout, ni I'idée mathématique générale. Contemplons par exemple
une coupe plane de coquille de nautile.

Figure
extraite de
WEYL H.

Syméitrie et
mathématique
moderne,

Flammarion,
Paris, 1964

On peut dire, en francais littéraire, que cette spirale avec ses cloisonnements "présente une
belle symétrie", qu'elle est réguliere, que ses proportions sont harmonieusement équilibrées,
et cette idée s'exprime en termes de symétrie mathématique (comme Hermann Weyl I'explique
dans son livre, et comme nous allons le faire, nous aussi, dans les pages suivantes).

Pourtant, il est évident que cette spirale cloisonnée n'est pas " AaE4CUN " (I'idée de vis-a-vis
correspond a une symétrie bilatérale, et ce n'est pas de ce type de symétrie qu'il s'agit ici). Elle
n'est pas non plus " aaURO " (I'idée de reflet optique, d'objet et d'image inversée comme par
une réflexion dans un miroir, n'a rien a voir avec la régularité de la spirale). L'idée de " EACEa
" ne convient pas non plus, car s'il est vrai que la spirale est cloisonnée en une série de
compartiments semblables, ce n'est pas la similitude des compartiments répétés qui crée la

symétrie, mais la régularité de la répétition.

Quels termes arabes expriment alors l'idée générale de symétrie ? Certains auteurs
scientifiques modernes emploient le mot OiZENIE . Mais, puisque l'idée — ainsi que ses noms
anglais et francais symmetry/symetrie — remonte a l'antiquité grecque, on peut chercher dans
les textes arabes anciens quels mots ont été employés pour exprimer ce concept.
CAUUUEACOE et CAAUUEICA par exemple. On peut lire en effet dans le livre d'optique
d'lbn El Haithem des phrases telles que " EUa CAUUEUUAUUUUCOUUUUE YUUPUUG
pPUUT {UUYUUUUUUA caliluuouuuuuUa ", ou encore que " aAa CAURUUNE AUla
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Symétrie - Vocabulaire

CaAORUCA CaalOgaE " qui expriment parfaitement bien deux idées fondamentales de |'école

pythagoricienne : "c'est la symétrie qui fait la beauté" et "la sphere est la plus symétrique des
figures de I'espace”.

On peut donc definir ainsi I'objet de notre travail : étudier la symetrie, c'est-a-dire
CaAUEICa , au moyen des mathématiques (en géométrie plane pour commencer).

Bien entendu notre étude n'est pas une prise de position d'ordre esthétique, pour ou contre la
symétrie en architecture ni dans les arts en général. Il s'agit seulement de se donner les
moyens d'utiliser la symétrie, d'une maniere variée et éventuellement complexe, ou au
contraire de I'éviter d'une maniere consciente.
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Un exemple de symétrie bilatérale

‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Ce chapitre est constitué d'exercices. Pour chague figure, donnée par un dessin, on
essaye d'expliquer ce qui fait la"symeétrie" de lafigure, en utilisant des objets
mathématiques connus, que |'on associe alafigure.

Un exemple de symeétrie bilatérale

Carrelage mycénien, Xlle siecle avant J.-C.

Expressions

Comment cette figure est-elle symétrique ?
La réponse est évidente :
(1) La figure posseéde un axe de symeétrie.

Cette propriété peut s'exprimer de plusieurs manieres différentes. On peut dire aussi par
exemple que :

(2) La figure est symeétrique par rapport a une droite.

Ou encore que :

(3) Laréflexion par rapport a cette droite envoie le dauphin de gauche sur le dauphin de

droite, et le dauphin de droite sur le dauphin de gauche.

Ce qui montre clairement que la propriété s'exprime aussi de la maniéere suivante :
(4) La figure est globalement invariante par la réflexion par rapport a cette droite.

44 Accuell Suite [
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Symétrie exacte, symétrie approximative

‘ Page pr écédente Page suivante b-

Symeétrie exacte, symeétrie approximative

On remarque immédiatement que la figure n'est pas exactement symétrique par rapport a la
droite, mais seulement approximativement : aucun des traits en vis-a-vis de chaque c6té de
I'axe de symétrie ne sont vraiment a leur place ; ni les nageoires dorsales, ni les queues, ni ...
rien, si on y regarde d'un peu pres. (Imprimer la figure, prendre un papier calque, reproduire
exactement les deux dauphins et le cadre, tracer I'axe de symétrie, plier suivant cet axe,
constater.)

Il faut donc ici s'entendre sur le sens des mots. Si on comprend symétrique au sens
mathématique d'exactement symetrique, la figure n'est pas symétrique. Mais si on veut rendre
compte de l'impression globale produite par la figure, la figure est symétrique, puisqu'elle I'est
approximativement, c'est-a-dire qu'il existe une regle mathématique (I'axe de symétrie)
présente dans le dessin malgré I'a-peu-pres. Il serait donc faux de croire que I'analyse, méme
mathématique, de la figure se borne a dire que la figure n'est pas symétrique : cette seule
affirmation ferait croire a I'absence totale de regle.

44 Accusll suite [
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Figure et axe : définition par le dessin

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Figure et axe : définition par le dessin

Remarquons que nous employons le mot figure d'une maniere eéquivoque. La figure est une
figure mathématique, partie du plan affine euclidien, que I'on peut appliquer sur elle-méme par
une transformation mathématique : une symétrie affine orthogonale. Mais cette figure n'a pas
de définition mathématique ; les deux dauphins ne sont donnés que par un dessin, et la figure
n'est constituée que par des surfaces de papier recouvertes d'encre noire (ou des parties de
mosaiques foncées, sur le sol de Mycénes). Le mot figure, par son double sens, fait le lien
entre les mathématiques abstraites et le dessin concret de la mosaique.

On comprend donc que si on veut préciser quelle droite est I'axe de symétrie de la figure, on
ne peut pas rester enfermé a l'intérieur des mathématiques et situer I'axe par une définition
mathématique de sa position. Il faut sortir des mathématiques pour les associer a la figure
concréte, en dessinant la droite sur la figure concrete.

[

La figure est globalement invariante par la réflexion d'axe D, ou D est, par définition, la droite
dessinée sur la figure.
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Figure et axe : définition par le dessin
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Définitions mathématiques

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Définitions mathématiques

Soit E le plan affine euclidien.

Définition
Une figure / O3a de E est une partie de E.

Définitions

Soit f une application de E dans E.

Une figure X de E est dite globalement invariante par f aC aEUIN AlacaiC EU si f(X) = X.
1EJneOTig?re X de E est dite invariante point par point par f si chaque point de X est un point
ixe de f.

Par exemple, lorsqu'on appligue laréflexion par rapport al'axe de symétrie de la
figure - constituée des deux dauphins et du cadre - seuls les points d'intersection de
|'axe avec e cadre (deux petits segments) restent fixes ; tous les autres points de la
figure (en particulier ceux des dauphins) changent de place ; mais, globalement,
I'image de lafigure par laréflexion coincide avec lafigure. Lafigure est
globalement invariante par la réflexion, mais pas point par point.

Propriéte
Si X est invariante point par point par f, alors X est globalement invariante par f. La
réciproque est fausse.

Remarque

L'expression "la figure X est invariante par f" s'emploie souvent au lieu de " la figure est
globalement invariante par f".
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Définitions mathématiques

L es quatre phrases que nous avons donnees pour exprimer la symétrie de lafigure
sont des expressions de plus en plus abstraites de la propriété. Les phrases (1) et (2)
sont compréhensibles par un ééve del'école primaire. L'expression (4) releve de
I'enseignement secondaire ; elle suppose que I'on ait une idee des notions
d'application, d'objet, dimage, et de surjectivité.

Définitions

Soit f: E - E une application du plan affine euclidien dans lui-méme. Soient X etY deux
parties de E.

On dit que f applique X dans/Yi Y si f(X)ZY.

On dit que f applique X sur/Uai Y si f(X) =Y. Dans ce cas on dit aussi que f | X (f

restreinte a X) est surjective de X sur.

Vocabulaire

Lorsque f applique X sur elle-méme, on dit aussi que f applique globalement X sur elle-
méme.

Lorsque f laisse fixe chaque point de X, on dit que f applique point par point X sur elle-
méme.

Remarques

"La figure X est globalement invariante par lI'application f " signifie que f applique globalement
X sur elle-méme.

"La figure X est invariante point par point par f " signifie que f applique point par point X sur
elle-méme.

Propriétés

Si f applique X surY, alors f applique X dans Y. La réciproque est fausse.

Si f applique point par point une figure sur elle-méme, alors f applique globalement la figure
sur elle-méme. La réciproque est fausse.
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Mathématiques-dessin : aller/retour

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Exprimons-nous d'une maniére précise.

Notons F la figure constituée des deux dauphins et du cadre, et la réflexion définie en

>
dessinant son axe sur F . La propriété mathématique qui exprime la symétrie de la figure
s'écrit :

s,(F) = F,

cequiseli:

(4) La figure F est globalement invariante par la réflexion Sy

C'est cette expression, la plus abstraite, que nous généraliserons pour étendre la symétrie
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Mathématiques-dessin : aller/retour

mathématique a d'autres types de régularité.
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Axes : en mathématiques, en architecture

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Axes en mathématiques, axes en architecture

C
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ﬁ :-” extrait d'un livre
s | | __i d'architecture.
| |
: | | : L'axe a été tracé
| .l par |'architecte.
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a0 0800
o —.—— 0
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L'architecte a dessiné I'axe de symétrie de la figure. Il I'a noté CDAB, ce qui est inhabituel en
mathématiques, et il I'a interrompu entre D et A, ce qui n‘a aucun sens mathématique.

En effet cet axe est un axe géometrique, c'est-a-dire un axe de symetrie lié a la structure
réguliere du plan de batiment, mais c'est aussi un axe architectural c'est-a-dire qu'il a, pour
I'architecte, d'autres significations que sa seule signification mathématique.

Nous n'étudions dans ce cours que l'aspect mathématique. Nous n'étudierons donc pas la
signification de l'interruption, mais nous exprimerons la symétrie bilatérale en disant que :

La figure est globalement invariante par la réflexion d'axe CDAB.
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Dissymétrie, asymétrie

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Dissymétrie, asymétrie

A c
i' o |
=i""_:l"l
S Plan de batiment
B =l K extrait d'un cours
4 :I : d'architecture
—i '
e B Les axes ont été
- tracés par
v B o g I'architecte.
e
R B R
A1 + i i '_:.__l-

Les axes CD et AB sont les axes de symétrie de deux parties de la figure. La figure entiere est
elle-méme symeétrique (approximativement) par rapport a un axe central que l'architecte n'a
pas dessiné (pour des raisons qui n‘entrent pas dans le champ d'étude du cours de géométrie).

Remarquons qu'ici la maniere approximative dont la régle de symétrie est suivie est différente
de celle des dauphins mycéniens. Il ne s'agit pas ici d'un flou général, mais de trois ruptures
précises de la regle : les deux annexes du batiment, a gauche et a droite vers le fond, et
I'escalier en colimacon, a coté de I'entrée a droite. Ces ruptures de la regle s'appelent des
dissymétries de la figure.

On peut parler aussi de la dissymétrie de la figure entiere, prise dans son ensemble. Une
figure dissymétrique est une figure ou on voit une regle de symétrie imparfaitement suivie ;
c'est une figure approximativement symetrique. Mais I'expression "approximativement
symeétrique” met en valeur la symétrie, alors que le terme "dissymétrique" met en valeur les
défauts.

Dans le langage courant, il arrive souvent que I'on confonde les termes dissymeétrique et
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Dissymétrie, asymétrie

asymetrique. Pourtant ces deux termes ne sont pas synonymes, puisqu'une figure
asymeétrigue est une figure ou on ne distingue aucune regle de symétrie, alors que dans une
figure dissymétrique on en voit une (malgre les défauts). On peut dire par exemple que le
corps humain présente une dissymeétrie gauche/droite (la symétrie bilatérale gauche/droite
n'est jamais exacte) tandis que suivant I'axe haut/bas (ou avant/arrere), il est asymétrique.
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Début de généralisation mathématique

Exemples de symétrie
‘ Page pr écédente Page suivante'-

Début de généralisation mathematique

Plan de batiment
extrait d'un livre

d'architecture.

Les axes ont été
tracés par
|'architecte.

La figure est
globalement
invariante par la
réflexion d'axe
LAB.

Mais cette remarque ne suffit pas a en décrire la tres grande regularité.

Si on fait abstraction de quelques détails : perron
carré en avancee sur les marches d'escalier
circulaires, ouverture de la porte d'entrée dans le
mur circulaire du batiment, ouvertures des deux
fenétres (détails par ailleurs trés importants a la
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Début de généralisation mathématique

fois du point de vue esthétique et du point de vue

= — . fonctionnel), la figure est globalement invariante
fﬁ*%if e A, par les 10 réflexions dont les axes sont les droites
: ®/a# w° BAL,CM, DN, EO, FP, GQ, HR, IS, JT et KU. (Ces

®4 » droites passent par le centre des cercles

i e
li-'.:r.-. i;._.'-,x-f'; . concentriques, disons le centre de la figure.)

Il'y a encore 10 autres réflexions, dont les axes
sont les droites passant a la fois par le centre de la
figure et par les centres des bases de deux
colonnes diamétralement opposées (il y a 20
colonnes, diamétralement opposées deux par
deux). Pourquoi l'architecte n'a-t-il pas dessiné ces
axes, alors qu'il avait dessiné les 10 autres ? Parce
gue, pour lui, les axes ne sont pas seulement des
axes géometriques. Du point de vue
mathématique, il n'y a rien qui permette de préférer
10 des 20 axes aux autres.

La figure présente encore un autre type de régularité, d'ailleurs tres fortement suggeére par le
dessin de l'architecte. En effet, I'architecte n'insiste pas sur le fait que les segments d'axes qu'il
a dessinés sont alignés deux par deux, mais plutdt sur le fait que tous ces segments sont
equivalents, qu'ils jouent tous le méme rble par rapport a I'ensemble de la figure, que lorsque
I'on se déplace d'une colonne a l'autre, on a toujours exactement le méme point de vue sur
I'ensemble du batiment (mis a part les détails du perron, de la porte d'entrée et des fenétres).
Comment traduire cette idée en termes mathématiques ?

Quels déplacements mathématiques appliquent
une base de colonne sur une autre, tout en laissant
la figure entiere globalement invariante ? La
rotation dont le centre est le centre de la figure et

dont I'angle est 21720 appligue chaque base de
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Début de généralisation mathématique

L colonne sur la base de colonne immédiatement
suivante (dans le sens direct) et laisse la figure
entiére globalement invariante ; la rotation de
méme centre et d'angle 2(2Tr/20) appligue chaque
base de colonne sur celle qui suit immédiatement
la suivante immédiate,

et laisse la figure entiére globalement invariante ; et ainsi de suite ; la rotation de
méme centre et d'angle 19(21/20) applique chaque base de colonne sur celle
qui la précede immédiatement (sens direct) ; et la rotation d'angle 20(21720),
c'est-a-dire d'angle nul, qui est l'identité, applique chaque base de colonne sur

elle-méme. Il y a ainsi 20 rotations qui appliquent globalement la figure sur elle-
méme.

C'est 'ensemble des 20 rotations et des 20 réflexions qui décrit la régularité de la figure.
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Groupe de symétrie d'une figure

‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Nous sommes préts maintenant a donner une définition mathématique generale,
permettant de décrire des types tres variés de symétrie/ CUEICaA.

Nous avons travaillé pour faire entrevoir que cette définition peut sexprimer au
moyen de l'invariance des figures par des réflexions, mais auss éventuellement par

desrotations. Si on jette un coup d'oeil a une frise décorative et alacoquille de
nautile, on comprend que des translations, ou méme des similitudes/ EOCEa
guelconques, peuvent intervenir.

Définition

E désignant le plan affine euclidien, soit X une figure de E.

Définition
On appelle groupe de symétrie de X OA&NE CUEICA I'ensemble des similitudes du plan qui
laissent X globalement invariante.

Notation
Le groupe de symétrie d'une figure X se note Gy.

Remarque
L'ensemble des similitudes qui laissent X globalement invariante s'appelle groupe de
symétrie parce que c'est un groupe au sens algébrique, comme I'énonce la propriété suivante.

Propriété
L'ensemble G, des similitudes qui laissent X globalement invariante, muni de la loi o de

composition des applications, est un groupe.

On peut exprimer la démonstration de cette propriété d'une maniére intuitive évidente : 1. si
une certaine opération applique une figure sur elle-méme, et si on la fait suivre d'une opération
qui applique encore la figure sur elle-méme, la figure, finalement, n'a pas changé de place ; 2.
si une certaine opeération applique une flgure sur elle-méme, I'opération de retour inverse
appligue aussi la figure sur elle-méme ; 3. I'opération qui consiste a ne rien changer ne modifie
pas la figure.

Démonstration
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Pourquoi des similitudes ?

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Pourquoi des similitudes ?

Pourquoi la définition du groupe de symétrie utilise-t-elle des similitudes, de préférence a toute
autre sorte d'application ?

Parce que des figures semblables / aEOC;EaC;a au sens mathématique ou l'une est I'image
de l'autre par une similitude / EOCE4 , sont des flgures semblables / AEOCEA&CA au sens du

langage courant : elles se ressemblent / IEOCEA&CA , elles ont la méme forme / YO CA&i/EE
(les isométries sont des similitudes particulieres ; deux figures isometriques / aEl:>(;:|O(;a sont

semblables, elles ont la méme forme/aYO CaaiZLE et, de plus, la méme dimension / 4YO

calia).

Si bien que les similitudes mathématiques décrivent les parties semblables et regulierement
disposées que l'oeil discerne dans une symétrie d'ensemble.

L L*
J* /\.

* N\

Rectangles semblables/EEOQOCES&CA Triangles semblables/BEEOCE&CA
Ellipses semblablesy AEOCESCA Ellipses non semblables
44 Accuell suite [
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Groupes de symétrie et types de régularité

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Groupes de symeétrie et types de régularité

Chaque groupe de symétrie décrit un type de régularité. Par exemple, la disposition
symétrique bilatérale de la mosaique mycénienne est décrite par le groupe de symétrie

{ Sy Id} . La symétrie du plan de batiment circulaire est d'un type différent ; elle n'est pas

bilatérale mais rayonnante, et elle est décrite par un groupe de symétrie constitué de 20
réflexions et 20 rotations.

Notre but est maintenant d'étudier un grand nombre de dispositions régulieres de types
différents, en décrivant chaque type par son groupe de symétrie. Nous apprendrons comment
déterminer exactement chaque groupe de symétrie, et I'accumulation des exemples rendra
intuitivement évidente la relation entre le groupe mathématique et I'impression globale produite
par un dessin.
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Pourquoi desisométries ?

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Pourquoi des isométries ?

La plupart des groupes de symeétrie que nous allons voir sont en fait des groupes d'isométries,
ce qui s'explique par la proprieté mathématique suivante.

Propriété
Si X est une figure bornée et non réduite a un point, son groupe de symétrie ne contient que
des isométries.

Définition
Une figure X est bornée s'il existe un disque du plan qui

la contienne, autrement dit, s'il existe un nombre réel M
strictement positif tel que :

OAOX 0OBOX d(A,B)<M
ou d est la distance du plan affine euclidien.

(Intuitivement, une figure bornée est une figure qui
ne sétend pasal'infini.)

Exemples

Figures bornées : un triangle, l'intérieur d'un carré, un disque ouvert ou fermé, toute figure
constituée d'un nombre fini de points.

Figures non bornées : une droite, un demi-plan, une bande (portion de plan comprise entre
deux droites paralleles), le plan tout entier.

Indications de démonstration

Il n'est pas indispensable de connaitre la démonstration pour retenir et utiliser la propriété. Par
contre, il est tres utile de se souvenir de l'image intuitive suivante : si une similitude agrandit
(ou rapetisse) la figure, elle ne peut pas I'appliquer sur elle-méme. On voit bien que pour une
figure non bornée, une droite par exemple, ou pour une figure réduite a un point, la propriété
tombe en défaut : une droite "agrandie” est toujours une droite, un point "rapetissé” est
toujours un point.
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EXERCICES

‘ Page précédente Page suivante '-
EXERCICES

Les exercices qui suivent sont de plusieurstypes : d'une part des démonstrations
mathématiques de propriétés mathématiques ; d'autre part des exercices
d'interprétation en termes mathématiques d'idées non mathématiques, et d'analyse
mathématique d'objets concrets.

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

Page 1

Exercices 1 a 10

1. Démontrer que si un groupe de similitudes est fini (c.-a-d. s'il contient un nombre fini
d'éléments), il ne contient que des isométries. (Raisonner par 'absurde.)

2. Soit X une figure du plan et GX son groupe de symétrie. Démontrer que Si GX contient

au moins une translation distincte de l'identité, alors :

a) Gx est infini (c.-a-d. contient un nombre infini d'éléments)

b) X n'est pas bornée, sauf si elle est vide.

3. Soient A et B deux points distincts du plan. Quels sont les
éléments du groupe de symétrie Gy g} de la figure {A,B} ?

X
X o

(On pourra utiliser le milieu du segment [AB] .)

Quel est le groupe de symétrie d'un cercle ? (On pourra utiliser le
centre du cercle.)
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EXERCICES

5. Le plan tout entier est une figure. Pourquoi peut-on dire que "sa symétrie est complete” ?

6.
Cette feuille végétale est-elle symétrique ? Est-elle asymétrique ?
Est-elle dissymétrique ? Quel est son groupe de symétrie ?
Corrigé

7.
Quel est le groupe de symétrie d'un triangle équilatéral ? (On
pourra utiliser le centre de gravité du triangle.)

8.

Quel est le groupe de symétrie d'un carré ?
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EXERCICES

9.

Quel est le groupe de symétrie d'un rectangle ?
10.

Quel est le groupe de symétrie d'un losange ?
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EXERCICES - page 2

‘ Page précédente Page suivante '-
EXERCICES

Page 2
Exercices 11 a 18

Quel est le groupe de symétrie de la frise ci-dessus, ou la répétition uniforme des motifs
est supposée indéfinie a droite et a gauche ?

12.

etc. ete. W

= =

Quel est le groupe de symétrie de la figure, en partie représentée ci-dessus, constituée de
la réunion d'un rectangle R et de l'infinité des rectangles transformés de R par les

homothéties de centre w et de rapports k" (nZ), ou k est un réel positif (sur le dessin,
k=1,26) ?

13. Quel est le groupe de symétrie d'un pentagone régulier ? d'un hexagone régulier ? d'un
heptagone regulier ? d'un octogone régulier ? d'un ennéagone regulier ? d'un décagone
regulier ? d'un hendécagone régulier ? d'un dodécagone réegulier ? ...

14.

Quel est le groupe de symétrie d'une droite ? Corrigé 14
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EXERCICES - page 2

15. Quel est le groupe de symétrie de la réunion de deux droites :

a)

sécantes (perpendiculaires ou non) ?

b)
ﬂ;‘: Corrige 15
o paabe
paralleles ?
16.

On considere le plan de batiment ci-contre.

a) Analyser en termes mathématiques l'impression de
régularité donnée par la figure (on utilisera la figure entiere
et certaines de ses parties, avec leurs symétries exactes
ou approximatives).

b) Analyser en termes mathématiques la régularité de la
composition / ENRIE_du plan de batiment.

Extrait d'un livre d'architecture.
L es axes ont été dessinés par
|” architecte.

Composer (du latin cumponere, de cum “avec” et ponere “poser”). Composer,
c’est “poser ensemble” des parties, de sorte que certaines de leurs symétries
soient communes, c’est-a-dire de sorte que leurs groupes de symétrie aient un
sous-groupe commun.

Analyser la régularité d’'une composition / ENRIE , c’est indiquer les éléments de
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symétrie communs aux diverses parties (voir I'exercice 16). On peut par ailleurs
comparer les types de symétrie des parties (relation d'ordre sur les types de
symétrie).

17.
A B

Quel est le groupe de symétrie d'un segment [AB] ?

18. Soient A et B deux points distincts du plan. On note m le milieu du segment [AB], M
la médiatrice de [AB], (AB) la droite passant par A et B, S\ et S ag) les réflexions par

rapport aux droites M et (AB), S la symétrie centrale par rapporta m, et Id l'identité du

plan.
Démontrer que l'application composée Sy O S, appartient a I'ensemble {SM ' S(ag) Sy Id }.
¢ Accueil Suite [
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EXERCICES - page 3

‘ Page précédente Page suivante '-
EXERCICES

Page 3
Exercices 19 a 27

19. Quel est le groupe de symétrie de chacune des figures (a) et (b) ci-dessous ?

(@) (b)

20.

Quel est le groupe de symétrie de la fleur de géranium ci-contre ?

Quel est le groupe de symétrie de la fleur de Vinca Herbacea ci-
contre ?

22. Le carré est un rectangle particulier, et le carré donne une impression de régularité plus
grande que le rectangle non carré. On dit couramment que "la symétrie du carré est plus
grande que celle du rectangle”. A quelle propriété mathématique cette expression est-elle
liee ? (Voir aussi probleme 12)
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EXERCICES - page 3

23. On peut lire dans le livre de A. Lurcat que les figures géométriques reproduites ci-dessous

a la premiére ligne sont "des formes reguliéeres” tandis que celles de la deuxieme ligne sont
"des formes semi-régulieres”. Comment peut-on élaborer cette idée en termes
mathématiques ?

7 e @

Corrigé 23

Les exercices 22 et 23 montrent qu’il existe une relation d’ordre sur les types de

symétrie, une symetrie plus faible qu’une autre correspondant a une inclusion
d’'un groupe de symétrie dans un autre.

24. a) Dessiner deux figures dont les types de symétrie soient différents, 'une étant plus
réguliere que l'autre.

b) Peut-on dire que la régularité d’un cercle est plus grande — ou moins grande — que
celle d'une droite ? Dessiner deux autres figures dont les types de symétrie soient différents et
incomparables (UIN PCEAE adabPCNaE).

L’exercice 24 montre que la relation d’ordre sur les types de symétrie n’est pas

une relation d’ordre total.
Retour a "Composer"

25. Le cercle était considéré par les pythagoriciens comme une figure (bornée) parfaite.

Pouvez-vous traduire cette idée en termes mathématiques ? (On ne demande pas ici de
démonstrations. Pour des démonstrations, voir le probleme 8.)

26. Dessiner une figure globalement invariante par une réflexion glissée. Quel est le groupe
de symétrie de cette figure ?

_I,
27. Soit tﬁ*osD une réflexion glissée (E’;t 0, % dans la direction de D). Dessiner
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EXERCICES - page 3
une figure globalement invariante par t T et dont le groupe de symétrie ne contienne

pas tﬂ" Le groupe contient-il Sy ?
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EXERCICES - page 4

4 Page pr écédente Page suivante’-
EXERCICES

Page 4
Exercice 28 et 29

28. Pour chacune des frises et chacun des dessins-tapis dessinés ci-dessous, on suppose que les
motifs se répétent régulierement indéfiniment. Donner dans chaque cas le groupe de symétrie de la
figure.

(1) (2) 3)
| | | | | | | |1 | |
I | | K ) | K 1 |
4 (5) 6)
o . ] Les 7 groupes de frises 'E’: Corrigé frises
— — |
(7)
| | | | ] | |
I [ [ D R . /\/ /\/ /\-’ {\/ /
| | | | ] |
| | | | | | ]
| | | ] ] ] ]
| | | | | | |
] | | | ] |
(0 (ii)

Troisdes 17 groupes de
dessins-tapis
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LIttt
,‘_____)...--\ Zﬂ, %ﬂ% ﬁ?:; Les 17 groupes de dessins-tapis

Analyser en termes mathématiques la régularité de la frise ci-dessus :

a) Quel est le groupe de symétrie de la frise constituée des contours des motifs, sans tenir compte
du coloriage noir/blanc des motifs ?

b) Quel est le groupe de symetrie de la frise coloriee ? (Une isométrie qui envoie un motif noir sur
un motif blanc - ou un blanc sur un noir - n’est pas une symétrie de la frise coloriée.)

c) Comparer ces deux groupes.

Dans les motifs décoratifs, il arrive tres fréquemment que le coloriage détruise
une partie de la symétrie des contours (voir I'exercice 29). Le coloriage peut ainsi
constituer une dissymétrie sur laregle de régularité des contours, ce qui signifie
gue le dessin colorié met en évidence plusieurs types de régularité en méme
temps : le groupe de symétrie du dessin colorieé, compte tenu des couleurs, est
un sous-groupe du groupe de symeétrie des contours, abstraction faite des
couleurs ; les deux groupes sont visibles en méme temps.

Retour a l'exercice 30
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Groupe de symétrie d'une figure
-‘ Page pr écédente Page suivanteh-

EXERCICES
Page 5

Exercices 30 et 31

30. Analyser en termes mathématiques la régularité de chacune des rosaces dessinées ci-
dessous.

Chaqgue rosace est composée de couronnes
successives, dont les symétries sont différentes.

On étudiera la symétrie de chaque couronne, sans
oublier I'étude des dissymetries (pour la rosace (b),
observer par exemple les pointes de I'étoile).

On étudiera aussi la régularité de la composition.

Trés souvent les oeuvres d’art mettent en évidence, pour une méme partie de
figure, non pas un seul type de régularité, mais plusieurs, différents et
visibles en méme temps. Les couleurs (voir I'exercice 29), ou les formes (voir

I'exercice 30) rompent une certaine régularité, laregle de rupture étant elle-
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EXERCICES - page 5

méme réguliere. On peut alors voir en méme temps la symétrie rompue et le
résultat — lui-méme régulier — de la rupture, c’est-a-dire voir simultanément
plusieurs groupes de symétrie différents.

31. Analyser en termes mathématiques la régularité de chacune des facades représentées ci-
dessous.

i

hiian

[llustrations extraites d'un
ouvrage d'architecture.

(Les axes ont été dessinés par
| architecte.)

L’analyse de la régularité comporte I'analyse
de la composition.

Voir aussi la remarque sur le rythme.

g
[]:I—-ﬂ:-rh

o—

e B =

Le rythme d’une facade (voir 'exercice 31) provient d’une répétition,
virtuellement indéfinie, mais interrompue par les bornes matérielles de
I’objet. L’interruption est une dissymétrie sur laregle de répétition indéfinie.
L’étude mathématique du rythme est donc celle des groupes de symétrie qui
décrivent la répétiton indéfinie, a laquelle on peut ajouter I’étude de la
rupture par les bornes.
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‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES
Page 6

Exercices 32 a 34

32. Sk
Spirales r,.H"'. ||
différentes| {2/ / Spirale logarithmique

1 .-"r

N i

-

Soit O un point du plan, et a un nombre réel strictement positif.

Pour tout nombre réel 8, on note sg la similitude s(0O,0,a%) decentre O, d'angle

0, etde rapport a®.

1) Démontrer que I'ensemble
G ={sg/ B60R}

est un sous-groupe du groupe des similitudes du plan.

2) Soit A un point du plan, distinct de O . On considére la courbe I, dite trajectoire du
point A sous le groupe G, définie par :

[ ={sg(A)/ 60R}.

a) On suppose a> 1. Choisir une valeur simple de a ( par exemple a™2 = 3/2), et
dessiner les points suivants de ' ( qui correspondent a des valeurs simples de 0) :

Ap =so(A) Ap=spp(A) Az =sg(A) Az =s3p(A)

Ay = sop(A)  Ag = s y(A)

Que peut-on dire des triangles OAA; , OA; A, , OA, A3 ,..., OA A, .. ?
b) Soit les points B, , B3, ..., B . (nON*), correspondant aux valeurs suivantes
de 0 :
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n/22, n/23, ..., /2" (nON*).
Dessiner B, et B3 . Que peut-on dire des triangles OAB, et OB, A; ? OAB; et
OB 3; B, ? On admet maintenant sans demonstration que la courbe I' admet une

tangente en A, notée TA , Qui est la limite de la droite (ABn) quand n tend vers + oo .
c) Soit M un point quelconquede . Soit M; ,M, , M3, ..., M 0 (nON*), les
images de M par sg, pourlesvaleurs T1/2, /22, /23, ..., /2" (nON*) de
0.

Dessiner M 4. Le point M ; appartient-ila ' ? pourquoi ? Dessiner M, et M 3.

Les points M (nDON*) appartiennent-ilsa ' ? On admet maintenant sans
démonstration que la courbe I' admet une tangente en M, notée T|v| , qui est la limite

de la droite ( MM n) quand n tend vers + o .

Que peut-on dire des triangles OMM ; et OAA; ? OMM, et OAB, ? OMM . et
OAB . ? Que peut-on dire des angles (OM , T|v| ) et (OA, TA) ? Tracer les
tangentes aux points de la courbe déja dessinés, tracer la courbe.

d) Quelle est l'allure de la courbe lorsque 6 tend vers + o ? lorsque 6 tend vers
-0 ? Le point O estdit point asymptote de la courbe.

3) Soit L un point quelconque de la courbe. Démontrer que I est la trajectoire de L
sous le méme groupe G:

[ ={sg(L)/ BOR}.

On peut donc dire que tous les points de la courbe jouent le méme role, gu'ils sont tous
equivalents par le groupe G.

4) Nous allons maintenant étudier le groupe de symétrie de I, que nous noterons Gr .
a) Démontrer que le groupe G est inclus dans le groupe de symétrie Gy .
b) Y a-t-il des homothéties dans Gr ? (Si non, dire pourquoi ; si oui, dire lesquelles.)

c) Soit D une droite passant par O. On note la réflexion d'axe D . Dessiner sur le

*o
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EXERCICES - page 6
méme schéma I et sD(F). Les spirales I et SD(I') sont-elles "de méme sens" ?

Y a-t-il des antidéplacements dans le groupe de symétrie de ' ? Y a-t-il des simlitudes
indirectes dans ce groupe ?

d) Démontrer que Gy ne contient aucun autre élément que ceux de G (donc que
Gr = G). On admettra sans demonstration le fait, intuitivement evident, que toute
similitude qui applique globalement la courbe sur elle-méme admet nécessairement le
point asymptote pour point invariant.

5) Quelle estlacourbe I' si a=1 ?

6) Si a#z1, comparerlescourbes I ; et I 1A

7) Soit A’ un point quelcongue du plan, distinctde A etde O. I' étant la trajectoire
de A sousle groupe G, onnomme [’ latrajectoire de A' sous le méme groupe G.
Comparer I' et I'’.

Les spirales de I'exercice 32 s’appellent spirales logarithmiques parce

qu’elles sont définies au moyen de la fonction exponentielle a®, fonction
réciproque de la fonction logarithme. Bien entendu, il existe des spirales,
gui ne sont pas logarithmiques, dont la forme et la régularité sont
différentes :

Soirale Spirale consituée
logarithmique de demi-cercles
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On considere une coupe plane de coquille de nautile.
Elle est constituée d'une spirale logarithmique,
cloisonnée en une suite potentiellement infinie de
compartiments semblables.

Imprimer I'image et reproduire la spirale et ses
cloisonnements a l'aide de papier calque.

Soit O le point asymptote de la spirale. Dessiner O sur le calque. Soit A un point

d'une cloison (choisir un point facilement repérable), et soit A ; le point semblable de A
sur la cloison immédiatement voisine dans le sens direct, A, le point semblable sur la
cloison qui suit immeédiatement la voisine immédiate (sens direct), etc. Soit A_; le point
semblable de A sur la cloison qui précede immédiatement celle de A (sens direct), etc.
Tracer les demi-droites [OA) ,[OA;), [OA,), [OA3), [OA_ ), [OA). Soit a
I'angle de [OA) vers [OA ), etsoit f la similitude qui applique la cloison de A sur
cellede A; . Quels sont le centre, I'angle et le rapport de f (utiliser I'exercice 32) ?
Quelle est I'i'mage par f de la cloisonde A, ? Quelle estl'image par f de la cloison de
A, ? delacloisonde A_; ? Quelle estlimage par f 2 = fof de lacloisonde A ?
Quelle est I'image par f 3=fofof delacloisonde A ? Quelle est Iimage par f -1 de

la cloison de A ? Quels sont le centre, l'angle et le rapportde f 2 ? de f 3 ? de f -

12 de f" (nOZ) ? Quel estle groupe de symétrie de la coupe plane de coquille de
nautile ? Comparer ce groupe a celui de la spirale prise seule (sans les cloisons).

34. Dessiner une composition qui ne soit pas symétrigue mais qui soit tout de méme réguliére
(cet exercice a été posé dans un atelier d'architecture, son vocabulaire est celui de I'architecte).
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Isométries planes - Généralités

‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Notre but dans ce chapitre n'est pas de présenter les isométries d'une maniere
logiquement cohérente, mais d'en énumérer rapidement les propriétés principal es,
en lesillustrant pour I'intuition par des images (qui Sappuient evidemment sur la
culture géenérale mathématique acquise dans |I'enseignement secondaire). L'ordre
dans lequel nous présentons les propriétés est celui qui nous semble efficace pour
I'imagination ; ce n'est pas |'ordre logique.

Généralités

Figures |sometr|ques | AEPCIOCA

Deux figures isométriques / AEPCIOCa sont deux figures qui ont la méme forme et la méme
dimension. Ce sont deux figures superposables / EE@CEP, c'est-a-dire telles que si on copie
I'une d'entre elles sur une feuille de papier calque, on peut faire coincider cette copie avec
I'autre par gllssement/(;aOa(;D ou par retournement / CAPACE du papier calque (sans
déchirure ni déformation).

Isométrie / EPCIO

Une isométrie / EPCIO est une transformation géomeétrique qui transforme toute figure en
une figure isométrique (un triangle en un triangle de méme forme et de méme dimension, un
cercle en un cercle de méme rayon, une droite en une droite, un angle de 30° en un angle de
30°, etc.)

En particulier, une isométrie transforme un segment en un segment de méme longueur. Ce qui
rend évidente la propriété suivante.

Propriété

Une isométrie est une application du plan dans lui-méme qui conserve la distance.
En mathématiques, cette propriéte est la définition ; mais peu importe pour nous,
gui ne nous intéressons pas al'ordre de construction logigque de la théorie.

Exemples d'isométries planes
Les translations / AOCIE ; les réflexions / CAURCO , les symétries centrales, les rotations /

[eeNCa , ldentité. (Cette liste est incompléte.)

Propriétés
Une isométrie transforme une droite en droite, deux droites paralleles en deux droites
paralleles, deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires.

Propriétés
Une isométrie est une application bijective du plan sur lui-méme.

L'ensemble des isométries du plan, muni de la loi de composition des applications, est un
groupe (c'est un sous-groupe du groupe des applications bijectives du plan sur lui-méme).
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Réflexions

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Réflexions

En géométrie plane, une réflexion / CAURCO est une symétrie orthogonale par rapport & une
droite, et nous préféerons I'expression réflexion parcequ'elle est plus imagée. Nous noterons s

D
la réflexion par rapport a la droite D (s comme "symétrie" et non pas r comme "réflexion”,
car nous réservons la lettre r aux rotations).

Propriété

Une réflexion est une isométrie.

Points fixes /| aPC@ ECEEE

L'ensemble des points fixes / ECEEE d'une réflexion est I'axe de la réflexion.

Droites globalement Invariantes / ACAEUINE AlACaiC

Les droites globalement invariantes / &CAEUINE AIACaiC par une réflexion sont I'axe de la
réflexion et toutes les droites perpendiculaires a cet axe.

Voir I'exercice 4
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Rotations, angles

Isométries planes
4 Page pr écédente Page suivante’-

Rotations

Nous contourneronsici completement les mathématiques, qui sont assez complexes en ce
qui concerne les notions de rotations et d'angles.

Une fois de plus, nous remplacerons définitions et demonstrations par des schémas et des
opérations matérielles convaincantes : feuille de papier, calque et épingle fixant le calque a
lafeuille en un point, glissement du calque sur lafeuille par rotation autour du point fixe
par I'épingle (ce qu'on peut facilement imaginer, méme sans |'opérer réellement).

Angles géométrigues

g Un secteur angulaire est une portion de plan limitée par deux
demi-droites de méme origine.
oy
o = Lesecteur | Ox, Oy ], notéauss | Oy, Ox |, apour angle

géométrique T (notéauss ¥t).
Deux secteurs isomeétriques ( c'est-a-dire superposables ) ont le méme angle géométrique.

Angles orientés, rotations
Le couple dedemi-droites
(Ox, Oy) apour angle
orienté (Oz.0y)
Lanotation ( Ox, Oy)

¥y signifieque Ox et Oy ne
/,ﬁ,‘ jouent pasle mémerdle: Ox
(Ox.,Oy) est la premiére demi-droite
0 * du couple, Oy estla
seconde.

Lescouples (Ox,Oy) et
(Oy,Ox) nesont pasles
mémes : ilsdifférent par
I'ordre des demi-droites.
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Deux couples de demi-droites superposables par deplacement (glissement du calque sans
retournement) ont le méme angle orienté.

Deux couples de demi-droites superposables par antidéplacement (retournement du calque) ont des
angles orientés opposeés :

y ¥
ﬂ X

Gr

(02,0y) = (Orer, Oy
[fo:c;;:bﬂyf] - (D&jﬁy}

Les angles orientés sont représentés sur les schémas par des fleches. On peut aussi bien imaginer
que la fleche représente un mouvement de rotation du caque entier, autour de O fixé par une épingle,

qui appliqgue Ox sur Oy.

—_—

Cette rotation est la rotation de centre O et d'angle (©2.99] sion note a I'angle orienté (O, Oy) :

la rotationse note r (O, a).

Somme d'angles orientés, composition de rotations

Somme des angles

&8}
1

) Fa

Ajouter les angles orientes, c'est composer les rotations :

r(0,a+pf) =r(0,p)o (O,a)
Pour faire tourner Ox jusqu'a Oz, on peut la faire tourner d'abord jusqu'a Oy, puisde Oy a Oz.
C'est la "relation de Chasle " sur les angles orientés :
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(02.,09) 1 (04,0%) = (0z,0z)

Angle nul

—~ L
(Ox ,0x) (Ox,0x) -
0 * il

L'angle nul correspond a la rotation Identité (application du plan sur lui-méme qui laisse tous les points
fixes) :

r(0,0) = Id

Angles opposés

'
= O £ X

Deux angles opposés correspondent a deux rotations inverses l'une de l'autre :si on fait tourner Ox
jusqu'a Oy par la rotation de centre O et d'angle a, et si on fait ensuite tourner Oy autour de O de
I'angle opposé, Oy revient sur Ox. Ce qui S'écrit :

r(0,-a)or(O0,a)=r(0,0) =1
ou encore :
r(0,-a)=[r(0,a)]"
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Rotations, angles

‘ Page pr écédente Page suivante b-

Rotations

Mesure des angles

Les mesures en radian d'un angle orienté peuvent s'imaginer par les mouvements de rotation
autour de O qui appliquent Ox sur Oy:

Soit 6 |'une de ces
mesures (ici,
environ+ 174, le
sens positif de
mesure étant le sens
conventionnel

habituel).

Lesautres sont :
0 + 1"tour
complet”, soit
0 + 21

0 + 2"tours
complets’, soit
0 + 2(2m)

0 + 3"tours
complets’, soit
0 + 3(2m)

0 - 1"tour
complet”, soit
0-2m

L'ensemble de ces mesuresest: 6 + 2k, k [J Z.

Il faut comprendre que ces divers "trajets", qui permettent tous d'arriver a Oy en partant de
Ox , correspondent tous a la méme rotation puisqu'une rotation mathématique est une

application.

On a donc une infinité de noms pour la méme rotation, suivant le nom choisi pour nommer
I'angle, c'est-a-dire suivant la mesure choisie pour l'angle :

r(0,8) =r(0,0+2mM) =r(0,0+2(2m)) = r(0,0+3(2M)) = ...
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Rotations, angles

=r(0,0-2m) =r(0,0-22mM) = ..
et on aura intérét a choisir le nom le plus simple possible, ici par exemple r (O, 0).

Par abus de langage, on appelle trés souvent "angle" une mesure de I'angle. On dira par
exemple "rotation d'angle TU/4" au lieu de "rotation dont une mesure de l'angle est /4",
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Rotations, angles

‘ Page pr écédente Page suivante '-
Rotations

Invariants des rotations

L es mathématiques démontrent les propriétés suivantes (qui Simaginent tres bien
au moyen de papier calque tournant autour d'un centre fixé par une épingle).

Points fixes /| 4bC@ ECEEE

Une rotation d’angle non nul modulo 2rmadmet un point fixe unique : son centre.
(Si I'angle est nul modulo 2m, la rotation est I'ldentité.)

Droites globalement Invariantes / ACAEUINE AlACaiC

1) Aucune droite n’est globalement invariante par une rotation dont I'angle n'est ni O ni 1t

modulo 21t
2) Les droites globalement invariantes par une symétrie centrale sont les droites passant par

le centre.
Voir I'exercice 3
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Symétrie axiale, symétrie centrale

‘ Page précédente Page suivante'-
Symeétrie axiale, symeétrie centrale

Symétrie axiale orthogonale

Vocabulaire et imagination

En géomeétrie dans I'espace, la symétrie orthogonale par rapport a un plan se nomme
reflexion / CAURCO parce que c'est le modele mathématique de la réflexion optique dans un

miroir plan.
\/ image
-
'/\nhjcl

En géométrie plane, on nomme réflexion / CAURCO la symétrie axiale orthogonale, parce
gu'on peut imaginer l'axe de la symétrie, dans l'univers plan de la géométrie, comme un miroir
rectiligne dans lequel se refletent les figures. (On peut aussi imaginer le plan E de la
geomeétrie plongé dans I'espace environnant (de dimension 3), et voir I'axe de la symétrie
comme la trace sur E d'un miroir plan orthogonal a E.)

I roir

A

L'habitude quotidienne de voir se refléter des objets dans des miroirs permet d'imaginer tres
facilement les images géométriques des figures par des réflexions (au sens mathématique).
C'est pourguoi nous preférons ce terme aux autres expressions, qui sont plus longues et plus
abstraites.

Symétrie centrale
Une symeétrie centrale est une rotation.

C’est un demi-tour / 40Y TeeNE , c’est-a-dire une rotation d’angle 1t (moitié de l'angle 2 du
tour complet / leeNE RBCAaaE ).
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Symétrie axiale, symétrie centrale

2 (R

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C|/architecture/Sy3/is_syo.htm (2 of 2)01/06/2005 04:41:33 «

Lafigure
SO(F) est la

figure
symeétrique de
F par rapport
ao.

Si on copie F
Sur un
morceau de
papier calque,
guel’on fixe
en O avec
une épingle, et
s on fait
tourner le
calgue d'un
demi-tour
autour de O,
F sapplique
sur s, (F).




Déplacements, antidéplacements

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Déplacements, antideplacements

Déplacements/ CAEPCA , antidéplacements // CAEPCA 80CIg
Une isométrie est ou bien un déplacement, ou bien un antidéplacement.

Un déplacement / CAEPCA correspond a un glissement / CAOACP de la figure sur le plan.
Un antidéplacement / CAEPC4& A0Clg correspond & un retournement / CAPACE de la figure.

Exemples

Dans chacun des exemples ci-dessous, peut-on passer d'un crochet ( Jou T) a l'autre (de
méme forme) par un déplacement ? par un antideplacement ?

1}|_ |_ {E}l_< {3}_' |_

(5) [ (6)

IR BN B

Sens des figures / CEIC& CAAORCA
L'image d'une flgure asymetrique (comme un crochet L) par un déplacement est une figure

"de méme sens" / aYO CACEICa , alors que lI'image de la figure par un antidéplacement est
une figure "de sens contraire" / a0Rx0 .

On reconnait tres facilement si deux figures isométriques asymeétriques sont de
méme sens ou de sens contraire : un coup d'oeil suffit pour imaginer le
déplacement d'une figure sur I'autre, ou pour voir Sil est nécessaire de laretourner.

Exemples
Déplacements : les translations, les rotations.
Antidéplacements : les réflexions.
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Déplacements, antidéplacements

(Cette liste est incompléte).

Propriétés
L'isométrie composée de deux déplacements est un déplacement.
L'isométrie composée d'un déplacement et d'un antidéeplacement est un antidéplacement.

L'isométrie composée de deux antidéplacements est un déplacement.
(Imaginer par exemple que I'envers de I'envers, c'est I'endroit.)
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Composition de réflexions

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Composition de réflexions

Soit Sy et Sy deux réflexions, d'axes D et D'.

a) Si les axes sont paralleles,

ol T

L:." '-_:I 5L S IOS = t —

ou t2 Ty est la translation dont le vecteur est le double du

vecteur o' orthogonala D et D', dirigé de D vers D' (c'est-
a-dire de 'axe de la réflexion effectuée la premiere vers l'axe de
la deuxieme) et dont la norme est la distance de D a D'.

b) Si les axes sont sécants,

S5 08, = r(oO, 2a)

ou r (0O, 2a) estla rotation centréee
au point d'intersection O de D et D',
et dont I'angle est le double de I'angle
du premier axe vers le deuxiéme.
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Composition de réflexions

(Ces deux propriétés sont démontrées dans |'enseignement secondaire. Nous nous contentonsiici de les
illustrer par des schémas.)
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Réflexions glissées

‘ Page précédente Page suivante'-
Réflexions glissées

Définition
Une réflexion glissée est, par définition, le produit t? sy d'une réflexion et d'une

translation, le vecteur de la translation étant non nul et dans la direction de 'axe de la

réflexion. Le produit t—7#0s, s'appelle forme réduite de la réflexion glissée.

[ L

Sey
Foal

[ [

Laréflexion glissee t e 0Ss
D

(T2 0,3 /D)

Propriété
La forme réduite d'une réflexion glissée est commutative :

_}
tﬁ’osD = sDotE’ (w#0,2/D).

Cette propriété est visible sur le schéma. Pour une démonstration, voir I'exercice 14

Propriété
Une réflexion glissée est un antideplacement.

D’ une part cette propriété est visible sur le schéma, d’ autre part elle se démontre de la maniere suivante :
une réflexion glissée est, par définition, le produit d’ un déplacement et d’ un antidéplacement.

Propriété

La forme réduite d'une reflexion glissée ne peut pas se simplifier : une réflexion glissée n'est ni
une translation, ni une rotation, ni une réflexion.
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Réflexions glissées

Pour une démonstration, voir |'exercice 11

~

Eléments caractéristiques / UACON &&igOE
La forme réduite d'une réflexion glissée

_}
twos, (ot W=z 0, % /D).

. — . , . . .
estunique. tw et D s'appellent le vecteur et I'axe de la réflexion glissée ; ce sont les
éléments caractéristiques de la réflexion glissée.

Pour une démonstration, voir I'exercice 16

Invariants / 4G aEUigNE
Une réflexion glissée n'admet pas de points fixes.

L’axe d’une réflexion glissée est une droite globalement invariante par la réflexion glissée, et
aucune autre droite du plan n’est invariante par la réflexion glissée.

Voir les exercices 20, 21 et 22
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Liste des isométries planes

‘ Page précédente Page suivante'-
Liste complete des isométries

On démontrent en mathématiques (voir I'exercice 12) que le tableau complet des isométries
planes est le suivant.

DEPLACEMENTS ANTIDEPLACEMENTS
Translations Réflexions
Rotations Réflexions glissées

Pour obtenir les définitions et les invariants, cliquer sur le nom de l'isométrie
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|sométries planes - EXERCICES - page 1

4 Page précedente Page suivante h
EXERCICES
Page 1

Exercices 1a6

Corrigés : certains sont dgainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

1. Dessiner
a) deux figures isométriques.
b) deux figures isométriques par glissement.
c) deux figures isométriques par retournement.

2. Soit D une droite, et t 3;' une translation de vecteur W' . Dessiner D, ' et la droite t
(D) :
2

a) si W' nest pas dans la direction de D ;
b) si ' est dans la direction de D.

3. Soit D une droite, et r une rotation quelconque, de centre O etd’angle 6. Dessiner D etla
droite r(D):

a) si O0D
b) st OOD etsi:

0<0<TU2
0 = 1172
T2<0<Tl
=TT
<0 <2m

Que vaut I'angle (D.r(D) ) 2 Estil possible que D soit globalement invariante par r,
lorsque r n’est ni I'identité, ni un demi-tour ? On suppose que r est un demi-tour. Dessiner D et r
(D) :

a) si O0D
b) si OOD.

4. Soit D une droite et sA une réflexion d'axe A . Dessiner D, A etla droite sA (D) :

a) si D//A
b) si DOA;
c) si D n’est ni parallele, ni perpendiculaire a A .
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|sométries planes - EXERCICES - page 1

5. Dessiner un triangle asymeétrique et son image par :
a) une rotation de centre et d'angle donnés.
b) une translation de vecteur donné.
c) une réflexion d'axe donné.

6. Chaque case du tableau ci-dessous contient deux crochets isométriques.

e L) I i I
| |

d
. ] ) | N i i

\
C

A

— | —

A} I k} I
_‘ o

/\ l
Corrigé 6

On demande dans chaque cas :

a) sil'isométrie qui applique un crochet sur l'autre est un déplacement ou un

antidéplacement ;
b) si cette isométrie est une translation, une rotation, une réflexion, ou un antidéplacement

qui n’est pas une réflexion (ce dernier cas correspond a deux crochets de sens inverse entre
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|sométries planes - EXERCICES - page 1

lesquels, visiblement, aucune droite D ne se place comme axe de symétrie.)

On ne demande pas les éléments caractéristiques des isométries. On ne demande pas de
démonstrations. On pourra utiliser du papier calque pour vérifier ses impressions.
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Isométries planes - EXERCICES - page 2

‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES
Page 2

Exercices 7a9

7. Dessiner une figure asymeétrique simple et son image par le produit de deux réflexions :
a) dans le cas ou les axes des réflexions sont sécants
b) dans le cas ou les axes des réflexions sont paralléeles.

Le produit de deux réflexions est-il un déplacement ou un antidéplacement ? Quelle est sa
nature (translation, rotation, ...) ?

8. Quel est le produit d'une translation et d'une rotation ? Quel est le produit de deux
rotations ? On discutera suivant les valeurs des angles.

9. On considere deux triangles isométriques ABC et A'B'C'. On cherche a appliquer ABC
sur A'B'C' par des réflexions successives.

a) Dessiner deux triangles isométriques quelconques ( A' est 'homologue de A, B’
celuide B, C' celuide C).

b) Combien existe-t-il de réflexions qui appliquent A sur A" ? (On discutera suivant les
positions relatives de A etde A'.) Soit D; l'axe d'une telle réflexion. Dessiner D, surle

schéma. Dessiner I'image A'B; C; de ABC par la réflexion.

c) On suppose que B; =B' et C; =C'. Faire un schéma correspondant a ce cas.

Conclure.

d) On suppose que B; =B' et C; #C'. Faire un schéma correspondant a ce cas. Quelle

est la médiatrice du segment [ C, C'] ? Conclure.

e) On suppose que B; #B'. Soit D, la médiatrice de [B; B']. Ou se trouve A' par
rapporta D, ? Dessiner I'image A'B'C, de A'B; C; par laréeflexion d'axe D, . Conclure,

suivant que C, et C' sont confondus ou non.
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‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES
Page 3

Exercices 10 a 13

10. Nous allons démontrer que si deux isométries coincident sur un repere affine du plan,
elles coincident partout. Soit f et g deux isométries, et soit (A, B, C) un repéere affine du
plan (c’est-a-dire que A, B et C sont trois points non alignés). On suppose que f et ¢
coincident sur (A, B, C) etonnote:

A= 1(A) = g(A)
B' = 1(B) = 9(B)
C' = f(C) = g(C) .

On veut démontrer que, quel que soit le point M du plan, f(M) = g(M).

a) Faire un schéma représentant le triangle ABC et le triangle A'B’'C’, d’une maniére
vraisemblable (les deux triangles sont isométriques).

b) En utilisant le fait que I'image d’une droite par une isométrie quelconque est une droite,
démontrer que I'image par f de la droite (AB) est la droite (A’'B’) ( globalement / AlAC&iC ).
Méme question pour ¢ .

Soit M un point quelconque de la droite (AB) . A quelle distance du point A’ se
trouve nécessairement le point f(M) ? Combien existe-t-il de points situés sur la droite (A’'B’)
a un distance donnée de A’ ? Sur quelle demi-droite d’origine A’ se trouve nécessairement
f (M) ? (Caractériser les demi-droites a l'aide des points B et B’.) Répondre aux mémes
guestions pour g(M) , et en conclure que f(M) =g(M) .

c) Soit M un point quelconque du plan. On considere la projection orthogonale m de M
sur la droite (AB) . Ou se trouvent f(m) et g(m) ? (Utiliser les résultats de la question b).)
Quelle est I'image par f de la droite orthogonale a (AB) passant par m ? (Utiliser le fait
gu’une isométrie transforme deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires.)
A quelle distance de f(m) se trouve nécessairement le point f(M) ? Dans quel demi-plan
limité par (A’'B’) se trouve nécessairement le point f(M) ? (Caractériser les demi-plans a
I'aide des points C et C'.) Répondre aux mémes questions pour g, et en conclure que f(M)

=gM).

Les exercices 9 et 10 prouvent qu'une isomeétrie quelconque du plan est ou bien une réflexion, ou

bien le produit de deux réflexions (dans ce cas c'est une translation ou une rotation), ou bien le
produit de trois réflexions.
Les exercices 11 et 12 servent a étudier le produit de trois réflexions.

11. Soit t7;' une translation de vecteur ', et Sp une réflexion d'axe D . On veut étudier

'isométrie t 3;* 0 sp, dans toutes les dispositions relatives possibles de W etde D.
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a) Démontrer que I'isométrie t -+ 0 sp est un antidéplacement. Une translation est-elle
un antidéplacement ? Est-il possible qu’une translation s’écrive sous la forme t -;* 0 sp ?

Mémes questions pour une rotation.

b) On suppose ullD.
Faire un schéma représentant D, %', une figure asymétrigue simple, nommée F,
limage sp (F) de F par sp, etlimage t—*[sp(F)] de sp(F) par t .
Sur le schéma, a-t-on I'impression qu’il est possible de placer une droite A par rapport
a laquelle les figures F et t —#[ sp (F) ] soient symétriques ? En décomposant t —* en un

produit de réflexions bien choisies, démontrer que t —* 0 sp est une réflexion et déterminer
. —
son axe en fonctionde " etde D.

_I'
c) Onsuppose w //D et w# 0 .

Faire un schéma représentant D, ', une figure asymétrigue simple, nommée F,
limage sp (F) de F par sp, etlimage t—*[sp(F)] de sp (F) par t—*. Surle schéma,
a-t-on I'impression qu'il est possible de placer une droite A par rapport a laquelle les figures
F et t#[sp (F)] soient symétriques ? En raisonnant par l'absurde, démontrer que
lisométrie t —* 0 sp n'est pas une réflexion (c’est pourquoi on lui donne le nom nouveau de
réflexion glissée ).

d) On suppose que W nestni paralléle, ni orthogonal a D .

En décomposant % en une somme de deux vecteurs, I'un dans la direction de D,
I'autre orthogonal a D, et en utilisant les résultats des questions b) et ¢), démontrer que t
7' 0 Sp estune réflexion glissée (dont t —* 0 sp n’est pas une forme réduite) : on demande

de trouver une forme réduite dont on donnera les éléments caractéristiques (axe et vecteur) en
. —
fonctionde " etde D.

12. Soit r (O, a) une rotation de centre O etd'angle a, et sp une réflexion d'axe D .

On veut étudier le produit r (O, a ) o sp, dans toutes les positions possibles de O par

rapporta D .

a) Le produit r (O, a ) osp est-il un déplacement ou un antidéplacement ?
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b) On suppose que O OD . En décomposant r (O, a) en un produit de réflexions bien
choisies, démontrer que r (O, a ) o sp est une réflexion, dont on déterminera 'axe.

c) Onsupposeque ODet a#0 [2r]. Endécomposant r (O, a) en un produit de
réflexions bien choisies, et en utilisant les résultats de I'exercice 11 ci-dessus, démontrer que
r(O,a)osp estune réflexion glissée, dont on déterminera les éléments caractéristiques.

13. En utilisant les résultats des exercices 11 et 12, ainsi que ceux des exercices 9 et 10,

demontrer qu’il n’existe pas d’autres isométries du plan que les translations, les rotations, les
réflexions, et les réflexions glissées.

44 Accuell suite [

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Sy3/is_xc3.htm (3 of 3)01/06/2005 04:41:37 «


javascript:na_open_window('win', 'is_xc2.htm#9', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)
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‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES

Page 4
Exercices 14 a 22

14. Commutativité

Nous allons démontrer que si &' etD sontun vecteur et une droite guelconques, le
produit t 3;* 0 sp est commutatif si, et seulement si, ' estdans la direction de D .

a) Si u' estdans la direction de D, soit A et A’ deux droites, orthogonales a ',
telles que sy 0sp =t 4. Quel estl'angle de la rotation sy 0sp ? Quel est 'angle de la

rotation sp 0s, ? En déduire que
SAOSp = Sp 0 Sp
et démontrer que

t?OSD = SDOt?.

b) Si &' n'est pas dans la direction de D, trouver les éléments caractéristiques de
lisometrie t *osp, etceuxde spot—# (utiliser les résultats de I'exercice 11, b et d).

Conclure.

15. Commutativité

Le produit r (O, a ) o sp d'une réflexion et d’une rotation quelconques, est-il
commutatif ? (On pourra utiliser les résultats de I'exercice 12 pour trouver les éléments

caractéristiques de l'isométrie r (O, a)osp, etceuxde spor(O,a).)

16. Soit f une réflexion glissée. Nous allons démontrer que la forme réduite de f est unique.
Soit deux formes réduites de f :

_*
f=twosp, ol w/Detuszl,
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—

. =, 1 —,
=tw oSy, ol w'// D etw'z0

Faire un schéma représentant D et W . Soit A un point quelconque du plan. Dessiner
A, ainsi que les points sp(A), t7*(A), etlimage A’ de A par la réflexion glissée. Ou se
trouve le milieu du segment [AA'] par rapport a la droite D ?

Méme question en utilisant D’ et W, etle méme point A.

En utilisant deux points A et B et leurs images, démontrer que D =D’, puis que W=

Hl' '

17. Reprendre les schémas de I'exercice 6 et dessiner sur chaque schéma les éléments
caractéristiques de l'isométrie.

18. Etant donné des translations, des rotations, des réflexions et des réflexions glissées,
toutes quelconques :

—
t r(o,a) Sp spot 7w (ou vihet w2 0)
— 1 1 — N _i'l _i'l -
tw r(o,a') Sp' sy ot (oo w'//Aet w'#0)

on considere leurs produits deux a deux, de toutes les manieres possibles. On demande de
dire dans chaque cas :

a) si le produit est un déplacement ou un antidéplacement ;

b) quelle est la nature du produit (translation, rotation, etc.) et quels en sont les éléments
caracteristiques.

19. Soit f une réflexion glissée. Faire un schéma représentant |'axe et le vecteur de f, une
figure asymétrique simple, nommée F ,l'image f(F) de F par f,etlimage f[f(F)] de f(F)
par f. Quel estle produit fof de la réflexion glissée par elle méme (nature et éléments
caractéristiques) ?

_I.
20. Soit f une réflexion glissée, d'axe D et de vecteur W (E’//D, ETRE ) . Quelle est
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I'image par f d'un pointde D ? Quelle est I'image par f de D ? Quelle est I'image par f de
chaque demi-plan limité par D ?

21. Soit f une réflexion glissée, d'axe D . Démontrer qu’aucun point M du plan n’est fixe
par f, en utilisant les résultats de I'exercice 20 précédent et en supposant :

a) que MOD

b) que MOD.

22. Soit f une réflexion glissée, d’axe D . Démontrer que si A erst une droite différente de
D, alorsf(A) # A
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Similitudes planes - Généralités

‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Généralités

Figures semblables / AEOCEA&Ca
Deux figures semblables / AEOCEACa sont deux figures qui ont la méme forme / YO
CAaiZ£E (mais pas nécessairement la méme dimension).

)

Similitude / EOCE&

Une similitude / EOCE& est une transformation geometrlque qui transforme toute figure en
une figure semblable (un triangle en un triangle de méme forme, éventuellement plus petit ou
plus grand ; un secteur angulaire en un secteur de méme angle ; un cercle en un cercle,
eventuellement plus petit ou plus grand ; une droite en une droite, etc.).

Rapport de similitude

A chaque similitude est associée un rapport, c'est-a-dire un nombre réel strictement positif par
lequel la similitude multiplie les distances. (Si le rapport est supérieur a 1, la similitude agrandit
les figures ; si le rapport est inférieur a 1, la similitude rapetisse les figures ; si le rapport vaut
1, la similitude transforme chaque figure en une figure de méme forme et de méme

dimension : c'est une isomeétrie).
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Homothéties

4 Page précedente Page suivante h

Homothéties

Définition

Etant donné un point A et un nombre réel k non nul, I'homothétie / EICRO de centre A et de
rapport k est I'application de I'espace dans lui-méme qui associe a tout point M de l'espace le
point M' tel que :

_— —_—
Al = k Al
F n F
= e :
...--""'F
Lafigure F' est
I'imagede F par une L afi " i
Qe gure F' estl'imagede F par une
h20mothet|e de rapport homothétie de rapport 1/2 .

i ' Lesfigures F et F* sont semblables, et
Lesfigures F et F - : ’
sont semblables, et F F* est plus petite que F.
est plus grande que F.

2

/F

FIII
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Homothéties

Lafigure F'" estl'imagede F par une
homothétie de rapport -2 .

Lesfigures F et F" sont semblables, et F"
est plus grande que F (leslongueurs sont
multipliéespar 2) .

Produits, inverses

Si f et g sont deux homothéties, de méme centre et de rapports respectifs h et k, alors gof
est 'homothétie de méme centre et de rapport k.h.

Si f est une homothétie de rapport k, alors f posséde une application réciproque f-1, qui est
I’'homothétie de méme centre et de rapport 1/ k.

Pour des démonstrations, voir |’ exercice 4

Identité, symétrie centrale
Une homothétie de rapport 1 est l'identité du plan.
Une homothétie de rapport -1 est une symérie centrale, c’est-a-dire un demi-tour.

Rapport d'homothétie, rapport de similitude
Une homothétie de rapport k (ou k 0O R et k# 0) estune similitude de rapport | k| (les
distances sont multipliées par | k|) .

Vocabulaire et imagination

Homothétiques (du grec homos "semblable" et thesis "position™) signifie "semblablement posées”,
ce qui a un sens intuitif évident dans le cas d'une homothétie de rapport positif : deux figures
homothétiques dans un rapport positif ne sont pas seulement “semblables” (par la forme), elles
sont, de plus, “semblablement posées” sur la page.

Sens des figures / CEIC& CAAORCA

Si on admet comme évident que deux figures homothétiques dans un rapport positif sont "de méme
sens", puisqu'elles sont "semblablement posées", on constate que deux figures homothétiques
dans un rapport négatif sont également "de méme sens", puisque :
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Homothéties

o T
Pl

/

Lafigure F'’ estl’imagede F par une
homothétie de rapport -2 .

Pour appliquer F sur F'’’ , on peut
d abord appliquer F sur lafigure
intermédiaire F; par un demi-tour, puis

appliquer F1 sur F’’ par une

homothétie de rapport 2 .

on peut passer de l'une a l'autre en effectuant successivement deux opérations dont aucune ne
change le sens des figures.

Points fixes / 4PC@ ECEEE

Une homothétie de rapport différent de 1 possede un point fixe unique : son centre.
(Si le rapport est 1, I'homothétie est l'identité.)

Droites globalement invariantes / &C AEUINE AlaCaiC

Les droites globalement invariantes par une homothétie distincte de l'identité sont les droites
passant par le centre.

Voir |'exercice 7
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Similitudes directes, similitudes indirectes

4 Page pr écédente Page suivante ’-

Similitudes directes, similitudes indirectes

Similitudes directes, similitudes indirectes
Une similitude directe est une similitude qui conserve le sens des figures.
Une similitude indirecte est une similitude qui inverse le sens des figures asymétriques.

Exemples

Les déplacements sont des similitudes directes (mais une similitude directe de rapport différent de 1
n’est pas un déplacement).

Les antidéplacements sont des similitudes indirectes (mais une similitude indirecte de rapport différent
de 1 n’est pas un antidéplacement).

Une homothétie (de rapport positif ou négatif) est une similitude directe.

Autres exemples

Exemple de similitude directe

ff" Soit h(A,k)or (A, a) I'application composée

-~ d'une rotation de centre A et dangle o, et d'une
homothétie de méme centre et de rapport k
stictement positif.
A /\7 Cette application est une similitude de rapport k (elle
o agrandit lesfigures, ou €elle les rapetisse, dansle
-

rapport k) et elle ninverse pas le sens des figures
(puisque ni larotation, ni I'hnomothétie, ne I'inversent).

Exemple de similitude indirecte
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Similitudes directes, similitudes indirectes
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Soit h(A,k)o sD I'application

composee d'uneréflexion daxe D et
d'une homothétie, dont le centre A
appartient a D et dont le rapport k est
strictement positif.

Cette application est une similitude de
rapport k (elle agrandit lesfigures, ou
ellelesrapetisse, dans le rapport k), et
elleinverse le sensdesfigures
asymeétriques (puisque la réflexion
inverse le sens et que I'homothétie n'y
changerien).
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Liste des similitudes planes

‘ Page pr écédente Page suivante '-

Liste des similitudes

On démontre en mathématiques que la liste de similitudes que nous venons de voir
en exemples est compléete. C' est ce qu’ énoncent les théorémes suivants,

Centre d’une similitude non isométrique
Toute similitude non isométrique posseéde un point fixe unique, nommeé centre de la similitude.

Forme réduite d’'une similitude non isométrique

Soit f une similitude non isométrigue quelconque. Soit A son centre et k son rapport
(k>0, k#1).

1) Si f estdirecte, il existe une unique rotation de centre A, soit r (A, a ), dont le produit

avec I'nomothétie de centre A et de rapport k est égal a la similitude :
f=h(A,k)or(A,a) (k>0, kz1) .

Ce produit est commutatif. Il s'appelle la forme réduite de la similitude. (Une similitude
directe non isométrique est caractérisée par un centre, un rapport et un angle.)
2) Si f estindirecte, il existe une unique réflexion, soit Sy dont 'axe D passe par A, et
dont le produit avec I'homothétie de centre A et de rapport k est égal a la similitude :

f = h(A,k)osD (k>0, kz1, AOD).

Ce produit est commutatif. Il s'appelle la forme réduite de la similitude. (Une similitude
indirecte non isométrique est caractérisée par un centre, un rapport et un axe.)

Ces propriétés ne sont pas évidentes : étant donné deux figures semblables
guelconques (voir par exemple des crochets), on ne discerne pas immeédiatement la
forme ssimple de la similitude qui applique une figure sur |'autre. On voit plutot des
maniéeres de passer d'une figure al'autre en plus de deux étapes : agrandir, tourner
et trandater ; ou bien : agrandir, retourner et tourner ; etc. Pour apprendre a
déterminer le centre et I’angle, ou le centre et I’ axe, d’ une similitude non
isomeétrigue quelcongue, voir les exercices 11 et 13.

Droites globalement invariantes / &C AEUINE AlaCaiC
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Liste des similitudes planes

1) Soit f une similitude non isométrigue directe, donnée sous forme réduite :

f=h(A,k)or(A,a) (k>0, k#z1) .
Si la rotation n'est ni l'identité, ni un demi-tour, aucune droite n’est globalement invariante
par f.

Si la rotation est I'identité ou un demi-tour (c.-a-d. si f est une homothétie, de rapport k
ou -k), les droites globalement invariantes par f sont les droites passant par le centre.

2) Soit f une similitude non isométrique indirecte, donnée sous forme réduite :

f = h(A,k)osD (k>0, kz1, AOD).

Les droites globalement invariantes par f sont 'axe D de la réflexion, et la droite
perpendiculairea D en A.

Pour des démonstrations, voir exercices 16 et 17

44 Accuell Suite [
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Similitudes planes - EXERCICES - page 1

‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES

Page 1
Exercices 1a 12

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

1. Dans chacun des exemples ci-dessous

R . L,
3 | 4

{1} (2} {3} {4}

les deux crochets sont-ils directement semblables ? indirectement semblables ?

2. Dessiner une figure asymétrique et son image

a) par une homothétie de centre A et de rapport 3
b) par 'homothétie de méme centre et de rapport 1/3
c) par I'hnomothétie de méme centre et de rapport -3 .

3. Soit A un point du plan. On considéere I'hnomothétie de centre A et de rapport -3/2 . Est-
elle agrandissante ou rapetissante ? Est-ce une similitude directe ou une similitude indirecte ?

4. a) Soit f et g deux homothéties de mémes centre A, et de rapports respectifs h et k.

Soit M un point quelconque du plan, M’ Iimage de M par f, M” Iimage de M’ par g.
Exprimer le vecteur Ald# en fonction du vecteur Alfs, puis en fonction du vecteur AT .

Quelle est l'application gof ?

b) Soit f une homothétie de centre A et de rapport k, et soit M un point quelconque du
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Similitudes planes - EXERCICES - page 1

S—
plan. Trouver un point M’ du plan dont I'image par f est M. Exprimer le vecteur A’ en

—
fonction du vecteur Afd . L’homothétie f admet-elle une application réciproque ?

5. Soit h(A,-k) une homothétie de centre A et de rapport négatif - k. En utilisant le
théoreme donnant le produit de deux homothéties, démontrer que le produit du demi-tour de
centre A etde l’hnomothétie h( A, k), de centre A et de rapport k positif, est égal a
h(A,-k).

6. Quel est le rapport de similitude d'une homothétie de rapport négatif ? Quel est I'angle de
similitude d’'une homothétie de rapport négatif ? Quel est I'angle de similitude d'une
homothétie de rapport positif ?

7. Soit une homothétie de centre A et de rapport k quelconque (k#0). Soit D une droite
guelconque du plan.

Faire un schéma représentant D et son image h(D) par h, dansles cas:

a) AOD
b) AOD et k>1
c) AOD et 0<k<1l
d AOD et k<O
(Faire des schémas correspondant a des valeurs simples de k)

Dans tous les cas, quelle est la position relative de D etde h(D) ?

8. Soit h(A,k)or(A,a) (k>0, k#1) une similitude non isométrique directe, donnée
sous forme réduite. Représenter sur un schéma la commutativité de ce produit : on dessinera
A, unpoint M distinctde A, lesimages M; et M, de M respectivement par

h(A,k) etpar r (A,a) (choisir un rapport et un angle simples), et 'image M’ de M par la
similitude.

9. Soit h(A,k)o S5 (k>0, k#1, AOD) une similitude non isométrique indirecte,

donnée sous forme réduite. Représenter sur un schéma la commutativité de ce produit : on
dessinera A et D, un point M distinct de A (et, en général, n'appartenantpasa D), les
images M; et M, de M respectivement par h(A, k) et par Sy (choisir un rapport simple),

et I'image M’ de M par la similitude.
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Similitudes planes - EXERCICES - page 1

10. Soit s(A, D, k) une similitude indirecte de centre A, d'axe D etde rapport k
(k OR*,). Soit M un point n‘appartenantpasa D. Dessiner D, A, M etlimage M’ de

M par la similitude (on choisira pour k un rapport simple).
Soit | le point d'intersection des droites D et (MM’). Ou se trouve | par rapport au
segment [MM’] ? Que vaut le rapport IM"/IM ? (On pourra utiliser le point M, , image de

M par la réflexion d'axe D .)

11. Les deux crochets dessinés ci-dessous sont indirectement semblables.

/\

Utiliser les résultats de I'exercice 10 précedent pour déterminer les éléments
caractéristiques de la similitude qui applique I'un des crochets sur l'autre (rapport, axe, centre).

12. Soit s(A, a, k) une similitude directe de centre A, d'angle a etde rapport k (k OO R*
+). Onsuppose a#0 [m].
Soit M un point distinct de A, et N un point distinctde M. Dessiner A, M, N, etles

images M’ et N'de M et N par la similitude (on choisira pour k et a un rapport et un
angle simples).

Que vaut I'angle orienté de droites ( (MN}_TEHFNJ’} ) ? Soit | le point d’intersection
2

des droites (MN) et (M'N’). Que vaut I'angle orienté de droites ((IMY, (TRI Y)Y ? Sur
guels cercles remarquables se trouve le point | ? (On pourra utiliser des arcs capables.)
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Similitudes planes - EXERCICES - page 2

‘ Page précédente Page suivante b-
EXERCICES
Page 2

Exercices 13 a 18

13. Les deux crochets ci-dessous sont directement semblables.

Utiliser les résultats de I'exercice 12 pour déterminer les éléments caractéristiques de la
similitude qui applique I'un des crochets sur l'autre (rapport, angle, centre).

14. Les deux crochets ci-dessous sont directement semblables.

Déterminer les éléments caracteéristiques de la similitude qui applique I'un des crochets sur
I'autre.
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15. Méme question qu’'a I'exercice 14 pour les deux crochets ci-dessous.

16. Soit f = r(A,a)oh(A,k) (k>0, k#1) une similitude non isométrique directe,
donnée sous forme réduite. On suppose que I'angle a n’est ni zéro, ni 11, modulo 2Tt.
Nous allons démontrer qu’aucune droite n’est globalemnt invariante par f.

Soit D une droite quelconque du plan. Quel est I'angle de droites ED‘};ED}} ? Quel
A

est l'angle de droites ( (1) :’-’T(}E(D]']' y ? Quel estl'angle de droites [ py ,;E};'I:DH ) ?
Conclure.

17. Soit f = SN h(A,k) (k>0, kz1, AOD) une similitude non isométrique indirecte,

donnée sous forme réduite.

a) Nous allons démontrer que D, et la droite A perpendiculairea D en A, sont
globalement invariantes par f.

Quelle est 'image de D (respectivement:de A) par h ? Quelle est I'image de cette

image par Sy ? Conclure.

b) Nous allons démontrer qu’aucune autre droite n’est globalement invariante par f.
Soit E une droite quelconque du plan. On suppose que f(E) = E.

Soit E; I'image de E par h. Quelle est la position relative de E etde E; ? (Voir

I'exercice 7.) Puisque f(E) = E, quelle est necessairement 'image de E; par Sy ?
Quelles sont les positions relatives possibles de E etde D ?

On suppose E//D et EZD. Puisque E; = Sy (E), les droites E; et E sont-elles
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dans le méme demi-plan limité par D ? Puisque E; estl'image de E par ’homothétie h,
dont le rapport est positif, les droites E et E; peuvent-elles étre dans deux demi-plans

différents limités par D ? En déduire quesi E//D,alors E=D.

On suppose que E OD . Quelle est 'image de E par S5 ? Quelle est par

conséquent I'image de E par h ? Comment est situé le point A par rapporta E ?
Conclure.
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Lasymétrie plane - PROBLEMES - page 1

‘ Page pr écédente Page suivante b-

Problemes et exercices généraux

Page 1

Exercices 1a6

1. Quel est le groupe de symétrie de la figure constituée de deux demi-droites ouvertes de
méme origine ? On demande de justifier la réponse par des démonstrations.

-

&;.L Corrigé 1

2. Quel est le groupe de symétrie de la figure ci-dessous, ou la répétition des motifs est
suposée indefinie a droite et a gauche ? On ne demande pas de démonstrations, mais on
demande une réponse precise et complete.

{AAAA

Motif indien du sud-ouest des Etats-Unis, fin 19e-début 20e siécle

elcC. ele.

-

E;IL Corrige 2

3. On considere la figure X, constituée de la réunion d’'un cercle C, de centre O, et de
I'infinité des cercles C,, transformés de C par les homothéties de centre O et de rapports

2n (n02).
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Quel est le groupe de symétrie de X ? On demande de justifier la réponse par des
démonstrations.

‘E_'/Q Corrigé 3

& Adobe

4. Analyser en termes mathématiques la régularité de la calligraphie ci-dessous.

Calligraphie coufique circulaire répétant huit fois le nom de Mohamed

On demande de donner la symétrie exacte de I'ensemble, abstraction faite du coloriage noir/
blanc, et compte tenu de ce coloriage. On demande aussi d’analyser, en particulier, la
regularité du bord extérieur, celle du centre, et celle de la composition.

-

‘E/'L Corrige 4
< hdobe

5. Analyser en termes mathématiques la régularité de la rosace ci-dessous. On analysera
I'effet de contraste entre le cercle extérieur et le remplissage intérieur.
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Motif indien du sud-ouest des Etats-Unis, fin 19e-début 20e siecle

ﬂii Corrigé 5

6. Quel est le groupe de symétrie d'un demi-plan ? On demande de justifier la réponse par
des démonstrations.

44 Accuell %te_'
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‘ Page pr écédente Page suivante b-

Problemes et exercices généraux

Page 2

Exercices 7a 10

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

/. Analyser en termes mathématiques la régularité de la rosace ci-dessous.

Motif indien du sud-ouest des Etats-Unis, fin 19e-début 20e siecle

On analysera la symétrie du bord extérieur, celle du remplissage central, et celle de la
composition.

8. Symétrie parfaite du cercle

I
Quelle est la définition du groupe de symétrie d’'une figure ?

[
Soit X une figure bornée non réduite a un poiont. On note Gx le groupe de symétrie de

X.

1. Siune similitude appartienta Gy, que peut-on dire de son rapport ?
2. Gy contient-il des translations ?
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3. Soit f une réflexion glissée. Quelle est la nature de l'isométrie fof ? Gy contient-il

des réflexions glissées ?

4. On suppose que Gy contient deux rotations distinctes de l'identité : r; de centre O,

etd’angle a,, et r, decentre O, etdangle a, .

a) A quelle condition sur a; et a, lacomposée r, or; est-elle une translation ?

] — H
On suppose qu’'on est dans ce cas. On note ' le vecteur de la translation.
, . e . . .. . . N
Déterminer " en fonction des deux rotations (on pourra choisir un point particulierement
simple et construire son image par r, or; ). En déduire que si r, o r; est une translation, O,

et O, sont confondus.

b) On ne suppose pas que r, 0 r; estune translation.
Utiliser les symétries de la figure r,(X) pour trouver deux rotations appartenant a

Gy et dont la composee est une translation.

N.B. : On pourra admettre et utiliser la propriété suivante, intuitivement évidente: Si 'Y est
unefigureet f une similitude (par exemple f est une rotation ou une réflexion), et si le
groupe de symétriede Y contient unerotation de centre O et d'angle a, alorslegroupe
de symétrie de lafigure semblable f(Y) contient larotation dont le centre est le point
semblable f(O) etdontl’angleest: a s f estdirecte, -a s f estindirecte. Voir
exercice 12.

Que peut-on dire des points r,(0;) et O; ? En deduire que O; et O, sont confondus.

5. On suppose que Gy contient une rotation de centre O et d’angle o, et une réflexion

sp d’axe D . En utilisant les symétries de la figure sp(X) (voir le N.B. ci-dessus), démontrer

que OUD.

1
Pouvez-vous exprimer en termes mathématiques I'idée pythagoricienne que le cercle est

une figure parfaite ?

0. a) Quel est le groupe de symétrie d'une figure asymétrique ?
b) Soit X une figure du plan, et soit X' une figure semblable a X . Démontrer que X
est asymeétrigue si, et seulement si, il existe une unique similitude qui donne de X I'image X'.

10. Analyser en termes mathématiques la régularité des rosaces et des frises ci-dessous.
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ate.

Motifs indiens du sud-ouest des
Etats-Unis, fin 19e-début 20e siecle
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‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Problemes et exercices généraux

Page 3

Exercices 11 et 12
Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

11. a) On considere la rosace ci-dessous, bornée (on n’envisage pas I'étude du remplissage
régulier du plan tout entier, suggere par le dessin).

Panneau peint, Damas. Extrait de J. Collin, voir bibliographie

Quel est le groupe de symétrie de la rosace ?
Sion y regarde de plus pres, on s’apercoit que certaines des bandes de I'entrelacs
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passent par dessus, les autres par dessous. Quel est le groupe de symétrie de la figure,
compte tenu de cette dissymétrie ?

b) Etudier la symétrie du remplissage régulier du plan tout entier, suggéré par le dessin (ce
remplissage, non borné, s’obtient en prolongeant régulierement le dessin dans toutes les
directions).

12. Le but de cet exercice est de comparer les éléments des groupes de symétrie de deux
figures semblables.

1) Soit X une figure du plan. Donner la définition du groupe de symétrie de X.

2) Soit R un rectangle qui n'est pas carré.

a) Quel est le groupe de symétrie Gg de R ? (On demande la liste précise des

éléments de Gg . On ne demande pas de démonstrations.)

b) Soit D une droite quelconque du plan. Dessiner D, R, etle rectangle sp(R)
réflechi de R parrapporta D . Comparer les €éléments des groupes de symétrie Gr et Ggp
R) des deux rectangles. (On demande d'exprimer les éléments de GgpR) a l'aide des

éléments de G etde sp . On ne demande pas de démonstrations).

3) On considere deux figures semblables quelconques du plan : X étant une figure
guelconque du plan, et g une similitude quelconque, on considere les figures X et g(X).
Démontrer que les groupes de symétrie Gy et Gyx) sont liés par la relation :

fO0Gx < gofog?l O Gyyy -

4) Soit maintenant f et g deux similitudes quelconques du plan. On veut comparer les
similitudes gofog-l et f, c'est-a-dire comparer la nature et les éléments caractéristiques
de gofog-l etde f.

a) On suppose que f estune réflexion s, d'axe A.
La similitude gosyo0g -1 est-elle directe ou indirecte ? Quel est son rapport ?
Démontrer que g o sy 0 g1 estlaréflexion daxe g(d). (On pourra étudier I'image d'un point
de la droite g(A) par gospogl.)
b) On suppose que f est une isométrie quelconque.
Démontrer que gofo g1l estuneisométrie de méme nature que f, et donner
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les éléments caractéristiques de gofog-1, enfonctionde g etdes éléments
caracteristiques de f. (On distinguera tous les cas possibles suivant la nature de f. On
pourra décomposer f en produits de réflexions et utiliser le résultat de la question 4) a).)

5) a) Soit &' un vecteur non nul. Faire un schéma représentant W etune figure F
dont le groupe de symétrie est le groupe de translations { t, 7* / n 0 Z }.

b) Soit w un point quelconque du plan. Soit g la similitude directe de centre w, de
rapport 2 etd'angle 174 . Ajouter au schéma précédent le point w et dessiner g(F) .
Exprimer a l'aide de ' etde g les €léments du groupe de symétrie Gy de la figure g

(F) .

44 Accuell %}-b

Problémes corrigés i

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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« Problemes - page 3

‘ Page pr écédente Page suivante P

Problemes et exercices géneraux

Page 9

Exercices 27 a 29

27. Analyser en termes mathématiques la régularité de la vignette décorative ci-dessous.

LiunK. | e
ASSELBEHi_i;} oo Mo
o 1931 £

Maurits C. Escher, gravure sur bois

On donnera le groupe de symetrie qui décrit la répétition reguliere de la licorne ailee. On
étudiera les dissymétries, ainsi que la composition de la vignette, inscrite dans un rectangle.

ﬁ;'_k; Corrigé 27

28. 1) Dessiner a main levée le polygone régulier P et le point O disposés comme sur le
schéma ci-dessous.
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b

a) Quel est le nom de ce polygone ? Quel est son groupe de symétrie ? (On demande
une réponse précise et compléte ; on ne demande pas de démonstrations.)

b) Dessiner I'image P’ de P par la similitude s de centre O, d'angle - W2 et de
rapport 3/2 . Indiquer sur le schéma I'un des axes de symétrie de P, soit D, et sonimage s
(D) par s.

c) Exprimer les éléments caractéristiques des symétries de P’ au moyen de la
similitude s et des éléments caractéristiques des symétries de P . (On ne demande pas de
démonstrations.) N.B.: une symétrie d'une figure est un élément de son groupe de symetrie.

d) En utilisant le groupe de symétrie de P, trouver deux similitudes différentes qui
donnent toutes les deux de P l'image P’ (on ne demande pas de trouver les formes
reduites). Peut-on dire que P et P’ sont deux figures “de méme sens” ? Peut-on dire que
ces figures sont “de sens contraire” ? Peut-on dire qu'elles "ont un sens” ? (On demande de
justifier les réponses.)

2) Soit f une symétrie quelconque de P .

a) Quelle est l'image de P’ par la similitude s1 ? par fos?® ? par sofos?l ? Choisir
pour f une symétrie particuliere de P, et dire (sans démonstration) quelle est la similitude
sofosl, enindiguant sur le schéma ses éléments caractéristiques.

b) On dit couramment, par abus de langage, que les polygones P et P’ "ont le méme
groupe de symétrie” . Pouvez-vous donner un sens mathématique preécis a cette expression ?

'E_'/g Corrigé 28

Adobe

29. Le dessin ci-dessous
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est-il symétrique ? asymétrique ? dissymétrique ? Justifier les réponses.

Ce dessin est constitué de deux "crochets” semblables. Indiquer le centre, I'angle et le
rapport de la similitude qui applique I'un des crochets sur l'autre.

Compléter le dessin pour en augmenter la symétrie, sans faire apparaitre d'axe de
symétrie. On demande de faire un schéma et de le justifier.

44 Accuell Su_ite_h

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Problemes et exercices généraux

Page 10

Exercice 30

30. On considére la mosaique romaine reproduite ci-dessous.

——

a
L
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i il i Eath

On ne tiendra pas compte des déformations dues a I'angle de la prise de vue et on
comprendra, par exemple, que la courbe qui entoure le dessin de la téte est un cercle.

a) On considere le motif indiqué par le chiffre 1 sur la photographie, et les isométries ou
les similitudes qui appliquent ce motif sur les motifs indiqués par les chiffres 2, 3, ..., 8. Dans
chaque cas, dire de quelle isométrie ou de quelle similitude il s'agit, et préciser ses eléments
caractéristiques.

b) Analyser en termes mathématiques la régularité de la partie de la mosaique située a
I'extérieur du cercle.

G

/.L Corrigé 30

44 Accuell %}

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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" Page pr écédente Page suivante b-

Problemes et exercices généraux

Page 11

Exercices 31 a 35

31. On considéreles deux “crochets’ du schéma ci-dessous, I’un nommé 1 et I’ autre nommé 2.

1. Trouver unerotation r, unetrandation t et uneréflexion s tellesquela

composée sotor appliquelecrochet 1 surlecrochet 2. Ondemande de

représenter sur le schéma les éléments caractéristiques de chacune des trois Corrigé 31
applications, ains que lesimages successives du crochet 1 par les applications. 1
On ne demande pas de démonstrations.

2. Peut-on appliquer 1 sur 2 par un antidéplacement ? Justifier la réponse. Corrigé 31

Peut-on appliquer de 1 sur 2 par un déplacement ? Justifier la réponse. 2
3. Donner une isométrie exprimeée sous forme réduite qui applique 1 sur 2 : on Corrigé 31
demande de représenter sur le schéma les é éments caractéristiques de I’isométrie 3

réduite, et de donner le nom de |’ isométrie.

32.
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1. On considére un carré. Quel est le groupe de symétrie du carré ? (On demande
laliste précise et compléte des éléments du groupe ; on he demande pas de

) : Corrigé 32 1
démonstrations.) d
2. On colorie deux coté opposés du carre en vert, et les deux autres cotés en brun.
Quel est le groupe de symétrie du carré colorié ? (Une isométrie qui envoie un coté Corrigé 32 2
vert sur un cété brun — ou un brun sur un vert — n’ est pas une symétrie du carré d
colorié.)
3. On décolore I’ un des cotés bruns en brun clair, et I’ un des verts en vert clair. _

Corrige 32 3

Muni de ce nouveau coloriage, le carré est-il symétrique ? Est-il asymétrique ? Est-
Il dissymétrique ? Justifier les réponses.

33.

Lafigure ci-dessus est |a photocopie d’ une page d' un livre d’ architecture. L’ architecte y analyse, par le
schéma, une fagade de béatiment. On voit sur la fagade des modules se répéter régulierement
indéfiniment a gauche et a droite : lafigure considérée n’ est pas une facade réelle (qui serait bornée)
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maisune “frise” virtuale non bornée.

1. L’architecte adessinélesaxes EF et GH pluslongsquelesaxes AB et CD
(voir en particulier leniveau deslettres B, D, F et H en bas). Le schéma exprime
ains une hiérarchie entre les axes (les axes les plus longs sont |es plus importants).
Exprimer en termes mathématiques, au moyen des propriétés de la frise entiere (non
bornée), les raisons geomeétriques de cette hiérarchie.

2. L’architecte a dessiné des segments, qu’il atousnommeés 1, en bas du schéma.
Ces segments indiquent des parties homologues de lafrise. Quelles sont les
applications mathématiques qui correspondent alarépétition du chiffre 1 ?

3. Onnote Gg legroupe de symétrie de lafrise (non bornée). Donner laliste précise
et compléte des é éments du groupe. (On ne demande pas de démonstrations.)

4. Lesnotations de I’ architecte confondent sous le méme nom des droites et des
parties de lafrise. On vous demande de jouer les mathématiciens : distinguez les axes
et les parties par des numérotations et des’, et indiquez, d’ une maniére precise, au
moyen des élémentsde Gg, quelles sont les “confusions” opérées par | architecte
(C est-a-dire indiguez comment les objets nommés du méme nom par |’ architecte se
déduisent mathémati quement les uns des autres).

5. Onconsidere lafrise “nommée” du mathématicien, ¢’ est-a-dire qu’ on cesse de
considérer comme interchangeables des droites ou des parties que I’ architecte
confondait par ses notations. Par exemple deux droites, nommées maintenant A, B,

et A3B3, nesont plusinterchangeables (I’ état d’ esprit est analogue a celui d’un
observateur qui se regarde dans un miroir et qui décide de distinguer un bras droit
humain d'un bras gauche, si bien qu’il “voit” qu’aucun déplacement ne pourrait
I” appliquer sur son reflet dans le miroir).

Quel est le groupe de symétrie de la frise “nommée” du mathématicien ?

Quel est le groupe de symétriedela frise “nommeée” de I’ architecte ? Les notations
de I’ architecte donnent-elles une bonne idée globale de la symétrie de lafacade ?

34.
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VZaa

\. Analyser en termes mathématiques I’ équilibre
'| de lafigure ci-contre. On analyserala symétrie
| du pourtour, celle de'image centrale, et celle
/' delafigure dans son ensemble.

35.

Corrigé 34

Soit L unlosange non carré. Soit A une médiane du

losange et s, laréflexiond axe A.

1. Soit L’ lafigureréfléchiede L par rapporta A . Faire un schéma
représentant L, A et L’ .

2. Onnote G legroupedesymétriede L . Donner laliste des ééments du

groupe, en indiquant sur le schéma leurs éléments caractéristiques. (On ne demande
pas de démonstrations.)
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3. Peut-on trouver une rotation qui applique L sur L’ ? Si oui, en donner un Corrige 35
exemple ; sl non, expliquer pourguoi. 3

4. Onveut étudier I’ensemble A de toutes lesisométries qui appliquent L sur

L. Corrigé 35
a) Enutilisant sy etlesélémentsde G, , trouver quatre isométries 4a

différentes qui appliquent L sur L’ .

b) Indiquer unsommet S de L surleschémaet lesimagesde S par chacune

des quatre isométries. En déduire I’ expression simple de chacune des quatre Corrigé 35
isométries, et indiquer sur le schéma leurs éléments caractéristiques. 4b

c) Existe-t-il dans A d autres isométries que les quatre déjatrouvées ? Si oui, Corrige 35
lesquelles ? Si non, pourquoi ? 4c
44 Accuell Su_lte_b

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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LA SYMETRIE PLANE
Problemes et exercices généraux

Page 12

Exercices 36 a 41

s

Texte 36 Corrigé 36
Texte 37 Corrigé 37
Texte 38 Corrigé 38
Texte 39 Corrigé 39
Texte 40 Corrigé 40
Texte 41 Corrige 41

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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‘ Page pr écédente Page suivante ’-

Arcs capables

(Arc “capable’ signifie capable de “ voir un segment donné sous un angle
donné’ )

Angles inscrits

Soit un cercle, une corde [AB] du cercle, et un point
M situé sur I'un des arcs d’extrémités A et B.
Lorsque M varie sur l'arc, I'angle orienté de demi-

droites ([MAHMB}} est constant.

Soit (xAy) latangente au cercle en A, [Ax) étantla
demi-droite qui n'est pas située du méme c6té de (AB)
que M. Alors:

([Ac],[4B)) = ([Ma),[p1B)) [21] .
(C’est un cas “limite” du précédent, lorsque M “tend
vers A” )

Soit N un point du cercle, situé sur l'autre arc
d’extrémités A et B. Lorsque N varie sur cet arc,

I'angle orienté de demi-droites ( [NAHNB} y est
constant et :

t[[m]ﬁwﬁn = ([M4),[MB)) * T
211 .

Soit le cercle symétrique du premier par rapport a la
droite (AB), et M’ le point symétrique de M par
rapport a (AB). Alors:

([Mra),[M/B)) = — ([Ma),[MB))
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Arcs capables

[ 2m] .

Arcs capables

Soit [AB] un segment donné, et a un nombre réel, different de zéro modulo 1T (C.-a-d.
diférent de zéro et de 11, modulo 2m).

L’ensemble des points M du plan tels que I'angle orienté de demi-droites vérifie :

([Ma4),[MB)) = o [2m]
est I'arc de cercle d’extrémités A et B construit de la maniére
¥ suivante :
1. tracer (xAy) en utilisant

—_———

([Az),[AB)) = %
2. trouver le centre du cercle a l'aide de la perpendiculaire a
(xAy) en A et de la médiatrice de [AB],
3. choisir I'arc qui n'est pas du méme c6té de (AB) que [AX).

L’ensemble des points M du plan tels que I'angle orienté de droites vérifie :

—_———

((M4),(MB)) = [T
est le cercle passant par A et B construit de la maniéere
suivante :
A% B 1. tracer (xAy) en utilisant

—_—

i ([Az),[AB)) = 9
2. trouver le centre du cercle a l'aide de la perpendiculaire a
(xAy) en A etde la médiatrice de [AB].

L’ensemble des points M du plan tels que I'angle géométrique ANB vérifie :

file://IC|/architecture/SyANN/arc_cap.htm (2 of 3)01/06/2005 04:41:47 »


javascript:na_open_window('win', '../Sy3/is_rotag.htm#aorot', 0, 0, 640, 600, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'http://', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', '../Sy3/is_rotag.htm#ag', 0, 0, 640, 270, 0, 0, 0, 1, 1)

Arcs capables

Apdg = a (onsuppose 0<a<Tr)

est la réunion des deux arcs de cercles symetriques d’extrémités
A et B, construits de la maniére suivante :

1. tracer I'une des deux droites (xAy) qui verifient .45 = o,
2. trouver le centre de I'un des cercles a 'aide de la
perpendiculaire & (xAy) en A et de la médiatrice de [AB],

3. choisir I'arc qui n'est pas du méme c6té de (AB) que [AX),
4. ajouter I'arc symétrique par rapport a (AB) .

Cet ensemble est le méme que I'ensemble des points pour lesquels I'angle orienté de demi-

droites veérifie :

—_———

([pra),[pB)) = *o [2m]

44 Accueil suite [

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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‘ Page pr écedente

44 Accuell

Angle inscrit
Antidéplacement
Arc capable
Asymétrie

Axe architectural

Bilatéral
— symeétrie

Bornée (figure)

Capable (arc)
Caractéristique (élément)
Coloriage

Composer

Symétrie et mathématiques: BIBLIOGRAPHIE

L por

/i

Mathématiques - Art - Architecture: LIENS

LA SYMETRIE PLANE

Index

Glissement

Globalement invariant

— droites : voir "Invariant”
Groupe

Groupe de symétrie

— simultanés

Hendécagone
Heptagone
Hexagone
Homothétie

— rapport d'

Homothétiques
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Rapport

— de similitude
— d’homothétie
Réflexion

— glissée
Régularité
Répétition
Retournement
Rosaces
Rotation

Rythme

Semblables (figures)

— semblablement posées
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Composition (plastique)

Composition de réflexions

Décagone
Demi-tour
Déplacement
Dessin
Dessins-tapis
Directe (similitude)
Dissymétrie
Dodécagone
Droites globalement
invariantes

voir "Invariant”

Eléments caractéristiques

Ennéagone

Figure

— bornée

Indirecte (similitude)

Interruption (d’une
répétition)
Invariant
— droites invariantes :
— par une isométrie
— par une similitude
— globalement
— point par point
voir aussi “Points fixes”

Isométrie

Isométriques (figures)

Octogone

Ordre sur les types

de symétrie

Pavages (ou “dessins-tapis”)

Pentagone

Points fixes :

— d'une isométrie
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Sens des figures
Similitude

— directe

— indirecte

— non isométrique
— rapport de
Simultanés (groupes)
Sous-groupe

Spirale logarithmique
Surjective (application)
Symétrie

— axiale

— bilatérale

— centrale

— du cercle

— globale

— groupe de

— rayonnante

— type de


javascript:na_open_window('win', '../Sy2/gpdf.htm#sgp', 0, 0, 530, 650, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', '../Sy2/gpdf.htm#sgp', 0, 0, 530, 650, 0, 0, 0, 1, 1)

LA SYMETRIE PLANE - Index

) L — d'une similitude )
— isométriques Translation

Points invariants .
— semblables Type (de symétrie)

_ ) voir “Points fixes” . ,
Fixes (points) — relation d’ordre sur les

_ _ _ Polygones réguliers
voir "Points fixes"

L Pythagoricienne (école)
Forme réduite :
— d'une réflexion glissée

— d'une similitude

Frises
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Mathématiques (ouvrages généraux , ouvrages de vulgarisation)

AUDIRAC J. L. et al., Mathématiques, Terminales C et E, Algébre et Géométrie,
Magnard, Paris, 1986.

BOUAZZI M., Modules, reégles de composition et régularité: aspects
mathématiques, dans Le module dans les arts plastiques (ouvrage collectif), pp. 43 &
65, Editions du Centre d'Art Vivant de la Ville de Tunis, 1988. [Exposé, sur deux
exemples particuliers, de quelques-unes des idées mathématiques permettant I'étude
des compositions décoratives régulieres.]
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“Horizons mathématiques”, dans Al Madar, revue de la Cité des Sciences de Tunis,
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LOCKWOOD E. H. and McMILLAN R. H., Geometric Symmetry, Cambridge
University Press, 1978.

MARTIN G. E., Transformation Geometry, An Introduction to Symmetry, Springer-
Verlag, New York, 1982. [Introduction a I'étude mathématique de la symétrie en
général, et des compositions répétitives régulieres en particulier.]

WENNINGER, Polyhedron Models, Cambridge University Press, 1971. [Recueil
complet de tous les polyedres uniformes (les cing solides platoniciens, les treize
solides archimédiens, et tous les autres, en tout : 119) avec pour chaque modéle une
photographie de maquette et son patron.]

WEYL H., Symmetry, Princeton University Press, 1952, publié en francgais sous le
titre Symétrie et mathématique moderne, Flammarion, Paris, 1964. [La symétrie
dans les sciences et les arts, conférences prononcées par un grand nom de la
physique et des mathématiques, devant des publics de non spécialistes.]

Architecture

BAHRI-MEDDEB A., Les principes de la composition architecturale, polycopié de
I’Institut Technologique d’Art, d’Architecture et d’Urbanisme, Tunis, 1994-95.

CHING F. D. K., Architecture : Form, Space and Order, Van Nostrand Reinhold,
New York, 1979.

LURCAT A., Formes, composition et lois d'harmonie, éléments d'une science de
I'esthétique architecturale, tome 1V, Vincent, Fréal et C*, Paris, 1955.



MEUNIE L., L'architecture et la geéométrie - symétries et rythmes harmoniques,
Vincent, Fréal et C*, Paris, 1968.

Décorations réguliéres (recueils de motifs, ouvrages mathématiques
spécialisés)

BELANGER GRAFTON C., Floral Patterns, 120 Full-Color Designs in the Art
Nouveau Style by M. P. Verneuil, Dover, New York, 1981 (réédition de planches

choisies de : VERNEUIL M. P., Etude de la plante : son application aux industries
d’art, Librairie Centrale des Beaux-Arts, Paris, n.d., v. 1900).

BOURGOIN J., Arabic Geometrical Pattern and Design, Dover, New York, 1973
(réédition des 200 planches de : BOURGOIN J., Les éléments de I’art arabe : le
trait des entrelacs, Firmin-Didot, Paris, 1879).

Catalogue de I’exposition Apogée du Jelliz tunisien “Qallaline” du XVI° siécle au
XX® siécle, Galerie Driba Espace d’Art, La Marsa, Tunisie, 1995.

COLLIN J., Etude pratique de la décoration polygonale arabe, recueil de modéles a
I’'usage des arts décoratifs, ouvrage publié sous les auspices de la Commission
officielle pour le relevement des industries d’art indigénes de Tunisie, Librairie de la
Construction Moderne, Paris, n.d.

OWEN JONES, The Grammar of Ornament, Day and Son, London, 1856 ; Studio
Editions, London, 1986, 1988.

PRISSE D’AVENNES A.C.T.E., L’art arabe, Bookking International, Paris,
1989 (réedition de 109 planches choisies de : PRISSE D’AVENNES A.C.T.E.,
L’art arabe d’apres les monuments du Caire depuis le VII° siécle jusqu’a la fin du
XVINI¢ siécle, Morel et C*, Paris, 1869-1877).

SAVARIAU J., Groupes ornementaux, polycopié de I''REM de l'université de
Poitiers, 1977-78. [Etude mathématique des compositions répétitives réguliéres.]

SCHATTSCHNEIDER D., The Plane Symmetry Groups, Their Recognition and
Notation, American Mathematical Monthly, 85, 1978, pp. 439 a 445. [Aide mémoire
mathématique.]

SMITH SIDES D., Decorative Art of the Southwestern Indiens, Dover, New York,
1961.

1990 Liverpool 1881

Pour aller plus loin

COXETERH.S. M. et al., M. C. Escher: Art and Science, North Holland,
Amsterdam, 1986.

CRITCHLOW K., Islamic Pattern, An Analytical and Cosmological Approach,
Thames and Hudson, London, 1976, 1989.

CRITCHLOW K., Order in Space, A Design Sourcebook, Thames and Hudson,
London, 1969, 1979.



GARDNER M., The Ambidextrous Universe, Basic Books, New York, 1964 ;
Penguin Books, London, 1982 ; traduction francaise : L’univers ambidextre, Science
ouverte, Le Seuil, Paris, 1985.

GRUNBAUM and SHEPHARD, Tilings and Patterns, Freeman and C°, NewYork,
1987. [700 pages: une véritable encyclopédie sur I'étude mathématique des
compositions répétitives réguliéres.]

HOFSTADTER D. R., MATHEMAGICAL THEMAS, Parquet deformations : patterns of
tiles that shift gradually in one dimension, Scientific American, July 1983, pp. 12 &
18. [Description, par un mathématicien, d'un travail mené par un professeur de
design dans un atelier d'une école d'architecture aux Etats Unis.]

LEGER C. et TERRASSON J.-C., MATHEMATIQUES, Pavages et métamorphoses des
pavages, Encyclopaedia Universalis, Universalia 1987 (supplément annuel), pp. 305
a 312. [Etat des travaux mathématiques sur la question en 1987.]

MacGILLAVRY C. H., Symmetry Aspects of M. C. Escher's Periodic Drawings,
Oosthoek, Utrecht, 1965 ; réimpression : Fantassy and Symmetry, 1976. [Ouvrage
d'enseignement sur les groupes de symétrie, en particulier les groupes de couleurs
(cours universitaire de cristallographie), dont les "shémas" sont des dessins
d'Escher.]

NOEL E., La symétrie aujourd’hui, (entretiens avec treize spécialistes de disciplines
variées), Points Sciences, Le Seuil, Paris, 1989.

SCHATTSCHNEIDER D., Visions of Symmetry - Notebooks, Periodic Drawings,
and Related Works of M. C. Escher, Freeman and C°, New York, 1990, traduit en
francais par M. BOUAZZI sous le titre : Escher - Visions, Le Seuil, Paris, 1992.
[Escher : recueil exhaustif de ses dessins de pavages réguliers, histoire de la
"théorie" mathématique personnelle de I'artiste et de ses relations avec le monde
scientifique.]

SHUBNIKOV A. V., Symmetry of Similarity, trad. anglaise dans Soviet Physics
Crystallography, 5, 1961, pp. 469 a 476. [Shubnikov, grand nom de la physique, est
I'un des fondateurs de I'étude mathématique actuelle de la symétrie.]

SHUBNIKOQV and BELOV, Colored Symmetry, Pergamon Press, Oxford, 1964.
[Voir Shubnikov, ci-dessus.]

SHUBNIKOV and KOPTSIK, Symmetry in Science and Art, (traduit du russe),
Plenum, New York, 1974. [Voir Shubnikov, ci-dessus.]
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Le schéma ci-joint représente une spirale de modules tous semblables et
réguliérement disposés. Il suggére une figure non bornée S ol les modules se
répétent réguliérement indéfiniment, sans début ni fin.

. Dessiner sur le schéma le module qui précéde le premier des modules déja dessinés,
et celui qui succéde au dernier.

. On nomme mp 'un des modules, et m; "'un des deux modules adjacents a m,.
Indiquer my et m; sur le schéma. Pourquoi n’existe-t-il qu’une seule similitude
appliquant mg sur m,; ? Soit f cette similitude. Est-elle directe ou indirecte ? Justifier
la réponse et donner les éléments caractéristiques de f (on construira en particulier
le centre sur le schéma ; on ne demande pas de démonstrations).

. On nomme m, le module qui suit m, , c’est-a-dire celui qui est adjacent & m; du coté
opposé a mp. Quelle est la similitude qui applique m, sur m, ? Justifier la réponse.

. Démontrer que f appartient au groupe de symétrie Gg de S et donner deux autres
éléments du groupe Gg.

N.B. Tous les schémas doivent étre faits a main levée (en s aidant du quadrillage).
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. Voir sur le schéma les modules m, et m,, ou m,, précéde le premier des modules déja
dessinés et m, succéde au dernier (le sens de succession choisi est arbitraire ; si on
choisit le sens inverse, m, sera le précédent et m, le suivant).

. Il n’existe qu’une seule similitude appliquant m, sur m; car ces modules sont
asymétriques. La similitude f qui applique mgsur m, est directe car les modules
sont dans le méme sens (les modules ont un sens : si on retourne 1’un des modules,
le retournement est visible puisque le groupe de symétrie du module ne contient
aucun retournement).

Soient M et N deux points du module m, et soient M’ et N’ les points homologues
de m ;. On voit sur/le\ schéma que ’angle et le rapport de fsont :

—_— —D
(MN, M’'N’) = -n/d et M’N’/MN = 2.

Pour les points M et N que nous avons choisis (voir schéma), les droites MN et
M’N’ se coupent a/uientre Adefcar:

—> -

(AN, AN) = - /4 et AN’/AN = 2.
Remarquons que d’une maniére générale, pour d’autres points homologues, M et
M’, P et P’ par exemple (voir schéma), on pourrait nommer I I’intersection des
droites MP et M’P’ et construire I’intersection des cercles IMM’ et IPP’, Les cercles
se coupent en I eten A. (En appliquant cette construction aux points M, M’, N et
N’ on trouverait deux cercles tangents : I = A.)

. On voit sur le schéma que la similitude qui applique m, sur m, a le méme angle et le
méme rapport que f, et que son centre est le méme puisque la méme construction,
appliquée a m, et m, au lieu de m, et m; , donne le méme point A. La similitude qui
applique m, sur m, est donc f.

. D’une mani¢re générale, on constate que
VneZ flmy)=my, et m,=f{m,,).
Donc
fiSY cS et ScAS),

fiS)=S.
Par conséquent Gg contient f.
Puisque Gg est un groupe, il contient nécessairement aussi toutes les similitudes f7,
n € Z, c’est-a-dire :

f'=1d,

£ = s, 4, 142 »

f2= Sa, -2, 2) »

= S(A, -31/4, 2¥2) » f* = Sa x4y = ha, -4, £ = hea, 16) » €tc.
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Les schémas représentent en rouge les éléments caractéristiques des
isométries du groupe de symétrie. Par exemple, une triade ) est un centre de
rotation d’ordre 3 (centre de 3 rotations dont les angles sont les 3 multiples de
2w/3). Les groupes sont classés en fonctionden(n=1,n=2 ..,n=6),oun
est I’ordre maximum des centres de rotations du groupe.

Un axe - = ~--— est I’axe d’une infinité de réflexions glissées dont les
vecteurs, par exemple pour le groupe « T,D, rhombique » (page 4 des schémas,
n=1), sont (2h+1)a (ou h € Z et a est le vecteur dessiné en noir sur le
schéma). Un axe est un axe de réflexion et aussi de réflexions glissées
dont les vecteurs, pour le méme exemple « T, D, thombique », sont 2ha (h € Z,
a dessing).

Le dessin répétitif d’ensemble est la trajectoire, sous le groupe de symétrie,
de n’importe lequel des —> | par exemple la trajectoire de celui qui est
indiqué en vert —2

Dans presque tous les cas, le groupe de symétrie est le produit du réseau T,
de translations du groupe (dont deux vecteurs de base sont indiqués en noir gras)
par un autre sous-groupe (par exemple, pour T,D, , le sous groupe D, , groupe
diédral d’ordre 1, correspondant a la symétrie bilatérale). Le dessin indiqué en
vert plein et pointillé (exemple : —93 ) est la trajectoire de 2 sousle
sous-groupe (exemple : sous D;). Le dessin d’ensemble est la trajectoire du
motif vert plein et pointillé (exemple : trajectoire de -2, ) sous le réseau de
translations. )

Les traits noirs fins délimitent des domaines du plan (parallélogrammes,
triangles, etc.) qui pavent le plan tout entier sous le groupe de symétrie du
dessin-tapis.

Les notations T,, T,D,, ..., sont celles de Savariau (voir bibliographie).
Elles indiquent clairement les produits de groupes. Les notations inscrites en
dessous : pl , cm, ..., sont les notations cristallographiques internationales.
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Géométrie dans I'espace

44 Accuell
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Orientation de |I'espace
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. Définition mathématique

. Convention technique

Orientation de l'espace
. Définition mathématique
. Convention technique

Exercices

Orientations dans l'espace
orienté

. Orientation d'un plan
. Orientation d'une droite
. Orientations compatibles

. Orientation d'une direction de
droites

. Orientation d'une direction de
plans

Exercices

Orthogonalité, angles
Angle de deux plans
Angle de deux droites

Orthogonalité

Perpendiculaire commune a

deux droites

EXERCICES

Isométries de |I'espace

Page suivante [

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

Introduction

Escalier
tournant sans
noyau plein

Encyclopaadia Universalis

Le but de cette partie est d'étudier des objets de l'espace,
d'une maniére tout a fait analogue a ce qui est fait en
géomeétrie plane dans la premiéere partie.

Cependant, les isométries et les similitudes de I'espace ne
sont pas étudiées dans l'enseignement secondaire d'une
maniere aussi systématique qu'en geométrie plane. C'est
pourquoi hous développons assez soigneusement leur
présentation.

En laissant de c6té des pans entiers de mathématiques, que
nous remplagons par des images, et en mettant en valeur des
notions-clés, nous espérons mettre a la disposition de
I'architecte I'outil geométrique, de la maniéere la plus rapide et
la plus efficace.
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Page suivante [

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

Introduction

Escalier
tournant sans
noyau plein

Encyclopaadia Universalis

Le but de cette partie est d'étudier des objets de l'espace, d'une maniere tout a fait analogue a
ce qui est fait en géométrie plane dans la premiéere partie.

Cependant, les isometries et les similitudes de I'espace ne sont pas etudiees dans
I'enseignement secondaire d'une maniere aussi systématique qu'en geométrie plane. C'est
pourguoi nous développons assez soigneusement leur présentation.

En laissant de coté des pans entiers de mathématiques, que nous remplacons par des

images, et en mettant en valeur des notions-clés, nous espérons mettre a la disposition de
I'architecte I'outil géométrique, de la maniére la plus rapide et la plus efficace.
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Orientation d'un plan en géométrie plane - Définition

‘ Page pr écédente Page suivante '.

Orientation de |'espace

L'objet mathématique orientation peut se définir d'une maniere algébrique,
rigoureuse et abstraite. Cependant il correspond a des idées intuitives, a desimages
et & des objets de |'expérience courante. Nous allons dans ce chapitre nous appuyer
sur les images, espérant donner une idée assez précise de |'objet mathématique et
permettre son utilisation pratique, sans entrer dans la complexité de la construction
algébrique.

L'orientation de I'espace se fait d'une maniere analogue al'orientation du plan en
géométrie plane. C'est pourquoi nous commencerons par indiquer lesidées
essentielles en géométrie plane, ou les propriétés sont faciles aimaginer. Nous
pourrons ennsuite les généraliser sans difficulté aladimension 3.

Orientation du plan en géomeétrie plane
Définition mathématique

La démarche mathématique pour définir I'orientation est la suivante.

1. Les mathématiques comencent par définir le fait d'étre de méme sens pour deux repéres

orthonormés du plan. Nous ne donnerons pas ici cette définition. Mais méme si on l'ignore, on
peut reconnaitre d'un coup d'ceil si deux repéeres orthonormés, matérialisés par des schémas,
sont de méme sens.

— -, .
(O, ¢, 7)e (0O, &', 37')sontdemémesens.
— — .
(O, i, 3 )e (O",s", ") nesont pasdeméme sens.

Par exemple, lesrepéres (O, 5§, 7 ) et (O, ¢', j'), dessinés ci-dessus, sont de méme
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Orientation d'un plan en géométrie plane - Définition
sens, ce qui correspond au fait qu'on peut les appliquer I'un sur l'autre par déplacement /
CaEPCa dans le plan.

Par contre, il est impossible de faire glisser de cette maniere le repere (O,
—_
I'amener a coincider avec (O", ", 4").

L'opération matérielle de glissement des objets solides sur le plan est une expérience concrete
dont l'opération mathématique de "déplacement/ CaEPCa" dans le plan (isométrie affine
positive en géométrie plane) est une abstraction, et nous venons d'imaginer une illustration
Intuitive de la propriété mathématique suivante.

Propriété

Deux reperes orthonormés du plan sont de méme sens si, et seulement si, I'un est

I'image de l'autre par un déplacement / CAEPCA.
(Cette propriété, qui caractérise les repéres "de méme sens’, se démontre en
mathématiques ; ce n'est pas celle qui permet de définir le "méme sens’, mais elle en est
voisine et elle est facile aimaginer.)

2. Les mathématiques démontrent ensuite la propriété suivante.

Propriété
Il y a deux sens, et deux sens seulement, pour les repéeres orthonormés du plan.

En effet, il y a au moins deux sens, parce gu'il existe des repéres qui ne sont pas de méme
sens.

Etil n'y a pas plus de deux sens puisque, si deux reperes ne sont pas de méme sens qu'un
méme troisieme, c'est que ces deux repéres sont entre eux de méme sens.

3. Vient alors la définition.

Définition et vocabulaire
Orienter le plan, c'est choisir I'un des deux sens de repéres orthonormés du plan.

Dans le plan orienté, les reperes qui sont dans le sens choisi pour l'orientation sont dits
positifs, ou directs. Les repéres qui sont dans l'autre sens sont dits négatifs, ou indirects.

44 Accuell %te’

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Espl/opl_df.htm (2 of 2)01/06/2005 04:42:03 «


javascript:na_open_window('win', 'msens_p.htm', 0, 0, 450, 200, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'msens_p.htm', 0, 0, 450, 200, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'nmsens_p.htm', 0, 0, 450, 250, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'aumoi2_p.htm', 0, 0, 450, 100, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'auplu2_p.htm', 0, 0, 550, 300, 0, 0, 0, 1, 1)

Orientation d'un plan en géométrie plane - Convention

‘ Page précédente Page suivante '.

Orientation du plan en géomeétrie plane

Convention technique

Pour les mathématiques, rien ne distingue les deux sens et, au moment de l'orientation, on
peut nommer direct I'un ou l'autre.

Mais, pour les sciences appliquées et les techniques, le sens conventionnellement direct est
"le sens contraire des aiguilles d'une montre" : un repere direct est un repéere dont le premier
vecteur s'applique sur le deuxieme par rotation d'un quart de tour dans le sens contraire des
aiguilles d'une montre.

S

C'est e sens qu'on utilise pour
les schémas de trigonométrie.

— C'est celui queles
0 i mathématiciens utilisent le plus
: souvent quand ils font des
schémas pour illustrer des
— propriétés abstraites.
J

Dans toute la suite de ce cours, nous utiliserons toujours ce sens pour les schémas et les
études d'objets concrets.
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Orientation de I'espace - Définition

‘ Page précédente Page suivante b.

Orientation de l'espace

Définition mathématique

1. Dans I'espace, de méme qu'en géométrie plane, on commence par définir le fait d'étre de
méme sens pour deux repéeres orthonormés. Nous ne donnerons pas ici cette définition, mais
méme si on l'ignore, on peut reconnaitre si deux reperes orthonormés de l'espace,
matérialisés par des schémas, sont de méme sens.

Schéma en perspective cavaliere

On imagine par exempleque O, O' et O" sont dansleplan dela

feuille de papier, ains quelesvecteurs 5 e i, i' e L', 3"
q —n
;ﬂ .
- — o
Lesvecteurs ¢ , 7' e §" sontperpendiculairesace plan. On
N - —
peut imaginer ¢ et ¢ " dirigésversl'avant,et +' vers
I'arriére.
* * *
-t = = e R
(O,¢,3,RkR)e (O, &', 4", k') sontdeméme sens.
— — — e o
(O, ¢ ,4,k)ea (0", i" 4" k") nesont pasdeméme
sens.
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Orientation de I'espace - Définition

Par exemple, lesrepéres (O, § , 4, k) et (O, ¢', 3', k'), schématisés ci-dessus,
sont de méme sens, ce qui correspond au fait qu'on peut les appliquer I'un sur l'autre par
déplacement /C AEPC4A dans I'espace.

Par contre, il est impossible de deplacer le repere (O, & , 5 , L ) pour l'amener a coincider

—_— — —
avec (O", ¢", 4", B") :
En donnant aux mots un sens imagé, c’est-a-dire en remplacant les “déplacements / AEPCa "
mathématiques (isométries positives dans I'espace affine de dimension 3) par des
déplacements matériels d’objets solides dans I'espace, nous avons donné une illustration
intuitive de la propriété mathématique suivante.

Propriété
Deux reperes orthonormeés de I'espace sont de méme sens si, et seulement si, 'un est
image de I'autre par un déplacement / (;aEID(;a
(Cette propri€te, qui caractérise les reperes “de méme sens’, se démontre en
mathématiques ; ce n'est pas celle qui permet de définir le * mémesens”, mais elle en est
voisine et elle est plus facile aimaginer.)

2. Comme en géomeétrie plane, les mathématiques démontrent alors la propriété suivante.

Propriéte
Il y a deux sens, et deux sens seulement, pour les reperes orthonormeés de I'espace.

En effet, il y a au moins deux sens puisque, nous venons de l'imaginer a l'aide de solides
imaginaires, il existe des reperes qui ne sont pas de méme sens. (Cette propriété se demontre
en mathématiques.)

Etil n'y a pas plus de deux sens puisque, si deux reperes ne sont pas de méme sens qu'un
méme troisieme, c'est que ces deux repéres sont entre eux de méme sens.

3. Vient alors la définition.

Définition et vocabulaire
Orienter I'espace, c'est choisir I'un des deux sens de repéres orthonormés de l'espace.

Dans I'espace oriente, les repéres qui sont dans le sens choisi pour |'orientation sont dits
positifs, ou directs. Les repéres qui sont dans l'autre sens sont dits négatifs, ou indirects.
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Orientation de |'espace - Convention

‘ Page précédente Page suivante b.

Orientation de l'espace

Convention technique

Pour les mathématiques, rien ne distingue les deux sens et, au moment de l'orientation, on
peut nommer direct I'un ou l'autre.

Mais, pour les sciences appliquées et les techniques, le sens conventionnellement direct est
celui qui est donné par "la regle de I'observateur d’/Ampere" : un repéere direct est un repere tel
gu'un observateur, debout suivant le premier vecteur (les pieds a l'origine, la téte vers
I'extrémité du vecteur), et regardant dans la direction du deuxiéme vecteur, ait le bras gauche
dans la direction du troisieme vecteur.

Perspective

cavaliere

représentant

o, ' e

7 dansle
plan dela

o feuille de

i papier, et

- B

= perpendicu-
laire ace
plan et
dirigévers

L J

|'avant.
- = —

(O, i ,4,k) e
direct.
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Orientation de |'espace - Convention

C'est le sens qu'on utilise
en physique.

C'est le sens qu'utilisent le
plus souvent les
mathématiciens quand ils
font des schémas pour
Illustrer des propriétés
abstraites.

Dans toute la suite de ce cours, nous supposerons toujours I'espace orienté et nous utiliserons
toujours le sens conventionnel pour les schémas et les études d'objets concrets.
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Orientation de I'espace - Exercices

‘ Page pr écédente Page suivante P

Orientation de l'espace

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

1. Observateurs d'’Ampere, gymnastique mentale

— —
Soit O un point de I'espace. Soit § et 7 deux vecteurs orthogonaux, de norme 1. Dans

—
tous les cas de figure dessinés ci-dessous en perspective cavaliere, représenter le vecteur &

— —
tel que le repere (O, & , j , & ) soitdirect.
1§ I} T T -
J J A ]
J
—* —* — - O O O =
O | : G ] a0 O ] | i
E i

(@) (b) () (d) (e) (f) (9)

Schémas en perspective cavaliere

On suppose dans tous les cas que O et ? sont dansle plan dela feuille de papier
—
etque J est: (a)et(b) dansleplan du papier,
(c) dirigéversl'avant,
(d) dansle plan du papier,
(e) et (f) dirigéversl'arriere,
(g) dansle plan du papier.

2. Permutations circulaires
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Orientation de I'espace - Exercices

Soit (O, ¢, F, &) unrepére orthonormé de I'espace (direct ou indirect).

Les permutations circulaires de la suite ordonnée ( § , 7 , %k ) sontles suites ordonnées de

ces trois vecteurs dans lesquelles I'ordre de succession relatif des vecteurs est toujours le

méme (en considérantque ¢ succedea % ).Cesont: (¢ , 3, %), (4, %k, ) et
— =

( ;ﬂ ) é H .;il )

-
]

On considere les trois repéres obtenus a partir de (O, 4, I ) par permutation circulaire

des vecteurs.

Faire un schéma représentant le repére (O, ? : ? : E) . Indiquer les deux autres reperes
sur le méme schéma (l'origine est la méme , les vecteurs sont les mémes , seul |'ordre
consideré pour les vecteurs est différent). Quel est le sens de chacun de ces repéeres ? (On
ne demande pas de démonstrations ; on pourra imaginer des observateurs d'’Ampeére.)

3. Miroirs

En géométrie dans I'espace, la symétrie orthogonale par rapport a un plan se nomme
réflexion, parce que c'est le modele mathématique de la réflexion optigue dans un miroir plan.

Faire un schéma représentant un repéere orthonorme (O, ¢ , 7 , &k ) del'espace, et son

— —
image par la réflexion par rapport au plan (O, ¢ , 7 ). Quel est le sens du premier repere ?
Quel est le sens du repere réfléchi ?

On peut considérer qu'une forme humaine privée d'un bras est la réalisation matérielle d'un

repére orthonormé (O, § , 4, k) : Oestle point ou se tient debout ce manchot, i va

? est dans la direction de son regard (le manchot a le cou raide : il
_l,

regarde toujours droit devant lui), % va vers son bras unique. (Si le bras unique est le bras

gauche, il s'agit d'un repere direct ; si le bras unique est le bras droit, il s'agit d'un repére

indirect.)

de ses pieds vers sa téte,

Lorsqu'un manchot du bras droit se regarde dans un miroir plan, voit-il un manchot du bras

droit, ou un manchot du bras gauche ? Si (O, ¢ ', 3’', k') estlimagede (O, ¢ , 3 ,
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Orientation de I'espace - Exercices

%L ) par une réflexion quelconque, pouvez-vous dire quel estle sensde (O, &', 7
E” ) ? (On demande de répondre, non pas par des démonstrations mathématiques, mais

grace a son expérience quotidienne des miroirs.)

4. Perpectives

Voici le schéma en perspective cavaliere d'un repére orthonormé de l'espace :

.. d'un repére ... oude deux! O, ? et E’ étant supposés dans la feuille de papier, on peut
voir ¢ venirvers l'avant:le “coin” (O, ¢ , j , k ) estalorsvud'en haut et de l'intérieur.
—

On peut aussi voir ¢ partir vers l'arriére : le “coin” est alors vu d'en bas et de I'extérieur (la
perspective cavaliere, comme la perspective conique, est ambigue : voir Ambiguité). Quel est
le sens de chacun de ces deux reperes ?

5. Transpositions

;3 ) un repére orthonormé de I'espace (direct ou indirect).
Les transpositions de la suite ordonnée ( ¢ , 7 , %k ) sontles suites ordonnées de ces trois
vecteurs obtenues en échangeant deux des vecteurs. Ce sont les suites dans lesquelles

I'ordre relatif des vecteurs n'‘est pas celuide lasuite ( ¢ , 7 , & ). Cesontlessuites ( 7 ,

—* — - - — : :
), ( s v ko, 3 )et (&, 3,8 ). Elless'obtiennent toutes par permutation

C|rcula|re de lI'une d'entre elles.
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-
L]

Faire un schéma représentant le repére (O, 4, k). Indiquer sur le méme schéma les

trois repéres obtenus a partirde (O, ¢ , 7 , I ) par transposition des vecteurs (lI'origine

est la méme, les vecteurs sont les mémes , seul I'ordre considéré pour les vecteurs est

différent). Trouver une réflexion qui donne du repere (O, ¢ , 7 , k) limage (O, 3, i ,

E*) . Quel est le sens de chacun de ces deux repéeres ? Quel est le sens de chacun des trois

reperes obtenus a partirde (O, ¢ , 7 , k) partransposition des vecteurs ?

6. Divers

Soit (O, ¢ , 7, & ) unrepére orthonormé direct. On considéere les reperes orthonormeés
dont l'origine est O et dont les vecteurs (ordonnés) sont :

— = —

(-7 %) (i B (GeE e (G- e R

G+ e (G- e k) (G EaE) (F-d k) (f.-F.-
)

Quel est le sens de chacun de ces repéres ? (Faire des schémas et imaginer des
déplacements, des miroirs, ou des observateurs d'’Ampére).

Suite

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C|/architecture/Espl/oe_x.htm (4 of 4)01/06/2005 04:42:05 «



Orientation d'un plan dans |'espace orienté

‘ Page précédente Page suivante '.

Orientations dans l'espace oriente
Orientation d'un plan

.

i

_#
Dans I'espace, orienté une fois pour toutes, considérons un plan P. Soit (O, 7

repere orthonormé de P.
\Iﬁ ..on le voit indirect

) un

Ce repére est-il direct ou 1 quand on le regarde par

indirect ? ... ca dépend I'autre cote.

du point de vue ! Sion le (Pour sen convaincre,

voit direct quand on le Q dessiner sur une feuille de

regarde par un coté du — papier calque un repere

plan ... ' direct, retourner le calque
et observer lerepére.)

Jelidois

Que venons-nous de faire ? Nous avons essayé, dans l'espace orienté, de distinguer les
reperes positifs des reperes négatifs du plan P, en employant la convention de sens de la
géomeétrie plane, et nous n'y sommes pas parvenus puisque, lorsqu'on regarde le plan, par un
c6té quelconque, on peut distinguer si deux repéres du plan sont dans le méme sens, mais
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Orientation d'un plan dans |'espace orienté

que, si aucun des deux cotés du plan n'est choisi comme point de vue privilégié, aucun des
deux sens de repéeres de P n'est privilégié, c'est-a-dire que le plan n'est pas orienté.

Pour orienter le plan au moyen de la convention de la géométrie plane, il faut choisir I'un des
deux coté du plan pour le regarder, et donner a P celle des deux orientations qui est
compatible / aEeeCYP avec ce point de vue : les repéres positifs du plan sont ceux qui sont
vus, a partir du cété choisi, dans le sens positif (pour la convention de la géométrie plane).

DECRET: Lerepere (O, ¢ , 3 ) estpositif.

—

! ‘ -u\l+ Daceaord |

]

Pour donner une expression plus mathématique a ces observations, constatons que la regle
de lI'observateur d’Ampere peut s'exprimer aussi de la maniére suivante.

Schéma = _,

7 L —_— —
repreintant_* : Unrepére (O, ¢ , 5, k) de
O, ;e I'espace est direct lorsque
dans e plan de . I'observateur, debout suivant (O,
lafeuille de - : :

! - (:\" i k), lespiedsen O etl'ceil vers

ier, et & : T — —
pp?grlpendiculaire el ' I'extrémité du vecteur & , regarde
aceplan et — le ol i porte (O FS t
Tt k e plan qui porte ( 2, s_,} i) e
["avant. voit le repére (O, ¢ , 7 ) dansle

sens direct de la convention de
— geomeétrie plane.
(O, i, 5, %) estdirect.

On comprend finalement que les observations précédentes s'expriment en termes
mathématiques de la maniéere suivante.

Propriéte

file:///C|/architecture/Espl/p_eo.htm (2 of 3)01/06/2005 04:42:06 «


javascript:na_open_window('win', 'bla_oeil.htm', 0, 0, 450, 400, 0, 0, 0, 1, 1)

Orientation d'un plan dans |'espace orienté

Soit P un plan de l'espace, et E’ I'un quelconque des deux vecteurs de norme 1

orthogonaux a P . Deux reperes orthonormés (01’ ; : ?) et (02, s_; : ;T") de P sont
1 2
de méme sens dans P si, et seulementsi, (O, , =%, -, *) et (O, , 7", ", =) sontde
180"k 2 %z " Jy k
méme sens dans l'espace.
Voir 'exercice 2

Définition
_l'

Dans l'espace orienté, soit P un plan, et & I'un des deux vecteurs de norme 1 orthogonaux a
—

P. Une orientation de P est dite compatible / &EaeCYP avec & , siles repéres directs de

— — —
P, pour cette orientation, sont les reperes (O, ¢ , j ) quidonnentdes repéres (O, i ,
— — —
J , & ) directs de I'espace (lorsqu'on leur ajoute & comme troisieme vecteur).

Propriété
_#

Dans l'espace orienté, soit P un plan, et k& I'un des deux vecteurs de norme 1 orthogonaux
—

a P. Alors, I'une des deux orientations de P est compatible avec k.

Définition

Dans I'espace oriente, orienter un plan par un vecteur orthogonal au plan, c'est choisir 'un des
deux vecteurs de norme 1 orthogonaux au plan, et donner au plan l'orientation compatible
avec ce vecteur.

o £

|
L]

k

. , —
Leplan P n'est pas orienté Leplan P est orienté par k
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Orientations compatibles

‘ Page précédente Page suivante '.

Orientations dans l'espace oriente

Orientations compatibles

Définition

Dans I'espace orienté, soit P un plan et D une droite, orthogonaux entre eux. Une
orientation de P et une orientation de D sont dites compatlbles entre elles / 8EeeCYPCa si
I'orientation du plan est compatible avec le vecteur qui oriente la droite.

.
(O, &) estun

\ repere direct de D .

=+ — —

} (O, §, 7 )estun

repere direct de P.

0O — — —
2 ‘Y—— © ¢, 4, %)

1E D\ est un’ repere
ke direct de I'espace.
i

L es orientations de
D etde P sont
compatibles.

\ (O, E) est un repere direct
T de D.

— —
(O, i, 7 )estunrepere
v direct de P.
— — —
(O’ E-’ .j! ;3 ) nleStpasun
repére direct de I'espace.

o
VG
= 4+

Lesorientationsde D et de
P ne sont pas compatibles.

Propriété
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Orientations compatibles

Soit P un plan et D une droite, orthogonaux entre eux. On suppose la droite D orientee.
Alors, I'une des deux orientations de P est compatible avec l'orientation de D .

Définition

Etant donné un plan P et une droite D, orthogonaux entre eux, orienter P par l'orientation
de D, c'estorienter D, et donner a P l'orientation compatible avec celle de D.

e pgs D est orientée par
—
orientée. B o
P n'est P est oriente par
pas orienté. I'orientation de D.
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Orientation d'une direction de droites

‘ Page précédente Page suivante '.

Orientations dans l'espace oriente

Orientation d'une direction de droites

Quand on oriente une droite D, par le choix de I'un de ses deux vecteurs de norme 1, toutes
les droites de la méme direction sont orientées "dans le méme sens" par le méme vecteur et,
en fait, ce n'est pas la droite qu'on oriente, mais toute la direction des droites paralléles.

Définition
Orienter une direction de droites de I'espace, c'est choisir I'un des deux vecteurs de norme 1
de cette direction.

D et D' sont
, - orientées "dans le
méme sens’ par

D le choix du

_I.
vecteur % .

LadirectiondeD
est orientée par le

choix du vecteur
_#

k.

44 Accuell —

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C|/architecture/Espl/dird_eo.htm01/06/2005 04:42:07 «



Orientation d'une direction de plans

‘ Page précédente Page suivante '.

Orientations dans l'espace oriente

Orientation d'une direction de plans

Quand on oriente un plan P, on oriente "dans le méme sens" tous les plans paralléles a P.

P et P' sont orientés"dans

Jﬁ 5 le méme sens' par le choix
_I.

du couple ordonné ( ¢ ,
_I,
i)

/ Ji o Ladirectionde P est
I
il orientée par le choix du

s B
coupleordonneé ( ¢, 4 ).

Les mathématiques démontrent en effet les propriétés suivantes.

Propriété

Si deux repéeres orthonormés d'un plan sont constitués des mémes vecteurs, dans le méme
ordre, (si les reperes ne different que par leurs origines), les deux repéres sont de méme sens.
Voir |'exercice 2

Propriété
Pour orienter un plan, il suffit de choisir un couple ordonné de vecteurs orthonormés du plan.
(Les origines des repéres n'ont pas d'importance pour la détermination du sens.)

Définition

Orienter une direction de plans de l'espace, c'est choisir un couple ordonné de vecteurs
orthonormés de cette direction de plans.

Propriété

Si D et P sont une droite et un plan de I'espace, orthogonaux entre eux, tous les plans de la
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Orientation d'une direction de plans
direction de P sont orientés "dans le méme sens" par l'orientation de D. Autrement dit :

I'orientation de D oriente la direction de P.

D D
/’ / 3
£ £ 9
ok
o D est orientée par 7"
D I R aliiEnes P et P' sont orientés par
NI P,ni P, nesont I'orientation
orientes. deD (touslesdeux "dans

le méme sens’).
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Orientations dans |'espace orienté - Exercices

q‘ Page précédente Page suivante '.

Orientations dans l'espace orienté

Exercices

Corrigés : certains sont dgainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Géométrie en dimension 1

Soit D une droite. Nous allons faire de la géométrie en dimension 1, c'est-a-dire dans la droite
(de méme que la géométrie en dimension 2 est une géométrie dans un plan).

a) Quelles sont les isométries de D ?

b) Quels sont les repéres orthonormés de D ? Que peut-on dire des vecteurs de deux
reperes de méme sens dans D ?

) Dans D, les symeétries centrales sont-elles des déplacements ou des
antidéplacements ?

2. Déplacements et miroirs, en dimensions 2 et 3

On se trouve dans l'espace orienté. Soit P un plan, et E" un vecteur de norme 1 orthogonal a

_#
P . Faire un schéma représentant P et & .

. - — - — N .
a) Soit (01’ P, ) et (02, P, o ) deux reperes orthonormés de P, dont les

vecteurs sont les mémes, dans le méme ordre. Représenter les deux repéeres. Existe-t-il un
déplacement de P qui applique (01’ P, ) sur (02, P, o ) ? (Sioui, dire lequel ; si

non, dire pourquoi.)

— —
Représenter les reperes (01’ ] ? E) et (02, £ T?) Existe-t-il un déplacement
— —
de I'espace qui applique (O, , TE) sur (O, TE’) 2 (Si oui, dire lequel ;
non, dire pourquoi.)
b) Soit (O, T ) et (O, i :I,iz) deux reperes orthonormés de P, de méme origine

file:///ICl/architecture/Espl/oeo_x.htm (1 of 4)01/06/2005 04:42:09 »



Orientations dans |'espace orienté - Exercices

et de méme sens dans P . Représenter les deux reperes. Par quel déplacement de P peut-on

appliquer (O, T, ) sur (O,S-_;,E) ?
Existe-t-il un deplacement de l'espace qui applique (O, i I : _") sur (O, 3_2" , j_; _") ?
. — . . . —
c) Soit (O, # , 7 ) unrepere orthonorméde P. Lesreperes (O, ¢ , 7 ) et (O,
_}
?, ¢ ) sont-ils de méme sens dans le plan ? Trouver une réflexion plane qui appliqgue (O,
— — —
s,j)sur(o d,8).
- - . A
Lesreperes (O, ¢ , i, k) et (O, j , & , k) sont-ils de méme sens dans I'espace ?
Trouver une réflexion de l'espace qui appliqgue (O, ¢ , 5, k) sur (O, 5, ¢ , &L ). (Voir

Orientation de I'espace : exercice 3.)

3. Orientation des plans orthogonaux a une droite orientée donnée

Dans tous les cas de figure ci-dessous, la droite D est orientée par le vecteur E’ , etle plan
P (respectivement P'), orthogonal a D, est orienté par l'orientation de D . Dessiner dans

chacun des casunrepere (O, ¢ , 3 ) (resp. (O, ¢', 5')) directde P (resp. P").

Fig. 2
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Orientations dans |'espace orienté - Exercices

k

/ K
s :

Fig. 5

8]

/ e
fakd '

Fig. 4

4. Orientation des droites orthogonales a un plan orienté donné

— —

Le schéma ci-dessous représente un plan P orienté par un couple ( ¢ , j ) de vecteurs
orthonormés, et deux droites D et D' orthogonales a P. Dessiner un repére directde D et
un repere direct de D', pour l'orientation compatible avec celle de P.
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Orientations dans |'espace orienté - Exercices

e L

Suite
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Angle de deux plans

‘ Page pr écédente Page suivante '.

Ce chapitre rassemble quelques définitions et propriétés faciles ou bien connues
par |'enseignement secondaire. Il convient de I'utiliser comme un dictionnaire : au
fur et a mesure des besoins éventuels.

Angle de deux plans

1. Soit deux plans non paralléles. Pour parler rapidement, nommons "charniére" / 2YO4a des
deux plans leur droite d'intersection.

Par définition, I'angle des deux plans est I'angle de deux droites : les droites d'intersection
des plans avec n'importe quel plan perpendiculaire a la charniere. (Les mathématiques
démontrent que lorsque I'on change de plan perpendiculaire a la charniere, I'angle des droites
ne change pas, pour une orientation donnée de la "charniere".)

D estla"charniere" de P1 et P2
Q et Q' sont perpendiculairesaD

ils sont orientés par |'orientation de
D.

/&/\ (A1,45) = (A, 23) (modulo ).
/ Al y

e : H

/1\ Par définition :

(P, B) = (41,47

2. Par définition, I'angle de deux plans paralléles est nul (modulo ).

44 Accuell
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Angle de deux droites

‘ Page précédente Page suivante '.

Angle de deux droites

1. Si D et D' sont deux droites coplanaires et distinctes, I'angle (D, D7)} des droites

dans I'espace est lI'angle des droites en géométrie plane, dans le plan (D, D') orienté par le
choix de I'un des deux vecteurs de norme 1 orthogonaux a ce plan.

2. L'angle de deux droites confondues est nul (modulo T1).

3.Si D et D' sont deux droites non coplanaires de I'espace, l'angle (D, D) est l'angle
(Dﬂffyﬂ ) des parallelesa D et D' menée par un point A guelcongue de I'espace. (Les

mathématiques démontrent que lorsque I'on change de point A, l'angle [D‘q_:f’tq j ne

change pas, pour une orientation donnee de la direction de ce plan.)

o E—I < D1E
.-""-..fﬂ
/ / j::’:E__:L__'_' De
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Angle de deux droites
Les plans (DA, DA) et(DB,DB) sont

orientés dans le méme sens par e méme vecteur
_’

k.

(D4, D7) = (De, D) (modulom).

Par définition: (P.D7) = (Da, Dy,

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file://IC|/architecture/Esp2/agl2D.htm (2 of 2)01/06/2005 04:42:10 «



Orthogonalité

‘ Page pr écédente Page suivante P

Orthogonalité

Droites orthogonales
Deux droites orthogonales sont deux droites dont I'angle est droit.

Si les droites ne sont pas sécantes, c'est-a-dire si €lles ne sont pas coplanaires, dire
gue leur angle est droit c'est dire que les paralleles aux deux droites, menées par un
point quelconque de I'espace, forment un angle droit.

Droites perpendiculaires

Dans la plupart des textes, perpendiculaires signifie orthogonales et sécantes, et nous
employons nous-méme le vocabulaire dans ce sens.

Dans certains textes, perpendiculaire est employé dans e sens de orthogonal, et il
faut alors préciser, le cas échéant, "perpendiculaires et secantes”.

Droites et plans orthogonaux

Par définition, une droite et un plan sont orthogonaux si la droite est orthogonale a toutes les
droites du plan.

Pour qu'une droite et un plan soient orthogonaux, il suffit que la droite soit orthogonale a deux
droites sécantes du plan.

DIP. A DLA «
CP. DL 1
A DJ_AZ. D

1P,

Plans orthogonaux

Deux plans orthogonaux sont deux plans dont I'un contient une droite orthogonale a l'autre, ou
encore deux plans dont I'angle est droit.
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Orthogonalité

L es deux propriétés sont equivalentes, voir I'exercice 5. Elles sont différentes et

intéressantes toutes les deux. On peut prendre I'une ou I'autre comme définition de
I'orthognalité des plans.

7 ;
ﬂl
Pl )
(FfFﬁ_’]r= DLP et
e ’ P 5D
PLlP - plp
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Perpendiculaire commune a deux droites

‘ Page précédente Page suivante b.

Perpendiculaire commune a deux droites

Si D et D' sont deux droites non coplanaires, Il existe une droite, et une seule, orthogonale a
D, orthogonale a D', sécante avec D et sécante avec D' . Cette droite s'appelle la
perpendiculaire commune a D et D'.

) (2) 4 i
— ____:_-. --_h--!.-.-.____.-

/ ”/’/j_)!

D B
4
ED'J:,
- ."-.-.-r.-r'
— '__,.-"
R Jr;sg,g_;f ;

D et D' sont non coplanaires.

(1) Ladirection deleur

perpendiculaire nécessairement parallele

al et secanteavec D' .

commune est -
nécessairement celle de dE(,LIneSGfg q%ﬂc ('B(.;I lﬁe
ladroitel, P '~

CeplancoupeD en
un point H.

Laperpendiculaire
commune est ladroite L ,
paralleleal et passant

perpendiculaireen A au
plan(d,D') (A estun
point quelconquede D',
d estlaparadléleaD

P tparA) par H. (Elle coupe la
(2) Laperpendiculaire gr?')te D' en un point
commune est :
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Orthogonalité, angles - EXERCICES

‘ Page précédente Page suivante b.

EXERCICES

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Combien existe-t-il de directions de droites orthogonales a un plan donné ?
Combien existe-t-il de directions de droites orthogonales a une droite donnée ?
Combien existe-t-il de directions de plans orthogonaux a un plan donné ?
Combien existe-t-il de directions de plans orthogonaux a une droite donnée ?

2. Faire un schéma représentant un plan et une droite qui ne sont ni paralleles, ni
orthogonaux.

3. Soit P et P' deux plans, sécants suivant une droite D . On suppose que D est orientée

— > o . L
par un vecteur k , etque (P.P'} = w3 . Soit A une droite incluse dans P et sécante

avec D en un point A. Existe-t-il une droite A' passant par A, incluse dans P' et telle que
(ﬂ:z’} = 12 ? (Faire des travaux pratiques avec un cahier ouvert et une équerre.) Etant

donné un angle 6 quelconque, existe-t-il deux droites E et E' passant par A, telles que E

_ P, queE Z P', etque (B, B) - 0 ?

4. Si P et P' sont deux plans paralleles non confondus, et si D est une droite incluse dans
P, et D' une droite incluse dans P', les droites D et D' sont-elles non coplanaires ? On

demande d'étudier par exemple les cas ou I'angle (D, D7) est 174, 12, et 0 ? (Faire des
schémas.)
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Orthogonalité, angles - EXERCICES

5. a) Soit P un plan, D une droite orthogonale a P, et Q un plan contenant D . Démontrer
gue l'angle (F2) est droit.

b) Soit P et Q deux plans sécants, dont lI'angle est droit. Trouver une droite orthogonale
a l'un et incluse dans l'autre.

6. Soit deux plans orthogonaux. Est-ce que toute droite de l'un est orthogonale a toute droite
de l'autre ?

7. Soit P et Q deux plans quelconques de I'espace. On note AP et AQ deux droites

qguelconques, orthogonales respectivementa P eta Q. Faire un schéma représentant P,

Q, AP et A_. Démontrer que :

o
PLQ & A, LA,

8. Comparer I'angle de deux plans quelconques de I'espace avec l'angle de deux droites
orthogonales respectivement a I'un et a l'autre.

9. Combien existe-t-il de perpendiculaires communes a deux droites données, si les droites
sont sécantes ? si elles sont paralléles ? si elles sont non coplanaires ?

10. Soit P et Q deux plans orthogonaux. On suppose que AP et AQ sont deux droites non

coplanaires, orthogonales respectivementa P eta Q. Faire un schéma représentant P, Q,

AP et A_ . Dessiner sur le schéma la perpendiculaire commune a AP et A

Q Q

11. Plier une feuille de papier a angle droit, pour matérialiser deux plans orthogonaux. Soit A
la droite du pli. On considere deux droites D et D', situées chacune dans I'un des deux
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Orthogonalité, angles - EXERCICES

plans, et sécantes avec A en deux points différents.

1) Ou se trouve la perpendiculaire communea D et D':
a) lorsque les deux droites sont perpendiculaires a A (chacune dans son plan) ?
b) lorsque l'une est perpendiculaire & A et pas l'autre ?

c) lorsqu'aucune des deux n'est perpendiculaire a A ?
(Réaliser les trois expériences, en dessinant dans chaque cas les droites D et D' surle

papier.)

2) Quel est, dans chaque cas, l'angle des droites D et D' ?
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Isométries de |'espace - Généralités

‘ Page pr écédente Page suivante '.

Notre but dans ce chapitre est de donner la liste exhaustive des isométries de
I'espace, avec leurs propriétés fondamental es. Beaucoup de ces isométries sont
étudiées dans |'enseignement secondaire mais pas toutes, méme dans |les sections
mathématiques et techniques. L'ordre dans lequel nous présenterons les définitions
et les propriétés est celui qui hous semble efficace pour I'imagination ; ce n'est pas
I'ordre de la théorie mathématique.

Geénéralités

Dans |'espace, |es propriétés genérales des isométries sont les mémes qu'en
géométrie plane. (Un coup d'oeil aux démonstrations permettrait de sassurer
gu'elles ne font pas intervenir la dimension de I'espace.)

Figures isométriques / 3EPCIOCA

Deux figures isométriques / aEPCIOCA sont deux figures qui ont la méme forme et la méme
dimension (par exemple : deux spheres de méme rayon, deux tétraedres de méme forme et
dont les arétes homologues ont la méme longueur, deux secteurs angulaires de méme angle,
deux plans, deux droites, ...).

Isométrie / EPCIO
Une isométrie / EPCIO est une transformation géométrique qui transforme toute figure en une
figure isométrigue.

En particulier, une isométrie transforme un segment en un segment de méme longueur. Ce qui
rend évidente la propriété suivante.

Propriété

Une isométrie est une application de I'espace dans lui-méme qui conserve la distance.
En mathématiques, cette propriété est la définition ; mais peu importe pour nous,
gui ne nous intéressons pas a l'ordre de construction logigue de la théorie.

Exemples d'isometries de |I'espace o L
Les translations / AOCIE , les réflexions / CAURCO , les symétries centrales / EACUN aNROf ,
les symétries axiales orthogonales par rapport & des droites / EACUN aiseNi Ugzeli , l'dentité
(cette liste est incomplete).

Propriétés

Une isométrie transforme une droite en droite et un plan en plan.
Elle conserve le parallélisme.

Elle conserve I'orthogonalité des droites et des plans.

Elle transforme un repere orthonormé en un repere orthonorme.
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Isométries de |'espace - Généralités
Propriétées
Une isométrie est une application bijective de I'espace sur lui-méme.

L'ensemble des isométries de I'espace, muni de la loi de composition des applications, est un
groupe (c'est un sous-groupe du groupe des applications bijectives de l'espace sur lui-méme).
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Isométries de |'espace, généralités - Exercices

‘ Page précédente Page suivante b.

Généralités
Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Soit P un plan de I'espace, et S5 la réflexion par rapport a P . Faire un schéma

représentant P, un point M guelcongue de I'espace, et I'image de M par S5 -

a)siMgP
b) siM < P.

2. Soit D une droite de l'espace, et Sy la symétrie orthogonale par rapport a D . Faire un
schéma représentant D, un point M quelconque de l'espace, et I'image de M par Sy -
a)siM g D
b) si M € D.

3. Est-ce que la projection orthogonale de I'espace sur un plan est une isométrie ?

4. a) Sionimagine deux figures, images l'une de l'autre par une isométrie, comme deux
figures "ayant la méme forme et la méme dimension”, est-il possible d'imaginer deux points
distincts de l'espace dont les images par une isométrie soient confondues ?

b) En utilisant la définition d'une isométrie (une isométrie est une application de I'espace
dans lui-méme qui conserve la distance), démontrer qu'une isométrie est une application
injective.

(Une isométrie est aussi surjective : I'image de l'espace est I'espace tout entier, mais la
démonstration de cette propriété n'est pas simple.)

5. En géométrie plane, quelles sont les isométries (planes) admettant :
a) au moins un point fixe ?
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Isométries de |'espace, généralités - Exercices

b) au moins deux points fixes distincts ?
C) au moins trois points fixes non alignés ?
d) aucun point fixe ?

6. Soit f une isométrie quelconque de I'espace. On suppose que A et B sont deux points
fixes de f, distincts. Nous allons démontrer que tous les points de la droite ( AB) sont
nécessairement des points fixes de f.

a) En utilisant le fait que I'image d'une droite est une droite, démontrer que l'image par f
de la droite (AB) estla droite (AB) ( globalement/AT4CAiC ).

b) Soit M un point quelconque de la droite ( AB). A quelle distance du point A se
trouve nécessairement le point f (M) ? Combien existe-t-il de points situés sur la droite
(AB) a une distance donnée de A ? Sur quelle demi-droite d'origine A se trouve
nécessairement f (M) ? Conclure.

7. Soit f une isométrie quelconque de l'espace. On suppose que A, B et C sont trois
points fixes de f, non alignés. Nous allons démontrer que tous les points du plan ( ABC)
sont nécessairement des points fixes de f.

a) En utilisant le fait que I'image d'un plan est un plan, démontrer que l'image par f du
plan (ABC) estle plan (ABC) ( globalement/AI4C4iC ).

b) Soit M un point quelconque du plan (ABC) .

On considere la projection orthogonale m de M sur la droite ( AB). Ou se touve
f(m) ? (Utiliser le résultat de I'exercice précéedent.)

Quelle est I'image par f de la droite orthogonale a ( AB) passant par M ? (Utiliser le
fait qu'une isométrie transforme deux droites perpendiculaires en deux droites
perpendiculaires.)

A quelle distance du point m se trouve nécesairement le point f (M) ? Dans quel
demi-plan limité par la droite ( AB) se trouve nécessairement f (M) ? Conclure.

8. Soit f une isométrie quelconque de I'espace. On suppose que A, B, C et D sont quatre
points fixes de f, non coplanaires. En utilisant la projection orthogonale m de M sur le plan
(ABC), eten s'inspirant des exercices 6 et 7 précédents, démontrer que tous les points de
I'espace sont nécessairement des points fixes de f et que, par conséquent, f est l'identité de
I'espace.

9. Connaissez-vous des isométries de I'espace admettant :
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Isométries de |'espace, généralités - Exercices

a) au moins un point fixe ?
b) au moins deux points fixes distincts ?
C) au moins trois points fixes non alignés ?

d) au moins quatre points fixes non coplanaires ?
e) aucun point fixe ?

10. Nous allons démontrer que si deux isométries coincident sur un repeére affine de I'espace,
elles coincident partout.

Soit f1 et f2 deux isométries quelconques de l'espace. Soit (A,B,C,D) un repere affine

de I'espace (c'est-a-dire que A,B,C et D sont quatre points non coplanaires). On suppose
que f1 et f2 coincidentsur (A,B,C,D) etonnote:

A =f (A) =1 (A)
B =1 (B)="f(B)
C =f(C)=1f,(C)
D' =f (D) =1,(D) .

On veut démontrer que, quel que soit le point M de l'espace, fl (M) = f2 (M).

a) Faire un schémareprésentant A, B, C, leplan (ABC), etle point D . Dessiner
A,B,C, leplan (ABC') etle point D', d'une maniere vraisemblable (deux figures
isomeétriques ont "la méme forme et la méme dimension™).

b) Soit M un point quelconque de la droite ( AB ). En s'inspirant de I'exercice 6
précédent, démontrer que f1 (M) estunpoint: 1. situé surla droite (A'B') ;2. aune

distance déterminée de A' ; 3. sur une demi-droite déterminée d'origine A'.
En déduire que fl(M) = fz(M)'

c) Soit M un point quelcongque du plan ( ABC) . En utilisant la projection orthogonale m
de M surladroite (AB), eten s'inspirant de I'exercice 7 précédent, démontrer que f1 (M)

estun point: 1. duplan (AB'C) ; 2. situé sur la droite du plan ( AB'C') perpendiculaire a
(AB') en fl(m) ; 3. aune distance déterminée de fl(m) ; 4. dans un demi-plan

déterminé limité par la droite (AB) .
En déduire que fl(M) = fz(M).
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Isométries de |'espace, généralités - Exercices

d) Soit M un point quelconque de I'espace. En utilisant la projection orthogonale m de
M surle plan (ABC), eten s'inspirant de ce qui précéde, démontrer que fl (M) =

£,(M).

44 Accuell %"
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Réflexions

‘ Page précédente Page suivante '.

Réflexions

Une réflexion / CAURCO de I'espace est une symétrie orthogonale par rapport a un plan de
I'espace, et nous préférons I'expression réflexion parcequ'elle est plus imagée. Nous noterons

s la réflexion par rapport a un plan P (s comme "symétrie" et non pas r comme "réflexion”,
P

car nous réservons la lettre r aux rotations).

Propriété
Une réflexion est une isométrie.

Points fixes /| aPC@ ECEEE
L'ensemble des points fixes / ECEEE d'une réflexion est le plan de la réflexion.

Invariants globaux / ACAEUINE AlacaiC

Les droites globalement invariantes / &CAEUINE AIACAIC par une réflexion sont les droites
incluses dans le plan de la réflexion et les droites perpendiculaires a ce plan.

Les plans globalement invariants / ACAEUINE AlACAiC par une réflexion sont le plan de la
réflexion et les plans perpendiculaires a ce plan.

44 Accuell %"
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Réflexions - Exercices

‘ Page précédente Page suivante b.

Réflexions

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Soit S, une réflexion par rapport a un plan P, et soit D une droite quelconque de

I'espace. Quelles sont toutes les positions relatives possibles de D et de S (D) ?

2. Soit P le plan d'une réflexion, et soit Q un plan orthogonal a P . On note 2p| g la

restriction /CPEOCN & Q de la reflexion s

b - Faire un schéma représentant un point M

guelconque de Q et sonimage par ap| g - Quel est 'ensemble d'arrivée de ap| Q7

Comment se nomme cette restriction en géométrie plane ?

3. Soit P un plan de I'espace, et S la réflexion par rapport a P . Faire un schéma

représentant P, un segment [ MN] quelconque de l'espace, et I'image [ M'N'] de [ MN]

par s, .

En partant de la propriété qu'une réflexion plane est une isométrie plane, démontrer
gu'une réflexion de I'espace est une isométrie de l'espace.

4. Soit P un plan et A une droite qui n'est ni parallele, ni orthogonale a P. On consideére la
symétrie oblique / 4C£4 par rapport a P, dans la direction de A .

Faire un schéma représentant P et A, un segment [ MN] quelconque de lI'espace, et
I'image [ M'N']de [ MN] par la symétrie oblique. La symétrie oblique conserve-t-elle la
distance ? Deux figures, images l'une de l'autre par une symétrie oblique, ont-elles toujours la
méme forme ?
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Réflexions - Exercices

5. Pourquoi la symétrie affine orthogonale par rapport a un plan de I'espace est-elle le modele
mathématique de la réflexion optique dans un miroir plan?

44 Accuell %te_’.
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Rotations

‘ Page précédente Page suivante '.

Rotations

Observons autour de nous des objets qui tournent, par exemple la porte. Comment tourne-t-
elle ?

Elle tourne autour des gonds, qui matérialisent une droite de points fixes / 4bC@ ECEEE au
cours du mouvement.

Comment tournent les autres points de la porte, par exemple les points du bord d'en bas ? lIs
tournent dans le plan du sol ou, plus exactement, dans un plan proche du sol et paralléle au
sol. D'une maniere générale, chaque point de la porte tourne dans un plan perpendiculaire a
I'axe des gonds.

Imaginons maintenant la porte a moitié ouverte, et supposons qu'on veulille la faire tourner de
+ 174 . Il est possible alors que I'un d'entre nous, regardant le sol, dise qu'il faut fermer la porte,
alors qu'un autre, regardant le plafond, dira qu'il faut l'ouvrir.

En d'autres termes, pour pouvoir mesurer I'angle de la rotation, il faut orienter de la méme
maniére tous les plans perpendiculaires a I'axe des gonds (il suffit pour cela d'orienter |'axe).

Et, en effet, en mathématiques, on donne la définition suivante.

Définition et notations

B —
Soit D une droite, & un vecteur de norme 1
m de D, et 6 unnombre. La rotation /izeNCé&,
_}

d'axe D orienté par & etdangle 0, notée
H r(bD E" , 0), estl'application qui a tout point

a_-,.-\\. M de l'espace associe le point M' qui est :
% M by o 1. situé dans le plan P orthogonal a D

passant par M, 2. image de M dans P par
la rotation planep(H,0), ou H estle
pointou D perce P, et P est orienté par
I'orientation de D .

Propriéte
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Rotations

Une rotation est une isomeétrie.
A propos de la démonstration

A condition de connaitre la propriété, on peut ignorer la démonstration sans aucun
inconvénient pour I'utilisation pratique des rotations.

Points fixes / &bPC@ ECEEE
L'ensemble des points fixes/ECEEE d'une rotation est I'axe de la rotation, lorsque l'angle de la
rotation n'est pas nul modulo 21t

Lorsque lI'angle est nul modulo 2T, la rotation est I'identité de I'espace.

Invariants globaux / ACAEUINE AlaCaiC

Les droites globalement invariantes / &CAEUINE AIACaIC par une rotation sont I'axe de la
rotation et : 1) aucune autre lorsque la rotation n'est ni l'identité, ni un demi-tour ; 2) les droites
perpendiculaires a |'axe lorsque la rotation est un demi-tour.

Les plans globalement invariants / ACEEUINE AI&CAiC par une rotation sont les plans
perpendiculaires a I'axe de la rotation et : 1) aucun autre lorsque la rotation n'est ni l'identité, ni
un demi-tour ; 2) les plans contenant I'axe lorsque la rotation est un demi-tour.

Voir I'exercice 7

44 Accuell %’[e}

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Esp3/e_rot.htm (2 of 2)01/06/2005 04:42:15 «


javascript:na_open_window('win', 'rotisodm.htm', 0, 0, 600, 450, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', '../Sy1/xbi_math.htm#GlobInvMath', 0, 0, 430, 500, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'e_syo.htm#axiale', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', '../Esp2/ort.htm#DtesPerp', 0, 0, 450, 200, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', '../Sy1/xbi_math.htm#GlobInvMath', 0, 0, 430, 500, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'e_syo.htm#axiale', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)
javascript:na_open_window('win', 'e_rot_x.htm#RotExc7', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)

Rotations - Exercices

‘ Page pr écédente Page suivante P
Rotations
Exercices
1. Soit r (D j ,13) une rotation d'axe D orienté par % etdangle 13 . Faire un schéma
—

représentant un axe D horizontal, un vecteur % qui oriente D, un point M quelconque de
I'espace, et I'image de M par la rotation,

a)siM¥¢€ D,

b) siM < D .

_*
2. Quels que soient la droite D, orientée par % , etl'angle 6, que peut-on direde r (D

E,e) et de r(D_E",—G) ?

3. Parmi les repéres orthonormés donnés dans I'exercice 6, certains sont directs. Touver des

rotations de I'espace (donner les axes et les angles) qui appliquent (O, ¢ , 5, &) sur

chacun des repéeres directs.

4. Groupe des rotations de méme axe

—
Soit D une droite de I'espace, orientée par un vecteur % . Faire des schémas et démontrer

gue I'ensemble
D = { r(DE’,G)/GE R}

est un groupe. (Utiliser les propriétés connues des rotations planes, et démontrer que D est
un sous-groupe du groupe des isométries de l'espace).

5. Etant donné une droite D, combieny a-t-il de demi-tours d'axe D ? Est-il nécessaire
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Rotations - Exercices

d'orienter D pour distinguerr ( D E ,T) de r (D E ,-T0) ?

6. Quelle est I'application inverse d'une symétrie axiale orthogonale ? d'un demi-tour ? d'une
rotation quelconque ?

7. A partir des résultats sur les invariants globaux des rotations planes, supposés connus en
géomeétrie plane, nous allons démontrer les résultats sur les invariants globaux des rotations
de l'espace.

_#
Soit r une rotation quelconque de I'espace, d'axe D orienté par % , etd'angle 6.

On suppose r distincte de l'identité.

a) Soit A une droite quelconque de I'espace, dont on suppose gu'elle est globalement
invariante par r, et distincte de D . Soit A un point appartenanta A etpasa D, et A
I'image de A par r.

Pourquoi A' est-il distinct de A ? Dans quel plan remarquable se trouve
nécessairement A" ? Ou se trouve A' parrapporta A ? Dans quel plan remarquable se
trouve nécessairement A ? Conclure (en utilisant les propriétés des rotations planes).

b) Soit Q un plan quelconque de I'espace, dont on suppose gu'il est globalement

invariant par r .

Soit W un point quelconque de D, et soit A la droite perpendiculaire a Q passant
par W ; elle perce le plan Q en un point K (qui est la projection orthogonale de W sur Q) .

Démontrer que A est une droite globalement invariante par r (utiliser le fait qu'une
isométrie conserve l'orthogonalité des droites et des plans). Quelle est I'image de K par r ?

Quelles sont les positions possibles de la droite A ? (Utiliser les résultats de la
guestion a).)

Si W et K sont distincts, quelle est nécessairement la droite A ? Quelle est
nécessairement la direction de Q ?

Si W et K sont confondus, quelles sont les positions possibles de Q ? Conclure.

file:///C|/architecture/Esp3/e_rot_x.htm (2 of 4)01/06/2005 04:42:16 «



Rotations - Exercices

_:,
8. Soit r (D E , ©) une rotation de lI'espace, d'axe D orienté par % etd'angle 0,

distincte de l'identité ( © # 0 [ 2] ). Soit A une droite quelconque de I'espace. Nous
allons étudier Iimage A' de A par la rotation.

a) On suppose que A // D. Démontrer que A' // D. Ou se trouve exactement A' ?

_b
On pourra utiliser un plan P, orthogonala D, et faire un schéma représentant D et & ,

A, P et ses points d'intersection H et K avec D et A, l'image K' de K par la rotation, et
finalement A'.

b) On suppose que A et D sont orthogonales (mais pas nécessairement sécantes). Ou

—
se trouve A' ? Faire un schémareprésentantD et & , P; A, et A'. Quel est I'angle

(A,A7) 2

c) On suppose que A n'est ni paralléle, ni orthogonale a D .

Si A et D sont sécantes, soit | leur point d'intersection. Faire un schéma
_I,
représentant D et & , A et |, etunplan P, orthogonal a D et ne passant pas par | .

Dessiner le point d'intersection M de A etde P, limage M' de M par la rotation, et
finalement A'. Démontrer que l'angle (QE’} n'‘est pas l'angle 0 de la rotation.
Si A et D ne sont pas sécantes, utiliser une droite parallele & A et sécante avec D

pour trouver A'. L'angle (ﬂ:j’} est-il I'angle de la rotation ? (Faire un schéma.)

_I,
9. Soit r (D E , ) une rotation de lI'espace, d'axe D orienté par % etd'angle 6, distincte

de l'identité ( © = 0 [ 211]). Soit Q un plan quelconque de I'espace. Nous allons étudier
l'image Q' de Q par la rotation.

a) Si Q_L D, ousetrouve Q ?

b) Si Q = D, ousetrouve Q ? Démontrer que l'angle [Qﬁf} est I'angle 6 de la
rotation. (Faire un schéma.)

c) Si Q//D, ousetrouve Q ? Quel estl'angle [Qﬁf} ?

d) On suppose que Q n'est ni parallele, ni perpendiculaire a D. Faire un schéma

représentant D et Q. Soit | le point d'intersection de Q etde D. En utilisant la droite A,
perpendiculaire & Q en |, etles résultats de I'exercice précédent, démontrer que l'angle
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[ Qfé 7} nestpas l'angle O de la rotation.

Suite

44_Accueil
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Réflexions tournées

‘ Page précédente Page suivante '.

Réflexions tournées

Définition
P
de la rotation étant perpendiculaire au plan de la réflexion, et I'angle de la rotation étant

Une réflexion tournée est le produit s, or (D E" , 0) d'une réflexion et d'une rotation, I'axe

différent de zéro modulo 21t Le produit S, 0r (D E , 0) s'appelle forme réduite de la

réflexion tournée.

Laréflexion tournée

D
sP or ( ?,e)

(DLP, 0
= 0 [21])

Pour obtenir I'image
M’ dunpoint M,
on fait tourner M
par larotation

r(D?,e),cequi
donne le point

intermédiaire Ml,
= puis on réfléchit M,
par rapporta P, ce
I;’f qui donne M’ .
5
,a"'f .
= — (On peut aussi

réflechir d’ abord M
par rapporta P, ce
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Réflexions tournées
gui donne M2 , puis
faire tourner M2 par
_#
r (D I ), ce

qui donne également
M)

Propriété
Une réflexion tournée est une isometrie.
Démonstration : une réflexion tournée est, par définition, le produit de deux isométries.

Propriété
La forme réduite d'une réflexion tournée est commutative :
s,0r(D7',8) = r(D7',08)os, (6 =0 [2n], D_LP).

Cette propriété est visible sur le schéma. Pour une démonstration, voir I'exercice 4.

Points fixes /| 4pPC@ ECEEE

La réflexion tournée S, 0r (D E’ ,0) (ou 6 # 0 [2rt1] et D_L P) posseéde un point

fixe et un seul : le point d'intersection de la droite D et du plan P. Ce point s'appelle le centre
de la réflexion tournée.

Il est évident que le point d'intersection de D et de P est fixe par laréflexion tournée. De plus, il est le
seul : voir I'exercice 3

Une réflexion tournée est une isométrie nouvelle, qui n'est pas étudiée dans I'enseignement
secondaire.

Invariants globaux / ACAEUINE AlaCaiC
Soit f une réflexion tournée :
fz%ouDEﬁ)mue#ommetDLm.

Les droites globalement invariantes par f sont : 1) la droite D et aucune autre lorsque f

n'est pas une symeétrie centrale (6 = T [2m]) ; 2) les droites passant par le centre lorsque

f est une symétrie centrale.

Les plans globalement invariants par f sont : 1) le plan P et aucun autre lorsque f n'est
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Réflexions tournées

pas une symétrie centrale ; 2) les plans passant par le centre lorsque f est une symétrie

centrale.

Voir les exercices 5 et 6

Elements caractéristiques / UACON &3ig6 OE
Soit f une réflexion tournée.

Si f n'est pas une symétrie centrale, la forme réduite S, 0f (D E" ,0) (ou 6 # 0 [ 211]

et D_LP) de f estunique. P, D et 8 s'appellent le plan, I'axe, et I'angle de la réflexion
tournée (0 est défini modulo 21, et il change de signe lorsque I'on change l'orientation de
l'axe) ; P, D et 06 sontles éléments caractéristiques de la réflexion tournée.

Si f est une symétrie centrale, elle possede une infinité de formes réduites : tous les produits

d'une réflexion et d'un demi-tour dont le plan et I'axe sont perpendiculaires et se coupent au
centre de la symétrie. (Une symétrie centrale n'a ni plan caractéristique, ni axe caractéristique.)

Voir I'exercice 7
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Réflexions tournées - Exercices

‘ Page précédente Page suivante '.

Réflexions tournées

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. On considere S, Of (D E" , 0) , produit d'une réflexion et d'une rotation d'angle nul.

Quel est le nom de cette isométrie de I'espace ?

2. Soit une réflexion tournée S, Of (D E’ , T/4) , ou P etD sontun plan et une droite

perpendiculaires donnés. Faire un schéma représentant P et D, un point M de l'espace
n‘appartenantnia P, nia D, etlesimagesde M par :

S or(D?,Tr/4)

P
S or(D_E,-TM)

[s; or(DE,TM)]'1 :

Mémes questions si M appartienta P, oua D, ou aux deux.

3. Nous allons démontrer que la réflexion tournée :

f =s,0r(D7',0) (ol 8 = 0 [2m] et D_LP)

ne possede pas d'autres points fixes que le point d'intersectionde D etde P.

_}
a) Faire un schéma représentant P, D, etle vecteur % quioriente D. Onnomme O

le point d'intersection de D etde P.

b) Soit M un pointde D. Dessiner M et sonimage par f :
) si M=0O
i) si MZO .
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Réflexions tournées - Exercices
Quelle est la restrictionde f a D ?

c) Soit M un pointde P . Dessiner M et sonimage par f :
) si M=0O
i) si MZO .
Quelle est larestrictionde f a P ?

d) Soit M un point de I'espace qui n‘appartientnia D, nia P.Dessiner M. Quelle est
I'image par f du demi-espace limité par le plan P ? Conclure.

4. Nous allons démontrer la commutativité de la forme réduite d'une réflexion tournée.
Soient

f = sPor(DE,e) et

f = r(DE,e)osP
ol 8 0 [2n] et DLP.

Quelles sont les restrictionsde f etde f a D ? de f etde f a P ? Conclure, en
utilisant le résultat de I'exercice 10.

5. Soit f = S or(DE",e) (ou 6 = 0 [2rt] et D_LP) une réflexion tournée. On

note O le centre de f.
Nous allons démontrer que les droites globalement invariantes par f sont : 1) la droite D

et aucune autre, si f n'est pas la symétrie centrale Sy 2) les droites passant par O, si f

est la symétrie centrale Sy

Soit A une droite quelconque de l'espace, dont on suppose qu'elle est globalement
invariante par f.

Soit o la projection orthogonale de A sur P. Deux cas se présentent :
(a) A estorthogonalea P, et d estle point d'intersectionde A etde P ;
(b) A n'est pas orthogonale a P, et d estla droite d'intersection de P et du plan
Q, orthogonal a P et contenant A.
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Réflexions tournées - Exercices

_}
Cas (a). Faire un schéma représentant P, D, % , ainsique A et d. Quelle est

I'image par f de P ? de A ? Quelle est par conséquent I'image de & ? Ou se trouve
nécessairement le point & ? Quelle est nécessairement la droite A ?

—
Cas (b). Faire un schémareprésentant P, D, & , A, Q et d. Quelle est I'image par f

de Q ? (On utilisera le fait qu'une isométrie conserve l'orthogonalité des plans, et qu'il
n'existe qu'un seul plan orthogonal a P et passant par A.) En déduire que la droite & est
globalement invariante, dans le plan P, par la rotation plane p (O, 0) (le plan P est orienté
par l'orientation de D). En utilisant les invariants globaux des rotations planes, démontrer que

f = s, etque A passepar O.

Conclure.

6. Soit f = S or(DE",e) (ou 6 =0 [2rt] et D_LP) une réflexion tournée. On

note O le centre de f.
Nous allons démontrer que les plans globalement invariants par f sont: 1) le plan P et

aucun autre, si f n'est pas la symétrie centrale Sy 2) les plans passant par O, si f estla

symétrie centrale Sy -

Soit Q un plan quelconque de l'espace, dont on suppose qu'il est globalement invariant
par f.

a) On suppose P et Q sécants, et on nomme A leur droite d'intersection. Faire un

_I,
schéma représentant P, D, &, Q et A. Quelle estlimage par f de P ? de Q ? Quelle

est par conséquent I'image de A ? Est-il possible que A soit confondue avec D ? En

utilisant les résultats de I'exercice précédent, démontrer que f = s, etque Q passe par O.

b) On suppose P et Q paralléles. Soit K le point d'intersection de D etde Q. Quelle
estlimage par f de D ? de Q ? Quelle est par conséquent lI'image de K ? Ou se trouve
nécessairement le point K ? Quel est nécessairement le plan Q ?

c) Conclure.
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7. Soit f une réflexion tournée qui n'est pas une symetrie centrale. Nous allons démontrer

gue la forme réduite de f est unique.
Soit deux formes réduites de f :

f=s,0r(D3',08), ou DLP, 6 #=0([2n], et 8 = m[2m],

f = s,or(D73',6), oo DLP, 0 #= 0 [2m], et & #F m [2m]

D'apres la premiére forme, quels sont les droites et les plans globalement invariants par

f ? D'apres le deuxieme forme, quels sont-ils ? En déduire que P=P' etque D=D",
o

puisque 6= 0 [2mt] (enprenant k& = &').

8. Trois symeétries
Soit P et D un plan et une droite perpendiculaires en un point O. On note S, et sy les

symetries orthogonales par rapporta P eta D, et sg la symétrie centrale par rapporta O.

Faire un schéma montrant que le produit de deux quelconques de ces symétries est
commutatif, et qu'il est égal a la troisieme. Démontrer ces propriétés.
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Symétries orthogonales, symétrie centrale

‘ Page pr écédente Page suivante’

Symétries orthogonales, symétrie centrale

Symeétrie orthogonale par rapport a un plan
Vocabulaire et imagination

En géométrie dans l'espace, la symétrie orthogonale par rapport & un plan se nomme réflexion / CAURCO
parce gque c'est le modele mathématique de la réflexion optique dans un miroir plan.

/ r/lmage miroir

>\ plan

roli

objet

L'habitude quotidienne de voir se refléter des objets dans des miroirs permet d'imaginer tres facilement les
images géométriques des figures par des réflexions (au sens mathématique). C'est pourquoi nous préférons
ce terme aux autres expressions, qui sont plus longues et plus abstraites.

Symeétrie axiale orthogonale

Une symétrie axiale orthogonale est un demi-tour / 40Y TeeNE .
Un demi-tour /40Y TeeNE est la moitié d'un tour complet/leeNE RCAAE ; c'est une rotation d'angle T, moitié
de l'angle 21t du tour complet.
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Symétrie centrale

Une symétrie centrale est une réflexion tournée d'angle plat
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Symétries orthogonales, symétrie centrale
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orthogonaux entre eux au
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o
= §,08, = 8,08,
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o
I

%% 5 (M)

S5 (M) = s, (s5(M))
= 5, (s5,(M))
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Liste des isométries a points fixes

Isométries de I'espace
‘ Page pr écédente Page suivante'.

Liste des isomeétries ademettant
au moins un point fixe

ENSEMBLE NOM
DES POINTS FIXES DE L’'ISOMETRIE NOTATION
un plan reflexion S
. rotation —
une droite (d'angle non nul modulo 2m) (D 9)
o ) s, or(b E , 0)
un singleton réflexion tournéee
(6 0 [2n], DLP)
ldentite
(rotation d'angle nul modulo Id

I'espace entier
P 2T,

ou translation de vecteur nul.)
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Produit de deux réflexions

‘ Page précédente Page suivante '.

Composition de réflexions

Produit de deux réflexions

Propriété
Le produit de deux réflexions est ou bien une translation, ou bien une rotation.

Soit S, et s, deux réflexions, de plans P1 et P2.

a) Si les plans sont paralleles,

pp 055y = L

=
L &
h
li-ip—-_l Ml
L
n

i

ou tp—+* estla translation dont le vecteur

est le double du vecteur v, orthogonal
a P1 et P2, dirigé de P1 vers P2 (c'est-

LR

a-dire du plan de la réflexion effectuée la
premiere vers le plan de la deuxieme), et
dont la norme est la distance de P1 a P2 :

\
---: "'1 T -
- o < |

—- -

b) Si les plans sont sécants,
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Produit de deux réflexions

D
_\ S5 0 Spy :r(DE",ZG)
| " R
4 T o r(D 7', 2a) estla
rotation dont l'axe est la
droite D d'intersection des
deux plans, et dont I'angle

Tl 8p, 0 SF-]'[M}

=

est le double de I'angle du
premier plan vers le
deuxieme.

Propriété réciproque

Toute translation, et toute rotation, est le produit de deux réflexions

Toute translation t —* est le produit de deux réflexions dont les plans sont :
orthogonaux a @ (donc paralléles entre eux),
distants de || %'/2|,
tels que ' soit dirigé du plan de la réflexion effectuée la premiére vers le plan de la
deuxieme,
et par ailleurs quelconques. (Il existe une infinité de tels couples de plans).

Toute rotation r (D E’ , 0) est le produit de deux réflexions dont les plans sont :
seécants suivant la droite D,

tels que I'angle du plan de la réflexion effectuée la premiere vers le plan de la deuxieme
_l,
soit 6 /2 pour l'orientation % de D,

et par ailleurs quelconques. (Il existe une infinité de tels couples de plans).
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Composition de réflexions

‘ Page précédente Page suivante '.

Composition de réflexions

Isométrie quelconque

Théoreme fondamental

Une isométrie quelconque est toujours égale a un produit de réflexions. (Dans cette
expression, un "produit d'une seule réflexion" signifie "une réflexion™.)

Démonstration
Puisqu'une isométrie admettant au moins un point fixe est ou bien une réflexion, ou bien une
rotation, ou bien une réflexion tournée, elle est égale, suivant les cas, au produit de 1, 2 ou 3
réflexions.
En utilisant le théoreme ci-dessous, on trouve qu'une isométrie quelconque (méme si elle
n‘admet pas de points fixes) est toujours le produit d'un certain nombre de réflexions.

Théoreme

Une isométrie quelconque est le produit d'une isométrie admettant au moins un point fixe et
d'une translation.

Démonstration

44 Accuell %te_’.
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Composition de réflexions - Exercices

‘ Page précédente Page suivante b.

Composition de réflexions

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. A partir des theoremes donnant le produit de deux réflexions planes, supposés connus en
geomeétrie plane, nous allons démontrer les théoremes donnant le produit de deux réflexions
de l'espace.

a) Soit Pl et P2 deux plans sécants, et soit D = P1 M P2. Soit M un point

guelconque de l'espace, et soit Q le plan contenant M et orthogonala D . En utilisant la

restriction a Q des réflexions S, et s, et les propriétés des réflexions planes, dans le plan
- Ve _# Ve -
Q orienté par un vecteur k& de D, démontrer que s_ o0s_. estlarotation de lI'espace r (D

P2~ “P1
70 20), ou a estlangle (5 By

b) Soit P1 et P2 deux plans paralleles, et soit M un point quelconque de I'espace. Soit

Q un plan contenant M et orthogonal a P1 et Pz' Soit Al la droite QM P,_, et A2 la

1 )
droite Q11 P, . Combien existe-t-il de directions de droites de 'espace orthogonales a A, et
A2 ? Si L est une droite orthogonale a Al et incluse dans le plan Q, quelle est
nécessairement sa direction ? En utilisant ce résultat, et les propriétés des réflexions planes

dans le plan Q, démontrer le théoréme donnant le produit S5, 0 S5y -

2. Soit Pl P2 et P3 trois plans paralléeles quelconques. Démontrer que Sng 0 S5, 05, est

une réflexion, dont on déterminera le plan.
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3. Soit P1 P2 et P3 trois plans passant par une méme droite. Démontrer que Sp3 0 S5, 0 Sy

est une réflexion, dont on déterminera le plan.

4. Soit P et Q deux plans quelconques de I'espace. Démontrer que

So0Sp = S 05, = PlQ ou P=Q .

5. Soit P1 et P2 deux plans sécants, et P3 un plan orthogonal a la droite d'intersection de

Pl et P2 . Démontrer que S5 0S5, 0S,, estune réflexion tournée, dont on déterminera les

éléments caractéristiques.
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Déplacements, antidéplacements

‘ Page précédente Page suivante '.

Déplacements, antideplacements

Déplacements / CAEPC4 , antidéplacements / CAEPC4& AOCI

Un déplacement est une isométrie qui transforme un repéere orthonormé en un repére de
méme sens.

Un antidéplacement est une isométrie qui transforme un repere orthonormé en un repéere
orthonormé de sens contraire.

Exemple fondamental
Une réflexion est un antidéplacement.

Pour une interprétation imagée de cette propriété, voir Miroirs.

Propriétés

Le produit de deux déplacements est un déplacement.

L'ensemble des déplacements de I'espace, muni de la loi de composition des applications, est
un groupe (c'est un sous-groupe du groupe des isoméetries).

Le produit de deux antidéplacements est un déplacement.

Le produit d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.

Propriété

Une isométrie de l'espace est ou bien un déplacement, ou bien un antidéplacement. C'est un
déplacement (respectivement : un antidéplacement) si c'est le produit d'un nombre pair
(respectivement : impair) de réflexions.

Exemples
Déplacements : les translations, les rotations.

Antidéplacements : les réflexions, les réflexion tournées.
(Cette liste est incomplete)
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Déplacements, antidéplacements - Exercices

‘ Page précédente Page suivante '.

Déplacements, antidéplacements

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Trois symetries (voir aussi Trois symetries)

Le schéma ci-dessous représente un polyedre F de I'espace, dont une face est collée a
un plan P.

-
bl

La doite D est orthogonale a P, et toutes les arétes du polyedre sont orthogonales deux a
deux.

Dessiner les images de F par :
a) la symétrie orthogonale par rapport au plan P
b) la symétrie orthogonale par rapport a la droite D
c) la symétrie centrale par rapporta O.
Ces symeétries sont-elles des déplacements ou des antidéplacements ? Le polyedre F et
le polyedre image, par chacune de ces symétries, sont-ils "de méme sens" ?
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2. Composition de deux symétries centrales

Le produit Sy 08, de deux symétries centrales de l'espace est-il un déplacement ou un

antidéplacement ? A quelle isométrie simple ce produit est-il égal ? (Faire le schéma d'un point

M quelconque de I'espace, et de son image par Sy 95, .) Ce produit est-il commutatif ?

3. Composition de deux demi-tours

On considere deux droites D et D', et les demi-tours SH et Sy -

a) Le produit Sy. 0y est-il un déplacement ou un antidéplacement ?

b) Si D et D' sont paralleles, démontrer que S, 0S, estune translation dont on
précisera le vecteur. (Utiliser la décomposition des demi-tours en produits de réflexions bien

choisies.)

c) Si D et D' sont sécantes, démontrer que S,. 0S, estune rotation, dont on
déterminera l'axe et I'angle. (Utiliser la décomposition des demi-tours en produits de réflexions

bien choisies.)

d) Si D et D' sont non coplanaires, utiliser une droite auxiliaire et les résultats
précédents pour démontrer que :

— —
Sy. 0S8y = r(L I ,a)otﬂb

—
ou L estla perpendiculaire commune aux droites D et D', orientée par un vecteur % , et

ou, sionnote H et H' lespiedsde L sur D et D',

— = —
a = 2(D,D7) (pour l'orientation donnée par k& )

w = 2HH!
(Une telle isométrie s'appelle un vissage.) En utilisant une autre droite auxiliaire, démontrer
que :

r(LE’,a)otEﬁ =t or(LE’,a)

e) Dans chacune des positions relatives de D et D', le produit Sy 05, est-il
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commutatif ?
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Vissages

q‘ Page précédente Page suivante ..

Vissages

Définition
On appelle vissage , ou encore déplacement hélicoidal / CAEPCéa dseaEi, le produit r (D
E’ , 0) ot d'une rotation et d'une translation, I'angle de la rotation étant différent de zéro

modulo 2T, et le vecteur de la translation étant non nul et dans la direction de I'axe de la
rotation. Le produit r (D E’ , 0) ot s'appelle forme réduite du vissage.

Le vissage
r(D

_:,

I ,0)ot

o’

(0
= 0 [2m],

—

woE 0
W /I D)

Pour obtenir
I'image M’
d’ un point
M, on
trandate M
par t4*,
ce qui
donnele
point
intermédiaire
M 1 puison

fait tourner
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Vissages

M1 par la
rotation

r (D

-

;1 9). ce
gui donne
M’ .

(On peut
auss fare
d abord
tourner M
par r (D
1% 7 .0),ce
gui donne
D M2 , puis

trand ater

M , par t 0
ce qui
donne

également
M)

Propriété
Un vissage est un déplacement.
Démonstration : un vissage est, par définition, le produit de deux déplacements.

Propriété
La forme réduite d'un vissage est commutative :

(D3 ,68)otw = twor(D5.0) (6#o0[2n], @# 0, 7w /D)

Cette propriété est visible sur e schéma. Pour une demonstration, voir I'exercice 3 page precedente.

Points fixes /| 4PC@ ECEEE
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Vissages

Un vissage n‘admet pas de points fixes.
voir I'exercice 3

Invariants globaux / &CAEUigNE AlACAIC
Soit f un vissage :
.
f=r(D ,0)otw (ou®FO0[2n], w # 0 et uw //D)

La droite D est globalement invariante par f, et c'estla seule.

1) Sil'angle 6 estplat (0 = m [2m]), les plans globalement invariants par f sont les plans

contenant D. 2) Si l'angle n'est pas plat, il n‘existe aucun plan globalement invariant par f.

Voir les exercices 4 et 5

Un vissage n'est ni une trandation, ni une rotation, ni une réflexion, ni une réflexion tournée.
Remarque et démonstration

~

Eléments caractéristiques / UaCON &aig6 OE

La forme réduite d'un vissage
—
r(D ,0)otw (ot ®#F0[2n], & # 0 et w // D)
estunique. D, 0 et W s'appellent I'axe, I'angle et le vecteur du vissage (0 est défini modulo

_}
2m, et il change de signe lorsque I'on change l'orientation & de l'axe) ; D, 0 et ' sontles

éléments caractéristiques du vissage.

Voir I'exercice 6

Suite

44 Accueil
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Vissages - Exercices

‘ Page précédente Page suivante b.

Vissages
Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

_I,
1. Soit r (D ? ,T1/6) 0t W unvissage, d'axe D orienté par % , d'angle /6, et de

vecteur @ donné (E’ est dans la direction de D, mais pas nécessairement de méme sens
_I,
que % ).
_:,
Faire un schéma représentant D et & , ' un point M de I'espace n'appartenant pas

a D, etlesimagesde M par:
r(DE,n/6) ot4
r(D_E,-an) ot .
r(DE’,-T{IG) ot 3

W

[r(D?,nl6) ot

2. Soit r(DE,G)otﬂ* (ou 6 # 0 [ 2], T F et w /I D) un vissage
guelconque.

Quelle est 'image de D par la translation t —* ? par la rotation r (D E,e)? par le
vissage ?

3. Il est intuitivement évident qu'un vissage n'admet pas de points fixes : sous I'effet du
vissage, chaque point de l'espace se déplace le long de I'axe en tournant, si bien que le point
objet et le point image ne sont pas situés en face du méme point de I'axe (penser par exemple
a une vis dont I'axe est vertical et dont tous les points montent, ou descendent, sous l'effet du
vissage). On demande de transformer cette idée en démonstration. On traduira par exemple
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Vissages - Exercices

"étre situé en face du méme point de l'axe” par "avoir la méme projection orthogonale sur
I'axe" (la projection orthogonale d'un point de I'espace sur I'axe est l'intersection de |'axe avec
le plan orthogonal a lI'axe passant par le point).

4. Soit r(DE,e)otﬂ* (ou 6 # 0 [ 2], w = F et o /f D) un vissage
guelconque.

L'exercice 2 ci-dessus prouve que D est une droite globalement invariante par le vissage.
Nous allons démontrer que c'est la seule.

Soit A une droite quelconque de l'espace, dont on suppose qu'elle est globalement
invariante par le vissage.

a) Onsuppose A//D . Quelle estlimage de A par t7;* ? Quelle est par conséquent
I'image de A par r (D E" , 0) ? Enconclure que A=D (en utilisant les propriétés des
rotations).

b) Si A et D sont sécantes, quelle est nécessairement I'image de leur point
d'intersection par le vissage ? En conclure que I'hypothese est impossible.

c) Si A et D sont non coplanaires, soit L leur perpendiculaire commune. Quelle est

nécessairement I'image de L par le vissage ? En conclure que I'hypothése est impossible.

_I,
5. Soit r(DE,G)otH’ (ou 6 # 0 [ 2], wE O et w D) un vissage
qguelconque.
Nous allons étudier les plans globalement invariants par le vissage.

Soit Q un plan quelconque de I'espace, dont on suppose qu'il est globalement invariant
par le vissage.

a) Si Q estsécantavec D, quelle est nécessairement lI'image de leur point d'intersection
par le vissage ? En conclure que I'hypothése est impossible.

b) On suppose Q// D . Quelle est 'image de Q par t 7;* ? Quelle est par conséquent
I'image de Q par r (D E , 0) ? Conclure en utilisant les propriétés des rotations.
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Vissages - Exercices

_#
6. Soit r(DE,G)otH’ (ou 6 # 0 [ 2mT], wE O et wo D) un vissage
qguelconque.
Nous allons démontrer que la forme réduite du vissage est unique.

Soit une autre forme réduite du vissage :
_I,
f=r(D . ,0)oty" (ou@ F0[2n], w'# 0 et w' /D).

D'apres la premiére forme, quelles sont les droites globalement invariantes par le vissage ?
D'apres la deuxieme forme, quelles sont-elles ? En déduire que D = D' . En utilisant les

points de cet axe commun, démontrer que w=u", puisque 8 = 6 [2m] (en prenant
— —

E=k').

44 Accueil Suiteb.
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Réflexions glissées

‘ Page précédente Page suivante '.

Réflexions glissées

Dans les paragraphes précédents, nous avons rencontré tous les types d'isométries de
I'espace, sauf les réflexions glissées. Pouvez-vous imaginer la définition d'une réflexion
glissée ?

Définition
Une réflexion glissée est le produit t 05, d'une réflexion et d'une translation, le vecteur
de la translation étant non nul et appartenant a la direction du plan de la réflexion. Le produit t

05, s'appelle forme réduite de la réflexion glissée.

—— fiz
il u ¥

u—'—'_"ddf
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Réflexions glissées

Laréflexionglissee t _, 0
woop

(@20, %/l P)
Pour obtenir I'image M’ d'un point M, on

réfléchit M par rapport a P, ce qui donnele
point intermédiaire M 1 puison translate M Q

par t—;*, cequi donne M’ .
(On peut aussi trandlater d’abord M par t *,
ce qui donne M2 , puis réfléchir M2 par

rapport a P, ce qui donne également M’ .)

Propriéte
Une réflexion glissée est un antidéplacement.

Démonstration : une réflexion glissee est, par définition, le produit d'un déplacement et d'un
antidéplacement.

Propriéte
La forme réduite d'une réflexion glissée est commutative :

_}
tﬁ*osp =sPotH* (w20, W/l P).

Cette propriété est visible sur le schéma. Pour une démonstration, voir I'exercice 1.

Points fixes /| apPC@ ECEEE
Une réflexion glissée n'admet pas de points fixes.
Voir I'exercice 4

Une réflexion glissée n'est ni une translation, ni une rotation, ni un vissage, ni une réflexion, ni une
réflexion tournée. Démonstration

Invariants globaux / ACAEUINE AlaCaiC

Soit f une réflexion glissée :
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Réflexions glissées
o=, —
f=tgtos, =s oty (ou w =z 0 e wl/ P).
Les droites globalement invariantes par f sont les droites qui sont a la fois incluses dans P

et dans la direction de o .

Les plans globalement invariants par f sontle plan P, etles plans orthogonaux a P dont la
droite d'intersection avec P est dans la direction de @ .

Voir les exercices 5 et 6

Eléments caractéristiques / UACON &aig6OE
La forme réduite d'une réflexion gissée
_I,
tﬁ*osp (o0 w2 0 e w/lP)
est unique. P et W s'appellent le plan et le vecteur de la réflexion glissée ; ce sont les

eléments caracteéristiques de la réflexion glissée.
Voir I'exercice 7

44 Accuell %’[e’
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Réflexions glissées - Exercices

‘ Page précédente Page suivante '.

Réflexions glissées

Exercices

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Soit f = osP une réflexion glissée (@ # D %' // P). En décomposant la

translation en produit de réflexions, démontrer la commutativité du produit :

tﬁ*osp = sPotE* (ou ©w #+ D et &/l P).

(Voir : Composition de réflexions - exercice 4)

2. Soit f=1t3g %' 0§, une réflexion glissée ( w#E D et w / P) . Quel est le produit

fof de laréflexion glissée par elle-méme (nature et eéléments caractéristiques) ?

3. Soit f = tﬂ*osp une réflexion glissée (w #* D et @ // P). Quelle est image par

f duplan P ? Quelle est la restriction / CPEOCN a P de f ? Quelle est l'image par f de
chaque demi-espace limité par P ?

4. En utilisant les résultats de I'exercice précédent, démontrer que la réflexion glissée t

(E #= F W P) ne posséde aucun points fixes, ni dans P, ni en dehors de

5. Soit f = s, ot uneréflexion glissée (o # D et @' // P).Nous allons
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Réflexions glissées - Exercices

démontrer que les droites globalement invariantes par f sont les droites qui sont a la fois
incluses dans P et dans la direction de &' . Soit A une droite quelconque de lI'espace, dont
on suppose qu'elle est globalement invariante par f. Quelle est nécessairement l'image de A
par fof ? En utilisant le résultat de I'exercice 2, démontrer que A est dans la direction de

_I' ye 'R
@ . Quelle est par conséquent l'image de A par t 7;* ? par S ? Conclure.

.
6. Soit f = s, ot une réflexion glissée (w #&= 0 et @ // P).En s'inspirant de

I'exercice précédent, démontrer que les plans globalement invariants par f sontle plan P, et
les plans orthogonaux a P dont la droite d'intersection avec P est dans la direction de W

_*
7. Soit f = s, oty (o0 @ #F 0 et @ // P) une réflexion glissée quelconque. Nous

allons démontrer que la forme réduite de la réflexion glissée est unique. Soit une autre forme
réduite de la réflexion glissée :

f=s, oty (o0 w' # 0 et W /P).

D'apres la premiere forme, quel est le produit fof ? (Voir I'exercice 2.) D'apres la deuxieme

forme, quel est ce produit ? En déduire que W=, puis que P=P'.

44 Accuell %‘P
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Liste compléte des isométries de |'espace

Isométries de I'espace
‘ Page précédente Page suivante'.

Liste complete des isométries

Les mathématiques démontrent (et nous I'admettrons) que le tableau complet des isométries
de lI'espace est le suivant.

DEPLACEMENTS ANTIDEPLACEMENTS
Translations Réflexions
Rotations Réflexions tournées
Vissages Réflexions glissées

Pour obtenir les définitions et les invariants, cliquer sur le nom de l'isométrie

44 Accuell
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|sometries de I'espace - EXERCICES

‘ Page précédente Page suivante '.

EXERCICES

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Isométries et points invariants

Quelle est la nature des isométries suivantes de l'espace :
a) un déplacement sans points invariants ?
b) un déplacement avec au moins un point invariant ?
c) un antidéplacement sans point invariants ?
d) un antidéplacement avec au moins un point invariant ?

2. Symeétrie
Soit D une droite de I'espace. Donner la liste des isométries de I'espace qui appliquent la
droite D globalement sur elle-méme.

3. Symétrie
Soit P un plan de I'espace. Donner la liste des isométries de I'espace qui appliquent le
plan P globalement sur lui-méme.

4. Symetrie
Soit A et B deux points distincts de I'espace. Donner la liste des isométries de I'espace
qui laissent la figure { A, B} globalement invariante.

5. Demi-tours

Dans l'espace, soit D

1 D2 et D3 trois droites, concourantes en un point A, et
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|sometries de I'espace - EXERCICES
orthogonales deux a deux. On désigne par s, , s, et S, les demi-tours d'axes respectifs D1’
D2 et D3 :

Démontrer que {Id, S+ S, S } muni de la loi de composition des applications, est

un groupe.

6. Produit d'une translation et d'une réflexion quelconques

On veut étudier le produit S, ot - d'une translation et d'une réflexion, dans toutes les

dispositions possibles du vecteur par rapport au plan.

a) On suppose o L P. Démontrer que s, ot estune réflexion dont on

déterminera le plan en fonction de P et de o (On pourra décomposer t 3;* en produit de
réflexions bien choisies.)

b) Si o' est dans la direction de P, guelle est lI'isométrie S ot ?

. — . . —
c) On ne suppose rien sur v . Etudier s, ot endécomposant v en une somme

de deux vecteurs, I'un orthogonal a P, l'autre dans la direction de P.

7. Produit d'une translation et d'une rotation quelconques

On veut étudier le produit r (D E’ , 0) ot d'une translation et d'une rotation, dans
toutes les dispositions possibles du vecteur par rapport a I'axe de la rotation.

a) On suppose o' | D. Démontrer que r (D E’ ,0)ot7 estune rotation dont on

déterminera I'axe et I'angle en fonctionde D, 6 et o (On pourra décomposer r (D

E" , 0) et t 7 en produits de réflexions bien choisies.) Faire deux schémas, 'un
représentant en perspective cavaliére les objets de I'espace, I'autre représentant les
intersections de ces objets avec un plan orthogonal a D, ce plan étant dessiné a plat sur la

feuille de papier.

b) Si v estdans la direction de D, quelle est I'isométrie r (D 3, 8) ot ?
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c) On ne suppose rien sur o' . Etudier r (D E ,0) o0t ;" en décomposant o' enune
somme de de deux vecteurs, I'un orthogonal a D, l'autre dans la direction de D .

8. Produit d'une translation et d'une réflexion tournée quelconques

Utiliser les résultats des exercices 6 et 7 précédents pour étudier un tel produit.

9. Commutativité
Le produit S ot—*, ol o' n'est pas dans la direction de P, est-il commutatif ?

(Utiliser les résultats de I'exercice 6.)

10. Commutativité

Le produit r (D E ,0)ot*, ol o' n'est pas dans la direction de D, est-il
commutatif ? (Utiliser les résultats de I'exercice 7.)

11. Divers

Soit un point O et une droite D quelconques de I'espace. On veut étudier le produit

S50, de la symétrie centrale s, et de la symétrie axiale orthogonale Sy -

a) Le produit S50, est-il un déplacement ou un antidéplacement ?

b) Si O< D, quelle est I'isométrie S50, (nature et éléments caractéristiques) ?
c) On suppose que O D. Soit Ple plan orthogonal a D et passant par O. Faire un
schéma représentant D, O, et P. Dessiner un point M appartenanta P et sonimage M'

par s;0s,. Quelle est la restriction au plan P de S50, ?

Refaire un schéma représentant D, O et P, et dessiner un point N appartenant a

D, etsonimage N' par S50 S5- A votre avis, quelle est I''sométrie de I'espace S5 0 S,

(nature et éléments caractéristiques) ? Démontrer que cette intuition est juste. (On pourra
utiliser comme auxiliaire la symétrie centrale par rapport au point d'intersection de D etde P.)
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Suite
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Symétrie dans |'espace

‘ Page pr écédente Page suivante '.

Symeétrie dans l'espace

De laméme maniere qu'en géométrie plane, larégularité d'un objet de |'espace est
décrite par le groupe de symétrie (mathématique) de cet objet. Ce groupe de
symétrie est I'ensemble des similitudes de I'espace qui appliquent globalement
I'objet sur [ui-méme.

L 'étude détaillée des similitudes de I'espace ne figure pas dans les programmes de
I'ensei gnement secondaire, mais tout le monde connait au moins les homothéties,
dont la définition dans |'espace est |a méme qu'en géométrie plane.

Cependant, dans |'espace comme en géométrie plane, les groupes de symétrie
d'objets bornés ne contiennent que des isomeétries. On peut donc étudier un grand
nombre de symétries, en |'absence de toutes connaissances sur les similitudes.

Groupe de symeétrie d'une figure

Définition

Une figure / O3a de l'espace est une partie de l'espace.

Définition o

Le groupe de symétrie / OANE CUEICa d'une figure de I'espace est I'ensemble des
similitudes de l'espace qui laissent la figure globalement invariante.

Définition

Une figure X est bornée s'il existe une boule de I'espace
qui la contienne, autrement dit, s'il existe un nombre
réel M strictement positif tel que :

O AOX OBOX d(A,B) <M
ou d est la distance de I'espace affine euclidien.

(Intuitivement, une figure bornée est une figure qui
ne sétend pas al'infini.)

Propriété
Si X est une figure bornée et non réduite a un point, son groupe de symétrie ne contient que
des isométries.
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Lecube

‘ Page précédente Page suivante '.

Le cube

Faces, arétes, sommets

=z 51
ga -t
I~ 2
S'z
5" 53

Un cube a 6 faces, 8 sommets, et 12 arétes.

Les faces 5813382 et 5382881 sont opposees. Les faces 8518352 et 8818283

sont adjacentes.

Les sommets S et S sont opposés. Les sommets S et S1 sont adjacents. Les sommets S

et S1 ne sont ni opposes, ni adjacents.

Les arétes SSl et sls sont opposees. Les arétes SSl et Sl 82 sont adjacentes. Les

arétes SS1 etS 82 ne sont ni opposées, ni adjacentes.

Opposés, adjacents
Notons O le centre du cube.
On appelle opposés deux éléments du cube qui sont symétriques par rapport a O.

Deux faces sont dites adjacentes si elles ont en commun une aréte, deux arétes sont
dl_tes adjac_entes si elles ont en commun un sommet, deux sommets sont dits adjacents
s'ils appartiennent a une méme aréte.
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Page suivante '.

‘ Page précédente

Groupe de symétrie du cube

Réflexions

TR LI

TEramaa
[
¥
1

‘I.
"

i Plan
Plan médiateur diagonal

Plans médiateurs, plans diagonaux

Un plan médiateur du cube est un plan médiateur de 4 arétes paralléles.

Un plan diagonal du cube est un plan contenant deux arétes opposées du cube.
Le cube posséde 9 plans de symétrie : 3 plans mediateurs et 6 plans diagonaux.

Voir les exercices 1, 2 et 6

. Suite’
44 Accuell —
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Lecube

‘ Page précédente Page suivante '.

Groupe de symétrie du cube

Rotations

a
LR RN

-i [ —_—
"'-n...- =
il.

=
=

Axedordre 4 Axedordre 3 Axedordre 2

Axe de rotation d'ordre n d'une figure

Une droite est dite axe de rotation d'ordre n d'une figure si le groupe de symétrie de la
figure contient exactement n rotations dont I'axe est cette droite.

Les n rotations constituent un sous-groupe du groupe de symétrie de la figure.

Les angles des n rotations sont les n multiples de 2m/n (c'est-a-dire : 2mt/n, 2(21t/
n), 3(2m/n), ..., (n-1)(2rt/n), et0).

Le cube posséde 3 axes de rotation d'ordre 4, 4 axes d'ordre 3 et 6 axes d'ordre 2, ce qui
fait en tout 24 rotations.

Les axes d'ordre 4 passent par les centres de deux faces opposeées ; les axes d'ordre 3
passent par deux sommets opposes ; les axes d'ordre 2 passent par les milieux de deux

arétes opposees.

Pour les axes d'ordre 4, les angles des rotations sont /2, 11, 31/2 et O.
Pour les axes d'ordre 3, ce sont 211/3, 41/3 et O.
Pour les axes d'ordre 2,ce sont 1T et O.

Voir les exercices 9 et 12

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Lecube

Page suivante '.

‘ Page précédente
Groupe de symeétrie du cube
Réflexions tournées
9 oy . : -:}.i'
et e .-i:: _______ " .':”“-:"" .
Axedordre 4 Axedordre 3 Axedordre 2

Le goupe de symétrie du cube contient 15 réflexions tournées, dont la symétrie centrale Sy -
Toutes les réflexions tournées du groupe ont pour centre O, et elles ont pour axes les axes
de rotation du cube.

Pour les axes d'ordre 4, les angles des réflexions tournées sont /2, 31/2 et 1.
Pour les axes d'ordre 3, ce sont 11/3, - 1/3, et TI.
Pour les axes d'ordre 2, il n'y a que Tt.

Voir les exercices 16 et 17

44 Accuell
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Lecube

‘ Page précédente Page suivante '.

Groupe de symétrie du cube

Liste compléte des éléments

Le groupe du cube est constitué des 48 éléments :

9 réflexions
24 rotations
15 réflexions tournées.

L'ensemble des 24 rotations est un sous-groupe du groupe de symétrie du cube.

Voir |I' exercice 18

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Lecube - Exercices

‘ Page précédente Page suivante '.

Le cube

Exercices

Pour tous les exercices, on demande de faire des dessins en perspective cavaliére.
Lorsque deux droites, ou une droite et un plan, ou deux plans, sont secants, il est
nécessaire de dessiner les intersections. Lorsqu'un plan coupe un cube, les
segments d'intersection du plan avec les faces du cube suffisent areprésenter le
plan.

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

1. Est-il facile de compter les plans médiateurs d'un cube ? (On pourra utiliser le fait que
12:4 = 3))

2. Est-il facile de compter les plans diagonaux d'un cube ?

3. On veut étudier l'intersection de deux plans de symétrie d'un cube. Dessiner en perspective
cavaliere un cube, deux plans de symétrie du cube (il suffit de dessiner les segments
d'intersection des plans avec les faces du cube), et la droite d'intersection des deux plans,
lorsque les plans sont :

a) deux plans médiateurs du cube

b) un plan diagonal et un plan médiateur orthogonaux a une méme face du cube

c) un plan diagonal et un plan médiateur, qui ne sont pas orthogonaux a une méme face
c) deux plans diagonaux orthogonaux a une méme face du cube

d) deux plans diagonaux qui ne sont pas orthogonaux a une méme face.
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4. Soit S un sommet d'un cube. On nomme S le sommet opposé a S, et on nomme S1 : 82
et 53 les sommets adjacents a S. Existe-t-il des faces du cube orthogonales a la droite
(SS) ? (Silaréponse est oui, dire lesquelles.) La droite (S1 Sz) est-elle orthogonale au plan
(SS 83) ?
Que peut-on dire de la droite (SS) et du plan (S1 82 83) ? En quel point remarquable

du triangle Sl 82 83 cette droite perce-t-elle ce plan ?

5. Dessiner un cube en perspective cavaliere, et deux plans diagonaux du cube, non
perpendiculaires a une méme face. Indiquer sur le dessin lI'angle des deux plans. Que vaut cet
angle ? (Utiliser un plan perpendiculaire a la droite d'intersection des deux plans.)

6. On veut démontrer que le groupe du cube ne contient pas d'autres réflexions que les 9

gu'on a déja trouvées (exercices 1 et 2). Soit sQ une réflexion par rapport a un plan Q

guelconque. On suppose que SQ appligue globalement le cube sur lui-méme.

Quelle est necessairement I'image par sQ du centre O du cube ? Ou se trouve O par

rapporta Q ?
Soit F une face donnée du cube. Si sQ (F) estlaface opposée a F, quel est

nécessairement le plan Q ?
Si SQ (F) estune face adjacente a F, quel est nécessairement le plan Q ?

Si sQ (F) = F, quelle est nécessairement la direction du plan Q par rapport au plan P
de la face ? Quelle est la restriction de SQ a P ? Quelles sont par conséquent les droites P

1 Q possibles ? Conclure.

7. On reprend les mémes notations que pour l'exercice 4. On note de plus S1 : 82 et S'3 les
sommets respectivement opposeés asl : 82 et 83. Si r estune rotation d'axe (SS) et

d'angle quelconque, quelles sont les images des plans (818283) et (SIS2 Ss) par r ?
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Le cube - Exercices
Pour quels angles est-il possible que la rotation applique le triangle 8152 83 globalement sur

lui-méme ? Si 8 est I'un de ces angles, et si rg est la rotation d'axe SS (orienté) et d'angle

0, quelle est I'image du triangle 8182 S3 par rg ? Quelle est I'image du cube par rg ?

8. Dessiner en perspective cavaliere un cube, un axe de rotation du cube, et le plan médiateur
du segment délimité par le cube sur cet axe,

a) pour un axe d'ordre 4,

b) pour un axe d'ordre 2,

C) pour un axe d'ordre 3.

Dans chaque cas, le plan est-il un plan de symétrie du cube ?

9. Dessiner en perspective cavaliere un cube et I'un des axes de rotation du cube, et indiquer
guelle est I'image de chacun des sommets du cube par chacune des rotations autour de cet
axe,

a) sil'axe est d'ordre 4

b) s'il est d'ordre 3

c) s'il est d'ordre 2.

(Pour les cas b et c, voir les exercices 7 et 8b.)

10. Combieny a-t-il de plans de symétrie du cube passant par chaque axe de rotation du
cube ?

11. Quelle est la rotation produit des réflexions par rapport a deux plans de symétrie du cube,
lorsque les plans sont :

a) deux plans médiateurs du cube

b) un plan diagonal et un plan médiateur orthogonaux a une méme face du cube

c) un plan diagonal et un plan médiateur, qui ne sont pas orthogonaux a une méme face
c) deux plans diagonaux orthogonaux a une méme face du cube

d) deux plans diagonaux qui ne sont pas orthogonaux a une méme face.
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(Indiguer dans chaque cas l'axe de la rotation, et préciser son angle en fonction de l'angle des
deux plans.)

12. On veut démontrer que le groupe du cube ne contient pas d'autres rotations que les 24
gu'on a déja trouvées (voir lI'exercice 7) . Soit r une rotation, dont on suppose qu'elle applique

globalement le cube sur lui-méme.
Quelle est I'image du centre O du cube par r ? Si r n'est pas l'identité, est-il possible
que O n'appartienne pas al'axede r ?

Dans toute la suite, on nomme S un sommet donné du cube, et S le sommet opposé a
S. On nomme S1 : 52 et S3 les sommets adjacents a S, et on nomme Sl, 82 etS'3 les

sommets respectivement opposés a S1 : 82 et 83.

a) On suppose que r (S) = S. Quel est nécessairement I'axe de r ? Quelles sont les
images possibles de S1 par r ? Quels sont les angles possibles de r ?

b) On suppose que r (S) = 81' Quelle est la longueur du segment image de SS1 par
r ? Quelles sont les images possibles de S1 par r ?
Si r(Sl) = S, quels sont nécessairement l'axe et I'angle de r ?
Si r(Sl) # S, guelles sont les images possibles de S1 par r ? Quels sont les

axes et les angles possibles de r ?

c) Onsuppose quer (S) = Sl. Quelle est la longueur du segment image de SS1 par
r?
Si r(Sl) = S, quels sont nécessairement I'axe et I'angle de r ?
Si r(Sl) = S, guelles sont les images possibles de Sl par r ? Quels sont les
axes et les angles possibles de r ?

d) On suppose que r (S) = S. Quelle est la longueur du segment image de SS par

r ? Quelle est nécessairement I'image de S par r ? Quel est nécessairement I'angle de
r?

Pour déterminer les axes possibles de r, on veut utiliser I'image de S par r. A
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guelle distance de S se trouve nécessairement cette image ? Quelles sont les images
possibles de S1 par r ?

Si r(Sl) = Sl, guel est nécessairement I'axe de r ?
Si r(Sl) = Sz’ guel est nécessairement lI'axe de r ? (Dessiner et utiliser
I'intersection des plans médiateurs des segments SS et S1 82 )

Conclure.
8818382 et 8382881 81,82 et 83 Sl, 82 etS'3

13. Dessiner un cube en perspective cavaliere, et un axe de rotation d'ordre 3 du cube. On

—
nomme A cet axe, et on l'oriente par un vecteur & . Onnomme S et S les sommets du

cube appartenanta A.

a) Larotation r (A E , TL/3 ) appartient-elle au groupe de symétrie du cube ? Si S1 est

un sommet adjacenta S, quelle est I'image de S1 par la rotation ?

b) Soit Q le plan orthogonal a A passant par O. La réflexion sQ appartient-elle au

groupe du cube ? Quelles est I'image par sQ de I'i'mage par r (A E , T1/3) de S1 ?

14. Si une réflexion tournée S, Or (D E" , 0) appartient au groupe de symétrie d'une figure

donnée, est-il nécessaire que la rotation r ( D ? , 0), ou laréflexion s_, appartiennent aussi

au groupe de la figure ? (Voir I'exercice 13.)

15. Siune rotation r (D E , 0) et une réflexion S appartiennent au groupe de symétrie

d'une figure donnée, est-il nécessaire que le produit S, or (D E’ , 8) appartienne aussi au

groupe de la figure ?
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16. Dessiner en perspective cavaliere un cube, et I'un des axes de rotation du cube, soit D .

Indiquer, dans chacun des cas indiqués ci-dessous, quelle est I'image de chaque sommet du
cube par chacune des réflexions tournées admettant D pour axe, O pour centre, et dont les
angles sont donnés a la page "Le cube - Réflexions tournées”.

a) D estun axe d'ordre 4 (utiliser les exercices 15 et 8)
b) D estun axe d'ordre 3 (utiliser I'exercice 13)

c) D estun axe d'ordre 2 (utiliser les exercices 15 et 8).

17. On veut déduire la liste des réflexions tournées du groupe du cube de la liste des rotations

du groupe. On nomme S5 la symétrie centrale par rapport au centre O du cube. Soit f une

réflexion tournée quelconque. On suppose que f applique globalement le cube sur lui-méme.

a) Quelle est nécessairement I'image de O par f ? En déduire que l'axe de f passe par
0.

b) En utilisant une forme réduite bien choisie de s_, démontrer que S5 of estune

rotation, dont on déterminera l'axe et I'angle en fonction des éléments caractéristiques de f.
c) Démontrer que :

frEGC — soofEGC

ou GC désigne le groupe du cube.

d) En déduire la liste des réflexions tournées du groupe. Combien y en a-t-il ? (Ne pas
oublier que I'angle d'une réflexion tournée n'est pas nul. Ne pas compter plusieurs fois la
symetrie centrale S )

18. Pourquoi le groupe de symétrie d'un cube ne contient-il ni translations (mis a part
I'identité), ni vissages, ni réflexions glissées, ni similitudes non isomeétriques ?

44 Accuell %‘P
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Symétrie dans I'espace - EXERCICES

‘ Page précédente Page suivante b.

EXERCICES

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Quelle est la symétrie du corps humain ? Si on imagine que le dessin de Viollet-le-Duc

représente la statue d'un personnage assis dans un décor en trois dimensions, comment peut-
on en analyser la composition en termes mathématiques ?

2. Les bourgeons de marronnier sont des objets de I'espace. Analyser leur régularité en

termes mathématiques.

3. Soit S une sphere, de centre O.

a) Soit D une droite passant par O. Faire un schéma représentant S, O, D, un point
M de S, etlimage de M par une rotation autour de D dont on choisira I'angle. Quelle est
la trajectoire de M sous le groupe des rotations d'axe D ? (Cette trajectoire est I'ensemble
des images de M par I'ensemble des rotations d'axe D .)

b) Quel est 'ensemble des isométries de I'espace qui laissent la sphere globalement
invariante ? Cet ensemble contient-il des symétries axiales orthogonales ? Peut-on dire que la
sphere présente une symétrie bilatérale ?

4. Soit [ AB] un segment de l'espace. Quel est, dans I'espace, le groupe de symétrie de ce
segment ?

5. Quel est le groupe de symétrie d'un cylindre droit dont la base est :

a) un cercle
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Symétrie dans I'espace - EXERCICES

b) un carré
c) un triangle équilatéral.

N.B.: un cylindre droit de base donnée est la figure constituée des droites (illimitées) passant
par un point de la base et orthogonales au plan de la base. Ces droites s’appellent les
géenératrices du cylindre.

6. Soit P et P' deux plans de I'espace, paralléles et disjoints. Quel est le groupe de symétrie
de la figure PU P ?

7. Soit T un tétraédre régulier, c'est-a-dire un polyédre régulier comportant quatre faces qui
sont des triangles équilatéraux. On note A, B, C et D les sommetsde T. Onnote A* B
le milieu de l'aréte AB, C* D le milieu de CD, etc. On note A' le centre de la face BCD,
B' le centre de CDA, etc.

a) Deémontrer que le plan (A,B,C* D) estle plan médiateur du segment CD .
Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. Démontrer que la droite
( AA") est perpendiculaire au plan ( BCD ). Démontrer que la droite (A* B,C* D) estla
perpendiculaire commune aux droites (AB) et (CD).

Soit O le centre du tétraédre, c'est-a-dire l'isobarycentre des 4 points A, B, C et D.
Ou se trouve O par rapport aux points A* B etC* D ? Ou se trouve O par rapport au
plan (B*C,B*D,A*D,A* C) ? Ousetrouve O parrapportaux points A et A" ?
Démontrer que le plan médiateur du segment [A* B C* D] estle plan
(B*C,B*D,A*D,A*C).

b) On veut déterminer le groupe de symétrie GT du tétraedre régulier.
Le groupe G contient-il des similitudes non isométriques ? Quelle est

nécessairement I'image de O par un élément f quelconque de GT ? GT contient-il des

translations ? des vissages ? des réflexions glissées ?

Donner la liste des plans de symétrie de T (on pourra chercher toutes les réflexions
qui envoient un sommet sur lui-méme, puis toutes les réflexions qui envoient un sommet sur
un sommet adjacent).

Donner la liste des rotations de GT (on pourra chercher toutes les rotations qui
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Symétrie dans I'espace - EXERCICES

envoient un sommet sur lui-méme, puis toutes les rotations qui envoient un sommet sur un
sommet adjacent).

Démontrer que si f est une réflexion tournée, alors fof est une rotation, dont on
déterminera I'axe et I'angle en fonction de I'axe et de I'angle de f. Ultiliser ce résultat et la liste
des rotations de GT pour trouver la liste des rélexions tournées de GT. Le centre O du

tétraédre est-il un centre de symétrie du tétraedre ?
Combien GT contient-il d'éléments ? Comparer ce hombre avec le nombre des

permutations de lI'ensemble {A,B, C,D} des quatre sommets. (Une permutation d'un
ensemble est une application bijective de I'ensemble sur lui-méme. Le nombre des
permutations de lI'ensemble {A, B, C, D} est le nombre des suites ordonnées de ces quatre
points, dans un ordre relatif quelconque (les permutations ne sont pas nécessairement
circulaires).)

8. Quel est le groupe de symétrie d'un parallélépipede rectangle ? (On discutera suivant le
nombre de faces carrées du parallélépipede.)

SR B

s r s s s sy nmm

9. Un cylindre, au sens usuel, est une portion de cylindre droit a base circulaire, comprise
entre deux plans orthogonaux aux génératrices (voir I'exercice 5). Quel est le groupe de

symétrie d’un cylindre usuel ?
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10. Donner un exemple de figure de I'espace dont le groupe de symétrie contienne des
réflexions tournées, mais pas de réflexions.

11. Existe-t-il des figures de I'espace dont le groupe de symétrie contienne des réflexions
tournées, mais pas de rotations ?

12. La sphére était considérée par les pythagoriciens comme une figure (bornée) parfaite.

a) Enoncer une propriété mathématique traduisant cette idée.

b) Deémontrer cette propriété. (On pourra s’inspirer des indications données en géométrie
plane pour le cercle)

Dans I'espace physique, la direction verticale est une direction tres
particuliére, qui n’est interchangeable avec aucune autre, alors qu’en
mathématiques toutes les directions sont équivalentes (I'espace
mathématique est “isotrope”). En architecture, la qualité physique de
I’espace se superpose a sa qualité mathématique (de méme qu’un
coloriage se superpose a des contours purs) si bien qu’'une forme
géométrique, dans un batiment, met en évidence deux groupes de
symeétrie au moins : le groupe de symétrie de la forme purement
géometrique, et le sous-groupe obtenu en particularisant la verticale (et
éventuellement d’autres directions).

On tiendra compte de cette remargque dans I'exercice suivant.
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Symétrie dans I'espace - EXERCICES

13. ;/—._\\ On considere un batiment composé d'un

= B R soubassement en forme de parallélépipéde
rectangle dont la face au sol est carrée,
surmonté d'une partie octogonale, elle-méme
surmontée d'une coupole hémisphérique .

Yuvsaa daty Analyser en termes mathématiques la régularité

de ce batiment (voir la remarque ci-dessus). On
étudiera la composition du batiment, ainsi que la
progression de la symétrie du bas vers le haut.

vue da dessus

14. On considere un escalier en colimacon comportant 16 marches au tour, c'est-a-dire gqu'il

faut monter — ou descendre — 16 marches pour tourner d'un tour complet autour de I'axe de
I'escalier. La hauteur entre les marches est de 20 cm. Le colimacon est "droit", c'est-a-dire
gu'on monte quand on tourne dans le sens direct, sens repéreé sur un plan horizontal vu d'en
haut. (Le colimacgon serait "gauche" si on montait en tournant dans le sens indirect.) Pour
étudier la symétrie de cet escalier, on considere qu'il continue régulierement et indéfiniment
vers le haut et vers le bas.

a) Trouver une transformation géométrique qui applique chague marche sur celle qui la
suit immeédiatement vers le haut. Méme question pour appliquer chague marche sur celle qui
la suit immédiatement vers le bas.

b) L'escalier se réfléchit dans un miroir vertical. L'image de I'escalier par la réflexion est-
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elle un colimacon "droit" ou un colimacgon "gauche" ? Et si le miroir est horizontal ?

c) On déplace I'escalier, le renversant d'un bloc pour amener le bas en haut et le haut en
bas. Dans cette nouvelle position, le colimacon est-il "droit" ou "gauche" ?

d) Quel est le groupe de symétrie de I'escalier ? Ce groupe contient-il des translations ?
Contient-il des rotations ? Contient-il des antidéplacements ?
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Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Espd/sye xc.htm (6 of 6)01/06/2005 04:42:30 «



Similitudes de I'espace - Généralités

‘ Page pr écédente Page suivante b.

Geénéralités

Figures semblables /aEOQEaCa

Deux figures semblables / aEO(;Ea(;a sont deux figures qui ont la méme forme/ 4YO
CaaiZ&E (mais pas nécessairement la méme dimension), par exemple : deux cubes, dont I'un
est éventuellement plus petit que l'autre ; deux sphéres, de rayons égaux ou dlfferents deux
tétraedres de méme forme ; deux secteurs angulaires de méme angle ; deux droites ; deux
plans ; etc.

Similitude / EOCE&
Une similitude / EOCEa est une transformation géométrique qui transforme toute figure en
une figure semblable.

Rapport de similitude

A chaque similitude est associée un rapport, c'est-a-dire un nombre réel strictement positif par
lequel la similitude multiplie les distances. (Si le rapport est supérieur a 1, la similitude agrandit
les figures ; si le rapport est inferieur a 1, la similitude rapetisse les figures ; si le rapport vaut
1, la similitude transforme chaque figure en une figure de méme forme et de méme

dimension : c'est une isométrie).

Propriétés

Une similitude transforme une droite en droite et un plan en plan.

Elle conserve le parallélisme (mais pas nécessairement la distance des droites ou des plans
paralleles).

Elle conserve I'orthogonalité des droites et des plans.

Propriété
Une similitude est une application bijective de I'espace sur lui-méme.
Voir I'exercice 1

Propriété
L'ensemble S des similitudes de I'espace, muni de la loi de composition des applications, est
un groupe.

A propos de la démonstration

Puisque S est un sous-ensemble du groupe des bijections de I'espace sur lui-méme, il suffit
de démontrer que S est un sous-groupe de ce groupe.

On peut exprimer la démonstration d'une maniere intuitive évidente : 1. si une certaine
opération transforme une figure en une figure qui a la méme forme, et si on la fait suivre d'une
opération qui ne modifie pas non plus les formes, I'opération de passage de la premiére figure
a la derniere n'a pas modifié les formes ; 2. si une certaine opération transforme une figure en
une figure qui a la méme forme, I'opération de retour inverse ne modifie pas non plus les
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Similitudes de I'espace - Généralités
formes ; 3. 'opération qui consiste a ne rien changer ne modifie pas les formes.

Ces propriétés se demontrent en mathématiques par I'intermédiaire des propriétés
plus preécises suivantes.

Propriétés
Si f et g sont deux similitudes, de rapports respectifs h et k, alors gof est une similitude
de rapport k.h.

Si f est une similitude de rapport h, alors f-1 est une similitude de rapport 1/ h.
L'identité est une similitude de rapport 1.

Pour une démonstration, voir |'exercice 2
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‘ Page précédente Page suivante '.

Homothéties

Dans I'espace comme en géométrie plane, les homothéties sont les exemples les
plus simples de similitudes "agrandissantes" ou "rapetissantes’. Leur définition
dans I'espace est laméme qu'en géométrie plane.

Définition
Etant donné un point A et un nombre réel k non nul, I'homothétie /EICRO de centre A et
de rapport k est I'application de I'espace dans lui-méme qui associe a tout point M de
I'espace le point M' tel que :

S —

AMr = k AM

Lafigure F' estl'imagede F par une homothétie de rapport 2

LesfiguresF et F' sont non seulement semblables, mais "semblablement
posees’ (comme en geométrie plane), et F' est plus grande que F .

file:///C|/architecture/Esp5/sie_h.htm (1 of 3)01/06/2005 04:42:32 «


javascript:na_open_window('win', '../Sy4/si_h.htm#vocim', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)

Homothéties

/ ¥ /

Lafigure F" estlI'imagede F par une homothétie
de rapport 1/2

F et F' sont semblables et " semblablement
posees’ , et F" est plus petite que F .

Lafigure F"' estl'imagede F par une homothétie de rapport -2

Lesfigures F et F" nesont pas "semblablement posées’ , mais elles sont
semblableset F"' est plus grande que F (leslongueurs sont multipliées par 2).

Rapport d'homothétie, rapport de similitude
Une homothétie de rapport k (o k OO R et k # 0) est une similitude de rapport | k| (les
distances sont multipliées par | k| ).

Sens des figures / CEIC& CAAORCA
Si on admet comme évident qu'une homothétie de rapport positif ne change pas le sens des
figures (puisque la figure objet et son image sont "semblablement posées”), on constate

gu'une homothétie de rapport négatif inverse le sens des figures asymétriques.
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( A Contrairement a ce qui se passe en geométrie plane.)

Points fixes /| aPC@ ECEEE
Une homothétie de rapport différent de 1 possede un point fixe unique : son centre.
(Si le rapport est 1, I'homothétie est l'identité.)

Invariants globaux / &CAEUINE AlaCaiC
Les droites globalement invariantes par une homothétie distincte de l'identité sont les droites
passant par le centre.

Les plans globalement invariants par une homothétie distincte de l'identité sont les plans
passant par le centre.

Voir les exercices 3,4 et5
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Similitudes directes, similitudes indirectes

‘ Page précédente Page suivante '.

Similitudes directes, similitudes indirectes

Similitudes directes, similitudes indirectes
Une similitude directe est une similitude qui conserve le sens des figures.
Une similitude indirecte est une similitude qui inverse le sens des figures asymétriques.

Exemple : les homothéties

Une homothétie de rapport positif est une similitude directe.
Une homothétie de rapport négatif est une similitude indirecte.

( Une homothétie de rapport négatif inverse le sens des figures )
A asymétriques, contrairement a ce qui se passe en géométrie plane.

Autre exemple
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Similitudes directes, similitudes indirectes

=4

=AY

&
7 FEE?,EL e

Soit h(A,k)or (D %', 0) l'application composée d'une rotation, d'axe D orienté par '

et d'angle 6, et d'une homothétie dont le centre A appartienta D et dont le rapport k est
guelconque (différent de zéro).

Cette application est une similitude de rapport | k| : elle agrandit les figures — ou elle les
rapetisse — dans le rapport | k| .

Si k> 0, c'est une similitude directe (puisque la rotation et I'hnomothétie conservent le sens
des figures).

Si k< 0, c'est une similitude indirecte (puisque la rotation conserve le sens, et que
I'hnomothétie l'inverse).
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Liste des similitudes de I'espace

‘ Page précédente Page suivante '.

Liste des similitudes

On démontre en mathématiques que la liste de similitudes gque nous avons vues en
exemples est compléete. C' est ce qu’ énonce |e théoreme suivant.

Théoreme

Toute similitude, si ce n'est pas une isométrie, est toujours le produit d'une homothétie, de
rapport positif ou négatif, et d'une rotation dont I'axe passe par le centre de 'homothétie. Ce
produit est commutatif et s'appelle forme réeduite de la similitude.

Points fixes /| apPC@ ECEEE

Une similitude non isométrique de l'espace posséde un point fixe et un seul, qui est le centre
de 'homothétie intervenant dans une forme réduite de la similitude. Ce point s'appelle le
centre de la similitude.

Voir I'exercice 6

Invariants globaux / ACAEUINE AlacaiC

Soit f une similitude non isométrique de l'espace, donnée sous forme réduite :
f=h(A,k)or(D3".0) (kz0, kz1, k# -1, AOD).

Les droites globalement invariantes par f sont l'axe D de la rotation et : 1) aucune autre, si
la rotation n'est ni l'identité, ni un demi-tour ; 2) les droites perpendiculairesa D en A, sila
rotation est un demi-tour ; 3) toutes les droites passant par A, si la rotation est l'identité ( f est
alors une homothétie).

Les plans globalement invariants par f sont le plan perpendiculaire a D en A et: 1) aucun
autre si la rotation n'est ni l'identité, ni un demi-tour ; 2) les plans contenant D si la rotation est
un demi-tour ; 3) tous les plans passant par A sila rotation est l'identité (f est alors une
homothétie).

Voir les exercices 7 et 8
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Similitudes de I'espace - EXERCICES

‘ Page précédente Page suivante b.

EXERCICES

Corrigés : certains sont dgjainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

1. a) Sion imagine deux figures semblables, images l'une de l'autre par une similitude,
comme deux figures "ayant la méme forme", est-il possible d'imaginer deux points distincts de
I'espace ayant des images confondues ?
b) En utilisant le rapport de similitude, démontrer qu'un similitude est une application
Injective.
(Une similitude est aussi surjective : I'image de I'espace est I'espace tout entier, mais la
démonstration de cette propriété n'est pas simple.)

2. a) Soit f et g deux similitudes, de rapports respectifs h et k. Soit M et N deux points
quelconques de l'espace, M' et N' leursimages par f, M" et N" lesimagesde M' et N
par g.

Exprimer la distance M" N" en fonction de la distance M'N', puis en fonction de la
distance MN. Par quel nombre l'application go f multiplie-t-elle les distances ?

b) On considére l'application f-1, inverse de la similitude f de rapport h. Soit M et N

deux points quelconques de I'espace, et M' et N' leurs images par f-1. Quelles sont les
images des points M' et M' par f ? Exprimer la distance MN en fonction de la distance

M'N', puis M'N' en fonction de MN. Par quel nombre l'application f-1 multiplie-t-elle les
distances ?

3. Soit h( A, k) une homothétie de centre A et de rapport k (k#0). Nous allons
démontrer que les droites passant par A sont globalement invariantes par h. Soit D une
droite contenant A.

a) Soit M un pointde D . Ou se trouve h(M) par rapport a la droite (AM) ? En
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Similitudes de I'espace - EXERCICES

déduire que h(D)—D.

b) Soit M un point quelconque de D . Trouver un point N de D telque h(N) = M.
En déduire que D ‘= h(D) . Conclure.

4. Soit h( A, k) une homothétie de centre A et de rapport k (k#0). Nous allons
démontrer que les seules droites globalement invariantes par h sont les droites passant par
A.

Soit D une droite quelconque de I'espace, dont on suppose qu'elle est globalement
invariante par h. Soit M un pointde D, distinctde A. Soit M' lIimage de M par h. Les
points M et M' peuvent-ils étre confondus ? Ou se trouve A par rapport a la droite
(MM') ? Ou se trouve M' par rapporta D ? Conclure.

5. Soit h( A, k) une homothétie de centre A et de rapport k (k#0). En s'inspirant des
exercices 3 et 4 ci-dessus, démontrer que les plans passant par A sont globalement
invariants par h, et que ce sont les seuls.

6. Soit une similitude non isométrique quelconque de l'espace, de rapportk (k>0, k#1).
Soit B un point quelconque de l'espace, dont on suppose qu'il est fixe par la similitude. En
utilisant le rapport de la similitude, démontrer que B=A.

7. f=h(A,k)or (D 7', 6) une similitude non isométrique quelconque de I'espace,
donnée sous forme réduite (k#0, k#1, k# -1, AOD). Nous allons démontrer que les
plans globalement invariants par f sont ceux qui sont énuméreés dans la liste des similitudes.
Soit Q un plan quelconque de I'espace, dont on suppose qu'il est globalement invariant
par f. Soit K la projection orthogonale de A sur Q. Quelle est I'i'mage par f de la droite
passant par A et orthogonale a Q ? Quelle est par conséquent I'image de K par f ? Ou se
trouve nécessairement le point K ? Quelle est I'image de Q par h(A,k) ?par r (D
', 0) ? Conclure, en utilisant les invariants globaux connus des rotations.
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8. Soitf = h(A,k)or (D 3, 0) une similitude non isométrique quelconque de l'espace,
donnée sous forme réduite (k#0, k#1, k# -1, AOD).

En utilisant la projection orthogonale de A sur une droite quelconque de I'espace,
supposée globalement invariante par f, et en s'inspirant de I'exercice précédent, démontrer
gue les droites globalement invariantes par f sont celles qui sont énumérées dans la liste des
similitudes.

9. a) Soit h( A, k) une homothétie de centre A et de rapport k ( k est un réel non nul,
positif ou négatif). Que peut-on direde h(A,k) si k=1 ? ousi k=-1 ? Si k>0,
I'hnomothétie h (A, k) est-elle une similitude directe ou indirecte ? Etsi k<0 ?

b) Soit P un plan de I'espace, contenant A. On note S la réflexion par rapport au plan
P, et S, la symétrie centrale par rapport a A. Démontrer que le produit s, 0s, estun demi-

P~ A

tour dont I'axe contient A. En déduire que la similitude S, O h(A, k) estle produit d'une

rotation dont I'axe contient A et d'une homothétie de centre A.

c) Soit f une réflexion tournée, de centre A. En utilisant le résultat de la question
précédente, démontrer que la similitude fo h (A, k) estle produit d’une rotation dont I'axe
contient A et d’'une homothétie de centre A.
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Géométrie dans |'espace - PROBLEMES - page 1

‘ Page pr écédente Page suivante '.

Problemes et exercices généraux

Page 1

Exercices1a9

Corrigés : certains sont dgja installés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Doit D une droite et O un point appartenanta D . On note la symétrie centrale par

o
rapporta O et r (D % , ) unerotation d'axe D, orienté par % , et d’angle o non plat.

Démontrer que r (D ? ,a)o S, estune réflexion tournée dont on précisera les éléments

caracteristiques.

2. Soit G un prisme droit, constitué de deux bases isométriques et paralleles en forme de
pentagone régulier convexe, reliées entre elles par des faces latérales carrées orthogonales
aux bases.

Quel est le groupe de symétrie de G ?
Méme question si les faces latérales sont des rectangles non carrés.

3. Soit D et D’ deux droites non coplanaires de I'espace. On cherche a déterminer
'ensemble Ip ._ p' des isométries de I'espace qui laissent la figure D 0 D’ globalement
invariante.
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a) Onnote L la perpendiculaire commune aux droites D et D', et H et H' les points
ou la droite L rencontre respectivement D et D’ . Si f est une isométrie quelconque de
fp_p, quepensez-vousdef({H,H }) ? def(L) ?

b) Déterminer toutes les isométries de fp._ o' qui laissent chacun des points Het H’
invariants.

c) On suppose que f est une isométrie de In._ o qui échange H et H' . Onnote O
le milieu du segment HH’ , et d et d' les droites passant par O et respectivement
parallélesa D et D’ . Que pensez-vousde f(O) ?de f(d) et de f(d ) ? Déterminer
toutes les isométries de fp.. p qui échangent H et H' .

4. Soit D une droite de I'espace. Trouver 'ensemble ID des isométries de I'espace qui

laissent D globalement invariante.

5. Soit P un plan de I'espace. Trouver 'ensemble IP des isométries de I'espace qui laissent

P globalement invariant.

6. Soit (O, ¢ , 4, k) unrepéere orthonorme direct de I'espace. Faire un schéma du
repéere, le sens direct étant le sens conventionnel habituel.

Lerepere (O,-4 ,-3 ,-k ) est-il direct ou indirect ? Par quelle isométrie de l'espace
passe-t-ondurepere (O, ¢ , 5, k) aurepére (O,-¢ ,-3 ,-% ) ? Donnerles
éléments caractéristiques de cette isométrie.

. o . . o
Lerepere (O,-2 ,-k ,-¢ ) est-ildirect ouindirect ? Par quelle isométrie de
. - ot . = =
I'espace passe-t-on du repére (O,-¢ ,-7 ,-%k ) aurepére (O,-2 ,-%k ,-¢ ) ? Donner

les éléments caractéristiques de cette isométrie.

7. On considere une reflexion S, par rapport aun plan P, etunerotation r (D E ,a)
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_I,
d'axe D, orienté par % , etd'angle a.

a) Le produit S, Or (D E" , a ) est-il un déplacement ou un antidéplacement ?

b) On suppose D _ P.

Démontrer que, dans ce cas, S, or (D ? , a) est une réflexion dont on déterminera

le plan. (On pourra décomposer la rotation en produit de réflexions bien choisies.)

c) On suppose maintenant que D n’est pas incluse dans P mais que D // P et que
I'angle a est plat.

Démontrer que, dans ce cas, S, ofr (D ? , ) est une réflexion glissée dont on

déterminera les éléments caractéristiques. (On pourra utiliser la projection orthogonale D’ de
D sur P, etle résultat de la question b).)

d) Qu'est-ce qu'une réflexion tournée ?

8. Soit ABCD un carré situé dans un plan de I'espace. Soit O le centre du carré et A l'axe
du carré (c'est-a-dire la droite perpendiculaire au plan du carré et passant par O). Soit E et
F les deux points de A tels que EAB et FAB soient des triangles équilatéraux. Soit P le
polyédre dont les faces sont les triangles EAB, EBC, ECD, EDA, FAB, FBC, FCD et
FDA . On se propose d'étudier ce polyedre.

On appelle sommets opposés deux sommets qui ne sont pas adjacents par une aréte,
arétes opposées deux arétes telles que les extrémités de I'une soient des sommets opposés
aux extrémités de l'autre, faces opposées deux faces qui n'ont pas de sommet commun.

a) Quel est le centre de gravité de P ? Démontrer que les triangles AOD et AOE sont
isométriques. En utilisant ses diagonales, démontrer que le quadrilatere ADFB est un carré.
Démontrer que deux arétes opposees de P sont paralleles. Démontrer que deux faces
opposées de P sont paralleles. Démontrer que le point O appartient au plan médiateur de
chaque aréte. Démontrer que O appartient a I'axe de chaque face ( I'axe d'un triangle estla
droite perpendiculaire au plan du triangle et passant par le centre de gravité du triangle).

b) On se propose d'étudier le groupe de symétrie G de P.

Trouver tous les plans de symétrie de P. On pourra par exemple chercher toutes les
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réflexions de G :

1) qui appliguent A sur A ;

2) qui appliquent A sur le sommet opposeé (quiest C) ;

3) qui appliquent A sur un sommet adjacent (par exemple B).
Combien P posséde-t-il de plans de symétrie ?

Trouver toutes les rotations qui laissent P globalement invariant (on pourra suivre la
méme démarche que pour les réflexions). Combien G contient-il de rotations ?

On note S5 la symétrie centrale par apporta O. Est-ce que S5 appartienta G ?

Soit g une réflexion tournée admettant O pour point fixe. Démontrer que

glG = go0s, 0 G

Démontrer que go S, estune rotation dont on déterminera les éléments caractéristiques en
fonction de ceux de g. Utiliser ce résultat et la liste des rotations de G pour trouver la liste

des réflexions tournées de G. Combieny en a-t-il ?

G contient-il d'autres isométries que les réflexions, les rotations et les réflexions
tournées déja trouvees ?

9. Soit C un carré de l'espace (figure plane, située dans I'espace). Quel est I'ensemble des
isométries de I'espace qui appliquent globalement le carré sur lui-méme ?
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GEOMETRIE DANS L'ESPACE
Problemes et exercices géneraux

Page 6

Exercice 25

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre les mises ajour du site.

8

Texte 25 Corrigé 25
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Géométrie projective
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. Plans complétés, plan a l'infini
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Propriétés projectives
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. Détermination des droites et
des plans par des points

. Segments projectifs
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Page suivante ’

GEOMETRIE PROJECTIVE

Coup d’ceil introductif

Exercice de perspective, XVI€ siecle

-,

La géométrie projective / Ca4aTOE CAAOPCOTE est une branche
des mathématiques qui a commenceé a se constituer au XVlle
siecle pour organiser les propriétés géometriques de I'espace
qui sont conservées par projection centrale / AOPCo aNROT —
d'ot le nom de géométrie projective / AOPCAIE . L'étude de ces
propriétés provenait elle-méme des problemes posés par la
perspective /CaaalzN, technique de représentation des objets
de I'espace utilisée par les artistes et les praticiens, apparue
au XVe siecle en Europe. Apreés plusieurs siecles d'une
histoire complexe, dont les acteurs furent des peintres, des
mathématiciens, des physiciens, des architectes — les quatre
en méme temps pour plusieurs d'entre eux —, la géométrie
projective aboutit finalement, a la fin du XIXe siecle, a une
théorie mathématique puissante dont les applications
dépassent de trés loin la seule perspective.

Cependant, notre but ici est seulement d'éclairer, pour les
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. Points de fuite
. Fuyantes

Exercices

Perspectives des plans
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étudiants en architecture, les techniques de construction
employées en perspective. En présentant d'abord quelques

problemes historiques de la perspective, on peut introduire
d'une maniere rapide et imagée les idées de la géométrie
projective. En s’appuyant sur ces idées, on peut faire un peu
de géométrie projective puis employer les mathématiques
pour retourner a la perspective, dont les techniques
apparaissent alors cohérentes et claires.
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Exercice de perspecfi
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La géométrie projective / C44aTOE CAAOPCATE est une branche des mathématiques qui a
commence a se constituer au XVlle siécle pour organiser les propriétés géomeétriques de
I'espace qui sont conservées par projection centrale / AOpCg@ NR0T — d'oul le nom de
géométrie projective / AOPCOTE . L'étude de ces propriétés provenait elle-méme des problémes
posés par la perspective /CadaUzN, technique de représentation des objets de I'espace utilisée
par les artistes et les praticiens, apparue au XVe siecle en Europe. Apres plusieurs siecles
d'une histoire complexe, dont les acteurs furent des peintres, des mathématiciens, des
physiciens, des architectes — les quatre en méme temps pour plusieurs d'entre eux —, la
geomeétrie projective aboutit finalement, a la fin du XIXe siecle, a une théorie mathématique
puissante dont les applications dépassent de trés loin la seule perspective.

Cependant, notre but ici est seulement d'éclairer, pour les étudiants en architecture, les
technigues de construction employées en perspective. En présentant d'abord quelques

problemes historiques de la perspective, on peut introduire d'une maniére rapide et imagee les
idées de la géométrie projective. En s’appuyant sur ces idées, on peut faire un peu de
géomeétrie projective puis employer les mathématiques pour retourner a la perspective, dont
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les techniques apparaissent alors cohérentes et claires.
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Qu'est-ce que la perspective ?

De la perspective a la géométrie projective

Retour ala planche d'images
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Qu’est-ce que la perspective - 1

Perspective, par Albrecht Direr, 1525

L es contours du personnage sont observés sur le plan défini par une vitre
transparente, I'oell de I'observateur étant fixé en un point matérialisé par
I'extrémité d'unetige. Le quadrillage de lavitre permet de repérer les
contours d'une maniere assez précise et de les reproduire sur une feuille
de papier elle-méme quadrillée.

La perspective /CadaUaN, dite aussi perspective conique /CaaalUzN CaaTNzd1, ou perspective
centrale (par opposition aux perspectives cavaliere et axonomeétriques dont il ne s'agit pas ici),
c'est "l'art de représenter les objets sur une surface plane, de telle sorte que leur
représentation coincide avec la perception visuelle qu'on peut en avoir, compte tenu de leur
position dans l'espace par rapport a l'oeil de I'observateur” (Dictionnaire de langue francaise Petit
Robert 1).

Comme le montre le dispositif dessiné par Durer, lorsqu'un observateur immobile regarde des

objets a travers une vitre, la vitre est le tableau /azIE sur lequel les objets viennent se peindre /
ENEO& en perspective (conlque) et le dessinateur reproduit sur le papier le tableau naturel qu'il

voit sur la vitre.
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Qu'est-ce que la perspective ?

Paolo Ucello Giovanni Santi Jacopo et Lorenzo
1469 Fin du XVesiecle Salimbeni
Début du XVesiecle

Peinture en perspective Peinture en perspective Peinture sans perspective
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Qu'est-ce que la perspective ?
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Qu’est-ce que la perspective - 2

OE Tl

e

Nous ne parlerons que de l'aspect geométrique de la perspective, c'est-a-dire de la
représentation des contours apparents des objets, et pas des autres technigues, comme les
jeux de valeurs et de couleurs, qui contribuent aussi a restituer I'apparence de l'objet.

La géométrie réduit I'observateur a un oeil unique, figuré par un point, qui recoit chaque rayon
lumineux issu de chaque point de l'objet. Le tableau est un plan interpose entre l'ogil et I'objet.
Chaque point de l'objet est représenté /43E@04 sur le tableau /azlIE par la trace /CAAEN sur le
tableau du rayon lumineux rectiligne qui joint le point a l'oeil.

Le schéma ci-dessus représente |'oeil OE d'un observateur debout sur le sol qui est un plan
horizontal H. Le tableau T est vertical. L'oeil observe des points de l'espace et, en méme
temps, leur représentation sur le tableau. Il ne distingue pas les points de leur représentation.
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((Accudl ° : Suite

file:///C)/architecture/Prjl/i_qqgprs2.htm (1 of 2)01/06/2005 04:42:41 «



Routes et chemins

De la perspective a la géométrie projective
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Routes et voies

(.‘

'"H‘h’; h..

Imaginons qu'on regarde un paysage ou se trouvent des rails de chemin de fer, ou des bords
de route ou de rue, rectilignes et paralleles On voit les droites ... fuir au loin vers un point ou
elles ont I'air de concourir /EEACPi !

La geométrie projective rend compte de cet aspect de I'espace. Dans cette géometrie, on peut
imaginer gue les droites affines paralleles se rencontrent en un paint "a l'infini* / Yi
CaaCaaCIE , c'est-a-dire en un point situé en dehors du champ / ICNI 4ICa de la géométrie
affine, un point qu'on peut imaginer situé plus loin que tous les points de la géométrie affine.

On ajoute ainsi a chaque droite affine un point dit "a l'infini", et toutes les droites d'une direction
donnée ont le méme point "a l'infini". L'ensemble de toutes les droites d'une direction donnée
constitue un faisceau / [O4E de droites, qui sont paralleles pour la géomeétrie affine mais qui,
pour la géométrie projective, concourent en un point (a l'infini).
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Un point al'infini par direction de droite

De la perspective a la géométrie projective
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1 point a I'infini par direction de droite

Des droites paralleles dans deux directions différentes semblent se rejoindre en deux points a
I'infini différents.

On imagine ainsi facilement que la géométrie projective ajoute aux droites affines :

le mém_e point a_l’i_nfi_ni Si les d(oites affines sont paralléles,
des points a l'infini différents si les droites affines ne sont pas paralléles.

C’est-a-dire que la géométrie projective ajoute exactement un point a l'infini par direction de
droite affine.
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Point al'infini et sa perspective
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Point a I’infini dans|’ espace et sa perspective sur le tableau

La représentation /C4E&ET4 sur le tableau d'un point & l'infini de I'espace est, comme pour tous
les points, la trace sur le tableau de la droite qui joint le point a l'oeil.

Soit par exemple la droite D, perpendiculaire au tableau et passant par I'ceil, et soit d son point
a I'infini (qu'on imagine trés loin sur D). La droite D est le rayon visuel qui joint I'ceil a d, si bien
que f, trace de D sur T, est la perspective de d.
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Point al'infini et sa perspective
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Droites paralléles dans |’ espace et leur perspective sur le tableau

Toutes les droites de I'espace paralleles a D ont le méme point a l'infini d, et leurs
représentations sur le tableau passent toutes par le point f. Par exemple les droites D, et D,
placées sur le sol dans la direction de D (des bords de route), sont représentées sur le tableau
par des droites qui concourent au point f. Dans le vocabulaire du dessin technique, f s'appelle
le point de fuite principal / 4p2E CaEaCOT CaNATOTE : point de fuite parce que les droites
semblent fuir vers ce point, percu comme une borne jamais atteinte (ou s'évanouir / EEACOT en
ce point) ; principal / CaN£TOTE parce que c'est le point de fuite de la direction perpendiculaire
au tableau, direction particuliere considérée comme principale.

44 Accuell

Retour ala planched'images
= d Suiteb

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file://IC|/architecture/Prj1/i_pip.htm (2 of 2)01/06/2005 04:42:43 «


javascript:na_open_window('win', 'i_cfusd.htm', 0, 0, 450, 600, 0, 0, 0, 1, 1)

L'horizon

De la perspective a la géométrie projective
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L’horizon

On peut |mag|ner I horlzon comme une dr0|te située tres Iom é I'infini", sur le plan horizontal
de la mer.

Et on peut |mag|ner gue I'horizon est constitué de pomts
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L'horizon

chaque point étant situé « a I'infini » sur une droite incluse dans le plan de la mer ...

Lesfils
électriques,
les barres
du garde-
fou, et
méme les
bords en
pierre dela
jetée sont
Situés au
dessus du
plan dela
mer.
Pourtant,
on voit
toutes ces
droites
«fuir »
versle
méme
point,
appartenant
al”horizon
sur lamer.

... ou sur n'importe quelle droite horizontale, incluse ou non dans le plan de la mer.
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Une droite al'infini par direction de plan

De la perspective a la géométrie projective
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1 droite a I'infini par direction de plan

ol et plafond

On peut imaginer I’horizon comme une droite ou tous les plans horizontaux se rencontrent,
« trés loin », « a I'infini ».
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Unedroite al'infini par direction de plan

Deux fils
électriques
situés a
Hd une méme
L _ hauteur au
b dessus de
ke lamer
T définissent
un plan
horizontal,
situé au
dessus de
lamer, qui
«rgoint »
lamer sur
I horizon.

La géomeétrie projective ajoute ainsi a chaque plan affine une droite dite "a l'infini* / Yi
CaacaacCik , située en dehors du champ / ICNI AICA de la géométrie affine, qu'on peut
imaginer située « tres loin », et cette droite est la méme pour tous les plans d’'une direction de

plans donnée. Par contre, si on change de direction de plan, la droite a I'infini change :

=
. T

H J__

'l-|:1-_..|_|:|.|._.|._,!I

TS

Sl
=

Ce schéma représente un
sol avec un mur adroite.
On imagine facilement
I"horizon, notéici H, c'est-
a-direladroite « a

I"infini » du plan du sol.

g

Pk L T i
H o F 7 L

bl Gl el

Avec un tout petit effort, par
exemple en penchant la téte
agauche, on peut voir le
mur « comme un sol » et on
distingue alors sadroite « a
I"infini », notéeici V, qui
n'est pasH.

On peut ainsi imaginer que la géométrie projective ajoute aux plans affines :
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Unedroite al'infini par direction de plan

la méme droite a l'infini si les plans affines sont paralleles,
des droites a l'infini différentes si les plans affines ne sont pas paralleles.

C’est-a-dire que la géométrie projective ajoute exactement une droite a I'infini par direction de
plan affine.

44 Accuell

Retour alaplanched'images
. = Suiteb

Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Prjl/i_2dirp.htm (3 of 3)01/06/2005 04:42:44 «



Horizon et ligne d'horizon

De la perspective a la géométrie projective
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La ligne d'horizon est la représentation sur le tableau de I'horizon. Elle est constituée des
points de fuite de toutes les directions de droites horizontales
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Horizon et ligne d'horizon

OE

L'horizon est la droite a I'infini commune a tous les plans horizontaux, en particulier au plan du

sol et au plan horizontal passant par l'oeil. La ligne d'horizon se nomme aussi la ligne de fuite
des plans horizontaux : les plans semblent fuir vers cette droite ou ils se rejoignent.
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Confusions et distinctions
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Confusions

Vanish 3

dou f?

Dans le vocabulaire courant, I'expression point de fuite désigne deux points tout a fait
différents : le point a l'infini des droites de I'espace (le point d) et sa représentation /CaEaEla
sur le tableau (Ie point f). C'est vers le point d, au loin, dans Iespace gue les droites ont l'air
de fuir (ou de s’évanouir /EE4COT). Le point f, qui n'est pas du tout "a l'infini", mais au contraire
a notre portée, ici, sur la feuille de papier, devrait peut-étre s'appeler "représentation du point
de fuite sur le tableau".

Loin d'étre néfaste, cette confusion de vocabulaire est utile, puisqu’elle aide le dessin en
perspective a remplir sa fonction : faire oublier le plan matériel du tableau pour ne laisser
subsister que l'idée de I'espace représenté.

C'est sur cette confusion que nous jouons nous-mémes lorsque nous présentons une
photographie de droites paralléles pour faire imaginer un point a l'infini. La photographie est.
une perspective. En regardant la photographie, nous avons oublié la feuille de papier

mateérielle (qui etait pourtant la seule chose que nous pouvions voir !) pour ne plus imaginer
gue le paysage de lI'espace, réellement visible ailleurs.
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Confusions et distinctions

De méme jouons-nous sur la confusion entre I'norizon et la ligne d’horizon pour faire imaginer

des droites a l'infini. Le vocabulaire courant confond les deux termes, qui peuvent désigner

tous les deux indifféeremment la ligne imaginée a l'infini dans I'espace et la droite qui la
représente sur le tableau.

Distinctions

Mais au cours des chapitres Géométrie projective : étude mathématique et Géométrie
projective appliquée a la perspective, nous avons besoin de distinguer tres clairement les
objets de I'espace de leurs représentations sur le tableau, puisque notre but est de
comprendre les mécanismes de la technique de représentation, c'est-a-dire de comparer les
propriétés des objets de I'espace a celles des figures qui les représentent sur le tableau.

Nous avons donc choisi de particulariser le vocabulaire de la maniére suivante :
point de fuite : dessin sur le tableau du point a l'infini

horizon : droite a l'infini (dans I'espace)

ligne d'horizon : dessin sur le tableau de I'horizon.
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Ambiguité
De la perspective a la géométrie projective

Retour ala planche d'images

1Page précédente Page suivante P

Images
Ambiguité
R ] 1] ‘l_.—_,.ﬁ"

. = e -] = __Hi_fi = : [
e == i~ 1
- REEA .\:‘LL - pr— ey

g =
.d'l -\-""‘--\._\'_
T,
o 3
""\-\."'\-_._\_‘_ 2 Jxﬂlll\l % e

| o = —===NIS B
= — -l'l.,—- (B
— s
& | _ .
i B Y e i |

Dessin de Fernando Cunha, illuétrant. ['article
Espace et perspective au Quattrocento de Pierre Thuillier
Larecherche n® 160, Paris, novembre 1984.

Pour montrer la maniere complexe dont la géométrie projective — partie des mathématiques —
et la perspective — technique de représentation — s'éclairent I'une l'autre, contemplons ce
dessin. Il illustre a notre époque un article d'histoire des sciences dans une revue scientifique,
et c'est une variation sur un dessin du XVlle siécle illustrant un traité de perspective : Maniere
universelle de Mr Desargues, tome Il, planche 15, écrit par un dessinateur graveur : Abraham
Bosse, en étroite collaboration avec un architecte qui était aussi mathématicien : Girard
Desargues.

On pourrait l'intituler "La Théorie Perspective éclairant le Dessin", et il mérite qu'on s'y
attarde, car s'il est évident qu'il représente une forme humaine, tenant un candélabre, dont la
flamme symbolise la théorie géométrique et éclaire un décor architectural dessiné en
perspective, que représente le point situé au centre de la flamme et sur le point de fuite
principal ?

Tout d'un coup l'esprit se perd dans l'interprétation des rayons qui y convergent : s'agit-il des
lignes de construction qui ont permis de représenter le carrelage et les piliers, ou bien des
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Ambiguité

rayons lumineux issus de la flamme ? Et, finalement, a quelle distance dans I'espace se trouve
cette flamme ? S'il s'agit d'un chandelier du modele ordinaire connu, il doit étre presque
vertical et situé au bout du bras qui le tient. Mais alors le point de fuite principal se rapproche
brutalement et donne au dessin un apparence de platitude incohérente avec l'idée de
perspective manifestement affirmée. S'agit-il alors d'un candélabre monstrueux qui s'étend
d'une maniere fantastique jusqu'a l'infini ? L'esprit s'égare, et c'est sur cette indécision, sur
cette oscillation vertigineuse entre la platitude et la profondeur infinie, que joue I'oeuvre d'art.

Or I'égarement provient de ce que notre esprit cherche a donner a chaque trait du dessin une
signification univoque, contrairement aux proprietes fondamentalement equivoques de la
perspective. La perspective, en effet, ne distingue pas les points de I'espace, mais seulement
leurs classes d'équivalence par la relation d'alignement avec I'oeil. Si bien qu'un dessin en
perspective est infiniment ambigu ; a moins qu'on ne dispose de renseignements extérieurs a
la géomeétrie, permettant de choisir une interprétation de chaque point du tableau parmi
I'infinité des points possibles de I'espace, le dessin est indéchiffrable. Qui nous dit, par
exemple, que cette apparence humaine représente vraiment une forme humaine ? Seule
I'nabitude nous incite a le croire !

Ainsi l'artiste nous oblige-t-il a hésiter entre deux interprétations distinctes du point central, qu'il
impose toutes les deux avec la méme force. Centre de la lumiere, ou point a l'infini principal ?
Les deux sont évidents, et leur confusion donne tout son sens a l'oeuvre, non seulement parce
que la lumiére jaillit d'un point clé de la théorie géométrique, mais surtout parce que la
confusion nous plonge dans le désarroi et nous oblige a percevoir, par un sentiment indistinct
et immeédiat, un mélange inextricable d'espace physique et de géométrie pure.

Cette expérience frappante, que nous devons a l'art, a certainement déja imprimé dans notre
esprit une propriété mathématique fondamentale : la perspective n'est pas une application
injective. Cette conscience mathématique de lI'ambiguité nous permettra de lire avec dextérité
des perspectives, c'est-a-dire d'utiliser consciemment des renseignements divers, qui ne sont
pas tous contenus dans le dessin geométrique lui-méme, pour restituer a partir du dessin
I'objet qu'il représente.

Le dessin ci-dessus pourrait donc tout aussi bien s'intituler "Le Dessin éclairant les
Mathématiques" et nous espérons avoir fait comprendre que nous ne choisirons pas entre
"La Science au secours de I'Art" ou "I'Art au secours de la Science".
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Terminologie

o ~ Géométries : o
euclidienne, affine, non euclidienne, projective

La géométrie euclidienne (celle d'Euclide, mathématicien grec, llle siécle av. J.-C.) est celle
de I'enseignement élémentaire que tout le monde connait. Elle est historiquement fondée sur
la notion de mesure (des longueurs et des angles). Cependant, un certain nombre de ses
propriétés ne sont pas métriques (par exemple : "le point A appartient a la droite D " ou
encore : "les droites D et D' sont paralleles™). En ne conservant que les propriétés non
métriques de la géométrie euclidienne (en supprimant les notions de produit scalaire et de
distance), on obtient ce qu'on appelle a I'heure actuelle la géométrie affine. La géométrie
euclidienne est une géométrie affine particuliere. A I'neure actuelle, I'expression "geométrie
euclidenne" est donc remplacée par "geomeétrie affine euclidienne".

La géométrie projective est une branche des mathématiques qui s’est constituée pour
organiser les propriétés géomeétriques de |'espace qui sont conservees par projection centrale /
AOPC@ aNROi — d’oll le nom de géométrie projective / AOPCOIE.

La géométrie projective est souvent dite "non-euclidienne”, suivant le vocabulaire inventé au
début du XIXe siecle (par Gauss, mathématicien allemand, 1777-1855) pour désigner les
géométries qui different de la géométrie euclidienne sur les propriétés du parallélisme. Mais
puisque le parallélisme n'est pas une notion métrique, le parallélisme de la géométrie
euclidienne est en fait celui de la géométrie affine, si bien que la géométrie projective, dite
“non-euclidienne" dans la terminologie de Gauss, est en fait une géometrie non-affine.

On peut obtenir un modele de géometrie projective en complétant la géomeétrie affine par des
élements dits "a l'infini". Signalons cependant que la geomeétrie projective peut aussi se faire
sans reférence a la géométrie affine.
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Introduction

On peut définir un espace projectif au moyen de l'algebre, sans faire référence a la géométrie
affine : un espace projectif est une structure, construite a partir de la structure d'espace
vectoriel (qui utilise elle-méme la structure de groupe).

La structure algebrique d'espace projectif peut aussi s'obtenir a partir de la structure d'espace
affine, en la complétant par des éléments dits "a l'infini", d'une maniere qui n'est ni trés simple,
ni tres compliquée.

Mais notre but n'est pas de le faire ici.

Loin de donner des définitions et des démonstrations, nous nous contenterons de nommer les
objets projectifs : voir la page de Vocabulaire, et d'énoncer des propriétés : voir les pages de
De la géométrie affine a la géométrie projective et de Propriétés projectives fondamentales.
On peut se faire une idée immédiate des objets et des propriétés grace aux images installées
par le chapitre introductif De la perspective a la géométrie projective, par des schémas, et par
analogie avec les connaissances en geometrie élémentaire acquises dans I'enseignement
secondaire.

On peut ensuite facilement utiliser ces propriétés pour en démontrer d'autres : voir les
Exercices.
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Géométrie projective - Vocabulaire

Géomeétrie projective : étude mathématique
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Vocabulaire

Espace projectif, points projectifs

Un espace projectif / YOCA AOPC@T est un certain ensemble/alazUE, dont les éléments/CaUAGCON
sont appelés points projectifs / 4pC@ AOPCOTE.
(On peut imaginer les points projectifs comme les points affines habituels : des petites taches
sans étendue.)

Dimension d'un espace projectif

L'espace projectif qu'on utilise comme modéle de I'espace/CaYOCA environnant est de
dimension 3.
(On peut I'imaginer comme un volume illimité rempli de points.)

Un espace projectif de dimension 2 est un plan projectif / 80tz AOPCOT
(On peut I'imaginer comme quelque chose de plat et dillimité.)

Un espace projectif de dimension 1 est une droite projective / 20EPTa AOPCOT .
(On peut I'imaginer comme quelque chose de rectiligne et d'illimité.)

Un espace projectif de dimension 0 est un singleton
(ensemble possédant un élément unique : un point projectif).

Sous-espaces projectifs

Les sous-espaces de l'espace projectif de dimension 3 sont I'espace lui-méme, les plans
projectifs, les droites projectives, et les singletons.

Nous devrions donner ici les propriétés fondamental es des droites et des plans
projectifs, propriétés projectives pures que les mathémati ques démontrent
Indépendamment de toute relation avec la géométrie affine.

Cependant, comme nous voulons remplacer les mathématiques par des images, en
commencant par le chapitre introductif De |a perspective a la géométrie projective et
en accrochant les images aux connaissances en géométrie affine acquises dans
I'enseignement secondaire, il faut commencer par rendre naturelles les propriétés

proj ectives en exposant d'abord leurs relations avec | es propriétés affines. C'est |'objet
des pages de De la géométrie affine ala géométrie projective. C'est seulement ensuite
gu'on pourrarevenir ala geométrie projective pure : celle des Propriétés projectives
fondamentales.
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De la géometrie affine a la
geometrie projective

Espace complété, points a l'infini

Soit E un espace affine de dimension 3.

Les mathématiques démontrent, et nous admettrons, qu'il existe un espace projectif de

dimension 3, nommé complété projectif de E aRE&a AOPCAT ECEU aU , que nous noterons # |, tel
que :

ECE @).

Les points affines de E sont donc parmi les points projectifs de £ . Ceux des points
prOJectlfs qui ne sont pas affines s'appellent, par définition, les points a I'infini pour E abC?
CaaCaaCiE ECaalEE aU.

Sion note F.. lI'ensemble des points a l'infini pour E, on peut remplacer l'inclusion (1) par
I'égalité :

E=E U & )

ou la réunion est disjointe, c'est-a-dire qu'un point projectif est ou bien un point affine de E, ou
bien un point a l'infini pour E, et qu'il ne peut pas étre les deux a la fois.

L 'espace projectif E est associé a l'espace affine E de sorte qu'il existe exactement
un point al'infini par direction /3ali de droite affine de E. Autrement dit, & chaque
direction de droite affine correspond un point al'infini et un seul, et a deux
directions différentes correspondent deux points al'infini distincts. Nous ne
donnerons pasici de sens mathématique précis a ces affirmations ; nous en
resterons a une intuition globale, installée dans |'imagination par des considérations
diverses, voir le chapitre : De |la perspective ala géométrie projective.

L'ensemble E.. des points a l'infini pour E est un espace projectif de dimension 2. On
l'appelle le plan a l'infini pour E 40EzT C4aCaaCiE ECA40EE 4l de l'espace projectif &.

Nous nhe tenterons pas de donner la moindre idée de la démonstration de cette
propriété. Nous nous contenterons de faire remarquer qu'il est naturel qu'un espace
affine de dimension 3 se trouve compléte par / aRagoa EU un plan (al'infini)
puisque la géométrie projective gjoute /TOTY achague droite affine un point (&
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I'infini), et & chague plan affine une droite (al'infini), voir le chapitre : De la
perspective ala géométrie projective.
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De la geomeétrie affine a la
géométrie projective

Droites complétées, droites a l'infini

Soit D une droite affine de l'espace affine E.

Notons d le point & l'infini de la direction /3417 de D. Les mathématiques démontrent, et nous
admettrons, que la reunion de D et du singleton a l'infini {d} est un espace projectif de
dimension 1. On le nomme la droite projective complétée / CaaRE&4 de la droite affine D dans

I'espace projectif E. Si on note D la droite complétée/CaaREA4, et Dur le singleton a l'infini,
on peut écrire I'égalité :

Ladroite projective ﬁ est donc constituée d'une partie affine (C'est-a-dire incluse dans
E) qui est une droite affine (ladroite D), et d'une partie al'infini (c'est-a-dire digointe de
E) qui est réduite aun point (le point d ).

Propriété
Soient D et D' deux droites affines de I'espace affine E. Alors,

D/ID = Iko= D,

cequi selit : "Deux droites affines sont paralleles si, et seulement si, elles ont le méme point a
I'infini".

Nous venons de donner des propriétés concernant les droites compl étées de droites
affines, qui sont des droites projectives presgue entiérement situées dans la partie affine
de I'espace : tous leurs points, sauf un (leur point al'infini), sont affines. Dans le chapitre
De la perspective ala géométrie projective, nous avions fait imaginer ces droites, ainsi
que d'autres droites projectives situees d'une autre maniere par rapport ala partl e affine
de I'espace : |""horizon" /C&AYP, par exemple est une droite projective qui n'‘apas de
partie affine mais qui est, au contraire, située entierement al'infini.

L es mathématiques démontrent qu'il n'y a pas d'autre position possible d'une droite
projective par rapport ala partie affine de I'espace. C'est ce qu'énonce la propriété
suivante :

Inventaire des droites projectives
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De lagéométrie affine ala géométrie projective

Etant donné une droite projective quelconque de l'espace projectif, de deux choses l'une :

 ou bien la droite est incluse dans le plan a l'infini (eIIe est entierement située /2ChU a l'infini) ;
on dit que c'est une droite a l'infini / A&0EPT4 YT CaaCaacikE

e ou bien la droite possede au moins un point affine (eIIe n'est pas entierement située a
'infini) et dans ce cas c'est une complétée de droite affine / ARE44 440EPT4 AEAAY (tous ses
points sont affines, sauf un).
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De la géometrie affine a la
géométrie projective

Plans complétés, plan a l'infini

Soit P un plan affine de I'espace affine E.

Notons F- I'ensemble des points a l'infini des directions des droites de P. Les mathématiques

démontrent, et nous admettrons, que Fza est un espace projectif de dimension 1, qu'on
nomme la droite a l'infini de P, et que la réunion de P et de sa droite a I'infini est un espace
projectif de dimension 2, qu ‘'on nomme le plan projectif complété / CaaREZa du plan affine P

dans I'espace projectif E. Si on note P le plan complété / Ca3REA4, on peut écrire I'égalité :

Le plan projectif P est donc constitué d'une partie affine (incluse dans E) qui est le plan
affine P, et d'une droite al'infini (notée Fs).

Propriéte
Soient P et P' deux plans affines de I'espace affine E. Alors,

P/IIP & Fo= P,

ce qui selit: "Deux plans affines sont paralleles si, et seulement si, ils ont la méme droite a
I'infini".

Propriété
Soit D une droite affine et P un plan affine de I'espace affine E. Alors,

DIP = Ika T Fa,

ce qui selit: "Une droite affine est parallele a un plan affine si, et seulement si, le point a l'infini
de la droite appartient a la droite a l'infini du plan”.

L a propriété suivante donne toutes les positions possibles d'un plan projectif de |'espace
E par rapport ala partie affine E de I'espace :
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Inventaire des plans projectifs

Etant donné un plan projectif quelconque de I'espace projectif, de deux choses l'une :

* ou bien le plan est le plan a I'infini (il n'y a qu'un seul plan projectif situé entierement a
I'infini).

e ou bien le plan posséede au moins un point affine (il n'est pas situé entierement a l'infini) et
dans ce cas c'est un complété /aREAa de plan affine (il est constitué d'un plan affine et d'une

droite a l'infini).
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De la geomeétrie affine a la
géométrie projective

Schémas d'objets projectifs

On a I'habitude, en géométrie affine, de représenter les points, les droites et les plans par des

schémas.

Point affine Droite affine Plan affine

Bien entendu, les schémas ne sont pas les objets mathématiques ; les schémas représentent /
EaEa les mathématiques, c'est-a-dire qu'ils permettent de les imaginer.

Le schéma d'une droite, par exemple, suggeére / izli EU , si on veut, la droite. Il suggére peut-
étre plus directement un segment de droite, puisqu'un dessin est toujours borné, alors qu'une
droite est illimitée. Méme si on admet que la trace d'une pointe de crayon est une bonne
représentation d'un point, la "droite" tracée laisse a notre imagination l'infinité immense des
points situés en dehors du champ du dessin.

On peut tout aussi bien se servir du méme schéma pour représenter la droite projective
complétée de la droite affine : il suffit d'imaginer, en plus de l'infinité des points affines
manquants, un point supplémentaire : le point a l'infini (imaginé tres loin, "a l'infini", sur la
droite). On peut méme considérer que le schéma indique / 0T\ A4l le point a l'infini de la
droite, si bien que ce schéma peut représenter, suivant les besoins, une droite affine, une
droite projective, ou un point a l'infini.

A B Segment de droite affine
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Schémas d'objets projectifs

Droite affine

D
Droite projective
— (complétée de la droite affine
b représentée par le méme schéma)
Point al'infini
q (celui dela direction de la droite affine

représentée par le méme schéma)

,gi Attention : danger !

& Clette construction mentale imagée présente cependant une difficulté. Une droite affine
est complétée par un seul point a l'infini, si bien qu'on doit imaginer que, lorsqu'on regarde
dans la direction /4411 d'une droite affine et que, nécessairement, on regarde dans I'un des
deux sens / CEIC4, on voit & l'infini un point, qui est le méme que celui qu'on voit quand on
regarde dans l'autre sens !

|_a réponse a ce paradoxe apparent est mathématique : la structure d'espace projectif est une

construction logique, vérifiant toutes les propriétés que nous avons exposeées, sans
contradiction. Nous n‘avons pas donné la moindre idée de cette construction logique, mais
nous pouvons faire un certain nombre de remarques rassurantes.

a 1. Puisque le point a l'infini est le méme dans les deux sens de la droite, c'est que ce
point "recolle les deux bouts" (image sans aucune prétention de rigueur !), si bien qu'une droite
projective est une ligne fermée. Si on imagine un point, circulant sur la droite toujours dans le
méme sens, a partir d'un point affine situé a notre portée, il s'éloigne indéfiniment, atteint le
point a l'infini, le traverse pour retomber dans I'espace affine par "l'autre c6té" et, circulant
toujours dans le méme sens, revient a son point de départ. (Cette propriété peut s'exprimer en
termes théoriques rigoureux ; nous n'essaierons pas de le faire ici.)

Pour se rassurer un peu plus, on peut imaginer la droite projective comme un cercle de
rayon si grand ("infini") que la courbure est nulle, c'est-a-dire que la ligne est droite.

Il est prudent, dans cette construction imagée, de n'imaginer pour commencer que des
morceaux de la droite projective, en conformité avec une intuition banale : puisque I'oeil
humain a un champ de vision restreint (le cone visuel a une ouverture d'environ 38° si bien
gu'on ne voit pas a la fois "devant" et "derriere") et puisque I'oeil n'est pas percant au point de
voir "au dela de l'infini" (ou il retrouverait I'espace affine), on peut se contenter, pour
commencer, de n‘imaginer que certains segments de la droite projective (ceux qui
sont "visibles").
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Schémas d'objets projectifs

ﬂ 2. Pour une meilleure compréhension de cet aspect topologique de la géométrie
projective, d'une maniere tout de méme rapide, voir par exemple : Savin et Gik, Le plan

projectif.

a 3. De toutes fagons, notre intuition des droites et des plans projectifs deviendra de plus
en plus naturelle, au fur et a mesure que nous connaitrons mieux leurs propriétés et que nous
les aurons employées. Nous demandons au lecteur un tout petit peu de patience.
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Géométrie projective - Premiers exercices

1Page précédente Page suivante}

De la geomeétrie affine a la
géométrie projective

Premiers exercices

1. Soit &4 une droite projective quelconque. Existe-t-il une droite affine, canoniquement

associée a A , que I'on pourrait noter A ?

2. Faire des schémas représentant

a) un point projectif quelconque

b) une droite projective quelconque

c) un plan projectif quelconque
avec la convention que tous les points noircis sur le papier représentent des points affines,
gue les droites affines sont représentées par des traits rectilignes, et que les plans affines sont
représentés par des "bords" rectilignes en perspective cavaliere. (En d'autres termes, il s'agit
de dessiner les objets affines, canoniquement associés aux objets projectifs, avec les
conventions de schémas habituelles en géométrie affine.)

d{ Accuell suite
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Propriétés projectives fondamental es

Géomeétrie projective : étude mathématique

1Page précédente Page suivante P

Propriétés projectives fondamentales

Nous commencons aimaginer les droites et |es plans projectifs suffisamment bien pour

pouvoir trouver naturelles les propriétés ci-dessous (que les mathématiques démontrent,
et que nous admettrons).

Positions relatives des droites et des plans

Dans un espace projectif de dimension 3, les propriétés suivantes sont vérifiées :

a) Deux droites projectives distinctes et coplanaires sont toujours sécantes, c'est-a-dire
qu'elles se coupent suivant un point projectif.

b) Deux plans projectifs distincts sont toujours sécants, c'est-a-dire qu'ils se coupent suivant
une droite projective.

c) Etant donné un plan et une droite projectifs, ou bien la droite est incluse dans le plan, ou
bien la droite perce le plan (en un point projectif).

d) Deux droites projectives distinctes sont ou bien coplanaires et sécantes, ou bien non
coplanaires et sans points communs.

On voit que la géométrie affine et la géomeétrie projective différent en ce qui concerne le
parallélisme : le paralélisme n'existe pas pour les droites et les plans projectifs.

Détermination des droites et des plans par des points

Dans un espace projectif de dimension 3, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1) Par deux points projectifs distincts, il passe une droite projective et une seule.
i) Par trois points projectifs non alignés, il passe un plan projectif et un seul.

i) Une droite projective est incluse dans un plan projectif si, et seulement si, deux points
distincts de la droite appartiennent au plan.

(Ces propriétés, dont nous ne donnons pas les démonstrations, sont faciles a retenir
puisgu'elles sont exactement anal ogues a celles de la géométrie affine.)
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Propriétés projectives fondamentales

Remarque fondamentale

Les propriétésa, b, c, d, ains que les propriétési, ii, iii, sont des propriétés projectives
pures, valables indépendamment de toute relation avec les propriétés affines. Pour la
géomeétrie projective, tous les points, toutes les droites, tous les plans projectifs, sont
analogues ; ils possédent tous exactement |es mémes propriétés projectives, et il est bon
de concevoir cette unité fondamentale.

Cependant, |es relations que nous avons exposees entre la géométrie projective et la
géométrie affine - qui nous ont servi a acquérir une intuition projective - nous seront
utiles auss par la suite parce que nous aurons continuellement besoin d'utiliser les deux
geomeétries en méme temps.

44 Accuell Suite.-
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Propriétés projectives fondamental es
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Propriétés projectives fondamentales

Segments projectifs

On imagine peut-étre un segment de droite projective, analogue a un segment affine, comme
la portion de droite située entre deux points distincts de la droite. Mais cette phrase ne
constitue pas une définition, puisqu'une droite projective est une ligne fermée.

De méme que sur un cercle, deux points distincts m et n d'une droite projective déterminent
deux segments projectifs d'extrémités m et n.

Si on imagine par exemple deux points affines m et n, sur une droite projective complétée
d'une droite affine, les deux segments d'extrémités m et n sont le segment affine [mn] et le
segment qui passe par le point a l'infini de la droite.

Comme pour les arcs de cercle, on peut désigner chacun des deux segments projectifs
d'extrémités m et n en nommant un point intérieur au segment voulu.

Exemples
d I X bt
Ejll m M
] £ fmyn]  fxa] = 0Ly fagn] = sl

[ ]désigne un segment projectif et [ ]ﬂff un segment affine.
d est le point al'infini de D.
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[z d] £ fryd]
Cette méthode de notation est valable quelle que soit la droite projective (complétée de droite
affine, ou a l'infini) et quels que soient les points m, n, x, ety (affines ou a l'infini).
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Géométrie projective - Exercices
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EXERCICES

1. Soit un espace projectif &, complété d'un espace affine E de dimension 3.
Soient D et D' deux droites affines de E.

—
Démontrer que D et D' sont coplanaires si et seulement si leurs complétées projectives £

et I} sont coplanaires.

(N.B. Des droites affines coplanaires sont des droites affines telles qu'il existe au moins un
plan affine les contenant toutes les deux ; des droites projectives coplanaires sont des droites
projectives telles qu'il existe au moins un plan projectif les contenant toutes les deux.)

—
2. Dans I'espace projectif &, complété de I'espace affine E de dimension 3, on considéere deux
droites projectives quelconques.

Faire des schémas, suivant les conventions déja données, représentant les deux droites
projectives dans tous les cas possibles de position des droites par rapport a la partie affine de
I'espace, et de position relative des droites entre elles. Indiquer dans chaque cas l'intersection
eventuelle, en précisant sa nature (a l'infini ou non).

3. Méme question qu'a I'exercice 2, en remplacant les droites par des plans projectifs.

4. Méme question gu'a I'exercices 2, en remplacant les deux droites par une droite et un plan.

5. Dans les Propriétés projectives fondamentales, démontrer la propriété iii) a l'aide de la
propriété c).

6. Soit un espace projectif 2, complété d'un espace affine E de dimension 3.
Faire des schémas représentant la propriété i) des Propriétés projectives fondamentales,
en respectant les conventions déja données. (On trouve divers schémas, suivant la nature,

affine ou a l'infini, des deux points.)
En remplacgant les objets projectifs par les objets affines qui leur sont canoniquement
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Géométrie projective - Exercices

associés, énoncer les propriétés affines qui sont équivalentes a la propriété i). (On trouve
diverses propriétés affines, suivant la nature, affine ou a l'infini, des deux points.)

7. Méme question qu'a I'exercice 6, en remplacant la propriété i) par la propriété ii).

8. Méme question qu'a I'exercice 6, en remplacant la propriété i) par la propriété iii).
L eor |8 L
# Corrigé

¥ Adobe

9. Utiliser les propriéteés ii) et iii) des Propriétés projectives fondamentales pour démontrer que

dans un espace projectif de dimension 3, étant donnés une droite et un point n‘appartenant
pas a la droite, il existe un plan et un seul contenant le point et la droite.

10. Méme question qu'a I'exercice 6, en remplacant la propriété i) par celle de I'exercice 9.

L PoF | .
/L Corrige
¥ Adobe

11. Faire un schéma, suivant les conventions déja données, représentant une droite projective
a l'infini, et un segment de cette droite.
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La perspective conique en termes de géométrie projective

‘ Page pr écédente Page suivante P

La perspective conique
en termes de geomeétrie projective

Perspective, point de vue, tableau

Soit un espace projectif E complété d'un espace affine E de dimension 3.

I

=

& X

Soit a un point affine de l'espace (a < E) et T un plan affine de E. On note % le plan

projectif complété de T dans E On suppose que a €T (c'est-a-dire que a & F).

Définition
On appelle perspective conique /daUzN aTN&01 de point de vue /abP@E AEOCN a sur le tableau /

azlE T — ou encore projection centrale / AOPCZ aNROT de centre / ANRO a sur le plan /30T

—

T — l'application

p:ﬁ \ {a} —:~’Tf
X —p(x)

[ gy T

ou p(X) est le point d'intersection de la droite projective (2] avec le plan % :
L'image / Ca0zNE p(x) de x par p s'appelle la perspective du point x sur le tableau &aUzN
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La perspective conique en termes de géométrie projective
C4abgE Ual CaalE.

Voir I'exercice 1

Plan neutre

Propriété et définition

Soit Ta le plan affine paralléle a T et passant par a. On note Tale plan projectif complété de

Ta dans E .Alors {a est la réunion de {a} (quin'a pas d'image par p) et de I'ensemble des

points de & dont I'image par p est a l'infini.
Le plan T, se nomme le plan neutre / Caa0Ez1 CaaICTT de la perspective.

(Neutre/ aICil signifie: qui nintervient pas, qui ne donne rien qu'on puisse
dessiner sur la partie affine du tableau).

Pour une démonstration de la propriété, voir |'exercice 2.

44 Accuell
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Perspective en termes de Projective - Exercices
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La perspective conique
en termes de géomeétrie projective

Exercices

1. Relire la définition de la perspective. Pourquoi l'application p n'est-elle pas définie au point

—_—

a ? Pourquoi est-elle définie en tout point de ® distinctde a ?

2. a) Faire un schéma en perspective cavaliere, suivant les conventions déja données,

représentant le point a,lesplans T et T, et les plans Ta et Lo

b) Représenter un point affine x de I'espace, et sa perspective sur I’ (on fera divers
schémas, suivant que p( x) est affine ou a l'infini).

c) Représenter un point x a l'infini de I'espace, et sa perspective sur T (on fera divers
schémas, suivant que p ( x) est affine ou a l'infini).

d) Déemontrer que la perspective d'un point x quelconque de I'espace est a l'infini si, et

—_—

seulement si, x est un point du plan I

——

3. Quels sont les points affines de & dont I'image par p est affine ?

—_—

4. Quels sont les points a l'infini de E dont I'image par p est affine ?

—_—

5. Soit x un point quelconque de & . Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que p(x) = Xx.
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Perspective en termes de Projective - Exercices

6. Est-ce qu'un point du tableau représente toujours un point de I'espace ? Est-ce qu'un point
du tableau peut représenter deux points distincts de I'espace ? Existe-t-il des points de
I'espace qui n'ont pas de représentation sur le tableau ?

44 Accueil smte..
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Perspectives des droites
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Perspectives des droites

Soit ﬁ une droite projective quelconque de I'espace (ou bien :ﬁ est la complétée d'une droite
affine, ou bien I} est une droite a I'infini). La perspective de £} sur le tableau T est I'image p(
ﬁ) de ﬁ par p (c'est-a-dire I'ensemble des images par p des points de ﬁ pour les points de

ﬁ ou p est définie).

o

_—

ﬁ/l/:rﬁ}
a

ﬁ passe par le point de vue ﬁ ne passe pas par le point de vue

Propriété

Si ﬁ passe par le point de vue, p(:ﬁ) contient un point unique : le point ou la droite :ﬁ perce le
plan F :

Voir I'exercice 1

Propriété
Si £ ne passe pas par le point de vue a,

) p(ﬁ) est la droite d'intersection E du plan fﬁ et du plan projectif (a,ﬁ) déterminé par la
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Perspectives des droites

droite I} et le point a.
ii) la restriction de p a £} est une bijection de I} sur .

Voir I'exercice 3
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Points de fuite
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Pespectives des droites

Points de fuite

On adgal'idée que le point de fuite /4p@E CAEACOT d'une droite est la perspective de
son point al'infini. On comprend que cette phrase ne constitue une définition que si le
point al'infini de ladroite est unique, c'est-a-dire sil sagit d'une droite projective

complétée d'une droite affine (on ne définit pas e point de fuite d'une droite al'infini).

—— —

Soit D une droite affine de E, et [} sa complétée projective dans £ .

Définition

Le point de fuite /aP@E C4E4COT de ﬁ (on dit aussi "de D ") est I'image par p du point a
linfini de D .

Propriété

Soit Da la droite affine parallele & D et passant par a. On note Dy 3 complétée projective

—
—_ —

de Da dans E' . Le point de fuite de I} est le point d'intersection de % etde L.

Voir les exercices 6 et 7

Propriété

—_—

Le point de fuite de I} est affine si, et seulement si, D n'est pas parallelea T.
Voir 'exercice 8
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Fuyantes
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Pespectives des droites

Fuyantes

—— —_

Soit D une droite affine de E, et I} sa complétée projective dans £ .

Définition
La droite [} est dite fuyante /20EPTa 4E4COT lorsque sa perspective p ( £2) sur le tableau est
une droite, possédant une partie affine, et que son point de fuite est affine. (On dit aussi que la

droite affine D est une fuyante.)

Propriété caractéristique
—

I} est fuyante si, et seulement si, a £ D et DHT.

Propriétés

On suppose que D ne passe pas par le point de vue et qu'elle n'est pas incluse dans le plan

neutre. On note A la partie affine de la perspective de LY.

1. Si D // T,alors A /| D etlarestrictionde p a D estune bijectionde D sur A, qui
conserve les rapports de distances.
(Les distances sont modifiées et I'image en perspective d'un segment de D est, par
exemple, un segment plus court que le segment objet. Mais I'image du milieu du
segment objet est au milieu du segment image, I'image du quart est au quart, etc.)

2. Si D estune fuyante, la perspective de D n'est pas la droite affine A, et la restriction de
p a D ne conserve pas les rapports de distances.

(L'image d'un segment de D n'est pas toujours un segment de A , et méme lorsgue c'en

est un, I'image du milieu du segment objet n'est pas au milieu du segment image, etc.)

Voir les exercices 9 et 10
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Perspectives des droites - Exercices
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Perspectives des droites
Exercices

1. Soit £} une droite projective de I'espace, passant par le point de vue. Pourquoi la droite I}
perce-t-elle le plan projectif T° ? Existe-t-il des points de £} qui n'ont pas d'image parp ?

Quelle est I'image de ﬁ parp ?

2. Soit I} une droite projective de I'espace, passant par le point de vue. Est-ce que I} peut
étre une droite a I'infini ? Que peut-on dire de p(I*) si £ est incluse dans le plan neutre ? si

—

£} n'est pas incluse dans le plan neutre ?

3. Soit I} une droite projective de l'espace, ne passant pas par le point de vue a.

a) Pourquoi a et I} déterminent-ils un plan ? Pourquoi les plans (a, £} ) et T" ont-ils une

droite d'intersection ? On nomme £ cette droite d'intersection.

b) On veut démontrer que p (£ ) <= £ . Faire un schéma en perspective cavaliere (suivant

—_—

les conventions déja données) représentanta, T |, I} | le plan (a, i), et la droite 24 . Soit x

un point de £ . Représenter sur le schéma le point x et sa perspective p (x). En utilisant la
définition de la perspective et les propriétés fondamentales de la géométrie projective,

démontrer que p (x) appartient a E :

c) On veut démontrer que E _p (ﬁ ). Soity un point de E . Représenter y sur le

schéma. Dessiner un point z appartenant a I} et dont la perspective est y . En utilisant la
définition de la perspective et les propriétés fondamentales de la géométrie projective,

démontrer gu'il existe un point de I} , et un seul, dont la perspective esty . En déduire que p (
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Perspectives des droites - Exercices

—_— =t

D) =24, etquelarestrictionde p a D estune bijection de D sura.

4. Soit £} une droite projective de I'espace, ne passant pas par le point de vue a. Que peut-
on dire de p (£} ) si £ estincluse dans le plan neutre ? si £} n'est pas incluse dans le plan

neutre ? Dans le cas ol £ & ﬁ de quel point de £ le point a l'infini de p (£} ) est-il I'image ?

5. On suppose que £} est une droite a l'infini, et que ce n'est pas la droite a l'infini de T, . En
utilisant les conventions déja données, faire un schéma représentant le point de vue, le

tableau, et la droite I} . Indiquer sur le schéma la droite p (I}).

6. Si I} est une droite projective passant par le point de vue, quel est son point de fuite ?

7. Soit D une droite affine, ne passant pas par le point de vue a. Faire un schéma, suivant les

conventions déja données, représentant a, T et D. On nomme d le point a l'infini de D .

Dessiner sur le schéma la droite projective (ad) Indiquer sur le schéma la perspective du
point d. Ou se trouve le point de fuite de D ?

8. Quels sont les points a l'infini dont la perspective est affine ? Quelles sont les droites affines
dont le point a l'infini a une perspective affine ? Quelles sont les droites dont le point de fuite
est affine ?.

9. Soit D une droite affine, ne passant pas par le point de vue, et non incluse dans le plan
neutre.

a) Faire un schéma, suivant les conventions déja données, représentanta, T etT", Ta et

——

I Représenter la droite D , sa complétée projective I, et la perspective de £ si :
DD/T.
i) D est une fuyante.

En vertu de quelle hypothése la droite p (£? ) admet-t-elle dans les deux cas une partie affine ?
On nomme A cette partie affine.
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Perspectives des droites - Exercices

b) Si D // T, quelle est la perspective du point a I'infini de D ? En déduire que la
perspective de la droite affine D est la droite affine A, que la restrictionde p a D estune
bijectionde D surA,etque D //A.

c) Si D est une fuyante, trouver un point de D (affine) dont la perspective n‘appartient pas
a la droite affine A . Trouver un point de A (affine) qui n'est la perspective d'aucun point de D
(affine).

10. Soit D une droite affine paralléle a T, ne passant pas par le point de vue, et non incluse
dans le plan neutre. Soit A la perspective de D sur T. Comment sont situées l'une par rapport
a l'autre les droites D et A ? Soit trois points distincts | , m et n, appartenanta D . On note I',
m et n' leurs perspectives sur A . Dessiner, a plat sur le papier, le plan (a, D) et les droites et
points qui s'y trouvent. En faisant de la géométrie plane dans ce plan, démontrer que les
rapports de distances ml/mn et ml'/ mn' sont égaux.

11. Perspective d'un segment

Soit b et ¢ deux points affines distincts quelconques de I'espace. On veut étudier la
perspective du segment affine [E:-c]ﬂff . On admettra la propriété (intuitivement évidente) que la

perspective d'un segment projectif est un segment projectif. On rappelle que [bc]ﬂﬁ est celui

des deux segments projectifs d'extrémités b et ¢ qui ne contient pas le point a l'infinid de la
droite (bc).
On suppose gue (bc) ne passe pas par a et qu'elle n‘est pas incluse dans le plan neutre.

— —

On note D la droite (bc), £} sa complétée projective, 4 la perspective de :ﬁ (pourquoi la

perspective de I} n'est-elle pas réduite a un point ?), A la partie affine de £ (pourquoi 4
n'‘est-elle pas a l'infini ?), et f son point de fuite. La feuille de papier représentant le tableau a
plat (on ne demande pas de schéma de T en perspective cavaliere), tracer une droite affine
représentant A . Indiquer sur A, d'une maniére vraisemblable, les points p(b), p(c) et f, ainsi
gue celui des deux segments projectifs d'extrémités p (b) et p (¢c) qui est la perspective du

segment [&e], ;- On demande de distinguer tous les cas possibles, suivant les positions de b

et de ¢ par rapport au plan neutre.
Est-il possible que f appartienne au segment p (], ;) ?

Dans quels cas la perspective d'un segment affine n'est-elle pas un segment affine ?
Lorsque p (b) et p (c) sont affines, est-il possible que f appartienne au segment affine

[@'Iib}?(ﬂ}]ﬂﬁ ?

Lorsque f est & I'infini, est-il possible que la perspective de [be], ;; ne soit pas [@?(b}jﬂ[c}]ﬂﬁ ?
Comment sont situés l'un par rapport a l'autre ces deux segments affines ?
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Par le dispositif expérimental de Durer, ou par photographie, est-il possible que la perspective
d'un segment affine ne soit pas un segment affine ?

12. Perspective d'une fuyante
Soit D une fuyante. Faire un schéma en perspective cavaliere, suivant les conventions déja

données, représentant 1", a, ﬁ , D et sa complétée projective £ (la droite I} passe-t-elle
par a ?).

On nomme d le point a l'infini de £} , t son point d'intersection avec le tableau (pourquoi t est-
il affine ?), n son point d'intersection avec le plan neutre, f son point de fuite (f est-il affine ou

—

a l'infini ?), £ la perspective de ﬁ (pourqguoi p (ﬁ) est-elle une droite ?), A la partie affine de

£ (pourguoi cette partie affine existe-t-elle ?) et d son point a l'infini.
Indiquer sur le schéma d, t et n. Représenter le point f. Trouver deux points affines

remarquables par lesquels passe la droite £1 , tracer 24, et indiquer le point 8. Quelle est la
position relative des droites affines (an) et (ft) ? (Vérifier que le schéma est vraisemblable.)

On imagine un point x de la droite I} , circulant sur cette droite toujours dans le méme sens, a
partir du pointt par exemple. Imaginer le mouvement correspondant de sa perspective p (x)

sur la droite #4 , jusqu'a ce que, circulant toujours dans le méme sens, le point X soit revenu a
son point de départ. Que se passe-t-il, en particulier, lorsque x traverse le plan a l'infini, et
lorsque x traverse le plan neutre ?

Par le dispositif expérimental de Durer ou par photographie (voir exercice ci-dessus), est-il
possible qu'un segment affine soit la perspective d'un segment projectif non affine ?

4 Accuell suite [
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Perspectives des plans

‘ Page pr écédente Page suivante P

Perspectives des plans

Soit £ un plan projectif quelconque de I'espace ( £ est ou bien un plan complété d'un plan
affine, ou bien le plan a l'infini de I'espace). La perspective de £ sur le tableau F est I'image
p(F)de F par p (cest-a-dire 'ensemble des images par p des points de £ , pour les

points de F ou p est définie).

E E
P o
piP) =D pB) =T
F passe par le point de vue FI; ne passe pas par le point de vue

Propriété

Si £ passe par le point de vue, p ( £) est la droite d'intersection des plans F et T'.
Voir |I'exercice 1

Propriété

Si P ne passe pas par le point de vue, la perspective de F est le tableau T tout entier, et

la restriction de p a F est une bijection de F sur T'.
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Voir exercice 3
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Lignes de fuite

‘ Page pr écédente Page suivante P

Perspectives des plans

Lignes de fuite

On adgal'idée que laligne de fuite /T@ CAEACOT d'un plan est la perspective de sa
droite al'infini. On comprend que cette phrase ne constitue une définition que si le plan
ne contient qu'une seule droite al'infini, c'est-a-dire si le plan n'est pas le plan a

I'infini de |'espace.

Soit F un plan projectif, complété d'un plan affine P.

Définition

La ligne de fuite /T@ C4E4COT de P (on dit aussi "de P ") est I'image par p de la droite &
linfini de P .

Propriété

Soit Pa le plan affine parallele & P et passant par a. On note s ole complété projectif de Pa

—

dans E . La ligne de fuite de F est la droite d'intersection des plans T et '
Voir les exercices 5 et 6

Propriété

La ligne de fuite de F est a l'infini si, et seulement si, P est parallélea T.
Voir 'exercice 7

Propriété

Soit P un plan affine non paralléle au tableau et ne passant pas par le point de vue. On note
L, la partie affine de sa ligne de fuite.

——

Soit D une droite affine incluse dans P. On note £} la complétée projective de D . On
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suppose que la perspective de I n'est pas a l'infini et on note A sa partie affine.
Alors, A/l Lo = DI T.

Voir I'exercice 9

44 Accuell
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Perspectives des plans - Exercices

‘ Page pr écédente Page suivante P

Perspectives des plans

Exercices

1. Soit F un plan projectif passant par le point de vue. Pourquoi les plans F et T° sont-ils

sécants ? Soit I} leur droite d'intersection. Démontrer que p (F) = IJ . Existe-t-il des points

de £ quin'ont pas d'image par p sur le tableau ? Deux points de F distincts ont-ils sur le
tableau des images distinctes ?

2. Soit £ un plan projectif passant par le point de vue. Le plan F peut-il &tre le plan a l'infini

de I'espace ? Quelle est la perspective de F si £ estle plan neutre ? si £ n'est pas le plan
neutre ?

3. Soit £ un plan projectif ne passant pas par le point de vue.

a) Faire un schéma en perspective cavaliere (suivant les conventions déja données)

représentanta, T°, F ,unpoint x de £, etla perspective p(x)de xsur T .

b) Linclusion p(£) C T estévidemment vérifiée. On veut démontrer que p ( £) =
T, et que la restriction de p a P est bijective de F sur T . Dessiner sur le schéma un

point y quelconque de T, et un point z de £ dont la perspective est y. En utilisant la
définition de la perspective et les propriétés fondamentales de la géométrie projective,

démontrer qu'’il existe un point de F | et un seul, dont la perspective est vy .
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Perspectives des plans - Exercices

4. Quelle est la perspective du plan T ? Quelle est la perspective du plan a l'infini de
I'espace ?

5. Si £ estun plan passant par le point de vue, quelle est sa ligne de fuite ?

6. Soit P un plan affine ne passant pas par le point de vue, et soit F son complété projectif.
Faire un schéma en perspective cavaliere (suivant les conventions déja données) représentant

—_—

a, T et F.Onnomme I} ladroite alinfinide P .Représenter surle schéma le plan (a,

:ﬁ ). Quelle est la perspective de I} ? Quelle est la ligne de fuite de £ ?

7. Quelles sont les droites a I'infini dont la perspective est a I'infini ? Quels sont les plans
affines dont la droite a I'infini a une perspective a I'infini ? Quels sont les plans affines dont la
ligne de fuite est a l'infini ?

8. Soit P un plan affine ne passant pas par le point de vue, et soit £ son complété projectif.

On sait que la restriction de p au plan projectif :5 est une bijection de FI; sur % La
restriction de p au plan affine P est-elle une bijection de P sur le tableau affine T :
a) si P estparallelea T ?
b) si P n'est pas parallelea T ?

9. Faire un schéma en perspective cavaliére représentant le point de vue, le tableau, le plan
neutre, un plan affine P ne passant pas par a et non parallele a T (partie affine du tableau),
et la ligne de fuite LP de P. Pourquoi cette ligne de fuite n'est-elle pas a l'infini ? Comparer

les droites LP , P Tet PM Ta. Quelles sont les droites, incluses dans P, dont la

perspective est a l'infini ? Existe-t-il des droites, incluses dans P, dont la perspective est
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reauite a un point ¢

Soit D une droite, incluse dans P, et dont la perspective n'est pas a I'infini. On note A la
partie affine de la perspective de la complétée projective de D.

a) Dessiner une droite D danslecasou D // T , etdessiner A.

b) Dessiner une droite D dansle casou D #. T, etdessiner A.

c) Démontrer que :

ATl L, — DIT.

4(Accueil Suite [
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Parallélisme et perspective

‘ Page pr écédente Page suivante P

Parallélisme et perspective

Parallélisme, points de fuites et lignes de fuite

Propriétés

Deux droites affines de I'espace sont paralléles si, et seulement si, elles ont le méme point de
fuite.

Deux plans affines de I'espace sont paralléles si, et seulement si, ils ont la méme ligne de fuite.

Etant donné une droite affine et un plan affine de I'espace, la droite est parallele au plan si, et
seulement si, le point de fuite de la droite appartient a la ligne de fuite du plan.

Voir les exercices 1, 2 et 3

44 Accuell suite [
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‘ Page pr écédente Page suivante P

Parallélisme et perspective

Exercices

1. Sideux droites affines de I'espace sont paralleles, que peut-on dire de leurs points a
I'infini ? Que peut-on dire de leurs points de fuite ?

Réciproquement, démontrer que si deux droites affines de I'espace ont le méme point de
fuite, alors elles sont nécessairement paralléles. On utilisera le fait que la restriction de la

perspective au plan a l'infini £ws de I'espace est une bijection de Zws sur T°.

2. Sideux plans affines de I'espace sont paralléles, que peut-on dire de leurs droites a
I'infini ? Que peut-on dire de leurs lignes de fuite ?

Réciproquement, démontrer que si deux plans affines de I'espace ont la méme ligne de
fuite, alors ils sont nécessairement paralléles. On utilisera le fait que la restriction de la

perspective au plan a l'infini &z» de I'espace est une bijection de Zws sur T°.

3. Siune droite affine de I'espace est parallele a un plan affine, comment est situé le point a
I'infini de la droite par rapport a la droite a I'infini du plan ? Comment est situé le point de fuite
de la droite par rapport a la ligne de fuite du plan ?

Réciproqguement, démontrer que si le point de fuite d’une droite affine de I'espace
appartient a la ligne de fuite d’un plan affine, alors la droite est nécessairement paralléle au
plan.
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Perspective - Eléments remarquables

‘ Page pr écédente Page suivante P

Elements remarquables

Ligne d’horizon, point de fuite principal, plan vertical principal

Définition R o
La ligne d'horizon / 1@ CaAYP est la ligne de fuite des plans horizontaux.

Définition
Le point de fuite principal / Ap@E CAEACOI CaN/EIOIE est le point de fuite des droites
orthogonales au tableau.

Propriété

Le point de fuite principal appartient a la ligne d'horizon si, et seulement si, le tableau est
vertical.

Voir I'exercice 2

Définition
Si le tableau n'est pas horizontal, on nomme plan vertical principal le plan vertical orthogonal
au tableau et passant par le point de vue.

(Si le tableau est horizontal, il existe une infinité de plans verticaux orthogonaux au tableau et passant
par le point de vue.)
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‘ Page pr écédente Page suivante P

Elements remarquables

Exercices

1. Soit H un plan affine horizontal de I'espace, passant par le point de vue. On suppose le
tableau non parallele a H (le plus souvent, le tableau est vertical, mais ce n'est pas
nécessairement le cas).

a) Faire un schéma, suivant les conventions déja données, représentant T, a, H etla

ligne d'horizon.

b) Soit H' un plan horizontal distinct de H . Représenter H' sur le schéma et indiquer sa
ligne de fuite.

c) Soit P un plan affine de I'espace dont la ligne de fuite est la ligne d'horizon. Quelle est
la direction de P ?

d) Soit D une fuyante horizontale, incluse dans H . Représenter D sur le schéma, et
indiquer son point de fuite et la perspective de sa complétée projective.

e) Soit D' et D" deux fuyantes horizontales incluses dans H'. On suppose que :

D/D e D' H#D.
Représenter D' et D" surle schéma, et indiquer leurs points de fuite et les

perspectives de leurs complétées projectives.
f) Soit A une droite affine de I'espace. On suppose que A est une fuyante, et que son point
de fuite appartient a la ligne d'horizon. Quelle est la direction de A ?

2. Faire un schéma, suivant les conventions déja données, représentant T, a, la ligne

d'horizon et le point de fuite principal :
a) dans le cas ou le tableau est vertical,
b) dans le cas ou le tableau n'est pas vertical.
Démontrer que le point de fuite principal appartient a la ligne d'horizon si, et seulement si,
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le tableau est vertical.

3. On suppose que T n'est ni vertical, ni horizontal.

Le schéma ci-dessus représente en perspective cavaliere T, a et le plan horizontal H
passant par a. On considére que les "bords" fictifs qui matérialisent les plans sont comme les
bords des pages d'un cahier ouvert : dans l'espace, les uns sont paralléles a la droite
d'intersection des plans, les autres perpendiculaires a cette droite.

a) Reproduire le schéma. Indiquer sur le schéma la partie affine LH de la ligne d'horizon
(pourquoi la ligne d'horizon n'est-elle pas a l'infini ?).
b) On note f1 le point de fuite de la direction de droite horizontale orthogonale a LH :
Dans l'espace, quelle est la direction de la droite ( afl) par rapport aux "bords" du plan

H ? Représenter fl sur le schéma.

Le point f1 n'est pas le point de fuite principal ; pourquoi ?

c) On note fV | e point de fuite de la direction de droite verticale, et fIO le point de fuite

principal.
Le point fV n'est pas a l'infini ; pourquoi ?

Les points fv et fp ne sont pas confondus ; pourquoi ?

Démontrer que le plan (af f ) estle plan vertical principal. On note V ce plan.
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vV p
Quelle est la directionde V 1 T par rapport a LH ? Quelle est la directionde V "1 T par

rapport aux "bords” du plan T ? Représenter cette intersection sur le schéma et représenter
correctement fV et fp.
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Perspective - EXERCICES

‘ Page pr écédente Page suivante P

EXERCICES

Pour tous les exercices qui suivent, on se trouve dans |'espace projectif
——

B complété de I'espace affine E de dimension 3, et on considéere la perspective

de point devue a sur letableau %: a est un point affine de I'espace, F est un
plan projectif complété d'un plan affine T, et a n'appartient pasa T . On note p
cette perspective.

1. On suppose que Al et A, sont deux droites affines strictement paralléles dessinées sur le

tableau, et que leurs complétées projectives A1 et Ar sontles perspectives de deux
droites de I'espace Dy et D, , complétées de deux droites affines D1 et D2 . On veut

étudier la position des droites D1 et D2 dans l'espace.

a) Faire un schéma en perspective cavaliére, suivant les conventions déja données,

représentant, T, a, 1 et Ja
b) Représenter le plan dans lequel se trouve nécessairement la droite E}T La droite

), passe-t-elle par a ? Dessiner une droite 73, convenable. De quel pointde 73, le

-

point a l'infini de A1 estil la perspective ?

c) Représenter de méme une droite 7}, convenable.Si 73, et j, sontsécantes,

guelle est nécessairement la perspective de leur point d'intersection ? Sur quelle droite
remarquable se trouve nécesairement ce point d'intersection, s'il existe ?

d) Les droites affines D , et D2 peuvent-elles étre sécantes ? paralleles ? non

coplanaires ? On demande d'illustrer chacun des cas par un schéma.
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Perspective - EXERCICES

2. On suppose que Al et A, sont deux droites affines sécantes dessinées sur le tableau, et

—_——

que leurs complétées projectives A1 et D2 sontles perspectives de deux droites de
I'espace Dy et D, , complétées de deux droites affines D1 et D2.

Les droites affines D , et D2 peuvent-elles étre paralleles ? sécantes ? non coplanaires ?

Comparer avec l'exercice précedent.

3. Dans le schéma ci-dessous,

N !

on suppose que la feuille de papier représente le tableau de la perspective a plat, et que
Ly estla ligne d'horizon et f le point de fuite principal.

Le point g est-il un point de fuite ? Les points x et y sont-ils des points de fuite ? La
droite I} est-elle une ligne de fuite ? Si la réponse est non, dire pourquoi. Si la réponse est

—_—

oui, dire de quelles droites les points sont les points de fuite, ou de quels plans la droite I
est la ligne de fuite.

4. On considére deux plans de I'espace dont les lignes de fuite sont des complétées de
droites affines sécantes. Démontrer que les deux plans sont sécants. Quel est le point de fuite
de leur droite d'intersection ?

file:///C)/architecture/Prj3/p_xc.htm (2 of 6)01/06/2005 04:43:01 «



Perspective - EXERCICES

5. Que peut-on dire de deux plans de l'espace dont les lignes de fuite sont des complétées de
droites affines paralléles ?

6. Soit P un plan non paralléle & T. De quels points de F le point & l'infini de sa ligne de
fuite est-il la perspective ?

7. Directions horizontales, directions verticales

Deux plans verticaux sont-ils nécessairement paralléles ? Deux droites verticales sont-
elles nécessairement paralleles ? Deux droites horizontales sont-elles nécessairement
paralleles ? Deux plans horizontaux sont-ils nécessairement paralleles ?

On suppose le tableau vertical.

Que peut-on dire des lignes des fuite de deux plans horizontaux ? de deux plans
verticaux ?

Que peut-on dire des points de fuite de deux droites horizontales ? de deux droites
verticales ?

8. Quelle est la perspective du plan a l'infini de I'espace ?

9. Perspective d'un carrelage

On suppose le tableau vertical. Soit H le plan horizontal du sol. On suppose connus la
cote h du point de vue (c'est-a-dire sa hauteur h au dessus du sol) et la distance d du point
de vue au tableau. On note f le point de fuite principal, LH la ligne d'horizon, et LT la ligne

de terre / 1@ CAANO , c'est-a-dire l'intersection du tableau avec le plan du sol.

a) Faire un schéma en perspective cavaliere représentant T, a et H. Indiquer LT.
Dessiner f et LH.

On suppose que le carrelage est un quadrillage du sol fait de carrés tous isomeétriques,
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alignés en rangées paralleles a la ligne de terre, et en rangées perpendiculaires a cette ligne.
On suppose que I'un des bords de rangées est confondu avec la ligne de terre. Représenter le
carrelage sur le schéma.

Dessiner la projection orhogonale a de a sur H, ainsi que la projection orthogonale
a' de a etde f sur L. Quelle est la direction du plan affine (afa’') ? Indiquer h et d.

b) On suppose maintenant que la feuille de papier représente le plan du sol a plat.
Dessiner une droite représentant LT. Dessiner le carrelage. Dessiner a' et a" . Indiquer d.

Dessiner une diagonale A du carrelage

Représenter A sur le schéma de la question a). Dessiner sur ce schéma le point de
fuite & de A. Utiliser des propriétés remarquables du triangle afd pour trouver la distance du
point & au point f.

c) On suppose enfin que la feuille de papier représente le plan du tableau a plat, et que
LT : LH et f sont déja dessinés.
Représenter LT : LH et f d'une maniére vraisemblable, en indiquant h sur le dessin.
Dessiner a"' et les coins des carreaux situés sur la ligne de terre. Dessiner la
perspective des bords de rangées perpendiculaires a la ligne de terre.
Dessiner & . Dessiner la perspective de A, puis celle des bords de carreaux paralleles
a la ligne de terre.

On voit, par exemple par |'exercice précédent, que la perspective modifie les longueurs et méme, en
général, les rapports de longueurs : les cotés des carreaux ne sont égaux en perspective que sur les
droites paralleles alaligne de terre ; sur les droites perpendiculaires, les ctés des carreaux sont
inégaux en perspective (de plus en plus petits au fur et a mesure qu'on séloigne sur le carrelage vers
I'horizon). Il n'est donc pas immédiat, en général, de dessiner en perspective ladivision d'un segment
en plusieurs parties égales. |l existe plusieurs technigques permettant de le faire. Le but des deux
exercices suivants est de faire comprendre |'une de ces techniques (différente de celle que nous
avons employée pour le carrelage).

10. Division des fuyantes horizontale
On suppose le tableau vertical.
Soit [ bc] un segment affine horizontal de I'espace, non inclus dans le plan horizontal passant
par le point de vue, et non paralléle au tableau.
a) La feuille de papier représentant le plan du tableau a plat, dessiner la ligne d'horizon
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et la perspective de [ bc], d'une maniére vraisemblable.

b) Dessiner la perspective de la droite A horizontale, passant par b et paralléle au
tableau.

c) Représenter ailleurs, a plat sur le papier, le plan ( Abc) et une construction utilisant
A qui permette de diviser [ bc] en trois parties égales.

d) Dessiner, sur le schéma des questions a) et b), la perspective de la construction de la
guestion c).

11. Division des fuyantes quelconques

On ne suppose rien sur la direction du tableau.

Soit [ bc] un segment affine de I'espace ; on suppose que la perspective de [ bc] estun
segment affine [p(b) p(c)], déja dessiné sur le tableau, et que le point de fuite f de la
droite (bc) est affine et déja dessiné sur le tableau.

La feuille de papier représentant le plan du tableau a plat, faire un schéma représentant

[p(b)p(c)] etf.

En s'inspirant de I'exercice précédent, trouver une construction, effectuée sur le tableau a

plat, donnant la perspective des points qui divisent le segment [ bc] en trois parties égales.

Dans les problémes de "restitution perspective”, il ne sagit pas d'effectuer le dessin en perspective
d'un objet donné, dans une perspective dont les éléments caractéristiques (point de vue et tableau)
sont donnés. Il sagit au contraire de partir d'un dessin donné pour retrouver ("restituer”) les
éléments caractéristiques de la perspective, en utilisant des informations diverses qui ne sont pas
toutes contenues dans e dessin géométrique lui-méme.

L’ exercice suivant en est un exemple.

12. Restitution perspective (voir la remarque précédente)
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Le dessin ci-contre est la perspective conique d'un batiment dont les
angles sont évidemment droits et les arétes horizontales et verticales
(opinion tres probablement juste, qui n'est pas due a la géométrie pure
mais a une grande habitude des batiments usuels, voir Ambiguite).

L poF . .
a) )x Imprimer la feuille
o e

Construire sur la feuille imprimée le point de fuite des arétes verticales. Situé dans
I'espace relativement au batiment, le plan du tableau est-il vertical ? Pourquoi ?

b) Construire sur la feuille la ligne d'horizon.

c) Ou est le point de fuite principal ? On demande de construire exactement ce point de
fuite en utilisant les droites et les points situés dans deux plans remarquables :
1. le plan horizontal passant par le point de vue ;
2. le plan vertical principal ;
on utilisera la ligne de fuite du plan vertical principal, et le point de fuite de la direction de droite
horizontale incluse dans le plan vertical principal.
Le point de fuite principal est-il situé d'une maniére usuelle dans le champ du tableau ?

44 Accueil Suite’-
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Géométrie projective - PROBLEMES - page 1

Page suivante b-

‘ Page pr écédente

Problemes et exercices généraux

Page 1
Exercices 1ab

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

1. Soit E le complété projectif d'un espace affine E de dimension 3. Soit a un point affine

—_—

de E , et soit ’Tf un plan projectif de ﬁ complété d’'un plan affine T de E. On suppose que

a € T.Onnote p la perspective de point de vue a sur le tableau 1.

Soit I} une droite a I'infini de I'espace. On suppose que £* n’'est pas la droite a I'infini de

T" . Par quel objet affine peut-on suggérer la droite I} ? Caractériser, au moyen d’objets

affines, I'image en perspective p(ﬁ) de I} surle tableau.

2. On se trouve dans un espace projectif de dimension 3. Si deux droites projectives de
I'espace ne sont pas sécantes, peuvent-elles étre coplanaires ? Que peut-on dire de deux
plans projectifs qui ne sont pas sécants ?

—

3. Soit & le complété projectif d'un espace affine E de dimension 3. Quelles sont toutes les

positions relatives possibles d’une droite et d’'un plan projectifs de I'espace E ? Si la droite et
le plan sont les complétés projectifs d’une droite et d'un plan affines de E, comparer les
positions relatives de la droite et du plan affines avec celles de leurs complétés projectifs
(préciser la nature, a I'infini ou non, de l'intersection).
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4. Soit E le complété projectif d'un espace affine E de dimension 3. Soit a un point affine

de &, et soit f un plan projectif de E', complété d’'un plan affine T de E. On suppose

que a & T .On note p la perspective de point de vue a sur le tableau T .

—

Soit P un plan affine de I'espace E. On note F son complété projectif dans & .

a) Quelle est 'image en perspective du plan F sur le tableau :
1) si le plan passe par le point de vue ?
i) si le plan ne passe pas par le point de vue ?

b) On suppose que P n’est pas parallele a T. Que peut-on dire de la droite d’'intersection
de P etde T etde laligne de fuite de F:
) si P passe par le point de vue ?

i) si £ ne passe pas par le point de vue ?

5. Dans I'espace projectif £ , complété de I’ espace affine E de dimension 3, soit a un point

——

affine et T un plan affine, tels que a € T.On note % le complété projectif de T dans &,

et on considére la perspective p de point de vue a sur le tableau T .
On suppose que T est vertical.
Soit H un plan affine horizontal de I'espace, représentant par exemple le plan du sol. On

——

suppose que a € H, eton note E le complété projectif de H dans E .Onnote L7 la

ligne de terre, c'est-a-dire la droite d'intersection de H etde T, et Lz laligne d'horizon,

c'est-a-dire la ligne de fuite de A . Onnote Ly et Ly leurs parties affines.

a) Existe-t-il des points de E qui n‘ont pas de perspective affine ? Soit b un point de

H , dont la perspective est affine ; on note b’ cette perspective. On demande de dire ou se
trouve le point b dans chacun des 5 cas suivants :
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(V) 3¢ V) (i) Ly estentre b et Ly
R L, () bel
{Hi}x (iii) b" estentre Ly et Ly
¥
(i) X (1) LT (iv) b £ Ly

(v) Ly estentre Ly et b’ .

Schéma ou la feuille de papier repésente le
plan du tableau a plat.

b) Soit c le point affine de I'espace tel que le segment [bc] soit vertical, de longueur |, et
gue c et a soient du méme c6té de H ([bc] représente par exemple un homme, debout sur
le sol au point b). Ly, Ly et la perspective b’ du point b’ étant donnés, on cherche a

construire sur le tableau la perspective ¢ du point c. Justifier par les propriétés
mathématiques convenables la construction suivante :

1: Soit d'; un
point
guelconque de
L.

2 . Soit d4€'4
le segment
perpendiculaire
a Ly, de
longueur |, et
tel que €1 et
Ly soient du
méme coté de
L.

3: Soit f un
point de Ly

n'appartenant
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' pas a la droite
5
~Z 8 (d€;) .
o~ 3 4eth: On

Ao
_ f L, traceles
1 4/ Al

droites (d';f)

et (¢,f).

2 6: Soit d, le

6 » b’ point

d’ 2 d'intersection

/ de (d'if) et

1 LT de la droite
horizontale

La feuille de papier représenteleplandu  Passant par
tableau a plat. b .

7 : Soit €, le point d'intersection de (€'1f) etdela
droite verticale passant par d',.
8 : Le point d'intersection de la droite horizontale

passant par €, et de la droite verticale passant par b’

est le point ¢’ .

c) Reproduire la figure de la question b) et construire sur la méme figure la perspective du
segment [bc] quand b se trouve dans les situations (i) et (v) de la question a).

d) Soit P un plan affine de lI'espace, non parallele a T, ne contenant pas le point de vue,
et par ailleurs quelconque. Soit m, n,r, s quatre points affines de l'espace tels que :

me< P r <P (mn) # T mn = s .

La feuille de papier représentant le plan du tableau a plat, on suppose que la ligne de fuite Lp

de P est déja dessinée, et que les perspectives m , n' et r’ des points m, n et r, ainsi

file:///CJ/architecture/Prj_Pb/p_pbl.htm (4 of 5)01/06/2005 04:43:02 «



Géométrie projective - PROBLEMES - page 1
gue le point de fuite g de la droite (mn) , sont affines et déja dessinés sur T.

Trouver une construction sur T de la perspective s du point s :
a) dans le cas ou le point r’ n'appartient pas a la droite (m'n’ )
B) dans le cas ou le point r’ appartient a la droite (m'n’ ).

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Page suivante b-

‘ Page pr écédente

GEOMETRIE PROJECTIVE

Problemes et exercices généraux

Page 2
Exercices 6a9

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

—

6. Soit B I'espace projectif complété d'un espace affine E de dimension 3. Soit a un point

affine et T un plan affine de l'espace, tels que a & T.Onnote T le complété projectifde T

dans E . Soit p la perspective de point de vue a sur le tableau T .

a) Larelation R définie sur E\{a} par :
XRXx = pkx)=pK)

est une relation d'équivalence. Quelles sont ses classes d'équivalence ?

b) La perspective sur le tableau d'une droite projective de I'espace est-elle une droite
projective du tableau? La perspective sur le tableau d'une droite affine de I'espace est-elle une
droite affine du tableau?

7. Dans I'espace projectif & , complété de I'espace affine E de dimension 3, soit a un point

——

affine et T un plan affine, tels que a € T.Onnote T le complété projectif de T dans E ,

et on considere la perspective p de point de vue a sur le tableau %

On suppose que T est vertical.

Soit H un plan affine horizontal de I'espace, ne contenant pas le point de vue. On considere
un triangle bcd, inclus dans le plan H et disjoint du plan neutre. On suppose que le triangle
est rectangle en d, et que I'hypothénuse [bc] estincluse dans la droite H 1 T. Le triangle
étant déja dessiné en perspective sur le tableau, on cherche a dessiner la perspective d'un
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point i de [dc] situé a un distance | donnée de d.

a) Schémal : La feuille de papier représentant le plan T a plat, on suppose que la ligne
de fuite de H est dessinée, ainsi que la droite H (M1 T, le point de fuite principal f, et les
points b, c et p(d) . Dessiner la perspective de la hauteur [dh] du triangle ( h est le pied de
la hauteur sur le coté [bc]). On demande de justifier la construction en précisant quelle est la
direction de la droite (dh) .

b) Schéma ll : La feuille de papier représentant le plan H a plat, construire en vraie
grandeur le triangle bcd en utilisant h et le demi-cercle de diametre [bc] passant par d.
Placer le point i sur [dc].

c) Dessiner surle schémall etsurle schémal lespoints d et i' de [bc] tels que:
cd =cd et c' =aci.

Dessiner p (i) surle schémal.

8. Dans I'espace projectif £ , complété de I'espace affine E de dimension 3, soit a un point

—_—

affine et T un plan affine, tels que a € T.Onnote T le complété projectif de T dans E ,

et on considére la perspective p de point de vue a sur le tableau T .
On suppose que T est vertical.

a) On note f le point de fuite principal. De quel point a l'infini f est-il la perspective ? On
note 7, laligne d'horizon. Quel est I'ensemble des points a linfini dont 7,7, estla

perspective ? Pourquoi f appartient-il & 7,5 ?

b) Soit P un plan affine de I'espace, non paralléle a T. Démonter que P est vertical si et
seulement si la partie affine Lp de sa ligne de fuite est verticale.

c) Que peut-on dire de la ligne de fuite de P :
i) si P estvertical et orthogonala T ?
i) si P estvertical et non orthogonala T ?

d) Soit V et W deux plans affines verticaux de I'espace, tels que V soit orthogonala T
et que la valeur absolue de I'angle (V,W) soit 1/3 . La feuille de papier représentant le plan
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T —

T aplat, on suppose que Lz et f sont dessinés. Dessiner la ligne de fuite L3 de V.
Dessiner la ligne de fuite E;, de W, sachant que a estaladistance 3cm de T (on pourra
s'aider d'un dessin auxiliaire représentant, a plat sur la feuille de papier, le plan Ha horizontal

passant par a et les objets remarquables qui se trouvent dans ce plan).

——

9. a) Dans I'espace projectif ® complété de I'espace affine E de dimension 3, existe-t-il
deux droites a l'infini disjointes ?

b) Soit D une droite affine et 4 une droite a I'infini. On nomme £} la complétée

—_—

projective de D . Est-il possible que I et s soient coplanaires ? Est-il possible qu’elles
soient non coplanaires ? On demande d'illustrer les réponses par des schémas, en respectant

—

la convention suivante : tous les points de I'espace # représentés par des “points” du papier
sont affines.

d( Accuell suite [
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Page suivante b-

‘ Page pr écédente
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Problemes et exercices généraux

Page 3

Exercices 10 et 11

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

10. Dans I'espace projectif & , complété de I'espace affine E de dimension 3, on considére

la perspective p de point de vue a sur le tableau fﬁ (fﬁ est le complété d’'un plan affine T
de I'espace et a est un point affine de I'espace n'appartenant pas a T). La feuille de papier
représentant T a plat, on suppose que A et A’ sont deux droites affines dessinées sur T,
sécantes en un point affine c. Soit D et D’ deux droites affines de I'espace, paralléles entre
elles et telles que A (respectivement: A’ ) soit la partie affine de la perspective de la
complétée projective de D (respectivement: D’ ). Onnomme P leplan (D,D’).Onse
propose d’étudier les positions de la ligne d’horizon (on nomme Ly sa partie affine) et de la

ligne de fuite de P (on nomme Lp sa partie affine).

a) Si P est horizontal, dessiner A, A, ¢, Ly et Lp surla feuille de papier représentant
T aplat.

b) On suppose que P n’est pas horizontal, mais que D et D’ sont horizontales.
Dessiner A, A", ¢, Ly et Lp d’'une maniere vraisemblable (T a plat sur le papier).

c) On suppose que D et D’ ne sont pas horizontales.
Est-il possible que les droites Ly et Lp soient paralleles ? Dans ce cas, que pourrait-

on dire du plan P ?
Est-il possible que les droites Ly et Lp soient sécantes ? Dans ce cas, de quelle

direction le point d’'intersection de Ly et Lp serait-il le point de fuite ?

Dessiner dans tous les cas possibles A, A, ¢, Ly et Lp d’une maniere
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vraisemblable (T a plat sur le papier).

——

11. Dans I'espace projectif & , complété de I'espace affine E de dimension 3, on consideére

la perspective p de point de vue a sur le tableau T (‘aest un point affine de I'espace, T’
est le complété projectif d’'un plan affine T, a n'appartient pasa T). On suppose T vertical.
Soit H le plan horizontal du sol. On suppose connues la distance d du point de vue au

tableau et sa hauteur h au dessus du sol. On suppose h #0.

Le probleme consiste a étudier la perspective sur le tableau d’'une
droite affine D faisant un angle a donné avec H .

1. a) Schémal: Faire un schéma en perspective cavaliere représentant T, a, H, la
ligne de terre Ly (Lt = H "1 T), laligne d’horizon Ly, et le point de fuite principal f.
Indiquer d et h surle schéma.

b) Schéma Il : La feuille de papier représentant T a plat, dessiner Ly, Ly et f.

2. On note I} la complétée projective de la droite affine D, et L} la perspective de

—_—

LY sur T7. On suppose que L} est une droite, et qu’elle n’est pas a l'infini. On note D’ la

partie affine de I} .
Sous ces hypotheses, quelle est la position de D par rapport au plan neutre ? Quelle
est la position de D par rapport au point a ?

Dans toute la suite, on suppose que la droite affine D perce H en
un point i n'‘appartenant pas au plan neutre, et que D n’est pas
verticale. On suppose connu lI'angle d’inclinaison a de D sur H :

o = (H,D) = (Dy,D)

ou D1 est la projection orthogonale de D sur H.

3. Surle schémal l, représenter D, i, D1 et a.Onnote V le plan vertical contenant D

(D, = V11 H).Indiquer V surle schéma. Représenter la projection orthogonale k de i

1
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sur LT . Représenter la perspective sur le tableau de la droite (ki ) . Représenter la

perspective i’ de i.

Le but du probleme est de comprendre comment on peut construire
D’ surleschémall (T aplat) en utilisant i’ , dont on suppose
gu’il est déja placé, et I'angle a .

4. Onsuppose V /I T.
a) Quelle est la position relative de D etde T ?de D etde D’ ? Quel est 'angle de
D’ etde LH ?

b) Surle schéma ll, placer un point i’ . Représenter I'angle a . Dessiner D’ .
c) Le point d’'intersection de D’ etde LH est-il le point de fuite de D ? Pourquoi ?

5. Onsuppose V L T.
a) Si V passe par a (V estle plan vertical principal), quelle est la droite D’ ?
b) On suppose que V ne passe pas par a. Refaire le schéma | sous ces hypothéses

(T, a, H, LT, L., f,V, D1’ D, i, a,i'). Dessiner surle schéma la ligne de fuite LV

H 1
de V, et le point de fuite fD de D .Comment peut-on tracer D’ sur ce schéma?

c) La feuille de papier représentant T a plat (schéma Il), dessiner LT, LH et f.

Placer un point i’ . Dessiner LV. En utilisant a et d, dessiner fD . Dessiner D’ .

6. On suppose que V n’est ni parallele, ni perpendiculairea T.

a) Refaire le schéma | sous ces hypotheses (T, a, H, LT, L., f,Vv,D , D,

H'’ 1

i, a,i'). Dessiner le point de fuite fD de Dl. Dessiner LV et fD.

1
On nomme [ I'angle du plan V avec le plan vertical principal. Indiquer cet angle
sur le schéma.
b) La feuille de papier représentant T a plat (schéma Il), dessiner LT, LH et f. Placer

un point i’ .
On suppose connu l'angle (. En utilisant 3 et d, dessiner fDl' Dessiner LV.

En utilisant o , dessiner fD . Dessiner D’ .
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% Corrigé 11

Adobe

44 Accueil Suiteh
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Page suivante b-

‘ Page pr écédente

GEOMETRIE PROJECTIVE

Problemes et exercices généraux

Page 4
Exercices 12 a 14

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

——

12. On considére I'espace projectif 2 complété de I'espace affine E de dimension 3.

a) Quelles sont, dans I'espace projectif, toutes les positions relatives possibles de deux
droites projectives non confondues ?

b) Préciser la nature, a l'infini ou non, des points d'intersection éventuels, suivant la nature
des droites projectives.

c) Avec la convention que tous les points figurés par une petite tache sur la feuille de
papier sont des points affines, faire des schémas représentant les deux droites projectives et
leur point d'intersection éventuel, dans tous les cas possibles.

13. Dans I'espace projectif 2 , complété de I'espace affine E de dimension 3, on consideére la

perspective p de point de vue a sur le tableau T (a est un point affine de I'espace, T est
le complété d’'un plan affine T, et a n'appartenantpasa T).

a) Soit A une droite affine quelconque du tableau. On note i sa complétée projective.

— —

Quelles sont les droites projectives I de I'espace don't £4 est la perspective ?

b) Faire un schéma en perspective cavaliére représentant a, T', /1, et une droite
projective f» de I'espace, complétée d'une droite affine D non paralléle & T et ne pasant

—

pas par a,telleque p(fI*) = 2. 0Onnomme t le pointou D perce T. Dessiner le point
de fuite f de D etle point n ou D perce le plan neutre.
On nomme d le point a l'infinide D et & le point a l'infini de A . Quelle est la
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perspective du segment projectif [Eid] ? Quelle est la perspective du segment affine [r22]

) afl

?

c) Dans cette question, on dessine sur la feuille de papier qui représente T a plat. On
suppose qu'on a déja obtenu le dessin ci-dessous, ou [bc] est un segment affine de D et ou
[bb, ] estun segment affine d'une droite de I'espace dont g est le point de fuite.

—_— () pby) g

Les segments affines [bc] et [bbl] ont-ils des points communs avec le plan neutre ?

Pourquoi ?
Dessiner le point de fuite de la droite (blc) et justifier le dessin.

d) Comme dans la question précédente, on suppose maintenant qu’'on a obtenu le dessin
ci-dessous.

[ ]

__—p(b) p(b,) g

Ou se trouve maintenant le point de fuite de la droite (blc) ? Dans I'espace, comment

est située la droite (blc) par rapport au tableau ?
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——

14. On se trouve dans l'espace projectif 2 complété de I'espace affine E de dimension 3, et
on consideére la perspective p de point de vue a sur le tableau T : a est un point affine de
l'espace, T° est un plan projectif complété d'un plan affine T, et a n‘appartientpasa T.

a) Faire un schéma en perspective cavaliére représentant fﬁ , a, etle plan neutre de la
perspective. Ou se trouve la perspective des points du plan neutre ? Y a-t-il des points de
I'espace dont la perspective n’est pas définie ? Quels sont les points a l'infini de I'espace dont
la perspective est affine ?

b) Donner la définition du point de fuite d’'une droite affine de I'espace. Quelles sont les
droites dont le point de fuite est a l'infini ? Représenter sur le schéma précédent une droite
affine D ne passant pas par le point de vue, et son point de fuite f, dansle cas ou f est
affine.

c) Soit D, D’ et D” trois droites affines de I'espace, ne passant pas par le point de vue.
On suppose que leurs points de fuite sont alignés. Quelle propriété les trois droites vérifient-
elles nécessairement dans I'espace affine ?

4(Accueil Suite [
Marie Bouazzi - ENAU & UVT

file:///C)/architecture/Prj_Pb/p_pb4.htm (3 of 3)01/06/2005 04:43:05



Géométrie projective - PROBLEMES - page 5

Page suivante b-

‘ Page pr écédente

GEOMETRIE PROJECTIVE

Problemes et exercices généraux

Page 5

Exercices 15 et 16

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

15. Dans I'espace projectif & , complété de I'espace affine E de dimension 3, on considere

la perspective p de point de vue a sur le tableau T (a est un point affine de I'espace, T’
est le complété d’'un plan affine T, et a n'appartenantpasa T).

On suppose le tableau vertical.

Dans toute la suite, on notera Z la complétée projective d'une droite affine notée Z, et Y

la partie affine, si elle existe, d'une droite projective notée I .

1. a) Comment s'appelle I'ensemble des points de T qui n'appartiennentpasa T ?
Faire un schéma en perspective cavaliere représentant a, T et T .

b) On nomme f le point de fuite principal de la perspective. Quelles sont les droites
de l'espace admettant f pour point de fuite ? Représenter f sur le schéma.

c) On nomme E‘E la ligne d'horizon. Quels sont les plans de I'espace admettant EE

comme ligne de fuite ? Représenter E; sur le schéma.

d) Onnomme V le plan vertical principal, c'est-a-dire le plan vertical passant par a et
perpendiculaire a T . Représenter sur le schéma le plan V et sa ligne de fuite ET, ainsi que
le plan H horizontal passant par a.

2. Soit Q un plan affine non parallele a T, et passant par a. On nomme L sa droite
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d'intersection avec T.

a) Représenter sur le schéma la droite L et les droites d'intersection D = Q "1 H
et G = QM V, sielles existent. Quelle est la ligne de fuite de Q ? Quels sont les plans

——

de lI'espace admettant L pour ligne de fuite ?

b) Soit B la droite affine passant par a, incluse dans Q et perpendiculaire a L.
Représenter sur le schéma la droite B et son point de fuite f1 :

Pour diverses positions du plan Q, on cherche maintenant a construire, sur la feuille de

papier représentant le tableau T aplat, la partie affine L delaligne de fuite de Q, et
Q

le point de fuite f de B . On suppose que la ligne d’horizon et le point de fuite principal sont
1

déja dessinés sur T, et on suppose connue la distance d de a a T.

On appelle dessin Il le dessin de LH et de f, sur lafeuille de papier représentant T a plat.

On reprendra pour chaque question un nouveau “dessin II”, que I'on completera a chaque fois
de la maniere convenable.

1. On suppose Q horizontal.

Indiquer L _ et fl sur le dessin Il.

Q

2. On suppose Q “montant” ou “descendant”, c'est-a-dire que Q n'est pas
horizontal, mais que la droite Q "1 T est horizontale. On suppose connu l'angle a =

(#, D).

a) Faire un schéma en perspective cavaliére représentant T, a, H, LH , §, V, LV,

, D, G, B et fl, o etd.

Q Ly

b) En utilisant a et d, construire f1 et LQ sur le dessin Il.

3. On suppose Q vertical. Si Q n'est pas le plan vertical principal V, on suppose connu
—
langle B = (V, 9.

a) Faire un schéma en perspective cavaliere représentant T, a, H, L., f, V, L,
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Q, LQ, D, G, B et f1’ B etd.

b) En utilisant B et d, construire f1 et LQ surle dessinll. Si Q = V,ouse

trouve fl ?

4. On suppose que Q est “oblique”, c'est-a-dire que Q n'est ni horizontal, ni montant,
T

ni descendant, ni vertical. On suppose connu l'angle a = (H, ).

a) Dans le cas ou Q estoblique et orthogonal a T, utiliser a pour dessiner LQ sur

le dessin II. Indiquer f1'

b), c) et d) On suppose dans ces questions que Q est oblique et qu’il n’est pas
orthogonal a T.

b) Faire un schéma en perspective cavaliere représentant T, a, H, LH , T, D,

LQ et le point de fuite fD de D.

On nomme K et J les droites affines passant par a, perpendiculairesa D, et
situées respectivement dans H et dans Q. Représenter sur le schéma les droites K et J, et
leurs points de fuite fK et fJ . Pourquoi la droite (fK fJ) est-elle verticale ?

—_—

On suppose connu l'angle 8 = (LK) Indiquer a et 0 surle schéma.

c) Représenter sur le schéma la droite B et son point de fuite fl . Pourquoi la droite

(ffl) , définie si f1 # f, est-elle perpendiculaire a LQ ?

d) Enutilisant d, a et 8, construire sur le dessin Il les points de fuite fK et fD :

puis fJ. En déduire L__, puis f1'

Q
5. En supposant que le plan Q est dans l'une quelconque des positions précédentes (en
choisir une, et indiquer laquelle), soit Q' un plan affine strictement paralléle a Q. Dessiner,
sur le dessin Il du cas choisi, la perspective d'un segment affine [bc] inclus dans Q',
paralléle a T, et non inclus dans le plan neutre. Dessiner la perspective des deux demi-droites
affines d'origines b et c, incluses dans Q', perpendiculairesa Q' "1 T , qui ne traversent
pas le plan neutre. Quelle est la perspective des demi-droites de mémes origines et de méme
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direction, qui traversent le plan neutre ?

16. Soit & le complété projectif d'un espace affine E de dimension 3.
Soit L} une droite projective a l'infini. Avec la convention que tous les points représentés

par des "points" du papier sont affines, faire un schéma représentant £ .

Soit Q un plan projectif quelconque de I'espace. Quelles sont toutes les positions
relatives possibles de I etde 2 ?
Faire des schémas représentant toutes les positions relatives possibles de I} et de Q :

dans toutes les situations possibles de Q par rapport a la partie affine de I'espace. Si la

droite perce le plan, indiquer le point d'intersection.
L eor |8 L
/L Corrigé 16
& riaoe

Suiteb-

44 Accuell
Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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Page suivante b-

‘ Page pr écédente

GEOMETRIE PROJECTIVE

Problemes et exercices généraux

Page 6

Exercices 17 a 20

Corrigés : certains sont d§jainstallés.
Pour d'autres, installation prévue, suivre lesmises ajour du site.

17. Dans I'espace projectif 2 , complété de I'espace affine E de dimension 3, on consideére la

perspective p de point de vue a sur le tableau T (a est un point affine de I'espace, T est
le complété d’'un plan affine T, et a n'appartenantpasa T).

Soit Al et A2 deux droites affines du tableau, sécantes en un point b . On note E’{ et

———

Ar leurs complétées projectives.

Soit D1 une droite affine de I'espace dont la complétée projective E a pour

perspective EL.T p(Dy) = ET . Soit de méme D, une droite affine de I'espace dont la

———

complétée projective L2 a pour perspective Ay

a) Dans quel plan se trouve nécessairement h 2 Ladrite £h passe-t-elle par

a ? De quel point de " e point a l'infini de A1 est-il la perspective ?
b) Est-il possible que D1 et D2 ne soient pas des fuyantes ? lllustrer la réponse par un

schéma.
On suppose que D1 et D2 sont des fuyantes. Est-il possible que b soit le point de

fuite de D1 et pas celui de D2 ? lllustrer la réponse par un schéma.

18. Le dessin ci-dessous représente un cube posé sur un sol horizontal, en perspective
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conique. Les points q, r, s, t, u, v, w sont des sommets du cube,dont g , r', ..., W
sont les perspectives.

a) Lesarétes (qu), (rv) et (sw) sont verticales dans I'espace.

Le tableau de la perspective est-il vertical ? Justifier la réponse.

Construire sur le dessin la ligne d'horizon.

Le centre du rectangle qui encadre le dessin est-il un point de fuite ? Si oui, dire
lequel ; si non, dire pourquoi.

Si on imagine que ce dessin est une photographie, dont les bords sont les c6tés du
cadre rectangulaire, la photographie a-t-elle été découpée pour modifier le cadrage ou bien
s'agit-il d'un tirage de la vue entiere ?

b) On suppose que ce sont les arétes (st), (rg) et (wvu) quisont verticales dans
I'espace (tourner le dessin !). Le tableau de la perspective est-il vertical ? Comment est
disposé le tableau par rapport au cube ?
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——

19. On se trouve dans l'espace projectif 2 complété de I'espace affine E de dimension 3.
a) Un point projectif peut-il étre un point affine de l'espace ?

b) Quelles sont toutes les positions possibles d'une droite projective par rapport a la partie
affine de l'espace ?

c) Existe-t-il des plans projectifs dont I'intersection avec la partie affine de I'espace est
vide ? Si la réponse est oui, dire lesquels ; si la réponse est non, dire pourquoi.

d) Faire des schémas représentant :

i) deux droites affines paralléles et distinctes, et leurs complétées projectives,

i) deux droites affines sécantes, et leurs complétées projectives,

iii) deux droites a l'infini distinctes,
avec la convention que tous les points noircis sur le papier représentent des points affines,
que les droites affines sont représentées par des traits rectilignes et que les plans affines sont
représentés par des "bords" rectilignes orthogonaux, en perspective cavaliere.

Dans chacun des trois cas, dire si les droites projectives ont des points communs. Si la
réponse est oui, indiguer ces points sur les schémas ; si la réponse est non, dire pourquoi.

20. On suppose que la perspective d'un segment affine [ bc] de I'espace est dessinée sur le
tableau, ainsi que le point de fuite f de la droite (bc), comme sur le schéma ci-dessous (la
feuille de papier représente le tableau a plat).

p(c)

p(b)
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Construire la perspective du milieude [bc].

44 Accuell

Marie Bouazzi - ENAU & UVT
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s
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Texte 24 Corrige 24
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On se touve dans I’espace projectif E complété de 1’espace affine E de dimension 3.
a) Comment se nomment les points projectifs qui ne sont pas a I’infini ?
b) Qu’est-ce qu'une droite projective a I’infini ? Comment se nomment les droites
projectives qui ne sont pas a I’infini ?

Quelle est 'intersection d’une droite projective quelconque avec la partie affine de
I’espace ? Quelle est l’'intersection de cette droite avec le plan 4 I'infini de ’espace ?
(Donner tous les cas possibles.)

N.B. On ne demande pas de schémas.
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Dans I’espace projectif £ complété de I’espace affine E de dimension 3, on considére
une droite et un plan projectifs quelconques.

Faire des schémas, suivant les conventions habituelles de la géométrie affine*,
représentant le plan et la droite projectifs, dans tous les cas possibles de position de la
droite et du plan par rapport a la partie affine de I’espace, et dans tous les cas de position
relative de la droite et du plan. Indiquer dans chaque cas I’intersection de la droite et du
plan, en précisant si cette intersection est 4 1’infini ou non.

* Tous les points noircis sur le papier représentent des points affines, les droites affines sont représentées par des
traits rectilignes, les droites affines paralléles sont représentés par des traits paralléles, les plans sont représentés par
des “bords” rectilignes en perspective cavaliére, etc.
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Dans I’espace projectif E complété de ’espace affine £ de dimension 3, on considére
la perspective p de point de vue a sur le tableau T (a est un point affine de I’espace,
T est le complété projectif d’un plan affine T, a n’appartient pasa T).



On suppose le tableau vertical.

On nomme £ le point de fuite principal et Ly la ligne d’horizon.

On nomme H le plan horizontal passant par a, et V le plan vertical principal (vertical,
perpendiculaire & T, et passant par a).

1. Faire un schéma en perspective cavaliére, suivant les conventions habituelles (tous
les points noircis sur le papier représentent des points affines, les droites affines
paralléles sont représentées par des traits rectilignes paralléles, etc.), représentant T et

T, le point a et le plan neutre, les plans H et V, la droite Ly et le point £.

2. Soit D une droite affine de ’espace ; on note B sa complétée projective. On suppose
que p(D) est une droite projective, notée A ;on suppose que A nlest pas a I’infini et
on note A sa partie affine ; on suppose que A est orthogonale & Ly , et qu’elle ne passe
pas par f. Dessiner A sur le schéma.

Dessiner le plan (a, A) par ses intersections avec le plan neutre et avec le plan H.
Quelle est la position de D par rapport au plan (a, A) ? Quelle est la position de D par
rapport 3 a ? Quelle est la position de D par rapport au plan neutre ? Justifier
rapidement les réponses.

3. Dans toute la suite, on suppose que D n’est ni horizontale, ni verticale. On nomme i
le point d’intersection de D avec H et n le point d’intersection de D avec le plan neutre.
Dessiner D sur le schéma, d’une maniére vraisemblable. Indiquer i et n. Dessiner le
point de fuite £, de D. Quelle est la perspective de 1 ? Quelle est la perspective de n ?

4. On demande maintenant de faire un schéma (schéma n°2) ou le feuille de papier
représente le plan du tableau a plat. On suppose que L, et £ sont déja dessinés, ainsi
que A et £;.

Quelle est la perspective du segment affine [nil,g ? Indiquer cette perspective sur le
schéma n°2 et justifier rapidement la réponse.

5. On cherche & dessiner sur le schéma n°2 la perspective m’ du milieu m du segment
affine [nilg, en utilisant une construction classique fondée sur le théoreme de Thales.
Dessiner sur le schéma n°2 les perspectives de :

- la droite J horizontale, paralléle au tableau et passant par i ;

- deux points j, et j,, situés sur J dans’ordre i, j,, j,, vérifiant 1’égalité des

distances i J; = j: 3.

- la droite (3, n) et la paralléle a cette droite passant par j, ;

- m.
(On pourra s’aider d’un schéma auxiliaire (schéma n°3) représentant le plan (D, J) &
plat sur la feuille de papier.)
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2. La droite D est incluse dans le plan (a, A) car A =(a, D) " T. La droite D ne passe pas
par a car la perspective de D n’est pas réduite 3 un point. Notons T, le plan neutre
projectif et T, le plan neutre affine. La droite D n’est pas incluse dans T, car sa



~
perspective n’est pas 4 I’infini. Donc D perce T, et, ou bien D perce T,, ou bien D est
strictement parall¢le a T,.

3. La perspective de i est le point i’ indiqué sur le schéma. La perspective de n est le point 4
I’infini & de la droite A.

4etS. TakCean

4, La perspective du segment affine [ni] g est celui des deux segments projectifs d’extrémités
i’ et & (de A) qui ne contient pas f,, puisque le segment [ni].g est celui des deux
segments projectifs d’extrémités i et n (de D) qui ne contient pas le point a I’infini de D.

5. Nommons J la perspective de J. Puisque J est horizontale et contient i, J est incluse

dans H,, donc J’ = L.

Les perspectives j,’ et j,” des points j; et j, sont situées sur Ly et vérifient I’égalité des
distances i’j;” = j,’j;’ puisque la droite J est paralléle 4 T.

La perspective (j;fl)’ dezdla droite (j;r'l) passe par j,’ et par la perspective de n, qui est g,
donc la partie affine de (j;n)’ est la paralléle & A passant par j,’.

Puisque J est paralléle a T, la ligne de fuite du plan (D, J) a pour partie affine la droite
Lip, 5 paralléle a Ly et passant par fp.

Puisque la droite (j; n) est incluse dans le plan (D, J), son point de fuite fi,n appartient
a Lip, 5. C’est donc le point d’intersection de (j; n)’ et de Loy -

Soit K la J)aralléle a (j;n) passant par j, et soit K sa complétée projective. La
perspective K’ de K est la droite (jf’\fszn) ). Cette droite coupe le segment p([ni]sg) au

point m’, perspective de m.



La construction ci-jointe figure dans un manuel technique de perspective. 1l s’agit de la
perspective conique d’un édifice constitué de volites surmontant des piliers verticaux
dont les arétes horizontales sont a angles droits. Le dessin du batiment est supposé
donné sans aucune des lignes de construction (c’est, par exemple, une photographie) et
le technicien détermine la ligne d’horizon, qu’il nomme H, le point de fuite principal
qu’il nomme P, et la distance du point de vue au tableau, qu’il nomme pistance. Notre
but est de justifier la construction du technicien.

1. D’aprés le dessin des piliers, ot se trouve le point de fuite des droites verticales ? Le
tableau est-il vertical ? Pourquoi ?

2. Comment le technicien a-t-il obtenu la ligne d’horizon ?

3. De quels plans de I’espace la droite nommée Ligne de fuite est-elle la ligne de fuite 7
Pourquoi ?
4. La droite projective (XO) est la perspective dela diagonalez d’un carré dont une
moitié, représentée en pointillés, est circonscrite au demi-cercle d’une volte en plein
cintre.

Le technicien n’indique pas comment il a obtenu la perspective O du centre du carré.
Dessinez sur la ﬁgure votre construction du centre, et justifiez-la.

De quel point de Ale point F, est-il la perspective ? Pourquoi ?

5. Faire un schéma en perspective cavaliére représentant le tableau T, la ligne d’horizon
H, le plan horizontal H, passant par H, les points F et F,, les lignes de fuite des plans de
deux faces orthogonales verticales des plllers et fe point F,.

Si a est le point de vue, quel est ’angle FaF, ? Indiquer a sur le schéma, ainsi que le
point de fuite prmc1pal P, d’une maniére approximative mais vraisemblable. Indiquer les
valeurs des angles FaF,, et aFFs. Comparer les distances Fa et FF,,

6. Justifier la construction du technicien, qui obtient D, puis P et la pisTance (du point de
vue au tableau), au moyen de la longueur FF, et d’un demi-cercle de diamétre [FF; ].

7. Les autres voltes sont-elles aussi en plein cintre ? Justifier la réponse en utilisant les
directions des diagonales analogues a (AO) sur chaque voite.



LA RESTITUTION PERSPECTIVE. RECI{ERCHE
DE L'HORIZON DU POINT PRINCIPAL ET DE LA DISTANCE
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1. Le point de fuite F, des droites verticales est a I’infini, puisque les parties affines des
perspectives des droites verticales sont paralléles entre elles. Puisque F, est a I’infini, le
tableau est paralléle aux droites verticales, ¢’est-a-dire qu’il est vertical.

2. F est le point de fuite d’une direction de droites horizontales, et F; le point de fuite d’une
autre direction de droites horizontales (les deux directions sont orthogonales entre elles
car les bases des piliers sont rectangulaires). La ligne d’horizon est H= (FF,).

3. Soit L la droite nommée Ligne de fuite par le technicien. L est paralléle aux perspectives des
arétes verticales des piliers; elle passe donc par le point de fuite F, des verticales ; par
conséquent L = (FF,), et L est la ligne de fuite des plans verticaux paralléles a I’aréte
(E’G’), c’est-a-dire des plans paralléles a la facade (J’E’G’) du batiment (on note J’, E’
et G’ les points de la fagade dont J, E et G sont les perspectives).

Nommons A’, B’, K’, M’, N’, R’ et O’ les points de la fagade dont A, B, K, M, N, R et
O sont les perspectives (voir schéma). ABMN est la perspective du carré A’B’M’N’,
dont la moiti¢ était déja dessinée en pointillés. O’ est le centre du carré, c’est-a-dire le
point d’intersection de la diagonale (A’M’) avec la médiane (R’K’). En perspective, on
obtient M grace a I’égalité des longueurs KM = KB (puisque la droite verticale (BM) est
paralléle au tableau). Le point O est ’intersection des droites (AM) et (RK).

~ Notons que le technicien a obtenu les poins A et B en menant de F la tangente a ’arc
RK, et en prenant ensuite les points d’intersection de la tangente avec les perspectives



des arétes verticales des piliers. En effet, dans le plan de la fagade, la tangente au
sommet du demi-cercle R’K’ est la droite (A’B’), qui est paralléle a (R’K"), si bien que
son point de fuite est F.

(On peut obtenir O par d’autres constructions que celle que nous avons donnée. Par
exemple, on peut prendre ’intersection de la droite (RK) avec la paralléle 2 L passant
par Q, puisque ces deux droites sont les perspectives des deux médianes du carré. Mais
cette construction est peu précise, & cause de la mauvaise précision sur le point de contact Q.)

F, est le point de fuite de la diagonale (A’M’). En effet, cette diagonale est incluse
dans le plan de la fagade dontL est la ligne de fuite, si bien que son point de fuite est
I’intersection de sa pel:gpective (AM) avec L. Le point F, est donc la perspective du
point & ’infini de A ( (A’M’) est la droite A du texte).

L eV L4 somb Lea ’((‘ws.tg
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L’angle I-“/g\ljl est droit : voir question 1..

L’angle FaF, vaut 45° puisque F; est le point de fuite de la diagonale d’un carré et
que F est le point de fuite d’un c6té de ce carré.

L’angle aFF, est droit puisque (aF) est horizontale et que (FF;) est verticale. Le
triangle FaF, est donc rectangle en F, et il est isocéle puisque ses deux autres angles
valent tous les deux a 45°. Donc Fa = FF, (c6tés de méme longueur).

6. Le technicien dessine sur le tableau des objets qui se trouvent en réalité dggs le plan H, :
le demi cercle de diamétre [FF, ], sur lequel se trouve le point a puisque ’angle FaF) est droit,
le point a (qu’il nomme D), situé sur le demi-cercle, & la distance FF, de F : il trace un
arc de cercle de centre F passant par F,, qui coupe le demi-cercle en D,
la projection orthogonale de a sur H, qui est le point de fuite principal P. La longueur
DP est donc la distance du point de vue au tableau.

7. Les autres vofites ne sont pas en plein cintre, ¢’est-a-dire que leurs arcs ne sont pas des demi-
cercles. En effet, on constate que la droite (FAB) est tangente 4 tous les arcs des votes, dont
les sommets en perspective sont les points de contact de (FAB) avec chaque arc. Mais
lorsqu’on effectue sur chaque arc la construction analogue a celle qui fournit A, B et M, on
constate que les droites analogues & (MA) ne coupent pas L au point F. Les diagonales
analogues 4 (A’M’) ne sont donc pas paralleles & (A’M”), c’est-a-dire qu’elles ne sont pas
inclinées & 45° sur la droite horizontale (A’B’). Les analogues de A’B’K’R’ ne sont donc pas
des demi-carrés, et les arcs analogues &8 R’K’ ne sont pas des demi-cercles.
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2. Puisque D’ a une partie affine, D n’est pas incluse dans le plan neutre, ¢’est-a-

dire que: ou bien D perce le plan neutre, ou bien D est strictement paraliéle a ce
plan.

Puisque D’ n’est pas réduite a un point, D ne passe pas par a.

4. \
o da \F 3T
AN P/KT,
14 H
.
b) ol

4 a) -Puiéql-l_e D est incluse dans V et q_u-e“-Vm ést}afélléle a T,D est paralléle a T.
Puisque D est parallele a T, D’ est parallele a D. Pu1sque D’ est paralléle a D et
que D, est paralléle a L (puisque V est parallele a T), (LT\D*) = (D1 , D)

“ LA




¢) Le point de fuite de D n’appartient pas a Ly car D n’est pas horizontale (on peut
dire aussi : car D est paralléle a T si bien que son point de fuite est a I’infini, alors
que le point d’intersection de D’ et de Ly est affine).

5. a) Si V passe par a, D’ = Ly (et Ly est la droite orthogonale a Ly en f).
b) "

¢)









