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Ce module porte sur I'analyse complexe. On se concentre sur I'étude des fonctions holomporphes et
leurs propriétés particulieres : propriétés a priori surprenantes, au sens ou rien d’analogue n’existe
pour les fonctions différentiables méme indéfiniment différentiables. Le principal but du cours est
de définir la notion de fonctions holomorphes et de mettre a jour les premiéres propriétés

particulieres.

Introduction

Le module s'adresse d'abord aux étudiants de Licence(L3) de Mathématiques. Il s'inscrit dans
le programme du diplome L3 de Mathématiques. L'étudiant ou I'étudiante devrait avoir une
connaissance de base en L1 et L2. Il a comme préalable tous le(s) module(s) de L1 et L2.
Ce « Guide d'étude » a pour objectif de vous préparer a suivre le cours. Il définit en quelque
sorte un mode d'emploi, non seulement pour le matériel didactique du cours, mais aussi pour
le cheminement que vous devez adopter et les différentes exigences auxquelles vous devez

répondre.

But et objectifs du cours

Le but de ce module est de mettre a jour les propriétés des fonctions holomorphes. Plus

spécifiqguement, au terme de ce module, I'étudiant ou I'étudiante sera en mesure :

* De se familiariser avec la notion d’holomorphie : Définition de la notion d’holomorhie se

traduisant par les conditions de Cauchy-Riemann.

* De noter la relation entre I’holomorphie et les applications conformes : si on transforme par
une fonction holomorhe de dérivée non nulle deux courbes se coupant en faisant un angle
orienté, les courbes images font entre elles le meme angle orienté.
 Etudier les séries entieres : rayon de convergence, ¢tude sur le cercle de convergence...
 D’étre capable de développer une fonction holomorphe en une série enticre.

* Calculer les résidus.

* Calculer certaines intégrales par la méthode des résidus : outil puissant pour le calcul de

certaines intégrales.



* Bien retenir les propriétés particuliéres des fonctions holomorphes : zéros isolés,
prolongement unique, principe du maximum, principe du minimum, lemme de Shwarz,
caractérisation des automorphismes du disque unité,...» Etudier et caractériser les fonctions
meromorphes.

* Poser le probléme des primitives pour les fonctions holomorhes.« Topologie de I’espace des

fonctions holomorhes.

* Construction d’une fonction holomorphe ayant des zéros fixés par la méthode des produits

infinis.



Chapitre 1

Fonctions holomorphes

1 Complexe différentiabilité

Définition 1.1 .
On dit que f :  C C — C est C-différentiable en zy € ) s’il existe une
application C-linéaire L : C — C telle que

o 1 Go 1) = 1(z0) = L)

h—0 |h|
heC”

= 0. (1)

Si f est C-différentiable au point zq, alors application L vérifiant (1) est
unique. Le nombre complexe L(1) s’appelle la dérivée (par rapport a z) de f
au point zg, on la note

%(2’0) = f'(20) = lim M.

dz z—z0 z— 2

EXERCICE

Vérifier que la fonction puissance f(z) = 2", ou n € N, est partout
C-différentiable dans C et donner sa dérivée.

SOLUTION

En effet, on a pour tout zg € C,

Fi2) = 21 b 222 e g2y g

ce qui montre que f'(zg) = nzg_l.

EXERCICE

Montrer que la fonction conjuguée f(z) = z n’est C-différentiable en
aucun point de C.

SOLUTION

En effet, pour tout zg € C

f(z0+h) — f(z0) _
h

h
—, h
h? 7&07



or — a pour valeur 1 lorsque h € R et pour valeur —1 lorsque h € iR et par

conséquent n’admet pas de limite lorsque h — 0.

2 Complexe et réel-différentiabilité
Soit

f:QcC — C
z=xz+iy — f(z) =ulz,y)+iv(z,y)

une application d’un ouvert non vide 2 C C dans C et soit zg = ¢ + iyg € .

Proposition 2.1 of of
Si f est C-différentiable en zy alors —=(zp) et —=—(zp) existent et vérifient

ox dy

Péquation de Cauchy-Riemann

ou, de maniére équivalente

%(zoayo) = g%({)(x()ay())
FZ(QTO’yO) = —a%(ﬂ?o,yo)

Le résultat découle trivialement du fait que la limite obtenue en approchant
zp parallelement & 'axe des x est la méme que celle obtenue en approchant zg
parallélement & I'axe des y. En effet, on a par définition

/ . u(wo + h,yo) —ulxo,y0) | .. v(zo+h,yo) — v(To, o)
fo) =y h O h
— lim u(o, Yo + h') — u(o, o) i lim v(zo, yo + h.) —v(20,Y0)
h—0 ih h—0 ih

Ce qui entraine que u et v admettent des dérivées partielles en (xg, o) satis-
faisant les équations différentielles de Cauchy-Riemann (2). [ |

La réciproque de la proposition précédente n'est pas vraie. |l existe des fonctions
non C-différentiables qui admettent des dérivées partielles vérifiant les équations de
Cauchy-Riemann. Par exemple, si on considére la fonction

xy(z +iy) . )
> si z#0 0 si z=0.
[ = flay) =4 TV
0 si z=0



Il est clair que g(o) = g(o) = 0. Cependant FE =10 n'a pas de limite en
ox dy z

zéro.
La réciproque partielle suivante est vraie.

Proposition 2.2

Supposons que % et %5 existent dans un voisinage de zg = xo + 1Yo.

Si % et g—jyc sont continues en zy et %(ZO) = i%(zo) alors f est C-différentiable

€en zgp.
Soit f =u +iv, h = &+ in. 1l s’agit de démontrer que

lim f(z0+h) — f(z0)
h—0 h

= f2(20) = uz(20) + vz (20)-

Par le théoréme des accroissements finis (pour les fonctions numériques a vari-
able réelle), on peut écrire

w(zo+h) —u(z) _ ulzo+& yo+mn) — u(zo, yo)
h §+in
_ U(,CL'O +£7y0 + 77) B U(ZL’O + gayO) + u(zco + g,yO) - u(xo,yo)
E+in §+in
n §
== D — 7] 9 0 B T 0 9 I
f—l—inu"(zoJrf Yo + 177)+§+an (zo + 02€,y0)
et
v(zo+h)—v(20) 7 9
h - £+mvy($0+§,y0+9377)+ §+2nvw(x0+04€7y0)

ou 0, k=1,2,3,4, sont des nombres réels vérifiant 0 < 05 < 1.
Il vient alors

flzo+h)—flzo)

uy(2z1) + 7;’Uy(252):| + % [u1(23,) + ivx(Z4)}

h C E+in E+i
avec |z — 20| = 0sih — 0,k =1,2,3,4.
. . . U § :
Puisque f, = if, en zg, on peut écrire f;(z9) = — fy+ — f» pour obtenir
que f, = ify en zp, on p fa(20) €erfy §+mfp

f(z0+h) = f(z0)
h

- fa:(ZO)

[ en) =y )] + = [0y 20) = 00

[um(z;),) — uz(zo)} {093(24) - U,;(zo)].

i€
§+n §+in
Enfin comme toutes les expressions entre crochets tendent vers 0 lorsque h — 0
et

e
E+inl1E4inl —
on obtient L



En fait, on a les équivalences suivantes.

Théoréme 2.1

Soient Q) un ouvert de C, f = u + iv une application de 2 dans C

et zg = xg + 1yo € 2. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est C-différentiable en z.

(ii) f est R-différentiable en zy et la R-différentielle de f en zy, T f(zp) : C — C,
est C-linéaire.

(iii) f est R-différentiable en zo et satisfait en ce point les conditions de Cauchy-

Riemann
{Um(zo) = vy(20),

uy(z()) = —Ug (Z()).

Si 'une des assertions est vérifiée, alors
F'(20) = uz(20) + iva(20) = vy(20) — iy (20)-

L’équivalence entre (i) et (ii) découle de la définition.
(ii) <= (iii): La différentielle T'f(zo) est donnée par la matrice carrée d’ordre

2
uz(20)  uy(20)
vz(20)  vy(20)
L’application R-linéaire de C dans C associée a cette matrice est C-linéaire si et

seulement si u,(20) = v,(20) et uy(20) = —v4(20). L’équation pour f'(zg) est
déja obtenue dans la proposition 2.2. |

La fonction f(z) = x3y? + iz?y® est R-différentiable dans C, cependant
les conditions de Cauchy-Riemann ont lieu exactement aux points (a,b) véri-
fiant 3a2b? = 3a2b? et 2a%b = —2ab?, donc I'ensemble des points ot f est
C-différentiable se réduit aux deux axes des coordonnées.

La fonction f(z) = expz = e”cosy + ie”siny est R-différentiable dans C
et satisfait clairement les équations de Cauchy-Riemann en tout point, elle est
donc C-différentiable partout.

3 Fonctions holomorphes

Définition 3.1
On dit que f : Q C C — C est holomorphe en zy s’il existe un voisinage ouvert
U de zy dans C sur lequel f est C-différentiable.



Une fonction qui est holomorphe en zg est C-différentiable en zy mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, la fonction

f(z) = 2®y? +ia?y?

est exactement C-différentiable sur les deux axes des coordonnées . Elle n’est
donc holomorphe en aucun point de C.

NOTATION

Si Q est un ouvert non vide de C, on désignera par H(f2) l'ensemble des
fonctions holomorphes sur Q. Un élément de H(C) est appelé fonction entiére.

Les trois exercices suivants sont faciles a vérifier et laissés au lecteur.

EXERCICE

Soit  un ouvert de C et f, g deux fonctions de H({2). Montrer que
pour tous a et b dans C , les fonctions af + bg et f.g sont dans H(Q)
avec

(af +bg)" =af' +bg',
(f9)=fg+fg.

EXERCICE

Soit Q un ouvert de C et f, g deux fonctions de H(f2). Si g ne
s’annule pas sur ), montrer que la fonction quotient — appartient a
g
H(Q) avec
Iy 1 ‘919
g 92

EXERCICE

Soient ) et ' deux ouverts de C et f € H(Q),g € H(Y) avec f(2) C
Q'. Montrer que la fonction composée go f € H(Q2) et pour tout z € ,

(gof)(2) = g'(f(2)f (2).

Comme pour les fonctions C-différentiables, on a la condition nécessaire et suff-
isante d’holomorphie suivante.

Théoréme 3.1
Soient Q) un ouvert de C et f = u + iv une application de Q) dans C.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f € H().



(ii) u et v sont R-différentiables et satisfont dans €2 les conditions de Cauchy-

Riemann
Uy = Uy,
Uy = —Ug.

Intuitivement, une fonction holomorphe est "une fonction de la variable z*.
Les équations de Cauchy-Riemann traduisent le fait qu'une fonction holomorphe ne
dépend pas de la variable Z.

Plus précisemment, en introduisant les variables z et Zz, il est clair que si

_0 10 0
T 9: 2'0z oy
° o 1.0 0

8::£:§(87z+287y>7

les conditions de Cauchy Riemann s’écrivent

af = 0.

EXERCICE

Soit f: 2 — C une application R-différentiable sur un ouvert () de
C. Montrer que

Of=0f et Eﬁ:gif.

SOLUTION

Rappelons d’abord que les opérateurs de Cauchy-Riemann 0 et 0 sont définis
par
0 1/0 .0
8 = — = — _— =
0z 2\0x Oy

-0 _1(9 90
“ 9z 2\az oy

Il vient alors que

Q|
|

Il
M| —
N
QJ‘Q?
8] ||
_|_
QJ‘QJ
<
N

De méme on obtient 9f = Of.



Le théoréme suivant montre que toute fonction réelle R-différentiable n’est
pas forcément la partie réelle d’'une fonction C-différentiable.

Théoréme 3.2
Si f : Q — C est une fonction holomorphe et si v = Re(f) et v = Im(f) sont

de classe C? alors
0%u  O%u B

Ay = 922 + G2 0, (3)
0%v 0%
A’U = @ + ain =0. (4)

Ce théoréme est une conséquence immédiate des équations de Cauchy-Riemann
et du théoréme de Schwarz.
En effet, f étant holomorphe, on a

ou_ov . ou_ o
or Oy oy  Ox’
On en déduit que

Pu v 0

822 Oydr  Oy?’

et
9%v 0%y 0%u 9%v

822~ Qydr  Oxdy - S oy?

Montrer que la fonction u : C* — R définie par u(z) = log|z| est
harmonique mais n’est la partie réelle d’aucune fonction holomorphe
sur C*.

SOLUTION

La fonction u est de classe C* sur R?\{(0,0)}, et on a
92w y? — a2 92w 22 — o2
w(xay) = ($2+y2)27 872/2(1.73/) = ($2+y2)2

On en déduit que u est harmonique sur R?\{(0,0)}.

Supposons qu’il existe une fonction f holomorphe sur C* telle que u(z) =
Ref(z). Ecrivons f(z) = wu(z) + ¢ v(z). Les équations de Cauchy-Riemann
entrainent que

@(x y=——Y e @(x |
gz Y= 2 492 Oy Y o242



Donc il existe deux réels c; et ¢y tels que

c1 — arctan(y) si y >0, ¢z —arctan(y) si

v(z,y) =
co — arctan(%) si y < 0.

La continuité de v sur R?\{(0,0)} implique que
T 2T e L7 7r
cg—=—=co+= et g+ —-=co— —.
2T T2 T

Ceci est manifestement impossible.

1. Toute fonction holomorphe ne prenant que des valeurs réelles
(resp. des valeurs purement imaginaires) est localement con-
stante.

2. Toute fonction holomorphe admettant un module constant est
localement constante.

SOLUTION

La partie 1. de ’exercice découle trivialement des équations de Cauchy-Riemann.

Soit & présent f = u+ v une fonction holomorphe telle que u? +v2 = C une
constante non nulle. On en déduit, en vertu des équations de Cauchy-Riemann,
que

0 = u(uu, +vv,) = v?u, + v(uvy) = vu, + v(—uuy,).

Enfin, comme wu, + vv, = 0, on obtient
0 = v?u, +v(vvy) = (U2 +v?)u,

ce qui achéve la solution.

Déterminer le domaine de C-différentiabilité des fonctions suiv-
antes.

L f(z) = |z = Va2 + 42
2. f(2) = |2? = 2% + 2.
3. f(2) = 2[(|2” - 2).
4. f(z) = sin(|2[*).

5. f(2) = 2? +iy>



6. f(z) = zRe(z).
7. f(z) =sinz chy + i cos z shy.

8. f(z) =

cOs 2
cosz —sinz’

SOLUTION

1. Tl est clair que la fonction f(z) = |z| = v/2Z n’est pas C-différentiable en
0. Pour z € C*, on a %(z) = g5 donc f n’est C-différentiable en aucun
point de C.

2. Pour f(z) = |2|> = 2z,0n a %(z) = z, donc f n’est C-différentiable qu’en
0.

3. Pour f(2) = |2)?(]z|*> = 2) = 22(22 — 2), on a

7]
a—J; = 2(22 — 2) 4 22(2) = 22]2|* — 22 = 22(|2]* — 1)
D’ou 9
a—£=O<:)(z:Oou |z| =1)
Donc le domaine de C-différentiabilité de f est la réunion de {0} et du
cercle unité.

Remarque : Cette fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

4. Pour f(z) = sin(|z|?) = sin(zZ), on a % = zcos(|z]?)

Donc f est C-différentiable en 0 et sur les cercles d’équations

2k +1
12| = 1/ ;_)77, keN.

5. Pour f(z) = 2 +iy?, posons u = 22 et v = y2. Ce sont des fonctions
de classe C! sur R2. Les équations de Cauchy-Riemann de f en 0 sont
vérifiées, donc f est C-différentiables en 0. Par contre, sur tout voisinage
de 0, les équations de Cauchy-Riemann de f

20 =2y
0 =0

ne sont vérifiées que pour z = y, donc f est C-différentiable en tout point
de la droite x = y. Cependant, f n’est pas holomorphe en 0.

6. On a f(z) = (2 +2). Donc 6’C( ) = £. Par suite f n’est C-différentiable
qu’en 0.

7. On vérifie facilement que af + zdf = 0 sur C. Donc f est partout C-
différentiable et donc holomorphe sur C.



8. Cette fonction est C-différentiable sur son domaine de définition i.e. sur
Iensemble {z € C; cos(z) — sin(z) # 0}.

Soit f(z) = /|zy|, ou z = z +iy. Montrer que les équations de
Cauchy-Riemann sont vérifiées au point z = 0, mais que f/ (0) n’existe
pas.

SOLUTION

Posons u(z,y) = v/|zy| et v(z,y) = 0. Comme u(z,0) = u(0,y) = u(0,0) =
0 alors les équations de Cauchy-Riemann sont vérifiées en 0. Par contre

OB

z T+ 1y

n’a pas de limite quand z tend vers 0 ( prendre y = x ).

Soit f = Ref + iImf une fonction holomorphe sur un ouvert con-
nexe ) de C. Montrer que si ’une des conditions suivantes est satis-
faite alors f est constante sur ).

1. f/=0 sur Q.
2. Ref est constante sur (2.

Im f est constante sur {2.

=~ W

aRef+bImf+c=0 ou a,bccR, a?>+0b*>>0.
5. |f| est constant sur Q.

6. f est holomorphe sur Q ( i.e. f est anti-holomorphe sur ).

SOLUTION

Notons u = Ref et v = Imf.

1. Si f'(z) =0 V z € Q alors f = cte sur Q.

2. Si Ref = u = cte sur Q alors par les équations de Cauchy-Riemann
Imf = v = cte sur Q et donc f = cte sur .

10



3. De méme si v = cte sur 2 alors u = cte sur ) et donc f = cte sur €.

4. Si |f| = cte sur Q alors u? +v? = cte sur Q. Lorsque la constante est nulle
alors f est nulle sur €.
Lorsque la constante n’est pas nulle, alors

ou n Ov 0
U— V— =
Oz Ox ’
ou n ov 0
U— v— = 0.
Ay Ay
Par les équations de Cauchy-Riemann on a
ou ou 0
u— —v— =0,
or oy
ou n Ju 0
V— FUu— =
0 oy
e o ) N 2 2 __ : ou __
Il s’agit d’un systéme de Cramer (car u” + v° = cte # 0), par suite §* =
%Z = 0 d’ott u = cte sur Q et de méme v = cte sur €2, c’est a dire que
f = cte sur €.
5. Si f = u — iv est holomorphe sur Q alors par les équations de Cauchy-
Riemann
Ou  Ov _ Ov
dor Oy Oy

ou v ov

oy 0 Oz

d’ou v = cte et u = cte sur ) donc f = cte sur Q.

Soit f(z) = u(z + iy) + ¢ v(z + iy) une fonction holomorphe sur un
ouvert connexe () de C. On suppose que

u= F(v)

ou F' est une fonction réelle dérivable sur R.
Montrer que la fonction f est constante sur (2.

SOLUTION

Par les équations de Cauchy-Riemann on a le systéme de Cramer suivant

ov  Ov
/ _— — =
F'(v) 9 0y 0
ov P ov

- / - —
e + F'(v) 9y 0

11



dv v .
Donc — = — = 0 sur ). Par conséquent v est constante sur ). Par suite f

0 oy

est constante.

Soit z — f(z) une fonction holomorphe sur un ouvert €2 de C.
Montrer que la fonction z — f(Z) est holomorphe sur

Q’:{zE(C ; ZEQ}

SOLUTION

Dabord @ = {z € C ; Zz € Q} est un ouvert de C, car c’est I'image
réciproque de 'ouvert €2 de C par ’homéomorphisme conjugaison z — Z.

On pose pour z € &, g(z) = f(Z).

Si
f(2) = u(z,y) +iv(x,y)
avec
z=x+ 1wy
alors

f(z) = u(z, —y) +iv(z, —y)

et par suite, pour z € /,

g(Z) = U(LL', _y) - Z"U(ZE, _y)

donc on a
dg _Ou,_ Ov, . Of _
D) = @) - i (@) = 2 (2)
.Jg _ Ou,_ ov _of
Z@(z) Z@(Z)_ @( ) —Z@(Z)

on en déduit que

car %(2) + i%(%) = 0 (puisque f est holomorphe en z € Q). Par conséquent g
est holomorphe sur €'

12



2. Montrer qu’en coordonnées polaires (r, §) les conditions de Cauchy-
Riemann s’écrivent :

o _1ov
or  roé
o _ 1ow
or  r 09

3. Montrer qu’en coordonnées polaires le Laplacien s’écrit

® 10 1
or2  r or 1?2 9%

SOLUTION

1. Pour z = x +iy = re? et f(2) = u(z) +iv(z) on a

ou v ou 1o
or Ay or  r 00
=4
o _ o o _ 0w
y oz 00 ~— ' or
car on a
E = cos¢92 - 1sin92
or or r o9’
0 . 0 1 0
87y —SIHHE‘F;COSH%.
2. On a P 5
o :cos9£+sin08—y,
% :—Tsinﬂ(,%—krcosea—y.
D’ou
92 N N . 9*
92 = cos Hﬁ—ksm Ha—yz—&—QschosHaTay,
2 2 2 2
% = TQSinzﬁ%—l—rzcosQ@;—yQ—QTQSinecosﬁaiay
0 .
— TCOSH%frsm@a—y.

Par conséquent

12 R

0
ar T 9 T T oy

”? 1
or?2 r

13



Soit P(z) un polynéme complexe. On pose
u(z,y) = Re(P(x +1y)) et ov(z,y) =Im(P(z+iy)).
1. Montrer qu’on a
a) P(2) = 2u(3. ) ~ P00
) P(2) = 2iv(3, 57) + P(0)

o

a) Retrouver le polynéme P(z) tel que Re(P(2)) = z — 2% + y°.
)

b) Peut-on trouver P(z) tel que Re(P(z)) =z +y* ?

2. Reconstituer la fonction holomorphe f(z) sur C par la donnée de
sa partie réelle Re(f) = 23 + 62%y — 32y? — 2y3, avec f(0) =

Posons P(z) = Y7 a2’ ot a; € Cet P(z) = >0 @7, ona:
P(z) = P(2).
1. a) Pour z =2 +iy avec z,y € R, on a

S[P(2) + P(2)] &

u(@,y) =3

2u(z,y) = P(x +iy) + Pz — iy)

d’ot, en remplagant z par 5 et y par 35, on obtient

z z z ~ z
2“(?27) = P(§+2)+P(*—§)
= P(z)+ P(0)
Finalement comme P(0) = Gy = P(0), on trouve
z
P(z)=2u(Z,2)-P
() =20, ) - PO)

b) De méme, puisqu’on a v(z,y) = =[P(z) — P(0)]

2@(%, %) — P(z) — P(0)

et donc

P(z) = 2w(§,%) +P(0).

14



a) La fonction u(x,y) = x — 2% + y? est harmonique sur R? (Au = 0),
donc

z zZ, =

P(z) =2u(=, =) — P(0).
() =20, 2~ PO)

Comme P(0) = ¢, il vient que

z 22 22

+ =] +i=z—22+i

PE) =205 5+ Gz

On a bien
u(z,y) = Re(P(z + iy)).

b) Il n’existe aucun polynéme P(z) tel que Re (P(z)) = x + y? car
u(x,y) = o + y? n’est pas harmonique (puisque Au # 0).

2. Par 1. a),on a:

z Z

= 2w 2)-F0
o) = 2 2~ T0)
S A
8 4 2 2 (2i)2 (20)3
23 3 1
_ oF 2,3 .93 1.3
[8 1% —|—8z 4zz]

ou encore

f(z) = (1 —2i)2°.

| EXERCICE 1.10 |

On se donne un polynéme harmonique g(z,y) sur R?, et
(a,0) € R*\{(0,0)}.
Montrer que toute fonction P(z) holomorphe sur C vérifiant

a Re (P(z)) + bIm(P(2)) = g(z,y), z=x+iyeC

est de la forme

P = i) - (455 ) PO

272 a — b

SOLUTION

On écrit
g(z,y) aReP(z) + bImP(z)
_ %[P(Z) + P(z)] %[P(Z) - P(z)]



d’ou

29(x,y) = a[P(z + iy) + P(z — 1y)] — ib[P(z + iy) — P(x — iy)]

donc

z z . -
29(5727-)

I
2
*u
©
_l’_
g

Finalement, on a

16



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

Chapitre 2

Holomorphie et conformalité

1 Applications conformes

Définition 1.1
Soit T : C — C une application R-linéaire injective. On dit que T préserve les
angles si, pour tous 21,29 € C, on a

|z1]|22| < T'(21), T(22) >= [T (21)||T(22)| < 21,22 >

oti (,) désigne le produit scalaire usuel de R?, soit
<Zl, ZQ> = Re(zlig).

Les applications R-linéaires injectives préservant les angles admettent une
caractérisation simple. Plus précisement, on a

Lemme 1.1

Soit T : C — C une application R-linéaire injective. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

i) T préserve les angles.

ii) Il existe a € C* tel que T(z) = az pour tout z € C ou bien T(z) = aZ pour
tout z € C.

Il est clair que ii) entraine i).
Réciproquement, comme T est injective T'(1) = a € C*. Pour b = a~'T(4), il
s’en suit que

0= (i,1) = (T(:), T(1)) = (ab, a) = |a|*Re(b),

donc b est imaginaire pur, b=1ir, reR.
On en déduit que pour tout z =z + iy € C, T'(2) = a(zx + iry). Enfin, comme
T préserve les angles, on a

[1Iz(T (1), T(2)) = [TWIT(2)[(L, 2)

soit
|z + iyllal*z = |a?|z + iry|a
ce qui entraine que pour tout z € C avec = # 0 |z + iy| = |z + iry|.
Par conséquent r = %1 et donc soit T est de la forme T'(z) = az ou T'(z) = az.
|

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

1. Montrer que 1’application

(/):CxC — R
(w,z) — < z/w>=Re(wz)

définit un produit scalaire sur C considéré comme R-espace vec-
toriel. En déduire la norme induite par ce produit scalaire.

2. Montrer que pour tous «,z et w dans C, on a

i) <aw/az >=|a]? <w/z >
i) <w/z>=<w/z>
i) <w/z>%+ <iw/z >2=|z}|w|?.

En déduire ’inégalité de Cauchy-Schwarz
| <w/z> ] < |wll2|

et I'identité
lw+z)? = [wP+]2)* +2 < w/z >

3. Montrer que pour tous z,w € C\{0}, il existe un unique 0 € [0, 7]
tel que < w/z >=|z||w| cosh.

SOLUTION

1. 11 est clair que Iapplication (z,w) — (z/w) = Re(zw) est R-bilinéaire
sur C x C, symétrique et définie positive ; elle définit alors un produit
scalaire sur C. De plus, la norme induite par ce produit scalaire est |z| =

V{z/z) =2z, z€C.
2. Pour tous a,z,w € C, on a
(i) (aw/az) = Re (awaz) = |a*(w/z)
ii) (w/z) = Re (wz) = (z/w) = (w/z)

iii)

(w/z)? + (iw/2)> = Re?(wz)+ Re ?(iwz)
= |w/|?z|? — Im?*(wZ) + Re?(iwz)
|w?|z]*> car Re(iwz) = —Im(wz)
2
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On en déduit que
0 < (w/2)* < wl?|2f?

d’out I'inégalité de Cauchy-Schwarz
[(w/2)| < [wl|z].
D’autre part, on a

lw+ 2|° = (w+ z/w + 2) = [w]* + |2* + 2(w/2).

3. Il vient en vertu de 2. iii) que

YV w,z e C\{0},

Il existe alors un unique réel 6 € [0, 7] appelé angle entre le vecteur w et
le vecteur z, tel que
(w/z) = |w||z| cosb.

1. Montrer que ’application conjugaison z — z de C dans C, est
R-linéaire et non C-linéaire.

2. Montrer que pour toute application C-linéaire 7' : C — C, il existe
A € C tel que
T(z)=MXz, zeC.

3. Soit T : C — C une application. Montrer que T est R-linéaire si
et seulement si il existe A, € C tels que

T(z)=Xz+pz , z€C.
En déduire que T est C-linéaire si et seulement si

T(z)=T(1)z ,zeC.

SOLUTION

1. L’application conjugaison z —— Z est évidemment R-linéaire mais non
C-linéaire (car iz = —iZ).
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2. L’application T' étant C-linéaire, donc pour tout z = = + iy dans C on a

T(z) = T(x)+T(iy)=2T(1)+wyT(1)
= (z4+iwy)T(1) =Xz

ou
A=T(1) eC.

3. Il est clair que si T est de la forme
T(z)=Xz+pz (ouueC)

alors T est R-linéaire.
Réciproquement, si T' est R-linéaire de C dans C alors

T(z) = T(x+iy)=T(x)+T(iy)
2T (1) + yT(3)

et puisqu’on a 2z =z + Z et 2y = i(Z — z) alors
T(z) =Xz + pz

A= %(T(l) _iT(i)) et p = %(T(l) +iT ().

On en déduit grace a la question 2. les équivalences suivantes
T est C-linéaire < (u=0et A=T(1)) & (T(2) =T(1)z, z€C).

Pour )\, i € C, on pose
T(z) =Xz+pz, zeC.
Montrer que

1. T est bijective si et seulement si |A| # |p|.

2. T est une isométrie (i.e |T(z)| =|z|, z € C) si et seulement si

=0 et [A+pl =1

SOLUTION

1. T est bijective < le systéme (T(z) = 0 et T'(z) = 0) est un systéme de
Cramer.
Ceci est équivalent a

AP = [uf? £ 0
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2. T est une isométrie si et seulement si sa matrice dans la base canonique
de R? est orthogonale. Ceci est équivalent &

IT(1)| = |T()|=1 et Re (T(1)W):o.

Ou encore
A=0 et |A+p =L

Par conséquent T est de la forme

(T(z) =Xz avec A= 1) ou (T(z) =pz avec |u|l= 1).

Soit T : C — C une application R-linéaire injective. On dit que T
conserve les angles si pour tous w,z € C

|z||w| < Tz/Tw >= |Tz||Tw| < z/w > .
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

i) T conserve les angles.
ii) 3a € C* tel que Tz =az ou Tz = az.

iii) da>0tel que < Tz/Tw >=a < z/w >, z,weC.

SOLUTION

L’application T' étant R-linéaire injective, d’aprés un exercice précédent T
est de la forme T'(z) = Az + uZ avec |A| # |p|.

Posons a =T(1) = A+ p € C* et b=a"'T(i), on a

0= (i/1) = (T(i)/T(1)) = (ab/a) = |a|* Re .

D’ou Reb = 0 donc b = i est imaginaire pur.
On a

T(z) = T(zx+iy) =T(z)+T(y) =2T(1)+yT(i)
= za+y(aif) = a(z +iyp).

Par suite

(T(1)/T(2)) = (a/a(z + iyB)) = |a|*x
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et puisque T conserve les angles, on a

[1|z[(T(1)/T(2)) = T[T (2)[(1/2)
= a|?|z +iyB|x

@ + iyl|al*

Donc, pour tous z = x + iy tel que = # 0, on a
|z + iyl = |o +iyp|
donc 8 = £1 et on obtient alors T'(z) = a(z £iy) et (T(z) = az ou T'(z) = az
ou a € C*) d’ou ).
o ii) = iii)
En effet si T'(z) = az (ou a € C*) alors pour tous z,w € C,

(T(2)/T(w)) = (az/aw) = |a|*(z/w) = a(z/w)

Il suffit de prendre o = |a]? > 0. Il en est de méme si T(z) = az.
e L’implication 4ii) = 4) est évidente.

Plus généralement on a

Définition 1.2

Soit f : Q@ — C une application R-différentiable sur un ouvert 2 de C. On dit
que f préserve les angles ou encore f est une application conforme, si pour tout
z € O, Tf(z) la R-différentielle de f au point z conserve les angles.

Cette termonologie se justifie par le fait que si f est une application conforme
alors I'image par f de deux courbes se coupant selon |'angle ¢, sont deux courbes
se coupant selon le méme angle.

Définition 1.3
On appelle courbe différentiable réguliére de (), toute application différentiable
v :10,1] — Q vérifiant v/ (t) # 0, pour tout t €]0,1].

On dit que la courbe ~ passe par un point 2 s'il existe to € [0,1] tel que
~v(to) = 20.

La courbe étant réguliére, elle va admettre une tangente au point zy donnée par

R —C
s =  20+7(to)s
Si f: Q — C est une application R-différentiable alors f o~ est une courbe
différentiable. Si de plus Tf(y(t)) # 0, pour tout ¢t €]0,1[, alors fo~ est une
courbe différentiable réguliere. Elle admet alors en tout point f(7y(t)),t €]0, 1], une
tangente donnée par
R — C
s = f(y®)+Tf(y(®)-(v'(1))s
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Définition 1.4
Soient v, et 74 deux courbes différentiables réguliéres de 2. On dit que 7, et
4 Se croisent au point zy avec I'angle ¢, s’il existe ty €]0, 1] tel que

71(to) = 72(to) = 20
et Pangle entre v} (to) et v4(to) noté (v} (to),v5(to)) est égal a .

Proposition 1.1

Soit f : Q — C une application conforme, alors si v, et 7y, sont deux courbes
différentiables réguliéres de §) se croisant au point zp avec un angle ¢, alors les
courbes f o7y, et f o~y se croisent au point f(zy) avec le méme angle .

Evidemment, on doit distinguer deux cas. Le cas ou le sens de I'angle ¢ est
conservé, on dit qu'on a une application conforme directe et le cas ol le sens de
I'angle ¢, est inversé, on dit qu'on a une application conforme indirecte.

2 Applications antiholomorphes

Définition 2.1
Soit f : Q — C une application. f est dite anti-holomorphe sur ) si 'application

f qui a z associe f(z) est holomorphe sur ).

Une application R-différentiable est anti-holomorphe si et seulement si
of
0z

Les seules fonctions qui sont a la fois holomorphes et anti-holomorphes sont les

fonctions constantes.

(2) =0 pour tout ze€ Q.

Soit
f:Q — C
z=z+iy —  f(z+iy) =u(z,y) +iv(z,y)

une application R-différentiable. Alors la R-différentielle T'f de f véri-
fie pour tout z€ Q et heC

_of o
Tf(z).h= ER (2)h + 97 (2)h (1)
et le Jacobien de f satisfait
Uy Uy _ g 2 % 2
der (e ) = 1glp - ELp 2)

On en déduit que le Jacobien d'une fonction anti-holomorphe est toujours né-
gatif tandis qu celui d'une fonction holomorphe est toujours positif.
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SOLUTION

Pour z =z + iy € Q et pour h = hy +ihy € Con a
Tf(2).h = (ugh1 + uyho) + i(vyh1 + vyho).

Mais, puisqu’on a

alors
Tf(z).h = (Ou+idv)(hy +iha) + (Ou + i0v)(h1 — ihz)
= Of(2).h+0f(2).h.
De méme

det(T f(2)) = uzVy — Vply.

Par la relation (3), on a
det(Tf(z)) = 2i [guav — Oudv|.

1 — 1
Oru=3(f+]) et v=o(f=7).
On en déduit que

det(Tf(z)) = 0f0 f — 0f0f = |0f” — |of|*

ou 'on a utilisé le fait que (voir Chapitre 1)

0F=0f et Of =0f.

3 Holomorphie, conformalité et antiholomorphie

Le théoréme suivant caractérise les applications conformes sur un ouvert connexe
Q de C.

Théoréme 3.1

Soient €2 un ouvert connexe de C et f : 2 — C une application contintiment
R-différentiable, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) f est une application conforme dans §).

ii) f est soit une application holomorphe de dérivée ne s’annulant pas, soit une
application anti-holomorphe de dérivée ne s’annulant pas.
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Il vient en vertu du Lemme 1.1 que ii) = i). Il reste & prouver que i) = ii).
On sait par (1) que pour tout z € €,

Tf(z):C — C
of of

@(Z) + E(z)ﬁ

h —

On en déduit, par le Lemme 1.1 que T'f(z) préserve les angles si

Of(z) =0 et 9f(z)#0

ou bien B
Of(z) =0 et Of(z) #0.
La fonction _
9f(z) = 0f(2)
af(2) +9f(2)
est par conséquent bien définie et ne prend que les valeurs 1 ou -1. Comme

elle est continue par hypothése et 2 est connexe, elle doit étre constante, ce qui
achéve la preuve du théoréme. [ |

z€N

1. L’application z — 22 est conforme sur C*.

2. Lapplication z — 1(z 4+ 271) est conforme sur C* \ { -1, —|—1}.

Il vient en vertu de (2) que les applications conformes directes sont les fonctions
holomorphes de dérivée non nulle tandis que les applications conformes indirectes
sont les fonctions anti-holomorphes de dérivée non nulle. Ceci est dii au fait qu'une
fonction R-différentiable préserve |'orientation si son Jacobien est positif.

4 Applications biholomorphes

Définition 4.1

Soient et Q' deux ouverts de C et f :  — ' une application. On dit que
f est une application biholomorphe de Q sur ' si et seulement si:

f est une bijection holomorphe de 2 sur ' et f~! est holomorphe sur €.

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier.

1. L'inverse d'une application biholomorphe est une application biholomorphe.

2. La composée de deux applications biholomorphes est une application biholo-
morphe.
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3. Une application biholomorphe est une application conforme.

En fait, on verra que "toute bijection holomorphe est une application biholo-
morphe". Evidemment, ce résultat est faux pour les applications R-différentiables
comme le montre I'exemple de la fonction

fR — R
r — 2’
On a le théoréme suivant qui est une version holomorphe du théoréme d’inversion
locale.

Théoréme 4.1
Soient §2 un ouvert connexe de C et f :  — C une application holomorphe.
Alors f est localement une application biholomorphe prés de chaque point z

ou %(zo) # 0.

Il vient en vertu de la remarque précédente que toute application conforme est
localement une application biholomorphe.

Définition 4.2
Deux ouverts Q et € sont dits conformément équivalents s’il existe une appli-
cation biholomorphe de Q sur €.

On démontrera au Chapitre 7 le théoréme important suivant dii @ Riemann.

Théoréme 4.2
Tout ouvert simplement connexe de C différent de C est conformément équiva-
lent au disque unité ouvert D = D(0,1).

Comme toute fonction holomorphe bornée sur C est constante (théoréme de
Liouville ), C ne peut étre conformément équivalent au disque unité.

EXEMPLE

Transformations de Cayley, voir section suivante.

5 Transformations Homographiques
Transformation de Cayley

Définition 5.1
On appelle transformation homographique, toute application de la forme

az+b
—
cz+d

ot a, b, c,d sont des nombres complexes donnés.

10
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Une telle application est holomorphe dans I'ouvert €2 de C, avec

Q=C si ¢=0et d#0, Q:C\{—g} si c#0.

On notera H I'ensemble de transformations homographiques et GL(2,C) le
groupe de matrices complexes inversibles d'ordre 2.

L’application de GL(2,C) dans H qui 4 une matrice inversible

(2 4)

associe la fonction homographique h, définie par

az+b
h =
a(?) cz+d
vérifie
1. hap =haohp, VA,BEGL(Q,(C).

2. Pour tout A = ( Z Z ) dans GL(2,C), h est biholomorphe de
Q) dans h4(f2). Sa réciproque est

ha' = ha
et sa dérivée est det(A)
’ e
h =
al2) (cz + d)?

SOLUTION

Elle est laissée au lecteur & titre d’exercice.

1. La transformation de Cayley est définie par

Z—1
Z41

h: zr——

11
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2. Pour « donné dans le disque unité D, on définit la transformation homo-

graphique ¢, par
z—«

R — .
Pa 1—az

Montrer que deux disques ouverts sont conformément équivalents.

SOLUTION

En effet, soient D(a,r) et D(b, p) deux disques ouverts de C. Alors I’application

z»—>§(z—a)—|—b

est biholomorphe de D(a,r) sur D(b, p).

La transformation de Cayley h est biholomorphe du demi-plan
supérieur P = {z eC; Im(z)> 0} dans le disque unité D.
Elle applique de maniére homéomorphe la frontiére de P sur la fron-
tiére de D privé de 1.

SOLUTION

On remarque que h = h 4 avec

h est une fonction holomorphe sur I'ouvert P de C, de plus, on a pour z € P

s 2P+ 1—2Im(z)

= <1
[z]2 4+ 1+ 2Im(z)

h(2)

donc h(P) C D.
D’autre part, pour tout w € D, I’équation h(z) = w admet la seule solution

1
dans P: z=hy-1(w) = z(l—’—iw), car
—w

1— |w[?
12

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

Par suite h est bijective et holomorphe de P sur D, son inverse

1
hl=hy: zr—>z( +Z)

1—=2

est aussi holomorphe sur D.
Finalement, montrons qu’on a

h(OP) = aD\{1}

avec
OP = {z eC; Im(z) = 0} :la frontiére de P
et
0D = {z eC; |z = 1} . la frontiére de D.

En effet, si z=x € R, on a

_ 1+ a2

()]

donc

h(OP) C aD\{l}.

D’autre part, pour tout w € 8D\{1}, Péquation h(z) = w admet la seule

1
solution dans OP: z = z< i w), car
1—-w
1—|w?
Im(z) = ——= =0.
(2) TR
On peut alors conclure que la droite réelle 9P = R est homéomorphe au cercle
unité privé du point 1.

Pour tout a € D, ’application

zZ—
P Zr

1—az

est biholomorphe du disque unité D dans lui méme.
Elle applique la frontiére de D dans elle méme.

SOLUTION

On a
vo(D)C D

car pour z € D

|2 _ |22 + |a|? — 2Re(az)

|50a(z) - 1+ ‘Z|2‘Oé|2 — 2R6(O{E)

13
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De méme, puisque —a € D, on a
v_,(D) C D.
Mais
Y, 0p_, =1dp.
Donc ¢, est bijective de D dans lui méme, et son inverse est ¢_,.
D’autre part, ¢, est holomorphe et conforme sur D (car ¢, (z) =

0, VzeD.)
Enfin, montrons que

1—|af?
(1 —@z)? 7

v (0D) = 0D.

On a
v,(0D) C 90D

car |z| = 1 implique |p,(2)] = 1.
D’autre part, pour tout w € 9D, I’équation ¢, (z) = w admet la seule solution

dans 0D: z=¢_,(w) = 1w++7a )
aw

car

12?2 = Wl + |af® + 2Re(aw)
1+ |w[?|a|? + 2Re(aw)

D’ou I'égalité
v (0D) = 0D.

REMARQUE

L'application ¢, (pour a € D) représente un automorphisme du disque unité
D, c'est-a-dire une transformation biholomorphe de D dans lui méme.
Comme on le verra dans la suite du cours (voir Chapitre 5), tout automorphisme f
de D est de la forme Ap,, ot [A\| =1eta € D.

EXERCICE 2.10

1. Montrer que la transformation de Cayley

z—1
z4+1

h: z+—
est une application biholomorphe de

{ZG(C; Rez >0 et Imz>0}

sur
{z eD; Im:z< 0}.

14
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2. Construire alors une application biholomorphe de
{z €C; Rez>0 et Imz> 0} sur D.

SOLUTION

Notons

31

{zE(C; Rez >0 et Imz>0}

Qy

{z € D(0,1); Imz< O}

1. II est clair que h est holomorphe sur €. Il reste & démontrer que h est
une bijection de €y sur Qs.
Soit z € ;. Puisque |z +i|?> — |z —i|?> = 4Im(2) > 0, alors |h(2)| < 1. Par

ailleurs, Im(h(2)) = 7?}13(;) < 0. Par suite, h(z) € Q.
Réciproquement, soit w € Q5. L’équation h(z) = w d’inconnue z admet

2 .
comme unique solution z = ¢ (}f—i) =1 (%ﬁ"gﬂ(w)) Donc Re(z) =

‘ 2

—2‘1111_1&*& > 0 et Im(z) = H_‘:P > 0. Par conséquent z € Q;. En

conclusion, h est bien une application biholomorphe de 27 sur Q5.

2. Pour obtenir une application biholomorphe de 27 sur D(0, 1), il suffit de

considérer

22 —4

2244

firz—

EXERCICE 2.11

Soit ’application ¢ : C* — C définie par

(z) = 5+,

1. Montrer que:

a) ¢ est surjective.

b) Pour tout ¢ € C*, on a:
glc) ER<=ceR* ou |=1
¢) q(SY) =[~1,1], o slz{zec; |z|:1}.

15
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2. Montrer que pour tout w dans C\{+1,—1} I’ensemble
¢ Hw) = {z eC"; q(r) = w}

est de cardinal égal a 2.
De plus, si w € C\[-1,+1], un des points de ¢~ !(w) appartient a
D\{0}, lautre est dans C\D.

3. Montrer que la restriction de ¢ & D\{0} est une application bi-
holomorphe de D\{0} sur C\[-1,+1].

4. Montrer que ¢ est une application biholomorphe du demi-plan
supérieur
H= {z eC; Im(z) > O}

sur

(C\{x eR; || > 1}.

SOLUTION

1. a) Soit z € C. Il est clair que
q(z) =w & 2% — 2wz +1=0.

Comme C est algébriquement clos, la derniére équation admet deux
solutions (distinctes ou confondues) dans C* ce qui entraine que ¢
est surjective.

b) Soit ¢ € C*. Alors

g(c) €R a(c) = q(c)
¢+ |cffe=c+|c|*e
(c=o)(jef* 1) =0

c=coulc=1

(R O

c€R* ou |¢| = 1.
c) Soit z = e € S1. Alors
q(z) = cos(0) € [-1,1].
Inversement, si z € [—1,1] alors z = cos(f) ou § € R. Par suite
z = q(e"). On en déduit que ¢(S*') = [~1,1].
2. Soit w € C\{+1, —1}. Alors
(W) q(z2) =w & 2?2 2wz +1=0.

Comme w? — 1 # 0 alors cette derniére équation admet deux solutions
distinctes dans C*. Supposons maintenant que w € C\[—1, 1] et posons
q(w) = {21, 22}. Il vient en vertu de (M) que 2122 = 1, donc |z1]||2z2| = 1.
Par ailleurs, comme ¢(e*?) € [~1,1] pour tout 6 € R, on a nécessairement
|z1] # 1 et |z2| # 1. On en déduit alors que (|z1] < 1 et |22 > 1) ou
(Jz2] <1 et |z1] > 1). D’ou le résultat.
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3. Soit z =7¢" € D\{0} ot 0 <7 < 1et 6 €R. Il est clair que

(M) Re(q(z)) = 4 (r+ %) cosf et Im(q(z)) =3 (r—2)sinf

En utilisant le fait que sin = 0 <= |cosf| =1 il vient

2 T
—= (r—-17?<0
— r=1

Ceci est impossible, donc ¢(D\{0}) C C\[-1,1].

La question 2. montre que ¢ est une bijection de D\{0} sur C\[-1,1].
Comme ¢ est clairement holomorphe sur D\{0}, on en déduit que ¢ est
une application biholomorphe de D\{0} sur C\[-1,1].

4. Soit z = r € € H avec r > 0 et 0 €]0,7[. Supposons que ¢(z) € R et
lg(2)| > 1. 1l vient en vertu de (M#) que r =1 et g(z) = cosf €] — 1,1].
Donc

q(z) ¢ {z e R, |z| = 1}
Ainsi
q(H) Cc C\{z € R; |z| = 1}
Réciproquement : si z € C\{z € R;|z| > 1}, alors 'équation 2% —2wz+1 =

0 admet une unique solution dans H. Enfin, ¢ est une bijection de H sur
C\{z € R;Jo] > 1}.

EXERCICE 2.12

1.

2. Soient a € C*,b € C et

f:€¢ — C
z — f(z)=az+b

i) Montrer que si a # 1, f est une similitude dont on précisera
le centre, le rapport et ’angle.
Etudier le cas a = 1.

17
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ii) Quelles sont les images par f des droites
DO : Rez=0

Di: Rez=2

iii) Montrer que f transforme toute droite en une droite et tout
cercle en un cercle.

1
3. On pose ¢(z) = Pl e C*.

i) Montrer que g transforme toute droite en une droite ou un
cercle.

ii) Montrer que g transforme tout cercle en un cercle ou une
droite.

4. Montrer, en utilisant 1) et 2), que la fonction homographique

az+b
cz+d

h(z) =

(avec a,b,c,d € C;  bc—ad #0)
transforme tout cercle en un cercle ou une droite et toute droite
en une droite ou en un cercle.

SOLUTION

1. (i) Le point fixe de f est donné par zg = % (pour a # 1). Il est clair
qu’on peut écrire f(z) —z9 = a(z — 2p). f est alors une similitude de

centre zg = 12—, de rapport |a| et d’angle arg(a).

Dans le cas ol a = 1, f est une translation.

ii) Siz € Dy, c’est a dire z + z = 0, alors

Z:f(z):az+b<z>z:zjb

Comme Re(z) =0, on a

ou encore aZ + aZ = @b + ab. Par suite

f(Do) = {Z €C; Re(aZ-ab)= 0}
c’est la droite d’équation

Re (@)X 4+ Im(a)Y = Re (ab)

18
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Pour z € Dy, c’est A dire z4+ 2 =1,0n a

Z-b Z-b
—+ =
a a

& aZ+aZ = |a* +2 Re (ab)

Z=f(z)=az+b & 1

D’ou

F(Dy) {Z €C; 2Re (aZ'i%) = |a> +2 Re (ab)}

1
{Z € C; Re(aZ —ab) = 2a|2}
c’est la droite d’équation :
Re (@)X +Im(a)Y = |a|* + 2 Re (ab)
(iii) Puisque f est une similitude ou une translation, elle transforme toute

droite en une droite et tout cercle en un cercle. En effet, si D est une
droite d’équation pz + iz = o (ou u € C* et a € R) alors

f(D)

{zec w2hruih-a}

a a

2
= {Z € C; Re(auZ —ab) = |a|204}7

par suite f(D) est une droite.
De méme, si C(vo, R) = {z = vo + Re?; 0 € [0,27]} est le cercle
de centre vg € C et de rayon R > 0 alors

f(C(vo, R)) = {Z = f(vo) +aRe"; 6 € [0,2n]}

donc
f(C(vo, R)) = C(f(vo), |alR)
le cercle de centre f(vg) = avg + b et de rayon |a|R (pour a # 0).

2. (i) Si D est la droite d’équation puz + 1z = a (ou p € C* et a € R)
alors son image par 'inversion g est soit une droite (dans le cas o
a = 0), soit un cercle (dans le cas ot « # 0) . En effet, si « = 0,
pour Z = g(z) = L et z € D on a pZ + pZ = 0 donc g(D) est une
droite.

Sia#0,pourz € D, Z = g(z) =L vérifie uZ + nZ = a|Z|* ou bien
1Z]2 — 2 Re (gZ) =0

c’est a dire |Z — £| = |£| donc g(D) = C(%,|£]) le cercle de centre
£ et de rayon |£|.

ii) Puisque I'inversion g est une involution (¢~ = g) il vient en vertu de
ce qui précede, que pour vy € C*, g(C(vg, |vg]) = D: c’est la droite
d’équation voZ + 99Z = 1. Par suite, I'image par l'inversion ¢ de
tout cercle passant par l'origine est une droite.
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D’autre part, si C'(vg, R) est un cercle de centre vy = xo + iy et de
rayon R # |vgl, alors son image par l'inversion g est

g(C(U(],R)):{Z=X+iY:;; ZGC(’U(),R)}
Mais

z=x+1iy € C(vp,R) < |z—wv|=R
& 2? +y? - 2xor — 2yoy = R* — |vo|?
& 1-220X +2yY = (R? — |vo|*)(X? +Y?)
ou
T Y
21y 2+ y2

Par suite

e 2 Yo 2 R2
C(vo, R X+ —3 Y- wr) T ®m e
z € C(vy,R) & ( + R2|vo|2> +< R2|vo|2) (R? — |vo]?)?

Par conséquent, lorsque R # |vg|, on a

I, R
g(C(U()vR)) =C (|U0|2 — R27 ||’U()|2 — R2> .

C’est a dire que l'image d’un cercle ne passant pas par l'origine par
I’inversion g, est un cercle.

3. La fonction homographique

az+b
cz+d

h(z) =

avec a,b,c,d € C tels que bc — ad # 0, est holomorphe (et conforme) sur
Pouvert Q = C\{—2} pour ¢ # 0, et Q = C pour ¢ = 0.
Sice=0:
a b
h(z) = - -
(2) 77 + pi
La fonction h est alors une similitude, elle transforme d’aprés 1., toute
droite en une droite et tout cercle en un cercle.

Sic;é(),onapourz#f%,

RS <bcad> _ (bcad> g(cz+d)+%

c c\cz+d c

En posant f, g(z) = a z + §, il vient que

h = (f;f) 090fea

En utilisant cette formule, 1. et 2., on déduit que la fonction homo-
graphique h transforme toute droite en une droite ou un cercle, et tout
cercle en un cercle ou une droite.
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Chapitre 3

Séries entiéres

1 Définition

Définition 1.1
Soient zy € C et (ay)nen une suite de C. La série de fonctions de la forme

o0
Z an(z — 20)"
n=0

est appelée série entiére (formelle) de centre z, et de coefficients a,.

La notion de série entiére est donc une généralisation de la notion de polynéme.

Une série entiére est une série de fonctions particuliéres.

oo oo
Pour f = Z an(z—29)" et g = Z bn(z — 2z9)", la somme et le produit sont

. n=0 n=0
définis par
oo
f+g= Z(an + bn)(z - ZO)n

n=0

o0

fg= ch(z —z0)" avec ¢, = Z apbm
n=0 k+m=n

Pour simplifier les notations on va supposer dans ce qui suit que zg = 0.

Lemme 1.1 (Lemme de convergence d’Abel)
Soit > anz™ une série entiére. Supposons qu’il existe zg € C* tel que la suite
(anz) soit bornée.
Alors la série

o0

Z ap 2"

n=0
est normalement convergente sur tout disque fermé D(0, p) de centre 0 et de
rayon p < |z
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PREUVE

Il est clair que

P
sup |an2"| = |an|p" < lan|lz0]" (75)"
B{0.0) 7ol
ce qui entraine aisément le résultat. [ |

2 Rayon de convergence

Définition 2.1
Etant donnée une série entiére > a, 2", on appelle rayon de convergence de cette
série

R:=sup{ reR;;(a,r™) soit bornée } € [0,+o0].

L'existence de R résulte du fait que I'ensemble
I:= { r € Ry ;(a,r™) soit bornée }
est non vide puisqu'il contient 0. Si I est borné, R est fini, sinon il est infini.

Sirg € I, il vient en vertu du lemme de convergence d'Abel que [0, 7] C I. De
méme, si 1 ¢ I le lemme d'Abel entraine que [ry, +oo[N] = .

Les deux séries entiéres Y a, 2™ et Y |a,|2™ ont le méme rayon de convergence.

Théoréme 2.1

Soit Y a,z™ une série entiére et soit R son rayon de convergence. Alors

i) Si R =0, la série n'est convergente que pour z = 0.

ii) Si R est fini et non nul, la série est normalement convergente sur tout disque

fermé D(0,1) pour tout r < R et est divergente en tout point de C\D(0, R).
iii) Si R = oo alors la série Y, a, 2™ converge normalement sur tout disque fermé.

SiR=0, il n'y a rien & démontrer.
Supposons R > 0 et soit 0 < r < R. La suite |a,|p™ est alors bornée pour tout
0 <r < p< R, dou la convergence normale de la série > a,,z" sur D(0,r) par le
lemme d'Abel .
Enfin, si R est fini, pour |z| > R la suite |a,||z|™ est non bornée donc la série
> anz™ est nécessairement divergente. [
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Définition 2.2

Soit R le rayon de convergence de la série Y a,z™.

Si0 < R < 0, le disque ouvert D(0, R) est appelé le disque de convergence de la
série.

Le cercle C(0, R) est appelé cercle de convergence.

Si R est fini, on ne sait pas a priori si la série > a, 2™ converge sur son cercle
de convergence.
Les exemples qui suivent, montrent qu'il existe des séries convergeant (ou di-
vergeant) en tout point de ce cercle, ou sur une partie de ce cercle .

1. La série géométrique
>
est absolument convergente pour |z| < 1, divergente pour |z| > 1. Son rayon

de convergence est donc 1 et elle est divergente en tout point de son cercle
de convergence.

2. La série
z'n,
2
converge absolument pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1. En effet, si on
n

pose u,(z) = 2 alors
n

|tnt1(2)]
> = || — |2
()] 1
Son rayon de convergence est donc R = 1. De plus, elle converge sur

C(0,1)\{1}. (cf. Lemme d'Abel pour les séries.)

3. La série
n

>
n2

a pour rayon de convergence R = 1 et elle converge sur C(0, 1).
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On a les différentes caractérisations suivantes du rayon de convergence.

Proposition 2.1
Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence R. Alors on a:

i) R=R; :=sup {r € Ry; la suite (Jay|r™) soit bornée }
ii) R = Ry :=sup {r € Ry; la suite (|a,|r™) tend vers 0}.

iii) R = R3 := sup {7“ € Ry; la série Y |an|r™ soit convergente }

On a clairement
Rz < Ry < Ry.

Pour achever la preuve de la proposition, il suffit de montrer que Ry < Rj3.
Soit 7 < Ry, il existe alors p tel que r < p < R;. Par définition de Ry, la suite
(lan|p™) est bornée, on en déduit que

T T
ol =l ) < )
M étant un majorant de la suite (|a,|p™) . Par conséquent > |a,|r™ est conver-
gente, donc r < Rj3. Par suite
sup{r < R;} < Rs,

soit
Ry < Rs.

3 Deétermination pratique du rayon de convergence

Proposition 3.1
Soit " a,z™ une série entiére dont les coefficients sont non nuls a partir d'un certain
rang.
i) Si la suite |“2*2| tend vers { lorsque n tend vers 'infini,
/ . . 1
alors le rayon de convergence de la série entiére Y a,z" est R = 7 (avec la
convention R =+oco si{=0et R=0si{=00).
ii) De méme, si la suite {/|a,| tend vers ¢ lorsque n tend vers I'infini, alors R = 7

avec la méme convention.
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Lorsque £ = 0 ou ¢ = oo les régles usuelles de convergence pour les séries per-
mettent de conclure. On va supposer que 0 < ¢ < c©.

i) Soit r < 7 et notons u, = |a,|r".
Fixons ¢ > 0 tel que (¢ + &)r < 1 (ce qui est possible car fr < 1). Comme
|%2£L] — ¢, il existe un entier N tel que pour tout n > N

dntl </l+e.
Qp,
On en déduit que pour n > N
Ups1 = |angr|r™ !
= |an+1|'f‘|an|7ﬂn
|an|

< (L+e)r|an|r
< Uy

Par conséquent la suite (u,,) est bornée, ceci prouve par définition de R que % <R.
Soit & présent 7 > 7, fixons alors ¢ > 0 de sorte que r({ —¢) > 1 +e¢.

La convergence de ‘a|2+\1| vers £ assure |'existence d'un entier N tel que pour tout
n>N
a
M >/0—¢.
|an|
On en déduit que pour n > N
Gn41
Upt1 = ||Z+||7"un > (0 —e)ruy
n
> (1+e)uy,

donc
unt+k > (14 6)kuN — +o0o lorsque k — +oo.

Par suite la série > u,, diverge ce qui entraine que % > R et achéve la preuve de
i).
ii) Comme précédemment, soit r < % et choisissons € > 0 tel que ({4 ¢)r < 1.

Notons v, = ¥/|an| et up = |an|r™ = (vpr)™.
La suite (v,,) converge vers ¢ lorsque n tend vers l'infini, il existe alors un entier N
tel que pour tout n > N

v, <l +e.

On en déduit que pour n > N

up < ((L+e)r)" — 0.

1
Par conséquent 7 < R.

. : 1 .
Maintenant si r > 7 choisissons ¢ > 0 de sorte que (£ —&)r > 1.
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De méme, pour n assez grand v, > £ — ¢ et donc

Up > ((L—e)r)" = o0

: . 1 ..
ce qui conduit aisément a 7 > R et achéve la preuve de ii). |

Attention, la proposition précédente n'admet pas de réciproque et le fait que le
rayon de convergence soit R n'implique pas que la suite \%| ou {/|ay,| tende vers
ln
+ comme le montre I'exemple de la série entiére Y (sinn)"2".

En fait R est donné par la formule suivante dite formule de Hadamard.

Proposition 3.2
Le rayon de convergence de la série entiére > a,z" est

1
R= m
Si lim ¥/]ay,| = ¢, alors
Ve>0,3N, Vn>N, a,| <l+e.
Si (0+¢e)r < 1, alors
Up = |an|m™ = (Van|r)™ < (€ +&)r)* — 0, quand 7 — +oo.
On en déduit que % < R.

1
Soit r > 7 il existe ¢ tel que (£ —¢g) > 1.

Comme lim {/]a,,| = ¢, il existe une sous-suite (ny,) telle que "{/[an, | > ¢ —¢.
Par conséquent la sous-suite ( "§/|an,|r)™* — +oo, donc la suite (a,7™) n'est pas

bornée, r étant arbitrairement choisi > 7 on a nécessairement R < 7
D'ou la formule de Hadamard. [ |
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Le rayon de convergence de la série entiére

Z 92n ,2n

n>0

1
tR=_.
es 5

Analyse complexe

Trouver le rayon de convergence R des séries entiéres suivantes:

1.

10.

11.

z"
n!

> E
n

1
n. .n
nn z

Y (n?+a™)z"  (a€C)

Y (keN,k>1)
n! n

2. 5y 2
sin(n)z"

>_sin(n)

S nlzn

2271271!

> apz"™ ou a, = {

a™ si n est pair
B" si n impair

si . pair
si n impair

dSapz™  oua, = { :23

et o, € C.

SOLUTION

1. La regle de d'Alembert entraine que R = +o0. En fait on sait que la somme
de cette série entiére est la fonction exponentielle complexe.

2. La regle de d'Alembert entraine que R = 1.

3. La regle de d'Alembert entraine que R = e.
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4. On obtient R = Min (1, ﬁ) avec la convention % = +00.

5. La regle de d’Alembert entraine que R = kF.
6. La régle de d'Alembert entraine que R = 400.

7. L'ingalité |sin(n)| < 1 entraine que R > 1, et la divergence de la série
> sin(n) montre enfin que R = 1.

8. Posons u,(z) = n! z”°. Pour z # 0 on a ufi(lz()z) = (n+1)z2" "1l vient

que
0 si |z <1 +oo si |z >1
un+1(z) .
un (2) too s |z 21
Par suite R = 1.

9. le méme raisonnement que précédemment montre que R = 1.
10. On a

|| sim est pair |B]  sin est impair
1/n

|an|
|B|  sin est impair

1
La regle de Hadamard entraine que = Max(|al, |3])-

11. La reégle de Hadamard entraine que R = 1.

4 Holomorphie des séries entiéres

Théoréme 4.1

Soit >~ anz™ une série entiére et soit R son rayon de convergence.
Alors la série entiére Y na,z""1 a le méme rayon de convergence R.
De plus, si on note pour z € D(0, R)

fz)= Z anz"

n>0

alors f est holomorphe et

fl(z) = Z napz" 1.
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En désignant respectivement par R et R’ les rayons de convergence des séries
ST anz" et Yona,z" !, ona

lanz"| < |na,z""t|z| pour tout n>1,

ce qui montre que la convergence absolue de 3" na, 2" ! entraine celle de Y a,, 2"
et donc R > R'.
Par ailleurs, si |z| < R, en choisissant r de sorte que |z| < r < R, on sait qu'il
existe M tel que |a,r™| < M pour tout n € N.
On en déduit que
Pz = nanr(2)n12] < nl(
r T roT

M)nfl.

Comme la série de terme général
nk"to<k<l1

est convergente, la série

g na,z" !

est absolument convergente. D'od R’ > R et donc R = R.
Soit a présent pour z,z9 € D(0, R)

F(2) = f(z0) = an(z" = 25)
n>1
or,
2" =25 = (2= 20)qn(2)

avec
—1 —2 -1
gn(2) ="+ 2"+ 20

On en déduit que
f(z) = f(20) = (2 — 20) f1(2)
avec

fi(z) = Zan%(z)a fi(z0) = Znanzgfl.

n>1 n>1

Pour conclure la preuve du théoréme, il suffit de montrer que pour zg fixé, la série

Z a7LQn(Z)

est normalement convergente dans D(0,r), pour tout r < R. Or, pour |zp| <7 < R

sup |angn(2)| < n|an|r”_1.
D(0,r)

D'ou le résultat en vertu de la premiére partie. |
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Corollaire 4.1
Soit Y, <o anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors la fonction

flz) = Z anz"
n>0

est indéfiniment holomorphe sur D(0, R).
De plus, pour tout entier k

¥ (z) = Z nn—1)---(n—k+1a,z""
n>k
et en particulier
F®(0)
Le théoréme suivant traite le cas des points du cercle de convergence.

Théoréme 4.2
Soit Enzo a, 2" une série entiére de rayon de convergence R. Soit zy un point du
cercle de convergence et supposons que la série > a,z} soit convergente de somme

So. Alors, la fonction
f(z)= Z anz"
n=0

holomorphe sur D(0, R) a pour limite Sy lorsque z tend vers zy sur le rayon qui
joint l'origine au point zg.

Posons b,, = an2{ et z =rzp,0 <r < 1. Il s'agit donc de prouver que

“+o0
flrzg) = Z bpr™
n=0

tend vers
+oo
f(z0) = Z bn
n=0
lorsque r tend vers 1 sur l'intervalle [0, 1]. Cela résulte du lemme d'Abel suivant.

Lemme 4.1
Soit (ay) une suite complexe telle que la série Y a,, soit convergente.
Alors la série Y a,r™ est uniformément convergente sur [0, 1].

’ Preuve du Lemme‘

Nous allons montrer que > a, 7™ est uniformément de Cauchy sur [0, 1].
Posons, pour tout entier n,
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On a alors pour m > n

m n
Z ak’l"k _ Z akrk — r"+1an+1 + ’I“"+201n+2 N Tmam
k=0 k=0
= Tn+1(Rn - Rn+1) R 7Jn(]%rn—l - Rm)
m—1
= "R, + Z (Y — M Ry — r™R,,,.
k=n-+1
. . . . £
Pour € > 0 donné, il existe un entier N tel que pour tout entier n > N, |R,| < 3
( R, est le reste d'une série convergente), on en déduit que pour m et n > N
m n c m—1
ko k < (nn+l k+1 Lk m
|Zak7’ Zakr|§2(r + Z |r o4+ r™)
k=0 k=0 k=n+1
c m—1
Z (pntl k _ k+1 m
< SO Y )
k=n+1
€
< 5 |:7,n+1 + (rn+1 o Tn+2) N (rmfl _ T,m) 4o
5
< 7(2rn+1)
- 2
< ¢
ce qui achéve la preuve du lemme. [ |

Les applications de ce théoréme pour le calcul des sommes des séries sont bien
connues.

1. Nous savons que pour = €] — 1,1[, on a

(o] N :En
log(1 +z) = Z(—l) H;.
n=1

L. , -1 n+1 L .
La série alternée > - | % étant convergente, on obtient

= (e
E ——— = lim log(1 + z) = log 2.
e n r—1

2. Nous savons également que pour x €] — 1,1], on a
o0
(=D" ant1
Arctgx = Y

n=0

11
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"
(QHJZl étant convergente, on a

La série alternée > °

— (O™ T
;271—1—1 = lim Aretge = 7.

5 Les applications exponentielle et logarithme com-
plexes

5.1 L’application exponentielle complexe

Proposition 5.1

La série entiére
o n

2

n=0
est absolument convergente sur C et uniformément convergente sur tout compact
de C.

Définition 5.1
L'application exponentielle complexe est définie par

exp:C — C
z exp(z):ezzzz—

Proposition 5.2
L'application exp est une fonction holomorphe sur C, sa dérivée est elle méme

exp’(z) = exp(z), VzeC

et vérifie
exp(z + 2') = exp(z) exp(2’), Vz,2’ €C.
Comme
exp(0) =1
on obtient
(exp(2))! = exp(—2) VzeC,
et puisque
exp(z) = exp(Re(z)) exp(iIm(z))
il vient
|exp(z)| = exp(Re(z)) >0 VzeC
et donc
exp(C) C C*.
Plus précisement, on a
12
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Proposition 5.3
L’application exponentielle est un homomorphisme du groupe additif C dans le
groupe multiplicatif C*.

La dérivée de I'application exponentielle est partout non nulle, elle induit alors
un diffeomorphisme local en chaque point de C.

Proposition 5.4

@ la restriction de I'application exponentielle au groupe additif R est un isomor-
phisme de groupes, c’est un difféomorphisme global de R sur l'intervalle ouvert
10, +o0].

En effet, V& € R exp(t) € R* et comme exp(t) = (exp(%))? on obtient
exp(t) >0 VteR.
De plus, ¢ = exp)p est dérivable de dérivée elle méme, elle est strictement croissante
sur R et envoie tout voisinage ouvert de 0 dans un voisinage ouvert de 1 dans
10, 4+oc[, par suite exp(R) = {exp(t), t € R} est un sous-groupe de ]0,+o0[
contenant un voisinage de 1, donc exp(R) =]0, +oo].
De plus, puisque ¢ = exp)p est injective, c’est un difféeomorphisme de R sur |0, +-00].
|

X On a pour tout réel t: exp(it)exp(it) = exp(it) exp(—it) = 1 donc exp(it) €
St:={z¢eC, |z|=1}et

exp(z) € S* & z € iR.

L'exponentielle complexe induit un difféomorphisme d'un voisinage ouvert V' de
0 dans C sur un voisinage ouvert V' de 1 dans C*, il induit alors une bijection de
V N (iR) dans P = V' N S'. Donc I'application

p:R — St
t — exp(it)
est un homomorphisme de groupes surjectif vérifiant
Y(R) = (exp(it).P)
teR

qui est un ouvert de S*.

D’autre part, son noyau Keriy qui est un sous-groupe fermé de R, différent de R,
est de la forme Kery = 2nZ.

Il en résulte que v est 2m-périodique et ([0, 271]) = 1)(R) est un compact de S*,
et par connexité du cercle unité S* on a I'égalité

Y(R) = 5"

Ainsi

13
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Proposition 5.5
L'application

p:R — St
t —  exp(it)
est un homomorphisme de groupes surjectif, de noyau égal a 2n7Z.

L'application exponentielle complexe exp : C — C* est surjective, de noyau
2iwZ. En particulier I'application exp : C — C* induit une bijection de la bande

Rx|—m4r[={z=z+iy, z€R et |yl <u}

dans son image. Comme on a —1 = exp(im) # 1 alors exp(R + im) =] — o0, 0[.
L'application exponentielle induit alors un difféomorphisme de la bande Rx]—, +|
dans le plan fendu C_ = C\ R_.

5.2 Notion d’angle et notion d’argument
L'application
Pp:R — St
t —  exp(it)

étant un homomorphisme de groupes surjectif, de noyau égal a 27Z, induit alors
par passage au quotient un isomorphisme de groupes v : R/27Z — S tel que
volIll =4 ot Il : R — R/27Z est la projection canonique.

Définition 5.2
Pour z, 2’ € C* on définit I'angle de z et z’' par

z/2' )

angle(z, 2') := 7_1<|z/z’|

et on définit I'argument d’'un nombre complexe z non nul noté arg(z) comme étant

arg(z) := angle(1,z) = y~* (ﬁ) € R/2nZ.

Un représentant 6 = 0(z) de la classe arg(z) s'appelle une détermination de I'argument
de z.

Dans l'intervalle | — 7, +7], il y a une seule détermination de I'argument de z,
appelée détermination principale de I'argument de z, et notée par Arg(z).

14
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L'application
Arg: C* — | —m, +7]
z +— Arg(z)

n'est pas continue.
En effet Arg(—1) = 7 et en notant par y, = —7 + T et z, = exp(iy,) alors
Arg(z,) = yn — —m bien que z, — —1 lorsque n — +00.

Par contre, I'application Arg est de classe C*° sur C\R_, comme étant la partie
imaginaire de la fonction réciproque du difféomorphisme, induit par |'exponentielle
complexe

O :Rx]—m+n] — C\R_
(z,y) = exp(z +1y).
En fait, on a

& !(2) = Log|z| +iArg(z), pourtout z€ C\R_.

On posera ®~! = Log (application logarithme complexe), c'est une fonction

holomorphe sur C \ R_ de dérivée la fonction z — 1.

6 Détermination du logarithme

Définition 6.1
On appelle détermination du logarithme toute fonction holomorphe I d’un ouvert Q)
de C ne contenant pas 0 a valeurs dans C, qui vérifie

expol = idg.

Les déterminations du logarithme [ sont caractérisées par |'équation différentielle

1
I'(z) = =, pourtout ze€Q.
z

1. Dans le disque ouvert D(1,1) la série entiére

+oo (—1)"_1

I(z) = Z T(z -1

n=1

est une détermination du logarithme.

15

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

2. Dansle domaine Q = C\R_ ={z=7e?, r>0 et |0 <n} lafonction
[(z) = Logr + 10
est la détermination principale du logarithme, et on a [ = Log.

3. Plus généralement, pour tout réel o, dans le domaine
Qu={z=re?, r>0 et a<6<a+2n}

la fonction [(z) = Logr + i est une détermination du logarithme.

En général, pour z, 2’ € C\ R_,

Log(22') # Log(z) + Log(2').

Par exemple, si on note j = exp(%), on a

. um 2
Log(j%) = Log(exp(——-)) = ==~
et 4
. 1T
2Log(j) = 3

7 Fonctions Trigonométriques et Hyperboliques

7.1 Fonctions Trigonométriques

La fonction z — exp(iz) de la variable complexe z est évidemment une fonction
entiére égale dans tout C a la série entiére

exp(iz) =

n=0

y M

1z

nl -

On peut donc prolonger a C tout entier les fonctions cosinus et sinus usuelles, en
posant, pour tout z complexe, par définition

exp(iz) + exp(—iz)
2

cos(z) =

et
exp(iz) — exp(—iz)
2 ’

sin(z) =

On en déduit que
exp(iz) = cos(z) + isin(z)
et
cos?(z) + sin?(z) = 1.

16
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Mais il ne faut pas croire que cos(z) et sin(z) sont les parties réelle et imaginaire
de exp(iz) pour z complexe!!
Pour z =z 41y avec =z,y € R, on peut écrire

cos(z) = %(e”‘_y +e Yy = %e‘ye” + %eye_m
Ce qui s'écrit aussi
cos(z) = cos(z)ch(y) — isin(z)sh(y).
On obtient de méme

sin(z) = sin(z)ch(y) + 7 cos(z)sh(y).

D’ou les modules

|cos(z)| = \/cos2(x)ch2(y) + sin?(z)sh?(y)

|sin(z)| = \/sin2(x)ch2(y) + cos2(z)sh? (y)

En particulier, pour x =0, on a
cos(iy) = ch(y) et sin(iy) =i sh(y).

On notera enfin que les fonctions cos(z) et sin(z) sont des fonctions entiéres égales
dans C tout entier aux séries convergentes

cos(z) = T;)(—l)" )l
s Z2n+1
sin(z) = T]Z::()(—l)"m

et vérifient les relations classiques:
cos(z + 2m) = cos(z); sin(z + 27) = sin(z)
cos(z +m) = —cos(z); sin(z +7) = —sin(z)
cos(z + g) = —sin(z); sin(z + g) = cos(z)
cos(—z) = cos(z); sin(—z) = —sin(z)
cos(z + 2') = cos(z) cos(z’) — sin(z) sin(2’)
sin(z + 2) = sin(z) cos(z") + cos(z) sin(2’)

Remarquons que
sin(z) =0« z € 72
1
cos(z) =0&zen(Z+ 5)
ou on a noté

7Z = {mn/n € L} et Z+%:{n+%/n€Z}.

17
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On définit la tangente et la cotangente d'un nombre complexe z par

tg(z) = z;r:((z)) pour z¢€ C\n(Z+ %)

cotg(z) = :Tj((j)) pour z € C\nZ.

Ces sont des fonctions qui prolongent donc aux valeurs non réelles de z les fonctions
connues pour x réel; chacune d'elles est une fonction holomorphe dans I'ouvert ou
elle est définie.

On a d'apreés les relations classiques précédentes du cosinus et sinus:

1e2iz_1 .eQiz_’_l
tg(z) = TR cotg(z) =i
tg(z + m) = tg(2)

tg(= + ) = —cotg(2)

tg(—z) = —tg(2)

e2iz —1

7.2 Fonctions Hyperboliques

On définit les fonctions cosinus hyperbolique (ch) et sinus hyperbolique (sh) sur C
par

e* + e F e? — e %

VzeC, ch(z)= — sh(z) = ————

Ce sont deux fonctions holomorphes sur C qui prolongent les fonctions cosinus
hyperbolique et sinus hyperbolique usuelles. Elles vérifient

(ch) =sh et (sh) =ch.
Les propriétés suivantes se démontrent facilement (elles sont laissées a titre d'exercices):
e sin(iz) =ish(z) et cos(iz) = ch(z).
o ch?(z) —sh?(z) = 1.
o sh(—z) = —sh(z) et ch(—z) =ch(z).
e ch(z + 2') = ch(z)ch(z’) + sh(z)sh(z').

e sh(z + 2’) = sh(z)ch(z’) 4+ ch(z)sh(z’).

18

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

e |ch(2)| = y/sh?(x) 4+ cos2(y) et |[sh(z)| = {/sh*(z) + sin®(y).
On voit en particulier que

|ch(2)] = +00 et |[sh(z)] — +oo lorsque |Re(z)] — +o0.

On définit aussi les fonctions tangente hyperbolique (th) et cotangente hyper-
bolique (coth) par:

_sh(z) e -1 ) 1
th(z) = th(z) ~ i1 pour z¢€ C\im(Z + 5)

ch(z e?* +1 _
coth(z) = shgz; = 9o Pour z€ C\inZ.

Les fonctions th et coth sont holomorphes dans leur domaine de définition et on a:

=1 —th?(2).

W) = 325
1

=1 — coth?(z).

coth’(z) = — 20

1. Montrer que pour z =z +iy € C\nZ on a

‘2 _ cos? x + sh2y
sin? x + sh?y’

‘cotg(z)

2. Montrer que pour tout z =z + iy dans C\ir(Z + 1) on a

sh?(x) 4 sin®(y)

= L
[th(2) ch2($) — sin2(y)

SOLUTION
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1. On a

2 |cosz|? cos? z ch?y + sin® z sh?y

’cotg(z)

| sin 2|2 sin? 2 ch?y + cos? z sh?y

cos? z ch?y + (1 —cos®z) sh?y B cos? & + sh’y

sin? z ch?y + (1 — sin® ) sh?y  sin?z + sh’y

2. Il suffit de remarquer que _
—1
thz
et d'appliquer la question précédente en changeant = par —y et y par x.

cotg(i z) =

1. Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. Trouver le
rayon de convergence des séries entiéres suivantes:

a) > (an)Pz" (pEN, p=>2);
b) >Canz™ (peN, p=>2);

¢) Y m

— 2z .
1+ [an|
2. a) Montrer que

V oxe[-1/2,1/2], |[sin(nz)| > 2|x|.

b) En déduire que pour tout entier n > 1, on a

1 1
— [ <nV3+-.
sin(nrv/3) ’ 4
zn
c) Déterminer alors le rayon de convergence de la série entiére _.
) y & Z sin(nmv/3)

SOLUTION

1. a) La régle de Hadamard entraine que le rayon de convergence de la série
> (ap)Pz™ est égal a RP.
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b) En écrivant 2™ = (zP)™ on voit que le rayon de convergence de la série
S @, 2" est RV/P,

¢) Posons b, = et notons R’ le rayon de convergence de la série

an
1+[an|
> byz™. Comme |b,| < 1 et |b,| < |ay|, on a nécessairement R’ >
Max(1, R). Nous allons montrer que R’ = Max(1, R). Supposons que
R’ > Max(1,R). En particulier R’ > 1 et donc > b, converge. Par
[bn |
1_‘bn|

Ceci entraine que R = R’. D'ou la contradiction puisque R’ > R.

suite b,, — 0 et comme |a,| = alors a,, — 0, d'oul |a,| ~ |by].

2. a) Rappelons que

V oxe[-1/2,1/2], |sin(mzx)| > 2|z|.

b) Fixons un entier n > 1. Il existe un entier positif m tel que
~1/2<nV3-m<1/2

Ecrivons alors
|3n2 —m?|

|sin(nwv/3)| = |sinm(nv3 —m)| > 2/nvV3 —m| = 2m.

Pour conclure il suffit de remarquer que

13n2 —m?|>1 et m<nV3+1/2

Z’ﬂ

¢) Notons par R le rayon de convergence de |la série entiére _

) P Y g Z sin(nmv/3)
L'encadrement 1 1
— < n\/g 4=
sin(nmv/3) ‘ 4

1<

entraine que R = 1.

Soit a un réel donné.

1.

2. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére

+oo
Z logn n
14+no

n=1
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3. Etudier, selon le réel o, la convergence de cette série entiére sur le
cercle |z| = R.

SOLUTION

2. En notant par a,, = llignﬁ oin>1, ona

|an+1 = log(l+n) 14n®
an, logn 14 (1+n)®

qui tend vers 1 quand n tend vers 400, le rayon de convergence de la série
18 n J—
entiére anl anz™ est alors R = 1.

3. Poura<Oet|z|]=1,0na
n logn

lim

= +OO
n—-+00 14+ ne | ’

la série entiére est divergence sur le cercle unité.

Pour o > 1 posons « =1+ 2B ot > 0. On a

logn 1 logn 1

T e T (L) 0(s),

n — +00

d'ol la convergence uniforme de la série entiére sur tout le cercle unité.
Pour 0 < o < 1, posons f(t) = 126X t >0 on a

Tt
1) = 1 _at®llogt  14t*(1 - alogt)
ot +tr) (T+te)2 (1+t)2 7

donc f/(t) < 0 pour t > 0 assez grand . En posant z = ¢*?, on a
Pour 6 # 0 (modulo 27) les sommes partielles S, , = Y"1 _ €™ (ou ¢ > p)
sont bornées en p et ¢, et f(7) = a,, tend vers zéro en décroissant : par le critére
d'Abel, la série convergence sur le cercle unité privé de 1.
Pour § = 0 (modulo 27) f(n) = an A I?Igu" a l'infini, et lzga" est le terme général
d'une série de Bertrand divergente (car 0 < a < 1), d'ol la convergence de la série
entiére >~ -, a,2" sur le disque unité fermé privé de 1.

1
On pose , pour tout entier n > 0, a, = / (tgz)"dx.
0
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1. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére Z::()) anz"

2. Calculer la somme

+oo
S(z) = Zanz” pour |z| < R

n=0

SOLUTION

1. On sait, par la formule d’Alembert, que
1
— T . 1/n
7 im|a,|

1 1

puisqu’on a |a,|"/™ < tgl donc R > o1 D’autre part pour z = oI la somme
partielle ' '
1 1 1 tgx
Sp(—) = ——)"dz
g = 2 Ggpa)

s'écrit, par le changement de variable iy = % ol z € [0,1]

1. Y tgl(l—yPthdy
)= [ 7

tgl 1—y)(1+y2+tgl)

qui, par le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, convergence lorsque

p tend vers +oo vers |'intégrale divergente tgl f01 W

%7571 cela montre

que le rayon de donvergence R est inférieur ou égal a et par |'inégalité

tgl’
1 Ve ez
R> piona I'inégalité

R=—
tgl

— +oo n 1
2. Calcul de la somme S(z) = }_, 7 an2" pour [z| < ;7 on a pour tous

z € [0,1] et |z| < tgl ‘|z"tg"x| < |2|"tg™1 < 1. La s'erie converge alors
normalement et donc uniformément par rapprot a x dans l'intervalle [0, 1] vers

la fonction z +— ﬁtgl . Par conséquent on a :
1
dx 1
S(z) :/ ————  pour |z| < —.
o 1—=ztgz tgl

Cette intégrale se calcule en posant v = tgx pour z € [0, 1], donc
tgl dv 1

S(z) = _— o < —

(2) /0 (1+v2)(1 - 2v) pour 2| tgl
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Par décomposition en éléments simples, ceci conduit a
1 tgl m 52 zv+1
S(z)=—— d
() 1+22/0 [1zv+1+02] Y

S(z)

ou bien

= 1_'_72[1 — zlog(cos1 — zsin1)]
z

pour |z| < tg% (ot log désigne la détermination principale du logarithme).
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Chapitre 4

Calcul intégral complexe

1 Définitions

Définition 1.1

On appelle chemin de C, une application ~ : [a,b] — C continue et C' par
morceaux, y(a) est appelé lorigine du chemin ~ et y(b) son extrémité.

Si y(a) = ~(b), le chemin v est dit fermé.

L’image de vy dans C notée || est appelée trace de .

On confond souvent un chemin avec sa trace.

1. Pour tous zg,z; € C, le segment |29, 21] est un chemin de classe C'. On
peut le paramétrer comme suit

v [0, 1] — [20,211] cC
t — ’y(t) = (1—t)20+ﬁ21
2. Soit zg € C et r > 0, le chemin

v:[0,27r] — C
t — y(t) =z + et

est une paramétrisation du cercle de centre zy et de rayon r.

Définition 1.2
Soit v : [a,b] — C un chemin de C. On désigne par v~ le chemin parcouru

dans le sens inverse

7 el —
t — Y (t)=~v(a+b—1).

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

Définition 1.3

Soit v un chemin de classe C' de C et f € C(|y|) I'ensemble des fonctions
continues sur |7y| la trace de y. On appelle intégrale de f le long de ~ le nombre
complexe défini par

b
/ﬂ@w:/fwmwwﬁ. (1)

Si v est C! par morceaux et a = a; < ay < --- < a, = b une subdivision de
[a, b] telle que

pour 1<k<n—1 9 =a,ar, SOitdeclasse ct,

alors pour tout f € C(|vy]), on pose
n—1
/f(z)dz: Z/ f(z)dz.
Y k=1"Y"7k

Vu la remarque précédente, il suffit de travailler sur les chemins de classe C*. I
est clair qu’on peut voir v comme un paramétrage de sa trace |v|.

Calculer les intégrales suivantes :

h=[ #an = [ @Plan = [ 2l L= R,
o v Y Y-

ou v~ est le demi cercle z = eie, 0 < 0 < 7 orienté négativement.

SOLUTION

Pour z =€ € y~, on a

|dz| = |ie?df| = |df] = —db.

On a donc
0
I, = / 20 e 4o = {76139] =z
n 3 ~ 3
o , 20
I, = / |6229|Z'629 do = |:620i| _ 2’
I; = / ei29 |; ¢t d)| :/ 20 gg — b 6129} —0,
0 ) ) 0
Iy = / |€2%] |7 et df| = / —do = .
2

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis

Analyse complexe

1. Calculer /
~

f(2)dz ot f(z) = 2® +iy? et v est le chemin dans C

donné par ~(t) = t? +it? pour 0 <t < 1.

2. Méme question pour

i) f(2)

% et y(t)=e*,0<t<2n

ii) f(z)=z—iety(t)=t+it?, -1<t<1

SOLUTION

St~

/0 S ) (e

/ (t* +ith) (2t 4 2it)dt
0

1
2
/ 4itPdt = =i
0 3
2w ieit
0 eit

1
(t +it® —4)(1 + 2it)dt

dt = 271

-1
1 (3t — 2t%) +4(3t* — 1)]dt
—-1

Définition 1.4

4 est dit un reparamétrage de || s’il existe un difféomorphisme ¢ :

I -1

vérifiant ¢’ (t) > 0 pour tout t € I et tel que ¥ = yop.
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La condition ¢'(t) > 0 signifie intuitivement qu'on parcourt |y| dans le méme
sens par les deux paramétrages.

~ et 74 sont alors dits deux chemins équivalents.

Il est clair qu'en vertu du théoréme de changement de variables on a le résultat
d'indépendance suivant.

Proposition 1.1
Siy et 7 sont deux chemins de classe C'! équivalents alors pour tout f € C(|v|):=ensemble
des fonctions continues sur |7y

’

Af(z)dzzéf(z)dz.

Le théoréme suivant montre la connection entre les intégrales le long des chemins
complexes et les intégrales curvilignes réelles.

Théoréme 1.1
Soit

~v:la, b)) — C
t — () ==z(@) +iy(t)

un chemin de classe C! et f =u+iv € C(|y]) alors

Lf(z)dz = /V(ud:n —vdy) + ¢ /(vdw + udy). (2)

Y

Comme f=u+iv et 2/(t) = 2'(t) + iy/(t) alors
F)2'(t) = [uz(t), y(t)) + iv(z(t), y(2))]['(t) + iy (t)]
d'ou (2). [

Comme les intégrales le long des chemins complexes se raménent a des intégrales
sur des intervalles réels, on obtient aisément les propriétés suivantes.
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Proposition 1.2
Soit v un chemin de C de classe C*. Alors pour tous f,g € C(|y|) et A € C

.AU+AQM:b/ﬁk+AAgﬁ. )

/7_ fdz = —Kyfdz. (4)

Définition 1.5
Si

t o () = a(t) + iy(t)

est un chemin de classe C'* alors I'intégrale réelle

b b
L) = [ wlde= [ Ve e )

est appelée longueur de 7.

Il est clair que la longueur d'un chemin est indépendante du paramétrage choisi.

1. Comme un paramétrage du segment [zo,zl] est donné par
2(t) = (1 —t)zo +tz1, te]0,1],

sa longueur

1 1
L([z0,21]) = / |2/ (t)|dt = / |21 — 20|dt = |21 — 20
0 0

2. Comme un paramétrage du cercle C(zg,r) est donné par
Y(t) = 20 +re't,  te0,2n],

sa longueur

2m 2m
L(C(z0,7)) = / |y (t)|dt = / rdt = 27r.
0 0
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L'estimation standard suivante est trés utile.

Proposition 1.3
Pour tout chemin de classe C' et toute fonction f de C(|y

Lfdz

[fly = sup [f(v(£))].

t€la,b]

), on a

< |flL() (6)

ou

2 Intégration d’une limite uniforme

Grace a |'estimation standard (6), on peut intervertir les signes intégrales et limites.

Théoréme 2.1
Soit ~y un chemin de classe C! et (f,,) une suite de fonctions de C(|~y|) qui converge

uniformément sur ||, alors
lim fndz = /( lim f,)dz. (7

La suite (f,,) converge uniformément sur ||, sa limite f appartient a C(]y]).
Par ailleurs, il vient en vertu de I'estimation standard (6)

|| oo [ el <1t = 11, 200 0

ce qui achéve la preuve du théoréme. [ |

Théoréme 2.2
Soit 7y un chemin de classe C* et (f,) une suite de fonctions de C(|]).

Si la série E fn converge uniformément sur ||, alors

Z /7 Fadz = A (EH: £)dz. (8)
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A titre d’application, voir la formule de Gutzmer au Chapitre 5.

3 Intégrales dépendant d’un paramétre

Le théoréme suivant est trés important et peut étre vu, en vertu des équations de
Cauchy Riemann, comme un corollaire du théoréme général des intégrales dépendant
d'un paramétre.

Théoréme 3.1
Soit E un espace mesuré, ) un ouvert de C et ¢ : E x Q) — C une application telle
que

[ ]
i) Pour presque toutt € E, zw @(t, z) est holomorphe sur €.
ii) Pour tout z € Q, ¢+ ©(t,2) est mesurable.

iii) Pour tout compact K de Q, il existe une fonction positive intégrable gx sur
FE telle que
lo(t,2)] < gk (1), V(t,2) € Ex K.

Alors

0
i) Pour tout z € Q, t+— a—f(t7 z) est intégrable sur E.

i) F:zw— / ©(t, z)dt est holomorphe sur Q) et I'on a
E

F)= | %f(t, 2)dt. 9)

—_ 1
Soit zg € Q et Ry > 0 tels que K = D(zp, Ry) C Q. En posant r = iRO' il
vient en vertu des estimations de Cauchy

dp

1
a(t,z) < ;gK(t), Y (t,2) € E x D(zq,1).

Par ailleurs, 5 )
14 T 1y
So(t2) = lim [nfip(t, 2 + =) = (¢, 2)]

n
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. . . . Oy
et par suite, pour tout z € , I'application qui & t associe a—(t,z) est mesurable
z

comme limite d'une suite de fonctions mesurables.

0 0
Il s’ensuit que, pour tout z € €2, les applications ¢ — 8—@(15, z) = a—w(t,z) et
x z
dp 0y .
t — ——(t,2) = i—(t,2) sont mesurables et dominées par —gg(t) pour tout
dy 0z r
z € D(zp,7).
. dp d¢
Comme pour tout t € E, les applications z — a—(t,z) et z — a—(t,z) sont
z Y
: . oF OF . .
continues, on en déduit que I et By existent et sont continues sur D(zp, 1) avec
Z Y
oF Op
(2) = [ =£(t,2)dt
5= [ G
. OF 0
P y= | Lt 2)a.
dy B Oy

D'une maniére évidente, I’ est R-différentiable en z et

oF OF
afy(ZO) = Z%(ZO)»

ce qui assure que F' est holomorphe en zy avec

, 0
F'(20) :/Ea—f(t,zo)dt.

Soit T la fonction définie par
I'(z) :/ t*~te t dt.
0

Montrer que T" est holomorphe sur Q ={z € C, Rez>0}.

On a pour t €]0, 400[, >~ = e(*~D g Notons que

e t=1| = e—te—i-Rez—l’
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doncsi 0 < a < Rez < 3 alors

le™" 7 < (1)

() = el sit>1
W= ot si0<t<l.

avec

Ona f0+°° g(t)dt converge (puisque fol t*~1dt converge et [~ e~*t#~1dt converge
pour & > 0 et 5 > 0). Cela prouve (en appliquant le théoréme 3.1) que la fonction
T est holomorphe dans I'ouvert { z € C, Rez > 0} de C. De plus, on peut dériver
sous le signe intégrale, et on a pour tous n € N et z € C tel que Rez > 0

F(")(z):/ e t(logt)"t*'dt.
0

4 Théoreme intégral de Cauchy

Théoréme 4.1 (Théoréme de Cauchy)

Soit f une fonction holomorphe sur ) et K un compact de ). On suppose que sa
frontiere OK est un chemin C' par morceaux orienté de maniére positive.

Alors

f(z)dz = 0. (10)
oK

Supposons d'abord que f est de classe C'! (ce qui est une hypothése superflue
puisqu’on verra par la suite que toute fonction holomorphe est indéfiniment holo-
morphe).

Alors on a en vertu de la formule de Green-Riemann

f(z)dz (z)(dz + idy)
oK 0K

//K (i?i(z)—gg(z)) dudy
0.

Dans le cas général, on sait que f est limite uniforme d'une suite de fonctions
holomorphes de classe C!. Le résultat découle alors de la premiére partie et du
Théoréme 2.1. ]
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5 Formule intégrale de Cauchy

Théoréme 5.1
Soit f une fonction holomorphe sur Q et D(zg,r) C Q. Alors pour tout z €

D(zp,r), on a
=5 [ I ()

- ﬂ (20,7') C— z

En désignant par K. = D(zp,7)\D(z,¢) ol € est assez petit, il est clair que K,
est un compact de €2 et que la fonction
f(Q

MO = 72

est holomorphe au voisinage de K. En orientant K. de maniére positive, il vient

que
f(€) f(€)
h(C)d¢ = d¢ —
/BKE (C)de Clz0r) C— 2 ¢ ~/C(z,a) (—2

Par le théoreme de Cauchy, on en déduit que

1 f(©)

ﬂ C(zo0,r) C -z

dc.

f(©)

— d
e=0 20T Je(ze) C — 2 ¢
27 16
= g [ LEEEe) gy
e—0 247 J, eet?

= [z

en vertu de la continuité de f. [ |

¢ =

Si f est une fonction de classe C! sur I'ouvert Q et D(zp,r) C €, alors pour
tout z € D(zp,7) on a

o Q1 91(0)
f(2) d¢ 71_//D(ZO)T) C_dedy.

B ﬂ C(zo,7) C -z

6 Le développement des fonctions holomorphes en
séries entieres

Théoréme 6.1
Soit f une fonction holomorphe sur Q et soit zy € Q. On pose
R =sup{r > 0; D(z,7)C Q}.

10
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Alors pour tout z € D(zp, R),
F(2) =" an(z — 20)".
n=0

On peut supposer que zg = 0 en considérant la fonction f(z) = f(z0 + 2).
Soit a présent 0 < r < R, on a en vertu de (11) pour |z| <7

1 f(Q)
f(z) = %n /c(o,r) @dC

Puisque |§\ <1,

Ciz:i(l_lz): )"

> (
C n=0

N =
T RSt

oo
. z
Comme la série E (E)” est normalement convergente sur C(0,r) (son terme
n=0

général est majoré par 7|Z‘+1) il vient en vertu de (8) que

f(z) = Z anz"
n=0

avec )
2Z7T C(O,r) C
Ce qui achéve la preuve du théoréme. [ ]

Corollaire 6.1
Soit f € H(Q). Pour zg € Q et 0 < r < dist(zg,Q°), on a

|
F) (29) = ;m/q )(g—fignﬂdc' (12)

On sait d’aprés le théoréme précédent que

+oo
F(z) =) an(z = 2)"

n=0
" £ £ z0)
_ 1 _ (=
= 2im /C(ZO,T) (C - Z())nJrl dC n! .
11
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D'ou I'identité (12). [ |

Soit f une fonction holomorphe sur C telle que
|£(2)] < a+B|z/¥ pour tout z € C,

ou «, [ et k sont des réels positifs donnés. Montrer que f est un polynéme
de degré au plus la partie entiére de k.

SOLUTION

En effet, nous écrivons

avec
1 f(©)

" 2177' C(O,T) CnJrl

dc.

On en déduit que

a+ Brk
,r-n

‘an| < Vr > 0.

Ceci entraine que a,, = 0 dés que n > k et par suite le résultat.

Corollaire 6.2
Soit f une fonction entiére. Alors pour tout z € C, on a

> f(n)
f(Z) — Z f n'(o) P
n=0 :

Il vient, de ce qui précéde, les équivalences suivantes.

Théoréme 6.2
Soit f: Q — C, alors les assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est holomorphe dans ().

12
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ii) Pour tout disque fermé D(z,r) C €, on a pour tout z € D(z,7)
1
f(z)_i/c f(Q) dc.

2T Jo(a) € — 2

iii) f est développable en série entiére au voisinage de chaque point de (.

7 Singularité artificielle et théoreme de prolonge-
ment de Riemann

Définition 7.1
Soit f € H(Q\{a}),a € Q. Le point a est dit une singularité artificielle de f s'il
existe r > 0 tel que f soit bornée sur D(a,r)\{a}.

Théoréme 7.1
Soit f € H(Q\{a}),a € Q. Si a est une singularité artificielle,
alors f peut étre prolongée en une fonction holomorphe sur ).

Considérons la fonction g sur €2 définie par
{ 9(z) =(z—0a)’f(2), z€Q\{a}
g(a) =0.

Il est clair que g est holomorphe pour z € Q\{a} et on a

gla+h)—gla) _ h*fla+h)

h h
= hf(a+h)—0 lorsque h—0

car f(a+ h) reste bornée, pour h assez petit.
Par conséquent, g est holomorphe sur et vérifie g(a) = ¢’(a) = 0. Il vient alors
en vertu du théoréme 6.1 que pour z assez proche de a,

92) = Y enlz —a)",

Posons alors
{ [ (z) =f(z) si zeQ\{a}
f*(a) =ca.

On a alors pour z assez proche de a,

F'2) =3 caralz — o)™

n=0

13
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Il est alors clair que f* est un prolongement holomorphe de f a Q. ]

Soit 7 > 0, un voisinage ouvert du disque fermé D(0,r), f : Q@ — C une
fonction holomorphe et a,b deux points différents de D(0, ).

/ f(z)d=
aD(0,r) (z—a)(z—0)
/ f(z)dz
oD(0,r) # — Q

/ f(z) &
D0, Z — b

2. En déduire le théoréme de Liouville.

1. Exprimer

en fonction de

et

SOLUTION

1. On a
1 1 11
(z—a)(z—b) a-—b [z—a z—b] '

D'ou

f(2)dz 1 7(2) f(2)dz

— ds — .

/aD(o,r) (z-a)z=b) a=b [/613(0#) s—a” /8D(O,T) z—=b ]

2. On a
fR)dz . )
/BD o Z—a 2mif(a) et /3 piom Sy dz = 2mi f(b).
Par suite

f(z)dz _2mi 2
/BD((),T) (z—a)(z—b) a-— b[f( ) — f(B)]-

14
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Supposons que f est holomorphe et bornée sur tout le plan complexe par une
constante positive M. Pour tout réel r > Max(]al, |b|) on a

f(z)dz B o o
‘/aD(o,r) (Z*a)(z—b)‘ - |a—b||f() f(d)]

2m rdf 2mrM
: M/o = JaD(r =)~ (= JaD(r — o)’
Dot Mr|a —b]
(@) — £B)]

STl =)

En faisant tendre r vers 400, on conclut que f(a) = f(b) c'est a dire f est
constante sur tout C d'ol le théoréme de Liouville.

Calculer I'intégrale

27
I(a,b) = / il
0

a2 cos2 0 + b2sin 0

ou a et b sont deux réels strictement positifs.

SOLUTION

Soit E I'ellipse orienté positivement de paramétrisation (x = acosd,y = bsin6)
ou # €[0,27]. On a

do

/dz_/27T —asinf + ibcos 6 _/2” (b? — a?) sinf cos § + iab
E % 0 0

acosf +ibsin 6 a2cos2 0 + b2sin? 0

dont la partie imaginaire est abI(a,b).
Soit maintenant C'le cercle orienté positivement de paramétrisation (z = rcosf,y =
rsinf) ou 0 € [0,27] et 0 < r < min(a,b). Alors

/ dz _ /27r —rsind +,Z.T?080d0:277i
c Z 0 rcosf + irsind
Puisque la fonction z — 1 est holomorphe sur C \ {0}, on a

/dz dz .
— = — =2mi.
E Z c

15
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En égalisant les parties réelles et imaginaires,

/27r sin @ cos 6d0
0

= 0,
a2 cos2 0 + b2sin 0
27
I(a,b) = .
@h) = =

1. Calculer par la formule intégrale de Cauchy
/ c dz.
lz|=1 #

2. En déduire la valeur de I'intégrale

2m
/ 5% cos (sin 6) df.
0

SOLUTION

1. En appliquant la formule intégrale de Cauchy pour f(z) = e, zp = 0 et

n=20, ona
z
€ .
/ —dz =271,
lz|l=1 #

2. En prenant la paramétrisation z = e du cercle unité, on obtient

e? 27 -
/ Zdz =i / ecos 04isin @ de.
lz|]=1 % 0

D'ou, par égalisation des parties réelles et imaginaires,

o 27
/ % sin (sinf) df =0 et / 3% cos (sin6) df = 2.
0 0

16
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Chapitre 5

Théorémes fondamentaux

1 Zéros d’une fonction holomorphe et principe
du maximum

Théoréme 1.1
Soit  un ouvert connexe de C et f :  — C une fonction holomorphe non
constante, alors

i) Z(f) 'ensemble des zéros de f n’a pas de point d’accumulation dans Q.
ii) Sia € Z(f), il existe m € N, g € H(Q) tels que
f(2) = (z—a)"g(2) (1)
avec g(a) # 0.

Soit a € Z(f), on sait qu'il existe r > 0 tel que pour tout z € D(a,r)
Fz) =) ¢z —a).
j=0

Comme f est non constante, il existe j tel que ¢; # 0. En désignant par m le
plus petit entier j tel que ¢; # 0, on a pour z € D(a,r)

oo

f(z) = Z cj(z—a)l avec ¢y #0.

Jj=m

Donc, pour z € D(a,r)

o

fR)=(=a™ ) elz—af ™

j=m
Posons alors

—7“2) sur a
o) = g s )

g(2) :ch+m(z—a)k' sur  D(a,r).
k=0
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La fonction g ainsi définie est holomorphe sur Q2 car g € H(Q\{a}), g € H(D(a,r))
et les deux définitions de g coincident sur D(a,r) N (2\{a}). On en déduit (1)
ce qui assure que Z(f) n’a pas de points d’accumulation dans §2. [ |

EXEMPLE 1

Les zéros d’une fonction C*° a variable réelle ne sont pas néces-
sairement isolés. Par exemple, la fonction définie par

{ fr) =esp(-5)sin(1), zE€R\(0)
f0) =0

est une fonction C* et 0 est un point d’accumulation de Z(f) puisque
la suite

(=), nez\{o},

est une suite de zéros de f.

EXEMPLE 2

L’ensemble des zéros d’une fonction holomorphe f sur 2 peut ad-
mettre un point d’accumulation sur la frontiére de 2. Par exemple,
la fonction

appartient a H(C\{1}) et Z(f) = {F

n € Z} admet 1 comme point

d’accumulation.

Corollaire 1.1
Soit f € H(2) non constante alors Z(f) est au plus dénombrable.

Preuve

Rappelons tout d’abord que 'ouvert 2 admet une suite exhaustive de compacts
i.e. une suite croissante (K,,) de compacts de € recouvrant . En effet, posons

: 1
K,={z€Q, dist(z,Q%>— et [z]<n}
n
C’est un compact de Q (car fermé, borné) et vérifie

o
Kn - KrH—l

(car ouvert

1
n+1

O, ={2€C; |z|<n+1 et dist(z,Q°) >

}
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satisfait K,, C O,, C Kp,41). De plus, il est clair que Q = J,, Kp.

Soit donc (K,) une telle suite. Il est clair que Z(f) N K, est fini sinon on
peut en extraire une sous-suite convergente ce qui est en contradiction avec le
théoréeme 5.1.1.

D’ou le résultat, sachant qu’une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénom-
brables est dénombrable. [ |

Corollaire 1.2 (Principe du prolongement analytique)

Soit 2 un ouvert connexe, f et g deux fonctions de H(f2).

Si f = g sur une partie A de Q) admettant un point d’accumulation alors f = g
sur €.

Corollaire 1.3 (Principe du maximum)
Soit © un ouvert connexe de C, f € H(S) non constante et a € Q, alors tout
voisinage de a contient un point b tel que |f(a)| < |f(b)|.

e Autrement dit, si f est une fonction holomorphe non constante alors |f|
n’admet pas de maximum local.

e On en déduit que si f est une fonction holomorphe non constante sur €2, alors
pour tout disque fermé D(zp,r) C 2, on a

sup |f(2)]= sup |f(2)]

2€D(z0,T) z€C(z0,7)

Preuve du Corollaire 1.3‘

En appliquant le théoréme 5.1.1 a la fonction f(z) — f(a), on obtient
f(z) = fla) + (2 —a)"g(2)
pour tout z € Q avec g € H(Q2), g(a) # 0. En écrivant
fla)=re®® r>0,0€[0,2n]

et ‘
g(z) = e + (z —a)h(z)

avec a > 0, S € [0,2n[, on trouve
f(2) =re? + (2 —a)"[ae®® + (2 — a)h(2)].
Posons z = a + €e'?, € et « & choisir, on a alors

f(2) = re 4+ eme™ e 4 em et (z),
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Choisissons « de sorte que m~y + 8 = 0, on en déduit que
f(2) = elr +e™(a+eu(z)] ou u(z) = Ahn(z).

a
La fonction u étant bornée pres de a, on a pour € assez petit |eu(z)| < 5 par

conséquent
lf(2)] = |r+e™(a+eu(2))]
> r4+eal —e™|eu(z)]
> rpem?
r+e’t—

- 2

> |f(a)l.
d’out le Corollaire. ]

Comme conséquence du principe du maximum, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 (Théoréme de D’Alembert)
Tout polynéme P € C[X] non constant admet une racine complexe.

1
Sinon la fonction z —— m serait une fonction holomorphe sur C.
z

1
Par ailleurs, P étant un polynéme non constant, m — 0 lorsque |z| — oo.
z
1
On en déduit que m atteint son maximum ce qui est en contradiction avec
z
le principe du maximum. |

Soient 2 un ouvert connexe borné de C et f une fonction holomor-
phe sur () et continue sur Q.
Montrer que f s’annule sur () ou bien |f| atteint son minimum sur 9{).

En effet, supposons que f ne s’annule pas sur Q. La fonction z —— |f(2)]
est continue sur le compact €2, donc atteint son minimum en un point a € €.
Si a € Q alors le principe de maximum appliqué a % montre que f est constante,
on aboutit ainsi & une contradiction. Cela prouve que a € 0N i.e. |f]| atteint

son minimum sur 0f).
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Déterminer

max |2> — 2| et  min |2 — 2]
lz]<1 l2]<1

SOLUTION

Puisqu’on a 2? — 2z = 2(z — 1), son minimum en module est atteint en z = 0
donc
min |22 — 2| =0
lz<1
et son maximum en module est atteint sur le bord du disque |z| < 1, c’est & dire
en z = —1 donc

max 2% — 2| = 2.
|z]<1

Soient [ et g deux fonctions holomorphes sur un domaine compact 2
de C. Montrer que la fonction

2z [f(2)] + lg(2)]

atteint son maximum sur le bord 02 de Q.

SOLUTION

Supposons que la fonction z — |f(z)| + |g(z)| atteint son maximum a
Pintérieur de Q en zg (29 ¢ 9Q). Soit alors

f(z0) = | f(z0)le™™ et g(20) = |g(0)|e~"".
La fonction h(z) = f(z)e'™ + g(2)e'” satisfait alors
h(z0) = £ (20)[ + |9(20)|
bien que sur le bord 89, on a
Ih(2)] < [f(2)] + [9(2)] < h(z0)

cela est contradictoire avec le principe du maximum. Par suite, la fonction
z | f(2)| + |g(2)| atteint son maximum sur le bord 02 de .

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

Définition 1.1
On appelle ordre du zéro d’une application f de H(f2) en un point a de Q,
Pentier naturel m tel que

ot g € H() et g(a) # 0.

i) 0 est un zéro d’ordre 1 de e* — 1.

ii) 0 est un zéro d’ordre 2 de cosz — 1.

Corollaire 1.4
Soit © un ouvert connexe de C, alors H(f2) est un anneau intégre.

2 'Théoréme de ’image ouverte

Théoréme 2.1 (Théoréme de I’image ouverte raffiné)

Soit © un ouvert connexe de C et f une fonction de H(2) non constante. Soit
z0 € Q, wg = f(20) et soit m I'ordre du zéro de la fonction f —wq en z.
Alors, il existe des ouverts V et W tels que zo € V. .C Q, W = f(V) et pour
tout w € W\{wo}, l'équation f(z) = w admet exactement m solutions dans V.

Corollaire 2.1
Toute fonction holomorphe est une application ouverte.

Corollaire 2.2
Soit 2 un ouvert connexe de C et f une fonction de H(2) non constante. Alors
pour tout w € f(Q), f~1(w) est un sous-ensemble discret de ).

’PREUVE DU THEOREME 2.1 ‘

m

En se ramenant au cas ou zp = wp = 0, on peut supposer que f(z) = 2™g(z)

avec g(0) = 1 ou encore
f(z) =2"(1+ h(z)) avec h(0) = 0.
L’image réciproque h~'(D(0, 1)) est un voisinage ouvert de 0 donc il contient
un disque D(0,4) pour un certain 6 > 0.
Posons
V1 = D(O, 5) et W1 = f(D(O7 (5))

Soit w € Wy, on cherche z tel que
w=2z"(14 h(z2)).

On sait que la fonction u — (14u)'/™

(1 _|_u)1/m _ Zanzn — Zan(m)zn

n>0 n>0

est holomorphe pour v € D(0,1) et on a
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avec 11 1

an<m> _ m

n!
Donc, Papplication qui & z associe (1 + h(z))"/™ est holomorphe sur V; car
h(z) € D(0, %) pour z € V.
On cherche donc z tel que

w=[z(1+ h(z))l/'”]’”.
11 faut et il suffit donc de résoudre pour j € {0,--- ,m — 1}, 'équation

z(1+ h(z))l/m = pl/meilb/me2imi/m oy gy = pet?,

En désignant par
6(2) = 2(1+h(=)"/™,

le théoréme découle du théoréme d’inversion locale en remarquant que 6 (0)=1.
|

Théoréme 2.2
Soient €2 un ouvert connexe non vide de C et f :  — C une injection holo-
morphe. Alors

1. Q := f(Q) est un ouvert connexe de C et f (z) # 0 pour tout z € Q.

2. f est biholomorphe de ) sur Q' et I'inverse =1 satisfait

-1y *; our tout w l
W gy et 2 <9

Preuve

Puisque f n’est pas localement constante, le théoréme de I'image ouverte en-
traine que f est une application ouverte, donc Q) est un ouvert connexe et
fL: Q' — Q est continue.

L’application f étant injective, sa dérivée ne peut s’annuler sur aucun disque
contenu dans Q. On en déduit que Z(f), Pensemble de zéros de f', est un
sous-ensemble discret et fermé de Q. Comme f est ouverte alors M := f(Z(f"))
est un sous-ensemble discret et fermé de Q.

Soit d € Q'\M et posons ¢ := f~1(d). On a f(z) = f(c) + (z — ¢)fi(2), on
f1:Q — C est continue en ¢ et fi(c) = f (c) # 0.

Pour z = f1(w), weQ, il vient que

w=d+(fw) - ) filf (W) (2)

La fonction q := f; o f~! est continue en d et ¢(d) = f/ (¢) # 0, donc I’équation
(2) est équivalente a
1

f_l(w):f_l(d)—i—(w—d)m pour w présde d.
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On en déduit que f~! est C-différentiable en d et

(f 7 (d) = = pour tout  d € Q' \M.

Finalement, f~' est holomorphe dans Q'\M et continue dans Q', donc f~1 est
holomorphe dans Q.

La relation (f~1) (w)f (f~'(w)) = 1, qui est valable dans Q' \M, reste vraie
dans Q' par continuité. En particulier, f/(z) = 0 pour tout z € €. [ |

1.

2. Soit f une fonction holomorphe, non constante sur un ouvert
borné 2 de C . Posons ' = f(Q). Montrer que si f(z) € 9Q alors
z € 0N

3. Soit f(z) = 22 pour z € Q = OQ; U, avec
0 ={z€C/|z|] <2 et Re z <0}
Oy ={z€C/|z|<1et Re z >0}

0
Montrer qu’il existe z € 0Q tel que f(z) € Q.

SOLUTION

0
1. Par le théoréme de Papplication ouverte, si f(z) € 9Q alors z ¢ (0’

2. Notons qu’on a :

et donc les bords des ensembles
{z, |z]=1et Rez >0} et {iy/l<y<2ou —2<y<—1}

sont inclus dans 'intérieur de €.
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3 Estimations de Cauchy et applications

Théoréme 3.1 (Estimations de Cauchy)
Soit f une fonction dans H(D(a, R)). On suppose qu’il existe une constante M
telle que

|f(z)| <M, VzeD(a,R)

alors M
17 (a)] Sn!ﬁ, VneN. (3)

Preuve

On sait par la formule intégrale de Cauchy que, pour tout r < R,

n! f©)

(™) (q) = — I g
f (a) 2im C(a,r) (C - a)7l+1 C
d’ou
27 0 ,.: 10
JAT Ry (i A Ch ki AL
AT 0 rn+1ez(n+l)0
| 2m ) )
= 27?7”" ; fla+re®)e™0qg.
On en déduit aisément que
|
F @) < M.
r
L’inégalité ci-dessus étant vraie pour tout r < R,
elle 'est également pour r = R. |

Corollaire 3.1 (Théoréme de Liouville)
Soit f € H(C). Si f est bornée alors f est constante.

Preuve

On sait qu’on peut écrire sur C

> f(n)

n=0

Il s’agit de démontrer que
f™(0) =0 pour tout entier n > 1.

Pour cela on applique le théoréme précédent avec a = 0. On a donc

n M
FPO)] < i
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ot M est un majorant de |f| sur C.
En faisant tendre R vers 'infini, on obtient f(™(0) = 0 pour tout entier n > 1,
d’ou le théoréme. [ ]

Cela démontre de nouveau le théoréeme de D’Alembert qui est un théoréme

fondamental d'algebre.
1

P(z)
est une fonction holomorphe bornée sur C, elle est donc constante par le théoréme
de Liouville et P est donc un polynéme constant.

En effet, si P est un polynéme sur C ne s'annulant pas, la fonction f(z) =

4 Lemme de Schwarz et applications

Lemme 4.1 (Lemme de Schwarz)
Soit f € H(D(0,1)). On suppose que

f(0)=0, |f(z)]<1, VzeD(0,1).

Alors
|f(2) < 2| VYzeD(0,1) et [f(0) <1

De plus, si |f'(0)] =1 alors f est une rotation (i.e. f(z) = Az avec |A\| =1). De
méme s’il existe zy € D(0,1)\{0} tel que |f(z0)| = |20 alors f est une rotation.

Comme f(0) = 0, il vient en vertu de (1) qu’il existe g € H(D(0,1)) telle que

f(2) = z9(2)

et
|2[lg(2)] < 1.

On en déduit que sur le cercle C(0,r)

l9(2)] <

S|

ce qui entraine par le principe du maximum que pour tout z € D(0,7)

S| =

l9(2)]

IN

Par conséquent, en faisant tendre r vers 1, on obtient
9(=)| <1, VzeD(0,1) (4)

et donc
If(2)| <|2l, Vze D(0,1).

10
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Ce qui entraine que |f'(0)] < 1.

Supposons maintenant que |f/(0)| = 1. Comme f(z) = zg(z) alors f/(0) = g(0)
et par suite |g(0)] = 1.

11 vient alors en vertu de (4) et du principe du maximum que g est constante;
soit g(z) = X avec |A| = 1 d’ou le premier point.

De méme, si |f(z0)] = |20], on a nécessairement |g(z9)| = 1 et donc par le
principe du maximum g(z) = A avec |A| = 1, d’ou le lemme. [

Soit f une fonction holomorphe sur C telle que |f(z)| = 1 pour tout
|z| = 1. Montrer que [ est de la forme

f(z) =az"

o a€C tel que || =1et neN.

SOLUTION

Soit a1, a9, -+ ,a, € ZyND(0,1), (n zéros de f dans le disque unité D(0, 1)).
Posons £2)
z

9(2) = ===~

T (2n)

alors g est holomorphe dans D(0, 1), car les (1 < j < mn) sont des singularités
artificielles de g. De plus on a

, pour z € D(0,1)

lg(z)| = 1 pout tout |z| =1

et
g(z) # 0 pour tout z € D(0,1).

Ainsi, par le principe du maximum et du minimum, on a
lg(z)] =1 pour tout z € D(0,1)
et par suite g est constante et égale & o € C ot |a| = 1, c’est a dire
20y
=
H 1-a,z
Puisque f est holomorphe sur C, a; = 0 pour tout j =1,2,--- ,n. D’ou

f(z)=az", VzeC.

11
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Soit f une fonction holomorphe sur C telle que f(0) = 0. Pour
r > 0, on pose

M(r) =sup{|f(2); |z| =r},  A(r) =sup{Ref(z); |2 =7}

Montrer que
M(r) < 2A(2r).

SOLUTION

Pour prouver cette inégalité, fixons un réel € > 0 et considérons la fonction

e
9(2) = 2A(2r) +e— f(2rz)

Soit z € C tel que |z| <1 et posons f(2rz) =a+ib, a,b€R. Il vient:
2A02r) +¢e— f(2rz) = A(2r) + e + (A(2r) — a) — ib.

Par conséquent |g(z)] < 1. Compte tenu du lemme de Schwarz, on obtient
lg(2)] < |z|, pour |z| < 1, donc:

|f(2rz)] < |z|(2A(27‘) +e+ |f(27‘z)|>
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
[f2r2)|(1 = |2[) < 24(2r)[2].

Appliquant ceci & z = §, avec |u| = 1, on obtient M(r) < 2A(2r).

Soient ¢ et ¥ deux applications biholomorphes d’un domaine ()
de C (c’est a dire ouvert connexe de C) sur le disque unité ouvert
D(0,1) = {2z € C; |z|] <1}. On suppose que p(a) = ¥(a) = 0 pour un
certain a € 2. Montrer qu’il existe A € C tel que |\| =1 vérifiant

o(z) = MP(z) Vze.

SOLUTION

Posons f(z) = @[y~ (2)] pour tout z € D(0,1), f est une bijection holomor-
phe de D(0,1) dans lui-méme telle que
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D’apres le lemme de Schwarz, on a
lf(2)] <|z| Vze D(0,1).
Le méme raisonnement appliqué a f~!: D(0,1) — D(0,1) donne
If~42)| < |zl, VYzeD(0,1).

On en déduit que |f(z)] = |z| V z € D(0,1). D’ou (toujours d’apres le lemme
de Schwarz)
f(z)=Xxz, AeC et |N=1L1

Ainsi
P71 (2)) = Az, VzeD(0,1).

Soit enfin,
o(z) = p(z), Vze

Montrer que 1’ensemble des automorphismes du disque unité ou-
vert D(0,1) est

Aut(D(0,1)) = { Apa; AES' et ae D(0,1) }

SOLUTION

Il est clair que pour tous A € S! et a € D(0,1), Papplication Ay, est un
automorphisme de D(0, 1).
Réciproquement, soit
f:D(0,1) — D(0,1)
une appliction biholomorphe du disque unité dans lui méme. Il existe alors un

seul @ € D(0,1) tel que f(a) = 0. D’autre part, Uapplication définie par

Z—«
= D(0,1
Pal2) = T—ooy 2€ D(O,1)

est biholomorphe de D(0,1) dans lui-méme.

On en déduit de l'exercice précédent qu’il existe un A € C de module égal &
1 (évidemment unique) tel que f(z) = Ap,(z) pour tout z € D(0,1), d’ou le
résultat.

Soit f(z) =),>0an2" une série entiére complexe de rayon de con-
vergence R > (.

13
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1. Montrer que f est une fonction continue dans le disque ouvert
Dr ={z € C/|z| < R}.

2. Supposons en outre que les a, € C sont tous non nuls.
Montrer qu’il existe un nombre réel ry tel que 0 < rg < R et que
f(2) # 0 pour tout z € C tel que 0 < |z| < ro.

(Indication Considérer f(z) = 2¥g(z) ot k est le plus petit entier
> 0 tel que a; # 0 et on montrera que |g(z)| > @ pour 0 < |z] <
’I“Q)

3. Montrer que si une série entiére f(z) = > ., a,2" est convergente
pour |z| <7 (ou r > 0) et telle que f(z,) = 0 pour une suite (z,),>0
de points distincts de ce disque tendant vers zéro alors f est
identiquement nulle.

4. En déduire que si f(z) =), . an2" et g(z) = >, -, bn2" sont deux
séries entiéres dans un méme disque ouvert |z] < r (ou r > 0)
et s’il existe une suite de points distincts (z,),>0 de ce disque
tendant vers zéro et telle que f(z,) = g(z,) pour tout entier p > 0
alors f(z) = g(2) V z € C tel que |z| < ro.

SOLUTION

1. Pour tout réel r €]0, R[, la série entiere ) -, an2™ est normalement con-
vergente dans le disque fermé¢ D, = {z € C/|z| < r}, donc elle y est
uniformément convergente et on a la continuité de la somme de cette série
f(z) = > ,50an2" en tout point z € Dg, o Dr = {z € C/|z| < R} est
le disque de convergence de f.

2. Par hypotheése, il existe un plus entier £ € N tel que ay # 0, on peut alors
écrire : f(z) = 2%g(z) avec g(z) = 3, 50 Ahrn2™.
Pour tout z € C tel que 0 < |z| < R, la série Y, ., apin2" converge,
donc R est aussi le rayon de convergence de la série g(2) et par suite g est
continue dans le disque ouvert Dg ; mais on a : ¢g(0) = a; # 0 dong, il
existe 1o > 0 tel que
|ak|
9(2) — 9(0)] <
pour tout z € D, (c’est a dire V z € C tel que |z| < 19).
On conclut que pour tout z € D, :

Lol _

9 2>0

l9(2)] = 19(0)
et a fortiori  g(z2) #0, Vz € D,,.

3. S’il existe un entier k tel que ay # 0, en utilisant 2), il existe un réel rog > 0
tel que f(z) #0V z € D, \{0}. Cela est absurde, avec le fait que z, — 0
et f(zp) =0, donc f est identiquement nulle dés qu’elle est analytique et
nulle sur une suite d’élément distinct du disque et tendant vers zéro.

14
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4. En considérant la fonction h(z) = f(2) — g(2) = >_,,5¢(an — by)2",
h est analytique sur le disque ouvert de convergence D, = {z € C/|z| <
r}, et en appliquant 3), on a : a, = b, pour tout entier n et h est
identiquement nulle sur D,..

] EXERCICE 5.10 \

Soit f une fonction analytique du disque unité D = D(0,1) dans lui
méme. On suppose que f admet au moins deux points fixes a et b
dans D. Montrer que : f =1idp
Indication : Utiliser la fonction ¢, telle que ¢, (z) =
a bien choisi pour se ramener au cas ou a = 0).

z € D, pour

z—a
1—az?

SOLUTION

a et b étant deux points fixes dans D de f. En posant ¢ = ¢, 0fop_,, on
¥ € H(D; D) ou D = D(0,1). Mais ¢(0) = ¢,(f(a)) = ¢,(a) = 0, par le lemme
de Schwarz pour ¢, on a :

VzeD [¢(z)| < lz] et [¢'(0)] < L.
Mais pour ¢ = ¢, (b) € D\{0}, on a
P(c) = 0, (f(b) = ¢ (b) = ¢

donc [1(c)| = |¢|, encore par le lemme de Schwarz, il existe au moins A € St =
0D tel que (z) = Az, ¥ z € D donc

f(z2)=p_go0vo0p,(2) =Xz, YzeD.

mais f(c) = ¢ = Ac donc A =1 et par suite f(z) =2, Vz € D.

] EXERCICE 5.11 \

Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité ouvert D et con-
tinue sur D ; on suppose que f est nulle sur I’arc du cercle {¢??, 0<
0y < 6 < 05 < 2r}. Montrer alors que f est identiquement nulle sur
D(0,1).

SOLUTION

[ étant une fonction holomorphe (ou analytique) sur le disque ouvert D =
D(0,1) et continue sur le fermé D. Pour 0 < 0y < 62 < 27, on suppose que

f(z)=0 VzeT ={z=¢"/0, <0 <0}

15
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On veut montrer que f est identiquement nulle sur D. Pour cela, prenons une
suite convenable finie a1, - - , a;, de réels telle que

St = UZ:1(€iakF)
et posons, pour z € D
P
o(2) = [T f(e2),
k=1
g est alors continue sur D et holomorphe sur D et puisque g = 0 sur S L (a cause
de ’hypothése sur f) alors g = 0 sur D (par le principe du maximum).
Par suite f(e**2)=0 Vk=1,---,p, Vz€ D. dou f =0 sur D.
Remarque : Ici, on a utilisé une propriété (conséquence du théoréme de pro-

longement analytique) qui dit, si ¢ et 1 deux fonctions analytiques sur D telles
que ¢ Y =0 sur D alors ¢ =0 sur D ou ¢¥» =0 sur D.

]EXERCICE 5.12

2. Montrer que si u : ) — R est une fonction harmonique dans un
ouvert non vide §2 de C, alors u € C*(Q).

3. Montrer que si u; et up sont deux fonctions (réelles) harmoniques
dans un ouvert connexe {2 de C qui coincident dans une partie
ouverte non vide V de (2 alors elles coincident dans ).

4. Montrer que si u : . — R est une fonction harmonique dans un
ouvert non vide de C alors

u(a) 1

T o

27
/ u(a +re®)dd  dés que D(a,r) C Q.
0

(cette propriété est appelée propriété de la moyenne).

5. Montrer que si u : ) — R est une fonction harmonique et non
constante dans un ouvert connexe de C alors u n’admet aucun
extrémum relatif dans (.

6. En déduire que si u : Q@ — R est une fonction continue, har-
monique dans un ouvert connexe borné (2 de C alors, il existe a
et b dans 2 tels que

u(a) = itelg u(z) et u(b) = znelg2 u(z)

et si u n’est pas constante, a et b sont dans Fr(Q2) (frontiére de

SOLUTION

16
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1. Dans tout disque ouvert D(a,r) C Q,u = Re(f) pour une fonction
f holomorphe dans D(a,r) ; puisque f est indéfiniment dérivable dans
D(a,r),u lest aussi ; ceci étant vrai pour tout disque contenu dans 2, on
aueC>®(Q).

2. Posons u = u; — u9, u est une fonction harmonique dans €2, nulle dans
V C Q. On veut montrer que © = 0 dans . Cela est facile si Q est
simplement connexe : en effet, u = Re(f) avec f holomorphe dans € ;
dans ce cas, si u = 0 dans V' C  alors f est une constante (imaginaire
pure) dans V et par le principe de prolongement elle I'est aussi dans €,
d’ott w = 0 dans .

Dans le cas ot ) est un ouvert connexe de C et non simplement connexe,
posons
E={ae€Q/3r >0, u=0dans D(a,r) NN}

Il est clair que E est un ouvert non vide dans 2. Montrons que F = Q.
En effet, supposons que Q\E # 0. 1l existe alors un point b € Q\F et
r > 0 tels que

Db, rYNE £

(car sinon Q\E sera un ouvert non vide dans Q et Q@ = EU (Q\E), ce qui
contredit la connexité de Q). Il existe alors un point a € D(b,r) N E et
p > 0 tel que

a € D(a,p) C D(b,r)NE

donc u = 0 dans D(a, p) et puisque le disque ouvert D(b, p) est simplement
connexe alors u = 0 dans D(b, p) et donc b € E d’ou la contradiction. Par
conséquent F = ) et u; = uo dans Q.

3. Lorsque  est simplement connexe, u = Re(f) avec f holomorphe dans
Q. La formule de la moyenne pour la fonction harmonique u est une
conséquence immédiate (en passant aux parties réelles) de la formule de
la moyenne appliquée & la fonction holomorphe f. Dans le cas ou €2 est
un ouvert connexe non vide quelconque de C, il existe un p > 0 tel que

D(a,r) C D(a,p) C Q

Puisque D(a, p) est simplement connexe, la propriété de la moyenne en
question résulte du cas précédent.

4. Si a est un maximum relatif de u dans Q alors il existe » > 0 tel que
D(a,r) C Qetu(a) > u(z) pour tout z € D(a,r). En vertu de la propriété
de la moyenne, on a

1

2
= —/ u(a + pe®)dfd  pour tout 0 < p <,
2 0

u(a)

d’ou
1 2
2 0

Gréace a la continuité de u, on obtient

[u(a) — u(a 4 pe'®)]do

u(a):u(a—i—peie) pourtous 0<p<ret 0<6<27m
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Donc u est constante dans le disque D(a,r) C € et par 2., u est constante
dans €2, ce qui est impossible.

Le cas du minimum relatif est analogue en remplagant u par —u.

5. Par continuité de u sur Q et par compacité deiﬂ, le sup et I'inf de u sont
atteints en des points respectifs a et b dans 2. De plus, si u n’est pas
constante, par 4. u n’admet aucun extrémum relatif dans 2, donc a et b

doivent étre sur le bord de .

18
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Chapitre 6

Séries de Laurent et fonctions méromorphes

1 Séries de Laurent

Définition 1.1
La série de fonctions de la forme

Z an(z — zo)"

est appelée série de Laurent (formelle) de centre zy et de coefficients ay,.
1 00
La série Z an(z — z0)" (respectivement, Z an(z — z0)") est appelée sa partie
T 0
principale (respectivement, sa partie réguliére).

e Les séries de Laurent généralisent les séries entiéres.

e En particulier, les concepts de convergence simple, absolue, uniforme et nor-
male sont aussi valables pour les séries de Laurent dans des couronnes.

Définition 1.2
On note par C(a,r,R) = {z € C/r < |z — a| < R} la couronne de centre a de
petit rayon r et de grand rayon R.

Théoréme 1.1 (Développement en série de Laurent)
Soit f € H(C(a,r, R)), alors f est développable en série de Laurent de centre a
dans C(a,r, R), i.e il existe une suite (a,)ncz telle que

f(z) = Z an(z —a)".

o]
De plus, la série Zan(z — a)" converge normalement dans C(a,r’, R') pour

o0
tous ', R’ tels que r <1’ < R' < R et 'on a, pour tout n € Z

1 f(©)

" ﬂ C(a,p) (C - a)n+1

pour tout p tel quer < p < R.

¢
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Pour z fixé dans C(a, r, R), on applique le théoréme de Cauchy sur C(a, ', R")\D(z,¢€)
f(©)

—z
|z — a| < R' < R. 1l vient alors en vertu du théoréme 4.4.1 que

O fQ .. Q.
/C(a,R’) ¢— ch /C(a,r’) ¢— ZdC /C(z,e) ¢— ch 0

Or on sait que
: Q) ..
lim /C(Zﬁ) id( = 2im f(2).

e—0 g —

a ol € est fixé assez petit, ' et R’ étant choisis de sorte que r < 7’ <

On en déduit que

/ f
fz) = %{ /C(a7R’) ¢ (_C)ng - /C(w') C(—Ozdc}'

f(©)

Le terme / ~——=d( se traite comme pour le développement en série entiére
C(a,R")

C—=z

G 1)
~=22d = d
/(,,(a,R/) e /cm,R/) C—au-=%

= £(©)
2 (z=a) /(a,R’) (C*a)"“dc'

n=0 ¢

en écrivant

De méme, on obtient

O 4o — £(0) .
/C(a,r’) C_ z C ~/C(ll,7") *(Z — a)(l — C_a) C

Les séries convergent normalement sur C(a,r”, R") pour v’ < v/ < R" < R’
puisque pour tout n > 0

(z—a)"/c(a’R’) (Ci[((f))"ﬂdcl < M(R )n

R
et
1 r/\n+l
JE— — L < M| —
(Z _ a)n+1 /C(a,r’) f(C)(C (1) dc = (TII> )
ott M est un majorant de |f| sur C(a,r’, R’). [
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1. La fonction exp (27%), otl k est un entier positif, appartient a H(C*). Son
développement en série de Laurent autour de 0 est donné par
1 1

exp(z F) =14+ —+--- +

112k nlznk

6
2(z+1)(z2—2)
C\{0,—1,2} et par conséquent a trois développements en série de Laurent
autour de 0, sur C(0,0,1), sur C(0,1,2) et sur
{z €C, |z| > 2}.

2. La fonction f(z) = est holomorphe dans

Les séries de Laurent possédent les propriétés suivantes laissées a titre d’exercice.

Proposition 1.1

Si les séries de Laurent Z an(z —a)" et Z bn(z — a)"™ convergent uni-
n=-—oo n=—oo

formément sur un cercle C(a,p), p > 0, vers la méme fonction limite f, alors

pour tout n € Z on a

2w
f(a+ pe®)e0qp.

an = bn =

27-rp7b
Proposition 1.2
Une série de Laurent est une fonction holomorphe sur son domaine de conver-
gence qui est une couronne.

Soit >-™ a,(z—a)" une série de Laurent convergeant uniformément
sur un cercle C(a,p),p > 0, vers une fonction f. Etablir la formule
suivante connue sous le nom de formule de Gutzmer

0 1 2 .
Sl = 5 [ 15t pe P < ()P

M(p) = sup |[f(z)].
z€C(a,p)

SOLUTION

Puisque f(a + pew Zan p" e ™ alors

o0
[fla+pe®)? = @ p" fla+ pe'?) e,
— 00
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avec convergence uniforme sur [0, 27]. On peut alors écrire
2m 0 2m
| lrtar ot = Yo [ sk pet) e as
0 - 0
o0
= 27TZ lan|? p*".
— 00

1 2w .
L’estimation 2—/ |f(a + pe®)|2df < [M(p)]? est triviale. [ |
T Jo

2 Singularités isolées

Définition 2.1

Soit f une application d’un ouvert ) de C dans C et a € 2.

On dit que a est une singularité isolée de f si et seulement si il existe r > 0 tel
que D(a,r) C Q et f est holomorphe sur D(a,r)\{a}.

Il vient en vertu du théoréme 1.1 que f admet un développement en série de

Laurent :
o0
Z an(z —a)"
—00

dans D(a,r)\{a} ot D(a,r) est le plus grand disque centré en a et inclus dans €.
On appelle cette série développement de Laurent de f autour de a et I'on a

Théoréme 2.1 (Classification des singularités isolées)
Soit a € € une singularité isolée d’une application f d’un ouvert §2 de C dans C.

Si f(z) = Z an(z —a)" est le développement en série de Laurent de f autour

nez
de a, alors I'un des trois cas suivants se présente

i) a, = 0 pour tout n < 0.

ii) II existe un entier m > 1 tel que a,, = 0 pour tout n < —m.

iii) L’ensemble {n eN; a_,# 0} est infini.

Dans ce cas, on a pour tout r > 0 tel que D(a,r) C , I'image de
D(a,r)\{a} par f est dense dans C.

Définition 2.2

On conserve les notations du théoréme précédent.

Dans le cas i) on dit que a est une singularité artificielle de f.
Dans le cas ii), a est dit pole d’ordre m de f.

Dans le cas iii), on dit que a est une singularité essentielle de f.
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On doit montrer que dans le cas ou I’ensemble {n eN; a_, # O} est infini,
lensemble f(D(a,r)\{a}) est dense dans C pour tout réel r > 0 assez petit.
Démontrons ce point par I’absurde.

Le réel r strictement positif étant fixé assez petit, il existe alors w € C,§ > 0,

tels que
|f(z) —w| >46, V ze€ D(a,r)\{a}. (1)

Posons

1
pour z € D' := D(a,r)\{a}. 1l vient en vertu de (1) que g € H(D’) et |g| < 5
donc a est une singularité articifielle de g qu’on peut alors prolonger en une
fonction holomorphe qu’on notera encore g sur D(a,r).

Sig(a) #0,ona f(z) =w+ ﬁ donc f est holomorphe prés de a ce qui est
g(z

en contradiction avec ’hypothése.
Si g(a) = 0, alors g(z) = (2 — a)™k(z) avec k € H(D(a,r)),k(a) # 0. On en

déduit que pour z assez proche de a, f(z) = w—+ ﬁ X k1(z) ou ki(z) = —

k(2)
est une fonction holomorphe prés de a, ce qui est contraire & I’hypothése.
D’ou le théoréme. |

Théoréme 2.2 (Singularités isolées des injections holomorphes)

Soit @ un ouvert de C, A = (z,) une suite de Q n’admettant pas de point
d’accumulation dans Q) et f : Q\ A — C une fonction holomorphe injective.
Alors

1. Aucun point ¢ de A n’est une singularité essentielle de f.
2. Sic € A est un pole de f, alors ¢ est d’ordre 1.

3. Si tout point ¢ de A est une singularité artificielle, alors f le prolongement
holomorphe de f a 2 est injectif.

1. Soit D un disque ouvert de centre ¢ contenu dans 2 et tel que DNA = {c}
et O = Q\(AUD) # 0.
Il vient en vertu du théoréme 5.2.1 que f(') est un ouvert non vide.
De plus, f est injective donc ouvert f(€') ne rencontre pas f(D\{c}).
Par conséquent f(D\{c}) n’est pas dense dans C et donc par le théoréme
6.2.1, ¢ n’est pas une singularité essentielle de f.

2. Considérons ¢ un pole de f d’ordre m > 1, donc il existe un voisinage
1
ouvert U de ¢ contenu dans Q vérifiant U N A = {c} et tel que g := (?)\U

soit holomorphe admettant un zéro d’ordre m en c.
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Comme f est injective alors g : U\{c} — C\{0} est injective et par con-
séquent g : U — C est injective, on en déduit que ¢’'(c) # 0 (cf. Théoréme
5.2.2), soit m = 1.

3. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe deux points différents
a et o’ de Q tels que f(a) = f(a') = p.
Considérons alors les disques ouverts D(a, r) et D(a’,r') vérifiant D(a,r)\{a} C
O\A, D(d',7")\{d'} € Q\A et D(a,r) N D(a’,r") = (). Par le théoreme
5.2.1 f(D)N f(D’) est un voisinage ouvert de p, cela entraine l’existence de
be D(a,r)\{a} et ¥ € D(a’,7")\{a'} tels que f(b) = f(V') ce qui contredit
I'injectivité de f.

3 Fonctions méromorphes

Définition 3.1

Soit ) un ouvert de C et f une application de 2 dans C.

On dit que f est méromorphe sur ) s’il existe une suite (z,) de € sans point
d’accumulation dans 2 telle que:

i) feHEOQ\{(zn)})-

ii) Pour tout entier n, f n’a pas une singularité essentielle en z,,.

Les fonctions suivantes sont méromorphes sur C:

(2) 1 1
= oxn(2): :
PR 22(2 — 1)’

sin(7z)’

Soit f une fonction méromorphe dans €2, alors
i) Les péles de f sont isolés.

ii) Tout compact K de ) contient un nombre fini de péles.

On a en vertu du théoréme précédent le résultat suivant:

Théoréme 3.1 (Principe de prolongement unique)

Soient f et g deux fonctions méromorphes dans ().

Si f = g sur un ensemble A de Q) admettant un point d’accumulation dans §2,
alors f = g dans Q.
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Définition 3.2
Soit f une fonction méromorphe sur €, a € Q un pole de f et

—+oo

[ =Y az—ar

n=—m

son déveleppement en série de Laurent autour de a.
On appelle résidu de f en a le nombre complexe a_1 et on note

Res(f,a) =a_1.

Autrement dit le résidu de f en a est le coefficient de
z—a

Convention

Si f est holomorphe autour de a on pose, par convention

Res(f,a) = 0.

Soit f(z) = ————. Déterminer ses poles ainsi que les résidus en
f(2) e P q
ces poles.
Cette fonction admet pour poles doubles les trois points —1, —j, —j2.
Pour calculer son résidu au point —j, posons z = —j +¢. On a:
1 1

1

= (1= 4137 = — 14 25% + o1

(1 + 2%)2 gz~ It) gjiz [ T2t Holt)
) 1 . 2,
d’ou Res(m, *j) = 5‘7'

Le résidu au point —j2 est I'imaginaire conjugué de Res(f,—7j) (puisque la

fraction rationnelle f est a coefficients réels). On a donc, sans nouveau calcul:

1 2

) -

s (14 23)2 J 9’

En fait, on obtient ces résultats plus simplement en notant que l'on a f(jz) =
f(2) et en calculant d’abord:

Res(ﬁ, —1) = %
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4 Théoréme des résidus

Théoréme 4.1 (Théoréme des résidus)

Soient f une fonction méromorphe sur un ouvert non vide €2 de C, K un compact
de Q dont le bord OK est un chemin simple C' par morceaux orienté positive-
ment et ne contenant aucun pole de f. Alors, en notant par P(f) l'ensemble
des poles de f, on a

(2)dz = 2im Z Res(f,a).

9K a€P(f)NK

Soit P(f)N K = {z1,29, -,z } les poles de f appartenant a K.
En désignant par K’ le compact K\ U;?:l D(zj,¢e), € étant assez petit, il vient
en vertu du théoréme de Cauchy que

&
- f(z)dz = /BK f(z)dz — ;/C(ijs) f(z)dz=0.

Or, autour de tout pole z;, f admet un développement de Laurent de la forme

mj

fR) =hz)+ ﬁ

=1

ou h est une fonction holomorphe et € étant choisi assez petit de sorte que ce
développement soit valable sur D(z;, 2¢), on obtient

/ h(z)dz=0
C(z]"e)

et
d 2w - if
C(zj,¢) (Z - Zj) o ¢°€
i 27
_ / —i(n—1))0 g9
En—l 0
_ 2w si n=1
a 0 si n>1
d’otl le théoréme. [ |

Soient A € M,,(C) et K un compact de C dont le le bord 0K est un
chemin C' par morceaux ne passant pas par les valeurs propres de A
et orienté de maniére positive. Montrer que la quantité

1

~ 5 3Kt7“ [(A - zI)_l} dz

Analyse complexe
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représente le nombre de valeurs propres de A, comptées avec leurs
multiplicités, se trouvant a ’intérieur de K.

SOLUTION

En effet, notons par Ay,---, A, les valeurs propres de A et considérons la
fonction

f:C\{ M, , A\ — C
z tr[(A—zI)_l}.

Puisque deux matrices semblables ont la méme trace alors on peut supposer que
A est triangulaire. On en déduit

o) =3
i=1 "

et par suite f est une fonction méromorphe. On conclut en utilisant le théoréme
des résidus.

Montrer que

1 2
3 ;= —5—, YaeC\Z
= (n—a) sin’ ra
SOLUTION
meotg(mz) )
Pour a € C\ Z, posons f(z) = e La fonction f est holomorphe sur
z—a
C privé de ZU {a}. On a
’ 71'2
Res(f,a) = (weotgnz) (a) = ———
sin” ra
1
ReS(f, n) == m.

Soit Cy, le carré de sommets £(n + 3) £ i(n+ 3). On a

sup sup |cotgmz| < +o0,
n zeCp,
donc

lim f(z)dz =0,

n—-aoRo C

et le théoréme des résidus fournit I'identité voulue.
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5 Calcul d’intégrales par la méthode des résidus

5.1 Deétermination pratique des résidus

Soit f une fonction holomorphe admettant le point zy pour pole d’ordre p: par
définition, le résidu de f en zg est le coefficient du terme en (z — zo)?~! dans le
développement en série entiere de (z — 29)P f(2) au voisinage de zp.

On en déduit les régles pratiques qui suivent:

a) Si zp est un poéle simple (c’est-a -dire d’ordre 1), on a:

Res(f,z0) = lim (z — 2z0) f(2).

z—20

En particulier, si f est de la forme f = %, les fonctions g, h étant holomorphes,

et si zg est un zéro simple de h, on a:

. 9(2) 9(0)
Res(f,20) = lim == .
(frz0) = i /e —20) ~ W ()
b) Si zp est un pole multiple (c’est-a -dire d’ordre > 1) nous sommes ramenés a
la recherche du développement limité d’ordre p— 1 de (z — z0)? f(z) au voisinage
de zg.
Si f est de la forme f = %, les fonctions g, h étant holomorphes, et si zy est

un zéro d’ordre p de h, nous pouvons écrire h(z) = (z — 20)Pho(z); et nous
sommes ramenés & la recherche du développement limité & I'ordre p — 1 du
9(z)
ho(z)
ce développement.

Rappelons que, pour obtenir ce développement limité, il est recommandé de
faire le changement de variable z = zg +t. On pourra ensuite appliquer la régle
du développement limité d’un quotient ou tout autre procédé.

: le résidu de f au point zg est le coefficient de (z — z9)P~! dans

quotient

z
Soit f(z) = i1 (n, m € N). Déterminer ses poles ainsi que les

z

résidus en ces poles.

SOLUTION

Les poles de f sont les n points z, = exp(@) (k=1,2,---n). Ce
sont, des poles simples. On a donc:

g 1 11 1 11
c m —n m
Res(f,z1) = —p— = —2; =——z" .
" n n
10
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1
Meéme question pour f(z) =

sin(z)

SOLUTION

Ses poles sont les points z; = kr  (k € Z). Ce sont des poles simples. On

e

Res(f, km) = m = (=1)".

1
Meéme question pour f(z) =

sin®(z) "

SOLUTION

Cette fonction admet pour poles triples les points z, = k. (k € Z).
Au voisinage de z = 0, on a:
2 2

A1) = (TP 122 o) =14 D ol

z

1 1
Res( 0y = L
sin®(z)’ 2
Le changement de variable z = k7 + t montre ensuite immédiatement que 1’on

* 1 _(—1)k
sinS(z)’]”)_ 2

Res (

’ Remarques pratiques ‘

i) Si f est une fraction rationnelle & coefficients réels, ses poles non réels sont
deux & deux imaginaires conjugués; et les résidus relatifs a deux poles imagi-
naires conjugués sont imaginaires conjugués.

ii) Si f est une fonction paire, admettant I’origine pour pole, son résidu en ce
point est nécessairement nul. En effet le développement de Laurent de f au
voisinage de l'origine ne contient que des puissances paires (d’exposant positif
ou négatif) de z; il ne peut contenir de terme en %

On a ainsi, sans calcul:

1

Res( m,O) =0.

O) =0, Res(

sin(z)’

11
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2w
5.2 Intégrales Trigonométriques / R(cos p,sin p)dp.
0

Soit R(X,Y) une fraction rationnelle complexe. On suppose qu’elle est bien
définie sur le cercle unité S'. On pose

z—l—z‘l z—z"1

2 2 )

R(z) := z_lR(

Alors on a le résultat suivant

Proposition 5.1

2
/ R(cos ¢, sinp)dyp = 21 Z Res(R,w).
0

weD(0,1)

Pour 0 < ¢ < 27 et ¢ = exp(ip) on a

cos p = %(C—i—C_l) et singp = 2%,((— C_l).

Par conséquent on peut écrire, en vertu du théoréme des résidus

27
1 ~ ~
/ R(cos p,sin p)dp = f/ R(¢)d¢ =27 Z Res(R,w).
0 t JoD(0,1) weD(0,1)
|
Calculer l’intégrale
/271’ d(p
o l—2pcosp+p?
ou p € C\S.
~ 1
On utilise R(X,Y) = (1 —2pX +p?)" L et R(z) = —— . La
) G-
proposition précédente entraine alors
/QW d(p o %7 si |p| <1
o 1—2pcosp + p? pzzfla si lp| > 1.

12

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

Montrer que

2
d 2
/( £ _ s peR, |p|> 1
0

p+cosp)?  (/p?2—1)3

SOLUTION

Pour calculer cette intégrale, on utilise R(X,Y) = (p+ X)~2 et R(z) =
4z

(22 4+ 2pz 4+ 1)2
\/]ﬁ . Ce pole est d’ordre 2. Pour calculer le résidu de R au point w, posons
t=2z—w,ona:

. La fonction R a un seul pole dans D(0,1) a savoir w = —p +

4z 1
(22 4+ 2pz+1)2 - (p? — 1)¢? (t+ w)( )

o —_— ﬁ> 3

d’ou

o P iw
Res(R,w) = RSN

= (V1)

On obtient alors

/27r de B 2mp
o (pHcosp)?  (\/p?— 1)3'

La proposition précédente s'applique a des intégrales de la forme

27
/ R(cos ¢, sin ) cos(mp) sin(ne)dp
0
ol m,n € Z. Il suffit de remarquer que

l(é—ﬂ _ C—’YL).

cos(me) = S(C"HCM) et sin(ng) = o

13
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+o00
5.3 Intégrales Impropres / f(z)dx.

—00

Soit 2 un ouvet connexe de C contenant le demi plan fermé
P=PUR= {ZE(C; Im(z) 20}
et
Yr:[0,7] — P
¢ r— Rexp(ip)

la partie du périmétre du disque D(0, R) contenue dans P.

Théoréme 5.1

Soit f une application holomorphe sur §) sauf en un nombre fini de points non
+oo
réels. Supposons que l'intégrale / f(x)dx existe et que lim zf(z) = 0.

zZ— 00
Alors

— 00

+oo
/ f(z)dz = 2im Z Res(f,w).

> weP

Les singularités de f sont dans le disque ouvert D(0, R) pour R > 0 assez grand.
Pour un tel R, il vient d’aprés le théoréme des résidus que

R
/_Rf(:c)das + f(Q)d¢ = 2im Z Res(f,w).

weP

L’estimation standard des intégrales complexes donne
|| #Qdc| < xRS
TR
L’hypothése lim zf(z) = 0 entraine
JimRIfl,,, =0

et par suite le résultat. |

EXERCICE 6.10

Montrer que

oo g2 T
/ Y ge=
oo 12t V2

14
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SOLUTION

Considérons

2

e =1

Cette fraction rationnelle admet exactement deux poles dans P, chacun d’eux
est simple, & savoir ¢ = exp(%iﬂ) et ic.
Un calcul immediat donne

Res(f,c) = ié et Res(f,ic) = —£67

soit enfin N ) ( 2
< x (=4 o7
o0 )
5.4 Intégrales impropres / g(x)e'®dz, a€R”

Pour calculer une telle intégrale on utilise le théoréme suivant.

Théoréme 5.2
Soit g une fonction holomorphe sur C sauf en un nombre fini de points non réels.
Supposons que lim g(z) = 0. Alors

Z2—00

2im Z Res(g(2)e"*,w) si a>0
+oo ) weP
/ g(z)e'*®dr =
o —2im Z Res(g(2)e"*,w) si  a<O0.
—weP

Preuve

Traitons le cas a > 0.

Désignons par wi,wa, - - - ,w., les poles de g appartenant au demi-plan supérieur
Im(z) > 0, et choisissons le R > 0 assez grand de sorte que ces poles soient
dans le disque D(0, R).

Notons par Kp le compact défini par |z] < R et y = Im(z) > 0. En intégrant
sur K la fonction z : +— g(z)e'*, on obtient

/+R g(x)e" " dx + / g(2)e""*dz = 2im i Res (g(z)emz, wk) (2)

—R TR k=1

ot yp: 0€[0,7]— Re®.
Il nous reste a étudier la limite, lorsque R — +o0o, de l'intégrale

J(R) = AR g(2)e**dz.
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Pour cela écrivons
J(R) = z/ g(Rew)emRewReiadG.
0

Il vient

| ( )l < R sup |g Re70 |/ —aRsin( G)de
0€(0,7]

Or on a

™

/ €7aRSin(0)d0 -9 /5 efaRsin(G)de;
0 0

et I'inégalité sin 6 > %0, valable pour 6 € [0, 7], entraine

P i +OO
/2 €_aRSin(a)d9 < /2 6_2 RO < / 2aR9 do —
0 0 0 2aR

T )
[J(R)| < = sup |g(Re)|
a 0e(0,7]

D’ou

et 'hypothése lim g(z) = 0 montre enfin que th}rl J(R) =

En passant a la limite dans (2), on obtient:

/+°O g(x)e" dr = 2Z7TZR68(Q 2)e"* wk).

- k=1
|
EXERCICE 6.11 \
Soit N
o 2
I(a) = / cosaa; dz, acR.
0 1+
Montrer que
T
I _ % —lal
(@) = e
eiaz
La fonction f: z+— 152 admet pour poles i et —i. Ces sont des poles
z
simples.
e Sia >0, on adonc:
2T ela? T
I(a) = 5°R - ( ) 3
(@) = " Res(f,i) =in(S-) _ = 3e
16
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e Sia<0,ona:

I(a) = —?Res(f, —i) = —im

e Si a =0, on a, par un calcul direct I(a) =

oy~
') (@]
N
~—
N
Il
|
-

Il
S
)

)

T
Dans tous les cas, on a: I(a) = 56_‘“‘.

6 Théoréme de Rouché

Théoréme 6.1 (Sur le nombre de zéros et de poles)

Soit f une fonction méromorphe dans un ouvert €2 de C et K un compact de 2
dont Ie bord OK est un chemin C' par morceaux orienté de maniére positive et
ne contenant ni zéro ni pole de f .

Alors
1 f'(2)

2ir Jox f(2)
les zéros et les poles de f étant comptés avec leur multiplicité.

Soient a1, ---a, les zéros de f,by,---b,, les poles de f se trouvant a l'intérieur
de K. Désignons par

dz = card(Z(f) N K) — card(P(f) N K)

K = K\( U, D(aj,e) U u;g;lp(bk,s)).

¢ étant choisi assez petit de sorte que D(a;,2¢) C K, D(by,2¢) C K et D(cj,2¢e)N
D(cg,2e) # 0 pour j # k, ¢, ¢, poles ou zéros de f. On en déduit que

1 e,
2ir Jorer F2) =
Soit
DR, 1 FER, 1 )
3in e 75~ 2 froo T 2 %ir fro 7

On sait que pour tout zéro a; de f,

f(2) = (2 —a;)%g(2)
avec g holomorphe ne s’annulant pas sur D(a;,2¢) et k; € N*, d’on

FE) kg

) z—a;  g(z)

/
Comme g; ((ZZ)) est holomorphe sur D(a;, 2¢), on obtient
/
d
/ HOPR—, = — 2ink;.
C(aj,e) f(2) Claj,e) # — Gj
17
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De méme, pour tout by pole de f, on a sur D(bg, 2¢)

fla = 2

(Z - bk)mk
avec ¢g holomorphe ne s’annulant pas D(bg,2¢). On en déduit que

') _g'(z) _ _ma
) g(z) 2=ty

G —2imm
/c(bk,g) f(2) de = 2y

et achéve la preuve du théoréme. [ |

ce qui entraine que

Théoréme 6.2 (Théoréme de Rouché)
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur 2, K un compact de ) dont le
bord 0K est C' par morceaux orienté de maniére positive.
On suppose que sur 0K
l9(2)] < £ (2)]. 3)

Alors f et f+ g ont le méme nombre de zéros dans K.

PREUVE

Par hypothese, f(z) # 0 sur K. On peut alors écrire dans un voisinage de 0K

F(2) +9(z) = f(Dh(z) on h(z)=1+ jﬁi%

Il existe un voisinage V' de 0K sur lequel h est holomorphe et vérifie

h(z) — 1] < 1.

Donc h(V) C D(1,1) sur lequel on peut définir la fonction Log.
Par le théoréme précédent, on a

_ L[ f)td(x)
card(Z(f+g)NK) = 2im Joxe F(2)+ 902 dz

1 f'(2) 1 W(z)

= i o 70 T 2w o ()
Or o

7= (Logh)’

donc

/ (logh(z))'dz=0

oK

ce qui achéve la preuve. [ |

18

Hajer Bahouri, Mohamed Majdoub, Amor Nakour



Université Virtuelle de Tunis Analyse complexe

] EXERCICE 6.12 \

Montrer que le nombre de zéros (comptés avec leur ordre de mul-
tiplicité) du polynéme P(z) = 92° + 52 — 3 dans le disque unité ouvert
D(0,1), est égal a 5.

SOLUTION

En effet, par le théoréme de Rouché, puisqu’on a, pour tout |z| =1
|P(2) —92°| = |52 — 3| < 5]2| +3=8<[92°| =9,

donc P(z) et 92° ont le méme nombre de zéros dans D(0,1), d’oit le résultat.

]EXERCICE 6.13 \

Montrer que le polynéme P(z) = 92° + 52 — 3 admet cinq zéros
distincts dans la couronne C = {z € C; 1 <|z| <1}.

SOLUTION

En effet par exemple précédent, P admet cing zéros dans D(0,1).
Si z est un zéro double de P situé dans D(0,1) alors

P(2) =452 +5=0

et
P(z)=0

4 o 1 _ 3 .. .
donc 2% = —5 et z = %, ce qui impossible.

Cela montre que P admet cing zéros distincts dans le disque D(0, 1).
Maintenant si |z| < 3 et P(z) = 0 alors
1

9 . 5
— > = — >3 - > —_——_ = =
55 > 9|z| |52 —3|>3-5|z| >3 5= 3

ce qui est impossible, d’ou le résultat.

EXERCICE 6.14

Montrer que la fonction définie par

£(2) = 422 — exp(2)

admet deux zéros distincts dans le disque unité ouvert D.
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SOLUTION

En effet, encore une fois par le théoréme de Rouché, puisqu’on a pour tout
|2l =1
|f(2) — 42%] = |exp(2)] < exp(|2]) = e < [42%| = 4
alors f(z) et 42% admettent le méme nombre de zéros dans D(0,1).

Ces deux zéros sont distincts car ’équation f(z) = f/(z) = 0 n’a pas de solutions
dans D.

EXERCICE 6.15

Pour m, n € N* et a, 8 € D(0,1), montrer que la fonction

fe) = (i) -8

1—az

admet m + n zéros dans le disque unité ouvert D.

En effet, par le théoréme de Rouché, puisqu’on a

o =1 = | T—=|

1—az
alors
I(f(2) +B) = f(2)] = [B] <1=][f(2)+ Bl

On en déduit que f(2) 4+ 8 et f(z) ont le méme nombre de zéros dans D(0, 1),
d’out le résultat.

EXERCICE 6.16 \

Trouver le développement en série entiére autour de a € C* de la
fonction

SOLUTION

Pour o € C* on a

1 1 1 X (—1)"(z — )"
_ Z( )"( )
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valable pour |z — af < |a].

EXERCICE 6.17\
Soit 2y € C un point singulier isolé d’une fonction f holomorphe dans
le disque ouvert pointé D(zp, R)\{z0} (ot R > 0). Montrer

1. zp est une singularité artificielle de f si et seulement si f est
bornée dans D(z,7)\{20} pour tout 0 < r < R; dans ce cas
ap = lim,_,,, f(z) existe et en posant ag = f(z9), on obtient un
prolongement holomorphe de f a D(zg, R).

2. zg est un pole de f si et seulement si

lim [f(2)] = +oc
z— 20

3. zg est une singularité essentielle de f si et seulement si lim, .., | f(2)]
n’existe pas dans R ; dans ce cas on a (le théoréme de Casorati-
Weierstrass) : pour tout 0 < p < R

f(D(z0,p)) =C.

Plus explicitement, pour tous w € C, € > 0,p > 0 il existe un z € C
tel que |z — zp| < p et |f(2) —w| < e.

SOLUTION

1. Si zg est une singularité artificielle de f, on aura pour tout z € D(zg, R)\{20},

flz)= Z an(z — 2z9)" = Z an(z — 20)",

neZ n=0
d’ou lexistence de lim, ., f(z) = ag, et donc f est bornée dans D(zp, 7)\{z0}
pour tout r €]0, R[.

Supposons maintenant que f est bornée dans D(zg,r) pour un r €]0, R],
posons
M = sup |f(2)]-
z€D(z0,m)\{z0}

Si Z an(z — z0)" est le développement de f en zp en série de Laurent,
alo?g éar les inégalités de Cauchy, on a

lan| < Mp™"
pour tousn € Zet 0 < p <r;sin <0 fixé et p — 0, on voit que a,, = 0,

donc zg est une singularité artificielle pour f.
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2. Soit f(z) = Zan(z —20)", 2 € D(z0,R)\{20}, le développement de f
neZ
en zp en série de Laurent; puisque 2y est un point singulier , il existe un

entier ng tel que a,, # 0. Posons b, =a_, pourn=1,2,---

Supposons maintenant que zy est un poéle pour f d’ordre m > 1 ; alors

o bm bl
f) = it

+ fi(2)

pour tout z € D(z9, R)\{20}, avec by, # 0 et fi(z) = Z an(z —20)", f1
n>0

est la partie réguliere de f en zy. Alors

lim |(z — 20)™ f(2)| = |bm| > 0.

z2—20
ce qui implique que |f(z)] — —+oo lorsque z — 2zp. Réciproquement,
supposons que |f(z)| — +o0 lorsque z — zp; alors il existe un réel p €]0, R|
tel que [f(2)] > 1 si z € D(20,p)\{20}. Posons

1
g(2) = —— pour z € D(z0, p)\{20
&)= 173 (20, 0)\fzo}
Alors g est holomorphe et bornée (|g(z)| < 1) et partout non nulle dans
D(z0,p)\{20} ; de plus g(z) — 0 lorsque z — 2y ; donc il existe un entier
m > 1 tel que pour tout z € D(zg, p)

9(2) = am(z — 20)™ + ma1(z — zo)erl RERRE

avec au, # 0 (c’est le développement de Taylor de g dans D(zg,p) en
posant g(zo) = 0). Alors g(z) = (2 — 20)™h(z), 2 € D(z0,p) ot h est une
fonction holomorphe dans D(zg, p) et qui ne s’annule pas sur D(zg, p), (en
fait h(z9) = aun). On en déduit que

1 (z=2)" , ;
f(Z) - g(Z) - h(Z) ) € D( 07p)

avec % est holomorphe et partout non nulle dans D(zg, p) ; en écrivant le
développement de % en zp :

h(lz) :ﬂo‘f'ﬂ](z_zo)"_ ,ZGD(Z(LP)
avec
ﬁo_ h(ZO) # 9
on a

f(2) = (2= 20) " [Bo + Bi(z — 20) + -]

donc f posséde un pole d’ordre m en zg.

3. Par définition, un point singulier essentiel 2o de f est un point qui n’est
pas un pole et donc par 1) et 2), lim,_,,, | f(#)| n’existe pas dans R et par
ailleurs zp ne peut étre ni un pole (par 2.) ni une singularité artificielle
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(par 1).

Nous démontrons maintenant le théoréme de Casorati-Weierstrass par
I’absurde.

Supposons qu’il existe un w € C, un réel € > 0 et un réel p > 0 tels que
pour tout z € D(zg, p)\{z0} on ait

1f(2) —w| =z ¢,

Posons
1

f(z)—w
Alors g est holomorphe et bornée dans D(zg, p), d’aprés 1), g posséde un
prolongement holomorphe en zy noté aussi g.

g(z) = pour z € D(z0,p)\{20}

Si g(zg9) = 0 alors | f(z) — w| — +oo lorsque z — zp, ce qui implique que
|f(2)] — +oo lorsque z — z, car

[F () = [f(z) —w] = |wl;

d’apres 2), zo est alors un poéle ce qui est exclu.

Si g(z0) # 0, alors 1’égalité
fE)=w+—

montre que f admet un prolongement en zy et zg est une singularité arti-
ficielle, ce qui est aussi exclu.

]EXERCICE 6.18

f(2) #0 pour 0 < |z <.

On pose

m = min |£(2)]

1. Montrer que pour u € D(0,m), la fonction g,(z) = f(z) —u a un
unique zéro, simple, dans le disque D(0,r).

On note F(u) ce zéro ; que vaut F'(0) ?

2. a) Donner la valeur de fC(O ” %dz. ou C(0,r) est le cercle de
rang r centré i l'origine
b) Etablir, pour v € D(0,m)

_ 1 2f'(2)
Flu) = 2w /C(o,r) f(z) - udz.
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¢) En déduire F(u) = Y77  a,u”™ dans D(0,m), avec, pour n > 1,

n=1

1 2f(2)
= Yin /cw) e

d) Calculer la dérivée de la fonction h,(z) = = et en
déduire que 'on a également

o — 1 / dz
" 2imn Joa ()]
3. On prend Q=C, f(z) =ze * et r=1.
a) Vérifier que 1’on a alors

1 nn—l
m= - et Ay =
e n!

b) Quel est le rayon de convergence de la série ) ., a,z" 7

SOLUTION

Q) étant un ouvert de C contenant le disque fermé D(0,7), r > 0, et f € H()
vérifiant
f(0) =0

F10) =1
f(z) #0 ¥zeD(0,r)\{0}.

Par principe de maximum : m > 0 ou

m = ‘g‘ﬁgglf(Z)l = lgfiglf(Z)l-

1. Si u € D(0,m) c’est & dire |u| < m, la fonction z — g,(2) = f(z) —
u est holomorphe sur le disque ouvert D(0,r) et vérifie pour tout z €

D(0,7)\{0}
l9u(2)] = |f(2) —u| > |f(2)| = |[u| > m|u| > 0.

D’ou

lgu(z) = f(2)| = [u] < [f(2)], pour tout |z] =r.
Par le théoréme de Rouché, on a

card(Zg, N D(0,7)) = card(Zy N D(0,7)) =1
(par hypothese sur f).

ou Z¢, Zg, désignent respectivement l’ensemble des zéros de f et de g,.
Par suite pour chaque u € D(0,m), la fonction g, = f — u admet un seul
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zéro dans le disque D(0, 7). De plus ce zéro noté F'(u), est simple pour g,
car 0 est un zéro simple pour f.

On a donc défini 'application
F:D(0O,m) — D(0,r)
u — F(u)
vérifiant
gu(F(u)) =0 Vue D(0,m)
ou bien
f(F(u)) =u

on a bien sir
f(F(0)) =0<= F(0) =0

2. a) La fonction z — Z;;i{ ) stant prolongeable en 0 par holomorphie (car

f(0) =0cet f/(0) = 1),

par suite, avec le théoréme des résidus, on a

E e )
/cm,r) ) & = ARy 0)

= 0=F(0)
b) Pour u € D(0,m) et u # 0 la fonction

2f'(2)

Z = ———

f(z) —u

est méromorphe dans D(0, r), ayant pour pdle simple F(u), d’ou par
le théoréme des résidus

/C 2G4~ omiRes (zf/(z) F (U)>

o f(z) —u f(z)—u’
Mais on a
ZfI(Z) = im (z— u M
Res( Gy F@) = lim G- F)(550)
L POFE@)

z—F(u) f’(F(u))

D’ou le résultat

o 2f'(2)
Flu) =55 /C(o,r) ) —u™

c¢) La fonction F' est développable en série entiere en 0 (car elle holo-
morphe dans D(0,m)), elle s’écrit sous la forme

o0
F(u) = Zanu" pour |u| < m,

n=0
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avec

Fn) (0)
n!

, VneN,

an =
(ici ag = F(0) = 0) de plus, on a pour tout entier n € N

F (y) = n! ﬂdz

T 2w Sy (f(z) —u)n

pour u = 0, on a pour tout entier n > 0

(n) !
SR N B
C(0,r)

R el N 11P9) ==
d) On a

L1 e

W) =GR T e
D’ou

dz
O:/ h;zdz:/ —— — n2mia,.
c(0,r) (2) oo [F&)™

Par suite pour tout entier n > 1

0 — 1 / dz
" 2min Joo [F(2)]7
3. f(z) = ze~* est une fonction holomorphe sur tout C. De plus

FO)=0, F(0)=1#0

et
f(z) 420 ¥ ze D(0,1)\{0}.

a) La borne inférieure de |f| sur le cercle unité C(0,1) est

z‘: — inf |e—cose‘:7

m = inf |ze~ .
1 0e[0,27] e

inf |e”
|z|= z|=1

|

D’autre part, par la question 2) - d, on a

1 d 1 nz
ap = —— / S (27i)Res <ez,0> .
2min Jo, e 2min en
D’ou L .
1 n"~ n""
mn— 7 -\ — v >1
“ n (n—1)! n! nzl)

. N n—1
b) Le rayon de convergence R de la série entiere ) - "——2" est tel

que
_ . Ap—1 _ . n+1n—1_ 3 ln_
BT 1= I () = L (T =
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Chapitre 7

Notion de primitive et topologie de H(?)

1 Notions d’homotopie et de simple connexité

Définition 1.1

Soit 7, et v; deux chemins d’un ouvert Q de C (i.e vg,7; : [0,1] — Q continus,
de classe C* par morceaux) reliant deux points « et 3 dans .

On dit que 7, et v, sont homotopes s’il existe une application continue

H:[0,1]%[0,1] — Q
(s,8) — H(s,t) = Hy(t)

telle que
1) Ho =70 et H1 =71
ii) Pour tout s € [0,1], Hj est un chemin C' par morceaux.

iii) Pour tout s € [0,1], Hs(0) =«, Hs(1)=7.

Autrement dit, 7y, et v; sont homotopes si on peut déformer continiiment -y,
sur v, par une famille de chemins reliant « et 5.

Définition 1.2

Soit v, et v, deux chemins fermés de Q (i.e vq,7; : [0,1] — Q continus, de classe
C' par morceaux tels que v,(0) = v5(1) et v,(0) =,(1)).

On dit que 7, et v, sont homotopes s’il existe une application continue

H:[0,1]%[0,1] — C
(s,) — H(s,t) = Hy(t)

telle que
i) Hy =17, et H =~,.
ii) Pour tout s € [0,1], Hg est un chemin de .

iii) Pour tout s € [0,1], H,(0) = H,(1).
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e La relation d"homotopie est une relation d'équivalence sur Lacet (€2, z) I'ensemble
des lacets de 2 de base z, i.e les chemins fermés de ) d'origine et d'extremité z.
On la note ~.

e Lorsque {2 est connexe par arcs, on définit le groupe fondamental de 2 noté
par

m1(Q) = Lacet(9Q, z)/N

comme le quotient de I'ensemble Lacet(€2, z) par la relation d’homotopie (z étant
un point arbitraire de 2).

On montre que ces espaces quotients définis & partir de z sont isomorphes.

Cette notion de groupe fondamental est trés importante en topologie algébrique. On
montre que deux espaces topologiques séparés, connexes par arcs et homéomorphes,
ont le méme groupe fondamental (a un isomorphisme prés).

Définition 1.3
Un espace topologique X séparé connexe par arcs est dit simplement connexe
si son groupe fondamental est trivial i.e s’il est réduit a 'unité.

e Autrement dit, X est simplement connexe si tout chemin fermé est homotope
a un chemin constant.

e Ce qui est équivalent 3 dire que deux chemins de mémes extrémités sont
homotopes.

On a le résultat important suivant.

Proposition 1.1
Toute partie étoilée d’un espace vectoriel normé est simplement connexe.

Soit 2 une partie étoilée par rapport & un point a € €, cela veut dire que pour
tout z € 2 le segment [a, z] C Q.
Si v est un lacet dans €2 d’extrémité et d’origine a alors 'application

H:[0,1] x[0,1] — Q
s,t) +—— H(s,t)=(1—8)a+ sv(t)

—~

est une homotopie de y au chemin constant ¢, (ot |g,| = {a}). D’ou le résultat.
|
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Corollaire 1.1
Tout convexe est simplement connexe.

(i) C est simplement connexe.
(ii) Tout disque de C est simplement connexe.
(iii) C* n’est pas simplement connexe.

(iv) Q@ = C \{z, Re(z) < 0 et Im(z) = 0} est simplement connexe car étoilé par
rapport au point 1.

(v) Le cercle unité S n’est pas simplement connexe.

2 Notion d’indice

Définition 2.1
Soit v un chemin fermé de C, on note par

Q=C\]l

Pour z € ), on définit I'indice de vy au point z par

Ind,(z) = %/ <d_Cz. (1)
¥

Proposition 2.1

[ ]
i) lapplication
Ind,: Q@ — C

z +— Indy(2)
est continue.
ii) L’image de Ind., est contenue dans Z: Im(Ind,) C Z.
iii) Ind., est constante sur chaque composante connexe de 2.

iv) De plus, Ind, est nulle sur la composante connexe non bornée de €.

i) La continuité de Ind, découle trivialement du théoréme de continuité des
intégrales dépendant d’un parameétre.
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ii) Soit v : [0,1] — C un chemin C! vérifiant v(0) = (1) et montrons que
Im(Ind,) C Z.
En utilisant le pramétrage de -y, on obtient

1 1 /
Ind,(z) = —/ ﬂds -2
2w Jo v(s) —z 24w
Montrons que exp(w) = 1 (ce qui équivalent & dire que 5% € Z).
Pour ce faire, considérons ’application

o] [ L0}

On a, par le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parameétre

/ V(1)
On en déduit, en posant ®
p(t
M=
que
R'(t) =0

et donc que h est constante sur [0, 1].
Comme ¢(0) =1,

. 1
"= o=
donc )
A
o(t) = Y0 = pour tout ¢ € [0,1],

~ étant un chemin fermé, on en déduit que p(1) = 1.
Le résultat reste vrai lorsque +y est continu et C' par morceaux.

iii) le 3éme point découle trivialement du fait que 'image d’un connexe par
une application continue est un connexe et que les connexes de Z sont les
singletons.

iv) Enfin, si z appartient & une composante connexe non bornée de €2, en
considérant (z,) une suite de cette composante non bornée tendant vers
I’infini, il est clair que

1 /
Indv(zn):i/ &ds—>0 si n— oo.
2im Jo v(s) — zn

Or on sait que
Ind,(z) = Ind(z,)

ce qui entraine que Ind,(z) = 0. |

Intuitivement, I'indice de v au point z est le nombre de tours que fait le chemin
~ autour du point z comptés selon le sens du parcours.
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3 Théoréme de Cauchy

Théoréme 3.1
Soit f € H(R2) et 7q, v, deux chemins (fermés ou non) homotopes dans .
Alors

(2)dz = [ f(2)d=.

Yo Y1

Si £ est simplement connexe, alors pour tous chemins ,,v; de mémes ex-

trémités, on a
f(z)dz = f(z)dz.
[yo (2)dz L (2)dz

1

Comme on le verra par la suite, cette propriété est trés importante pour définir la
notion de primitive d'une fonction holomorphe.

PREUVE DU THEOREME 3.1

On va tout d’abord supposer que 7y, et v; sont des chemins de classe C? avec
une homotopie de classe C?, i.e il existe une application

H:[0,1] x[0,1] = ©
de classe C? telle que Hy =v,, Hj =", et
H(s,0)=a, H(s,1)=p8 Vsel0,1]

ou bien
H(s,0) = H(s,1) Vse][0,1].

Notons alors par

o) = [ re

(s:)
1
OH
[ st % st
0 ot
On a alors par le théoréme de dérivation sous le signe somme

b OH OH O*H
| e G o e+ e n gl

1
= [ GlrwenGeola

g'(s)

(s.1) — f(H(s,0) 22

5(370)

= )
=0
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puisque

OH OH
E(Sa 1) = E(S’O) =0

dans le cas ou
H(s,0) =aet H(s,1) =g,
et

OH OH
E(S’O) = g(sal)

dans le cas ou
H(s,0) = H(s,1) pour tout s € [0,1].

On en déduit que g est constante et donc

[/0 f(z)d= L f(2)dz.

1

Si vy n’est pas de classe C?, il suffit de régulariser v, i.e construire une famille
7. de chemins de classe C? convergeant pour la norme C* vers v lorsque & — 0.
Le résultat découle alors par passage a la limite. |

4 Théoréme des résidus avec indice

Théoréme 4.1
Soit ) un ouvert simplement connexe de C. Soit f une fonction méromorphe
dans () et v un chemin fermé de §2 ne passant pas par les poles de f, alors

/f(z)dz:2i7r Z Ind,(w)Res(f,w)

weP(f)

ot P(f) est ’ensemble des poles de f dans Q.

L'hyposthése 2 simplement connexe n'est pas nécessaire, il suffit que ~ soit
homotope a un point dans €.

PREUVE DU THEOREME 4.1 \

Notons d’abord que les composantes connexes Ind, # 0 ne contiennent qu’un
nombre fini de poles de f.

Désignons par wi,ws, - ,wn ces poles.

I1 vient en vertu du théoréme 6.1.1 qu’autour de chaque pole w;

-1

FE) = Y an(z—w) + Y ar(z —wy)".
k=0

k=—n;
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Notons par
-1

Qi(2) = > ar(z—w))".

k:*ﬂj

Considérons alors la fonction
N
g=1f->0Q;
j=1

g ainsi définie est holomorphe dans un ouvert Q' C Q et contenant v (puisque
w1, -+ ,wn sont des singularités artificielles de g).
Comme v est homotope & un point, on a par le théoréme de Cauchy

donc

L fed =3 / Qi (2)dz.

j=1

-1

/Qj(z)dz = > /%(Z—wj)kdz
Y k=—n; v

-2

= Indy(wj)Res(f,w;)+ Z ak/(szj)kdz

krzfnj v

ce qui achéve la preuve du théoréme puisque pour n > 2

[Y(Z_dij)nzfy{_n—lkl(z—ij)nl]ldzzo-

5 Primitives des fonctions holomorphes

Définition 5.1
Soit f € H(R), on dit que f admet une primitive sur € s’il existe F' € H(Q)
telle que

F'(z) = f(z) pour tout z € Q.

e Toute fonction holomorphe dans un disque D(zg, R) posséde une primitive

o0 Zn+1 7 (o]
dans D(zg, R): (Zan7> = Zanz”.
n=0 n+ 1 n=0
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e La fonction z ——
F(z) telle que F'(z) =

n'admet pas de primitive sur C\{0}. En effet, s'il existait
sur C\{0}, alors on aurait

1
/ —dz = 0.
c(0,1) ?

1
/ —dz = 2im.
c(0,1) #

N R =

Théoréme 5.1
Soit ) un ouvert simplement connexe de C.
Alors pour tout f € H(QY), f admet une primitive sur Q.

Preuve

Soit a € () et désignons par 7, un chemin reliant a & z.
On sait, grace au théoréme de Cauchy, que si 7, est un autre chemin reliant a
a z, alors

FQdc= [ F(Q)d¢
Yz Yz

puisque
[ r©0ac- [ s@ac= [ a0
7z o Y=z
v, — 7, étant un chemin fermé de 2 donc homotope a un point.
Posons alors
Fz)= [ f(Q)dc.
Ve
D’aprés ce qui précéde, cette définition ne dépend pas du chemin suivi.
Prouvons que F' est holomorphe avec

Pour h € C assez petit, notons par 7, le chemin constitué de v, puis du
segment reliant z & z + h.
On a donc

F(z4h) - F(z) = /[ o

/1 F((1 =)z +t(z+ h))hdt
0

/1 (= + th)h
0

f(z)h—i—/o (f(z+th) — f(=))hdt.
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Par le théoréme des accroissements finis on a

[f(z+th) = f(2)| < [tIR]  sup [f'(u),
u€[z,z+h]

ce qui entraine que

F(z+h)— F(2)

Y — f(2) lorsque h —0

d’ou le théoréme. [

Définition 5.2

Soit ©Q un ouvert simplement connexe de C tel que 0 ¢ Q alors la fonction
Z— % admet une primitive sur §2.

On appelle log z cette fonction (qui est définie modulo une constante).

Sur Q@ = C\{z; Rez <0 et Imz =0} qui est simplement connexe, on peut
définir une fonction Log(z).
La détermination principale du logarithme est la primitive de z — % sur €
s'annulant au point z = 1.
Elle est d'aprés ce qui précéde donnée par

Log(2) = / =

z

ot si z=re’? 7, estle segment joignant le point z; = 1 au point 2o = 7 suivi

de I'arc de cercle contenu dans 2 joignant le point 2o = r au point z = re®? alors

T 0 : . i«
Log(2) :/1 a;t—&—/o T o= Log(r) + 6.

ret
On note arg(z) = Im(Logz) = 6.
Plus généralement, on peut aussi définir la fonction log sur I'ouvert
Q=C\{re”, r>0} ou 6;¢€[-mnl
i0

On trouve comme précédemment que si z = re*’ avec

0 6]91,01 +27T[ si 07 < 0,

0 6]01 — 27’(,01[ si 01 > 0,
alors Log(z) = Logr + if.
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e On définit aussi a partir de la fonction Log les fonctions puissances z% ol

a € C, par 2% = ealog(=).

e Attention, on peut avoir

Log(z122) # Log(z1) + Log(22).

Soit 21 = 29 = €2™/3 alors 2129 = e47/3 = ¢=27/3 QOn a
2
Log(z122) = ——
3
tandis que
dim

Log(z1) 4+ Log(z2) = 5

1. Soit 2 un ouvert connexe non vide de C. Montrer que si f,g €
H(Y) tel que Re(f) = Re(g) dans Q, alors f — g = ic dans Q (ou
c € R).

2. Montrer que si 2 est un ouvert non vide, simplement connexe
et u: Q) — R est une fonction harmonique dans () alors il existe
une fonction f € H(Q2) telle que

Re(f)=uw dans Q

f est unique a une constante additive (purement imaginaire)
prés.

SOLUTION

1. Posons h = f — ¢g. La fonction h est holomorphe sur l'ouvert connexe
Q et sa partie réelle est nulle. On en déduit que h est constante sur €.
Puique h prend ses valeurs dans <R, il existe une constante réelle c telle

que h = ic.
2. Posons
oo
- Oz Jy
10
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¢ est une fonction de classe C! sur Q telle que Re(p) et Im(yp) satisfont
les équations de Cauchy-Riemann

0  Ou 9%u 0%u 0 ,—0u

“ o ooy

((Y’E(%) :@_ )

oon P o w2
oy 0z’  dxdy Oz Oy  Oydx’

Par conséquent ¢ est holomorphe dans 2. Puisque 2 est simplement
connexe, ¢ admet une primitive F' dans Q. Soit Re(F) = w, Im(F') = u;
alors on sait que dans 2,

_Ow  Op  Ow Ow

=2 -
ox + or 0w oy
(a cause des équations de Cauchy-Riemann) d’ou

ou ou
F/ = = — —7—
14 ox ! dy

par conséquent on a

%—a—wet%—a—w dans €
or Oz dy Oy

et par suite u = w + ¢ dans {2, ¢ étant une constante réelle. Ainsi
u = Re(F + ¢) = Re(f),

avec f = F +c.

6 Topologie de H(f)

Définition 6.1

Soit (f;)jen une suite de C°(2) I'ensemble des fonctions continues sur un ouvert
non vide ) de C.

On dit que la suite (f;) converge uniformément vers f sur tout compact de )
si pour tout compact K de €,

sup | fj(z) — f(2)| — 0 lorsque j — oc.
z€K

Théoréme 6.1
Soit (f;)jemn une suite de H(S?). Supposons que f; converge uniformément vers
f sur tout compact de Q alors f € H(Q).

De plus, pour tout n > 1, la suite des dérivées niémes de f;, (f](”))j converge
uniformément vers f™ sur tout compact de Q.

11
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Ce théoréme est surprenant puisque le théoréme de Weierstrass dit que pour
toute fonction f continue sur [0,1], il existe (P;) une suite de polynémes qui con-
verge uniformément vers f sur [0, 1].

12
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Chapitre 8

Zéros des fonctions holomorphes et théoréme de
factorisation de Weierstrass

1 Produits infinis

Définition 1.1
Soit (uy,) une suite de C. On note

n
P, =uwus---u, = Huk
k=1

On dit que le produit infini H u,, converge si la suite (P,),>1 admet une limite
n>1
finie P lorsque n tend vers l'infini.

On note alors
o0
P = H Up,.
n=1

1
Montrer que le produit infini H — converge.
n
n>1

SOLUTION

On a

H % = exp <Z nl2> = exp(%).

n=1 n=1

Etudier la convergence du produit infini H e, 6 e R.
n>1
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SOLUTION

On a P, = e'?. D’oul le produit infini en question converge si et seulement
si 0 € 2nZ.

Proposition 1.1
Si le produit infini H uy, converge vers P # 0, alors la suite (u,,) converge vers
n>1

1.

Preuve

Le résultat découle du fait que P11 — P, = Pp,(un+1 — 1) et du fait que P # 0.
| ]

L'hypothese u,, — 1 ne suffit pas pour que (P,,) converge .
Par exemple, si u, =1+ % on a

- 1
log(P,) = Zlog(l + }) — 00 lorsque n — oo.
j=1

Proposition 1.2
Soit (un)n>1 une suite de C, on pose, pour tout entier n > 1

n n

Pn:H(1+Uj) et P;{:H(1+|uj|).

j=1 j=1

Alors on a
P <exp(Jui| + -+ |un|). (1)

Py—1 <P 1. (2)

La relation (1) découle de I'inégalité 1+ 2 < exp(x) valable pour tout réel x > 0.
Montrons maintenant (2) par récurrence.

Pourn=1,ona |P — 1] = |uy| = P — 1.

Supposons (2) vraie jusqu'a 'ordre n et montrons la pour n + 1.
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Par définition

|Poy1 =1 = |Pa(l + upqr) — 1
|(Pr = D) (tn41 + 1) + tna]

< (P = DA A fungal) + |una]
< Pr(l+4|upt1]) —1
< Py - L
d’otut la proposition. [

On en déduit le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 1.1
Soit (uy,) une suite de fonctions d’une partie Q de C a valeurs dans C.

Si la série E |un(2)| converge uniformément sur € vers une fonction bornée sur

Q, alors le produ1t infini H 1+ u,(z)) converge uniformément sur Q.
n>1
De plus si on note

ﬁ (14 up(z

alors
Z(f) =Un>1Z(1 4+ uy) (3)

ot Z(g) désigne I'ensemble des zéros de g.

n
En notant par P, ( H (14 (%)), on a en vertu de (2)

s
+
B
—~
183
~
=
—~
N
=
Il

H (14 unyj(2)) — 1]

k
k

IN

H (14 [up+;(2)]) = 1).

.
=

Or

Pua) < e (@) < (L hus2)) <
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Par conséquent

|Poii(2) = Pa(2)] < f[1+|un+g =1
k
< Ol () -]
< C[exp (i \un+J(z)|) - 1}.

Il
_

J

Enfin, comme la série E |un(2)| converge uniformément sur €2,

Ve>0, 3N telque V n>N, Z|un+](z)

=1

€
<55
2C
ce qui entraine, € étant choisi assez petit, que pour n > N
Patr(2) = Pal2)] < |Pa(2)](e/°C — 1) < e. (4)

Montrons maintenant (3). Il est clair que U,>1.Z(1 + uy,) C Z(f).
En faisant tendre k vers Uinfini dans (4), on obtient, pour tout entier n > N

e

donc -
[f(2)] = [Pa(2)[(1 = &),
d’oul pour ¢ assez petit
[P (2)]
F(o) = L
Par conséquent si f(z9) = 0 alors P,(z9) = 0 et par suite il existe un entier j
tel que u;(z9) = —1. [ |

2 Zéros des fonctions holomorphes

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théoréme précédent.

Théoréme 2.1
Soit Q un ouvert connexe de C et (f,) une suite de H(2).
On suppose que pour tout entier n, f, est non identiquement nulle et que la série

Z | fr| converge uniformément sur tout compact de Q.

Alors le produit infini H (1 + fn(2)) converge uniformément sur tout compact de
n>1
Q vers la fonction

= [[+ fulz
n=1
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De plus, f € H(Q2) et m(f,z) = Zm(l + fn, 2) pour tout z € €,
n=1

ot m(g, z) désigne l'ordre du zéro de g au point z avec la convention m(g,z) =0

sig(z) #0.

Nous allons maintenant construire explicitement une fonction holomorphe sur C
ayant des zéros fixés.
Il est clair que si {z1, -, 2k} sont les zéros fixés d'ordres respectifs mq,--- ,mg
d'une fonction holomorphe qu'on cherche a construire, on peut de maniére triviale
considérer la fonction

f(Z) = (z— z1>m1 (z — zp) ™",

Le probléme se pose vraiment lorsque I'ensemble des zéros fixés est une suite (z,)
sans point d'accumulation. |l s'agit donc d'une suite (z,) tendant vers I'infini.
Pour construire une telle fonction et ainsi montrer que |'unique contrainte qu’on a
sur I'ensemble des zéros d'une fonction holomorphe est de n'admettre aucun point
d’accumulation, on va introduire la suite (E,) de fonctions suivantes qui vont servir
de briques élémentaires pour construire des fonctions holomorphes s'annulant en un
point donné.

Définition 2.1
Posons

et pour tout entierp > 1

Il est clair que (E}) est une suite de fonctions holomorphes sur C vérifiant

E)z)=0&z=1.
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Lemme 2.1
Pour tout |z| <1, on a

11— Ep(2)] < [P ()

Pour p = 0, Iinégalité (5) est immédiate.
Supposons que p > 1. Un calcul élémentaire donne
’ zP p—1
Ey(z) = fexp(Z+-~-+$)+(1—z)(1+z+-~+z )exp(z+~~+;)

2P
= —2Pexp(z+- -+ —).
p

Comme E,(0) =1, on déduit que 1 — E,(2) a un zéro d'ordre p+ 1 en 0. Il vient
alors en vertu du théoréme 1.1 du chapitre 4 que

1— E,(2) = 2P*! Z a,2", présde 0,

n>0
d’ou
—Ep(2) =Y (n+p+1)anz"",
n>0
Or .
—E (2) =P exp(z 4 --- + %) = Z b,z" TP avec b, >0.

n>0

Par unicité du développement d'une fonction holomorphe en série entiére, on déduit
que a, > 0. Donc, pour |z| <1

L-Bp(2)| < [P anlal”
n>0
< Py an
n>0
< ot
puisque Zan =1-FE,(1)=1
n>0
D'ou le lemme. [ |

Théoréme 2.2
Soit (z,) une suite de nombres complexes vérifiant z, # 0 pour tout entier n et
|2n| — +00. Si(pn)n>1 est une suite de N telle que

oo r 14+pn
Vor> 0, Z (|Z|) < 00, (6)

n=1
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alors le produit infini
) z
P =11 5. () @
n=1 n

converge uniformément sur tout compact de C vers une fonction entiére dont
I'ensemble des zéros est la suite (z,,) avec

m(P,a) = card{ n;, zZpn=a } (8)

e Si on cherche a construire une fonction holomorphe f sur C dont I'ensemble
des zéros Z(f) = {(2,),0--- 0}, il suffit de prendre f(z) = 2*P(2).

e L'hypothése (6) est satisfaite pour p, =n — 1.
En effet, comme |z,| — 400 alors

Vr >0, 3ng(r)) Vn>ne(r), |z.]>2r

donc
r 1
— <=
|zn] — 2
et pour
ari " \i+p
Pn =n — 1, la série — ™ converge.
" 25

Ce théoréme découle aisément du théoréme 2.1. En effet, on a en vertu du
lemme précédent, pour |z| < r et pour n assez grand de sorte que |z,| > r

1+pn 1+pn
-5, (2)|< el ("

ce qui assure la convergence uniforme de la série

D (1= By ()

n>1

sur D(0,r).
D'ou le résultat. n
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Théoréme 2.3 (Théoréme de factorisation de Weirestrass)
Soit f une fonction entiére ne s'annulant pas a I'origine dont I'ensemble des zéros

est Z(f) ={(zn)}.

Alors il existe g € H(C) et (pn)n>1 une suite de N telle que

f) =@ [ E n<§n>. 9)

Si de plus O est un zéro d'ordre k de f, alors f s'écrit sous la forme

) = e ] By (2.
n=1 n

Soit P(z) le produit infini donné par le théoréme précédent. Il est alors clair

que la fonction g = == est holomorphe sur C et ne s'annule pas . Pour achever la

preuve du théoréme, il suffit de montrer I'existence d'une fonction g € H(C) telle

que
eI = g(2).
Il suffit de poser
9'(<)
z) = —>2d( + a,
) x/[O,z] g(C)
ol §(0) = e“. [ ]

Nous allons maintenant traiter le cas d'un ouvert €2 non vide quelconque de C.

Théoréme 2.4

Soit Q) un ouvert non vide de C, A un sous-ensemble au plus dénombrable de 2
sans point d’accumulation dans Q et (m(a))aca une famille d’entiers positifs.

Il existe une fonction f € H(?) telle que Z(f) = A et pourtoutaw € A, m(f,a) =
m(a).

Comme corollaire de ce théoréme, on a le résultat suivant qui donne une autre
caractérisation des fonctions méromorphes.
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Théoréme 2.5 (Caractérisation des fonctions méromorphes)
Toute fonction méromorphe sur un ouvert non vide ) de C est le quotient de deux
fonctions holomorphes sur 2.

’PREUVE DU THEOREME 2.5

Soit f une fonction méromorphe sur 2 et A = {z;} I'ensemble des poles de f

d’ordre m;.

Considérons g(z) la fonction holomorphe donnée par le théoréme 9.2.3 dont I'ensemble
des zéros est I'ensemble A = {z;} avec m; l'ordre de z; . Il est alors clair que
g.f = h € H(f2) ce qui assure le théoreme. [ |

PREUVE DU THEOREME 2.4

Le cas A fini étant trivial, on peut supposer que A est dénombrable.
Posons alors A = {(a;,)}. On peut aussi supposer que A est borné quitte a faire la

transformation homographique avec zp € Q\A.

zZ— 20
Maintenant a «, € A, on associe [3,, tel que

|8, — an| = dist(a,,C\ Q).

Il est clair que 5, ¢ Q et |3, — an| — 0.
Le produit infini

1) = TL B2 )
n=1 n

répond a la question.
En effet, en vertu de ce qui précéde, il suffit de montrer que la série de terme général
up(z) = 1— En(%) converge uniformément sur tout compact de Q. Soit K
un compact de 2 et posons

rn = 2|y, — B,

Comme 1, — 0, il existe un entier N tel que pour tout z € K et tout n > N
|z = B,| > rn.
On en déduit que pour tout n > N

O‘niﬁn
z_ﬁn

1
< Z
-2

donc, en vertu du lemme 9.2.1

O‘niﬂn lnl
‘I_E"<z—/3n )‘S(z) '

d'ou le théoréme. [ |
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Démontrer que la fonction f définie par

fe) =1 (1++)
n=1

est holomorphe sur le disque unité ouvert D, et que I'on a

1

f(z):l_iZQ

pour tout =z € C.

SOLUTION

Démontrons d'abord que f est holomorphe sur D(0,1).
Soit K un compact de D(0,1). Il existe 0 < r < 1 tel que K C D(0,r). Pour
z € K, on aalors [22"| < 72", Il en résulte que la série de terme général 22" est
normalement convergente sur K. D'ou le résultat.

1
Démontrons maintenant la relation f(z) = 1T
—z
Pour z € D(0,1), posons:
_ 1 _ [
[l vient facilement:
h(z) =h(z*) = =h(z*) = ...
D’apres le premier point, f € H(D(0,1)), donc h est continue sur D(0,1). Alors:
£(0)
h(z) =h(0) = —=% =
() =h0) = L5

Onadoncg=f.

(Fonction gamma)

Soit, pour z € C,

10
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1. Montrer que la fonction gamma I' est holomorphe dans le demi-plan
ouvert Rez > 0, et quonVn €N, V z € C tel que Rez > 0

oo
l"(”)(z):/ e t(logt)"t*tdt.
0

2. Vérifier qu’on a pour tout z € C tel que Rez > 0
I(z+1) = 2I'(2),
en déduire
(i) T(n+1)=n!, VneN

I'(z+n)
2(z+1) - (z+n—1)

I'(z) = VneN, VzeC, Rez >0

3. Montrer que I" se prolonge analytiquement sur C\(Z~) et que Res(T", —n) =

(7”1!)" pour tout entier n > 1.

4. On pose, pour n € N* et z € C tel que Rez > 0,
n t n
I.(2) :/ =1 (1— ) dt
0 n

a) En posant ¢ = nx, montrer que

1
I.(z) = nZ/ 271 — 2)"dx
0

et que pour tout z € C\Z~
lim T, (z) =T(z)

n—-+oo

(Formule d’Euler-Gauss).

b) (i) Montrer que siy, =1+ 1 +---+ = —logn (par n > 1 entier)
alors lim,,_, o, 7,, = v existe dans R et v ~ 0,577 (y est appelé
nombre d’Euler)

(ii) Montrer que si fi(z) = (1+ £)e"* (ou z € C et k € N¥), alors

n—-+o0o

lim [ fe(2) = £(2)
k=1

existe dans C.
(la convergence étant uniforme sur tout compact de C) et que

f(2) # 0 pour tout z € C\Z_.

11
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(iii) En déduire que, pour tout z € C,

I‘(lz) = ze'? ﬁ (1 + %) ek

k=1

(appelé produit canonique de Weierstrass).

5. Montrer, pour tout z € C,

En déduire que

1
2n+1

4 2n

)2

(appelé formule de Wallis)

6. En déduire, en utilisant la formule canonique de Weierstrass, la relation
des compléments suivante :

F'z)I(1—2) = , z€C\Z

sin 7z

7. Montrer la formule de duplication de Gauss-Legendre suivante :

YV z € C tel que 2z € C\Z_,

VAT(22) = 2227 T ()T (= + %).

SOLUTION

1. On a pour t €]0,+oc[, t*~' = elx=D1o&t Notons que
et 1| = e—teJrRez—l7
donc si 0 < a < Rez < 3 alors
le 17| < K (t)
avee % e Pl sit>1
(t){tal si0<t<l.
On a f0+oc K (t)dt converge (puisque fol t*~1dt converge et [ e 't?71dt

converge pour o > 0 et § > 0). Cela prouve (en appliquant le théoréme des

12
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fonctions définies par des intégrales) que la fonction I' est holomorphe dans
l'ouvert {z € C, Rez > 0} de C. De plus, on peut dériver sous le signe
intégrale, et on a pour tous n € N et z € C tel que Rez >0

I‘(”)(z):/ e t(logt)"t*'dt.
0

2. Une intégration par parties dans I'(z), pour Rez > 0, donne le résultat

o0 t=00 oo
/ e A dt = [e*ttﬂ +z/ e P de
0 t=0 0

= z2I(2)

I'(z+1)

car pour Rez > 0
Y = tim e e =0
puisque I'(1) = 1, on déduit que
I'n+1)=n!l, ¥Ynel.

L'équation fonctionnelle T'(z + 1) = 2I'(z), valable pour Rez > 0, donne par
récurrence, pour tout n € N*
I'z+1) TI'(z2+2) I'(z+mn)

Iz = z :z(z—l—l):...:z(z+1)---(z—|—n—l)'

3. Le membre a droite de cette derniére églité est une fonction holomorphe dans
{z € C/Rez > —n}\{0,—1,-2,--- ,—(n — 1)},

il permet donc de prolonger I' analytiquement a ce domaine et I" se prolonge
analytiquement sur C\Z~.
Comme précédemment, si n € N, —n est un péle simple de I', pour m > n

. _ '(m—n)
Jim (z+n)T() = (—n)(—n+1)-(—1)1.2-- (m—n+1)
=
n!

(en utilisant le fait que I'(m — n) = (m — n + 1)!) cela montre alors que

Res(T',—n) = (_1)n.

n!

4. a) En posant t = nx, on aura pour Rez >0etn>1

1
Tn(z) = nz/o 271 —2)"dx = n*B(z,n + 1)

13
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ol .
_ z—1 o C*ld
B(z.0) /0 211 — ) da

avec Rez > 0 et Re( > 0.
Puisqu’on a (voir exercice suivant)

alors

I'(z)l'(n+1)

nf———_—,
I'z+n+1)

En utilisant la 2éme question et '(n+ 1) = n!, on a

n?.n!

Fn(z):z(z—l—l)~~(z—§—n)

(%)

La définition de T',,(z) sous-forme intégrale donne une fonction holo-
morphe dans Rez > 0 et le membre a droite de I'égalité (x) donne un

prolongement analytique de T',, dans C\{0, —1, —2,--- , —n}. Montrons
maintenant la formule d'Euler-Gauss. De l'inégalité 1 —x < e ™™ Vzx €
R, on obtient

t n
|t= 1 (1 - ) | <eftex=le=t 0 <t<n,
n

donc

t

tZ71(1 - 7)71 X}() n[(t) < eREZ7167ta pour t > 0
n )

Rez-1

et on sait que [~ e e~tdt converge et que

t
lim 271 (1 — =)"x0,n((t) = € "t*", pour t >0

n—-+oo n

(avec xjg,,( la fonction caractéristique de |0, n[).
Enfin, par le théoréme de Lebesgue, on conclut que
> t

lim T'(z) = lim 711 - =)"X0,n((t)dt
n :

n—oo n—oo 0

= / e 't ldt = T'(2).
0

b) i) Remarquons que

1 + log(1 1
_ ——— 1o _
Tn+1 — Tn — g nr

7)

est strictement positif et 0 < 7, < v; = 1 d'ot I'existence de
v =lim~,,.

14
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(iii)
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D’autre part pour tout entier n > 1

Tn

Puisque

:z:lkzk-i-l

pour on a :

On remarque que pour tout z € C tel que [2] < 1 on a

=1
1—(1-2) Z|<|Z2<Zk >=|Zl2
k

on obtient donc, V £k =1,2,---
|2

z
[ D)
dés que |z| < k, ainsi, la série ;2 | |fr(z) — 1| est normalement con-
vergente dans tout compact de C. Par le théoréme des produits infinis,
le point (ii) est établi.

Montrons maintenant que pour tout z € C\Z~
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En utilisant a, b-(i) et b - (ii), on obtient le résultat par passage a la
limite lorsque n tend vers 400 ; et on a la formule suivante (appelée le
produit canonique de Weierstrass)

5. Pour tous M > 0 et z € C tels que |z| < M, on a

0o 22 0o 1

—| <M — < +00
D || SM Y55 <+
n=1 n=1

. . . 2
le produit infini z[[ 2, (1 — %) converge sur tout compact de C vers la

n
fonction entiére

de plus pour tout z € C\N
fl(z) 1 = 2z
fz) =z +nz:: 22 —n?

Mais, pour tout z € C\(wZ), on a

 — 2z
cotgz = — + _—
g z 7222—n27r2

(car
k
1 1 1
tgr — = = i [
corg% z kggo;::l z—n7r+z+n7r
_ = 2z
- Z 22 n27r2)'
n=1
D'ou P
z
2~ = qcotgrz, z€ C\N
f(z)

et par suite f(z) = csinmz, z€C

ol la constante ¢ vérifie
1 . z . sinwz
f:hmM:chm =c

m z—0 T2 z—0 Tz

1

o

Par conséquant f(z) sinmz, z € C; On a donc :
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En posant z = % on aura
= (2n—1)(2n+ 1)

1_Wﬁ<14rlﬂ)_gﬂ 2n)?

2
n=1 n=1
ce qui est équivalent a
T T (2n)(2n)  2.24.4.6.6- -
2 L (2n-1)(2n+1) 133557
dou 2,4 2 1
Y n
Z— 1 V2 2y2 ... 2
5 = ()G G ) 5

(égalité appelée formule de Wallis).
6. Par la formule canonique de Weierstrass (4-b) et par 5), ona, V z € C

1 1 5 T 22 sinmz
= — ]_ _— — = —
I'(z)I(—z) : nll( n2) T
d’autre part, par la formule de I, on a
I'l-2)=—-2T(-2), VzeC\N
VzeC\Z

d’'ou -
I')I'(1-2)=
()71 = 2) sinmz’
(formule appelée relation des compléments).

7. On pose, pour z € C tel que 2z € C\Z~
227 ()0 (2 + 3)

9(2) T(22)

I()=ym etI'(1)=1,0na
o(3) = Vi

Pour établir la relation (de duplication de Gauss-Legendre) il suffit de montrer
Pour le faire, on utilise la formule d'Euler-Gauss

Puisqu'on a

que g(z) est constante.

établie en 4-a. ( "
n — 1)In?
I'(z) =l
(2) n1—>rgoz(z+1)~--(z+n—1)
(n—1)n=tz

1
I'z+ =) = lim - pr

(2n — 1)!(2n)**

et
I'(2z) = lim i ST

aprés un calcul simple, on a
[(n —1)]2nz22n—1

9(z) = lim (2n— 1)

n—oo

d'ou g(z) est constante égale a g(3) = /7.
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( Fonction Béta)

Soit, pour z,{ € C

1
ﬁ<z,g)=/0 - )6t

1. Montrer que z — ((z,() est holomorphe pour Rez > 0 (avec ( fixe,
Re¢ > 0) et ( — [(z,() est holomorphe pour Re{ > 0 (avec z fixe,
Rez > 0).

2. Montrer pour tous z,( € C tel que Rez > 0 et Re( > 0, on a

L(z)I'(0)

B(z,¢) = TG10)

En déduire que 3(z,() = B((,z) et qu'en posant t = cos’z dans la
définition de 3(z, (), on obtient

/2 1
/ (cos 2)?*(sinz)*dz = iﬁ(z,c)
0

ou z,( € C tel que Rez > 0 et Re( > 0.

SOLUTION

On note, pour z,{ € C

(appelée fonction béta).

1. Convergence de 5(z,()
Fixons ¢ € C tel que Re( > 0 ; on a

|71 (1 — ) = e (1 — )Rl o<t <1,
et puisque l'intégrale f01 t*(1 — t)*dt converge si > 0 et 1 > 0, on obtient

(par le théoréme des fonctions définies par des intégrales) que la fonction

18
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z — B(z,() est holomorphe si 0 < a < Rez avec p = Re( > 0 (¢ fixé), car
alors
- <l -l 0<t< L

En variant «, on obtient que la fonction z — (§(z,() est holomorphe pour
Rez > 0 (avec ( fixé tel que Re¢ > 0).

On obtient de la méme maniére que la fonction ¢ — §(z, () est holomorphe
pour Re¢ > 0(z € C fixé tel que Rez > 0).

2. Il suffit de montrer la formule pour z et ( réels et > 0. On obtient en utilisant
le théoréme de Fubini pour les fonctions positives

(/000 tz_le_tdt) (/000 sc_le_sds)
/00 tz_le_t(/oo tcvc_le_t”dv) dt
0 0

I'(2)I'(¢)

(en posant s = tv),

D'ou
L)) = / v¢ / e~ (IHv)tpz+e— 1dt)dv
0
e’} w,,z+¢—1
= / v¢ / de)dv
0 o (1+w)=te
[e'e] g 1 [ee]
= (/ v ——dv )(/ efwwzﬁcfldw)
0 1 +'U Z+< 0
Mais, on a -
/ e Yw T dw =T'(2 4 ¢)
0
et

/OO UC—l 4 _/OO v ¢—1 1 Z+1d
o (1+wv)zH¢ v o \l+w 1+w v

par le changement de variable t =

1
T35 On a

¢! _ l =14, _
/Omdv—/ot (1= )5~1dt = B(z,¢).

Par conséquent, on a pour tous Rez > 0 et Re( > 0

I'(Z)0(¢) = B(z, Oz +¢)

ou bien I)T()
z
Remarquons qu'on a :
B(Z’C) = ﬁ(<7 )
19
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3. En posant t = cos? x dans l'intégrale 5(z, ), on aura
71'/2 1
/ (cos )% (sin ) > dx = 55(2’ )
0
qui s'écrit a l'aide de la fonction I' comme

w/2
/ (cosz)* (sinz)*dz = w, pour Re o > 0 et Re pz > 0.
0 20(%5%)
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