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Jeune lycéen, j'avais, pour les manuels scolaires, une vénération quasi-religieuse. Que représentaient pour moi ces livres
qu'une main z¢€lée avait soigneusement recouverts en début d'année ? Je ne saurais le dire avec précision : ils conte-
naient, sans doute, la Vérité. A mon sens, par exemple, un théoréme ne pouvait étre énoncé que dans le scrupuleux res-
pect des termes de 1'ouvrage ; approximative, la restitution n'était pas valable. L'utilisation, par les professeurs, des po-
lycopiés (rappels et compléments de cours, énoncés de problemes ...) n'était pas, alors, habituelle ; je pense, aujourd'hui,
que cela était di bien plus aux difficultés de reprographie qu'a un non-désir de ces professeurs d'imprimer leur griffe
personnelle par le choix d'exercices originaux. Ils se référaient constamment aux manuels, en suivaient fidelement la
progression, y puisaient les exercices. Je me souviens, d'ailleurs, d'avoir été troublé quand, en Terminale, mon profes-
seur de Math., que je révérais aussi, se permettait parfois quelques critiques a 1'égard d'un ouvrage qu'il nous avait pour-
tant conseillé ! Quant aux auteurs de ces livres, ils restaient énigmatiques : qui étaient ces demi-dieux détenteurs du
Savoir ?

Plus tard, mes rapports d'étudiant avec les manuels didactiques ont, évidemment, évolué, mais je crois avoir, naivement
sans doute, conservé cette approche faite d'envie et de respect qui m'empéche, par exemple, de porter des annotations
en marge — je ne jouerai pas la farce d'un Pierre de Fermat ! — et cet a priori favorable qui me rendrait difficile la ré-
daction d'une critique objective.

Heureusement, tel n'est pas mon propos aujourd'hui ! Mais j'ai voulu, par ces quelques mots, souligner I'importance ca-
pitale — méme dans le subconscient de chacun — de ces livres de cours sur lesquels vous travaillez durant vos études et
qui vous accompagnent toute votre vie.

Aucun professeur, fiit-il auteur de manuels, ne songerait a conseiller un livre en remplacement d'un enseignement vi-
vant et vécu. Mais, le cours imprimé, s'il est fidele a la lettre et a I'esprit du programme d'une classe, peut aider, de facon
trés importante, 1'étudiant consciencieux. Celui-ci, surtout lorsqu'il est débutant, trouvera la sécurité dont il a besoin dans
un plan clair, précis, rigoureux, dans une présentation particulierement soignée ou les diverses polices de caracteres sont
judicieusement alternées, dans la vision d'ensemble des questions dont traite 1'ouvrage. Il y recherchera, avec la certi-
tude de les obtenir, telle démonstration qu'il n'a pas bien comprise, tel exemple ou contre-exemple qui 1'aidera a mieux
assimiler une notion, la réponse a telle question qu'il n'a pas osé poser sinon a lui-méme...

Pour que le livre joue ce role d'assistant — certes passif mais constamment disponible — il doit, je pense, étre proche des
préoccupations immédiates de 1'étudiant, ne pas exiger, pour sa lecture, un savoir qui n'a pas encore été acquis, ne pas
rebuter par 1'exposé trop fréquent de notions trop délicates ; mais il doit, cependant, contenir une substance suffisante
pour constituer les solides fondations sur lesquelles s'échafaude la pyramide du savoir scientifique.

On l'imagine, des lors, aisément : 1'écriture d'un tel manuel, a I'intention des étudiants des classes préparatoires ou d'un
premier cycle universitaire, demande, a coté de la nécessaire compétence, des qualités pédagogiques certaines, affinées
par une longue expérience professionnelle dans ces sections, une patience et une minutie rédactionnelles inouies.
Jean-Marie Monier a eu le courage de se lancer dans ce gigantesque travail et les ouvrages qu'il nous propose aujour-
d'hui — apres les recueils d'exercices qui ont eu le succes que 'on sait — montrent qu'il a eu raison : il a, me semble-t il,
pleinement atteint le but qu'il s'était fixé, a savoir rédiger des livres de cours complets a I'usage de tous les étudiants
et pas seulement des polytechniciens en herbe. Les nombreux ouvrages d'approfondissement ou de spécialité seront,
évidemment, lus et savourés plus tard, ... par ceux qui poursuivront. Pour l'instant, il faut, a 1'issue de la Terminale,
assimiler completement les nouvelles notions de base (la continuité, la convergence, le linéaire...) ; le lecteur est guidé,
pas a pas, par une main siire qui le tient plus fermement dés qu'il y a danger : les mises en garde contre certaines erreurs
sont le fruit de I'observation répétée de celles-ci chez les éleves.

A tout instant, des exercices sont proposés qui vont l'interpeller : il sera heureux de pouvoir, quelques dizaines de pages
plus loin, soit s'assurer que, par une bonne démarche il est parvenu au bon résultat, soit glaner une précieuse indica-
tion pour poursuivre la recherche : le livre forme un tout, efficace et cohérent.

Vil



Préface

\"11]

J'ai dit quel r6le majeur dans la formation d'un jeune esprit scientifique peut jouer un manuel qui lui servira de réfé-
rence pendant longtemps. Sa conception, sa rédaction, sa présentation sont, alors, essentielles : on ne peut que viser a
la perfection !

C'est tout le sens du travail effectué par Jean-Marie Monier avec une compétence, un goit, une constance admirables,
depuis le premier manuscrit jusqu'aux ultimes corrections, dans les moindres détails, avant la version définitive.

Ces ouvrages qui répondent a un réel besoin aujourd'hui, seront, j'en suis persuadé, appréciés par tous ceux a qui ils
s'adressent — par d'autres aussi sans doute — ceux-la mémes qui, plus tard, diront : « Ma formation mathématique de
base, je I'ai faite sur le MONIER ! ».

H. Durand
Professeur en Mathématiques Spéciales PT*
au lycée La Martiniere Monplaisir a Lyon



Avant-propos

Ce nouveau Cours de Mathématiques avec exercices corrigés s'adresse aux éleves des classes préparatoires aux

grandes écoles (1™ année PCSI-PTSI, 2¢ année PC-PSI-PT, PC*-PSI*-PT*), aux étudiants du premier cycle universi-
taire scientifique et aux candidats aux concours de recrutement de professeurs.

Le plan en est le suivant :

Analyse PCSI-PTSI : Analyse en 1" année
Algebre PCSI-PTSI : Algebre en 1™ année
Géométrie PCSI-PTSI : Géométrie en 1" année
Analyse PC-PSI-PT : Analyse en 2° année

Algebre et géométrie PC-PSI-PT : Algébre et géométrie en 2° année.
Cette nouvelle édition répond aux besoins et aux préoccupations des étudiant(e)s.

Une nouvelle maquette, a la convivialité accrue, assure un meilleur accompagnement pédagogique. Le programme
officiel est suivi de pres ; les notions ne figurant pas au programme ne sont pas étudiées dans le cours. Des exercices-
types résolus et commentés, incontournables et cependant souvent originaux, aident le lecteur a franchir le passage du
cours aux exercices. Les trés nombreux exercices, progressifs et tous résolus, se veulent encore plus accessibles et per-
mettent au lecteur de vérifier sa bonne compréhension du cours.

Des compléments, situés a la limite du programme sont traités, en fin de chapitre, sous forme de problémes corrigés.

Jaccueillerai avec reconnaissance les critiques et suggestions que le lecteur voudra bien me faire parvenir aux bons
soins de Dunod, éditeur, 5, rue Laromiguiere, 75005 Paris.

Jean-Marie Monier

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.



Pour bien utiliser

CHAPITRE 1

La page d’entrée de chapitre

Elle propose une introduction au cours, un
rappel des prérequis et des objectifs, ainsi
qu’un plan du chapitre.

d'up
endop, .
- Orphismea

Le cours

Le cours aborde toutes les notions du pro-
gramme de facon structurée afin d’en faciliter
la lecture.

La colonne de gauche fournit des remarques
pédagogiques qui accompagnent I'étudiant
dans l'assimilation du cours. Il existe quatre Les pictogrammes dans la marge
types de remarques, chacun étant identifié par
un pictogramme.

(reformulation d'un énoncé, explication d'une

\/ Commentaires pour bien comprendre le cours
démonstration...).

i\ Indication du degré d'importance d'un résultat.

5 Mise en garde contre des erreurs fréquentes.

Rappel d’hypothése ou de notation.

s
pran)
). pesise PO

pga=PO@An”

Les exercices-types résolus

Régulierement dans le cours, des exercices-
types résolus permettent d'appliquer ses
connaissances sur un énoncé incontour-
nable. La solution est entierement rédigée
et commentée.



cet ouvrage

Les méthodes a retenir

Régulierement dans le cours, cette rubrique pro-
pose une synthése des principales méthodes a
connaitre.

Les exercices et problémes

Dans chaque chapitre, a la fin d’'une sous-partie,
des énoncés d’exercices sont proposés pour
s'entrainer. La difficulté de chaque exercice est
indiquée sur une échellede 1a 4.

Alafin de certains chapitres,des énoncés de pro-
blémes proposent d'aller plus loin.

S o
e =R

Les solutions des exercices et problemes

Tous les exercices et problemes sont corrigés.
Les solutions sont regroupées en fin d'ouvrage.

Xl



X

Programmes PC, PSI, PT

Chapitre 1 : Compléments d’algebre linéaire

* Dans la voie PT, la notion de somme directe (§ 1.1) n’est au programme que dans le cas de deux sev d’un ev de
dimension finie.

* Le théoreme du § 1.2.1, I’étude de I’interpolation du point de vue de 1’algebre linéaire (§ 1.2.2), la dualité (§ 1.3) ne
sont pas au programme PT.

* La notion de base duale (§ 1.3.3) n’est pas au programme PC.

Chapitre 2 : Déterminants

* L'étude du groupe symétrique (§ 2.1) n’est pas aux programmes PC, PT ; la démonstration de 1’existence du déter-
minant est admise.

* La définition et les propriétés de la comatrice (§ 2.6.2) ne sont qu’au programme PSI.

Chapitre 3 : Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

* Les notions de polyndme d’endomorphisme et de polyndme de matrice ne sont pas au programme PT.
* Le théoreme de Cayley-Hamilton (§ 3.5.3) et I’étude des idéaux de K[X] (§ 3.5.4) ne sont qu’au programme PSI.

Chapitre 4 : Espaces préhilbertiens réels

* L'étude (élémentaire) des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques (§ 4.1) n’est pas au programme
PC.

* La notion d’adjoint (§ 4.4) et la réduction simultanée (§ 4.5.2) ne sont qu’au programme PSI.

Chapitre 5 : Espaces préhilbertiens complexes

Ce chapitre ne concerne pas la voie PT.
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Compléments

d'algebre linéaire

] .
W8 Plan Introduction
1.1 Espaces vectoriels 4 Nous abordons dans ce chapitre un deuxieme niveau dans 1’algebre linéai-
Bt 9 re, constitué de compléments sur les espaces vectoriels et les applications
linéaires, de I’étude de la dualité et de la manipulation des matrices par
1.2 Applications blocs.
linéaires 9 La dualité constitue une premiére étape vers 1’étude des distributions, qui
Exercices 13 dépasse le cadre de cet ouvrage.

La décomposition des matrices en blocs traduit souvent des propriétés pro-
1.5 Dualité 13 fondes des applications linéaires qu’elles représentent, et la manipulation des

Exercices 22 blocs permet de résoudre de facon élégante certains exercices sur les matrices
et les déterminants.

1.4 Calcul matriciel 22
Exercices 26,33

Prévequis

* Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices, déterminants

d’ordre 2 ou 3 et systemes linéaires (Algebre PCSI-PTSI, ch. 6 2 9)

* Espaces vectoriels normés (Analyse PC-PSI-PT, ch. 1)

* Séries (Analyse PC-PSI-PT, ch. 4)

* Séries entieres (Analyse PC-PSI-PT, ch. 6).

Objectifs

e Définition et étude des notions de somme et de somme directe de plu-
sieurs sev

* Mise en place de la théorie de la dualité en algebre linéaire

* Acquisition des techniques de manipulation de la trace et des blocs dans
le calcul matriciel.

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.



Chapitre 1 - Compléments d'algébre linéaire

K désigne un corps commutatif. Conformément au programme, on peut se limiter aux cas
K=R,K=C.

= 1.1 Espaces vectoriels

1.1.1  Familles libres, familles liées, familles généra-
trices

E désigne un K-espace vectoriel (en abrégé : K-ev), I désigne un ensemble fini.

On dit aussi que x est combinaison On appelle combinaison linéaire d'une famille (x;);cy d'éléments de E tout élément

linéaire finiedesx;, i € 1. . . . o1
! x de E tel qu'il existe une famille (¢;);<; d'éléments de K, telle que x = Z o X;.

iel

Cette Définition généralise celle vue en 1) Une famille (x;);e; d'éléments de E est dite libre si et seulement si, pour toute

1" année pour le cas d'une famille finie, famille (0[')' I d'éléments de K :
~ cf Algébre PCSI-PTSI, § 6.3.1 D&f2. ie :

Zaixi =0= (Vi el, o = 0).
iel
2) Une famille (x;);e; d'éléments de E est dite li€e si et seulement si elle n'est pas

libre, c'est-a-dire si et seulement s'il existe une famille (¢;);<; d'éléments de K,
telle que :

(a)ier # (0) et ) aix; =0.

iel

Une famille (x;);c; d'éléments de E est dite génératrice de E (ou : engendre E) si
et seulement si tout élément de E est combinaison linéaire de (x;);¢7-

Une famille (x;);c; d'éléments de E est appelée base de E si et seulement si elle est
libre et génératrice de E.

La Proposition suivante est immédiate.

Si (e;); ey est une base de E, alors, pour tout x de E, il existe une famille (§;);<; de K,

unique, telle que x = Zfiei- Les & (i € I) sont appelés les coordonnées (ou :
iel
composantes) de x dans la base (¢;);e;.

1.1.2 Sommes, sommes directes

E désigne un K-ev, I désigne un ensemble fini.



1.1 « Espaces vectoriels

Soient / un ensemble fini, (E;);c; une famille de sev de E. On appelle somme de

= Cette Définition généralise celle vue en (Ej)iel, et on note ZE,-, I'ensemble des sommes Zx,' lorsque (x;);e; décrit
/ 1" année pour deux sev, cf. Algébre iel iel
* PCSI-PTSI,§6.2.
1%
iel

ZEiz{Zx,-;ViEI, xieEi}.

iel iel

Soient / un ensemble fini, (E;);c; une famille de sev de E. On dit que la somme

— ™y Cette définition généralise celle vue en Z E; est directe si et seulement si :
J/\ 1" année pour deux sev, cf. Algébre iel
" PCSI-PTSI,§ 6.2.

Y(xj)iel € l_[El', (Zx,- =0= (Vi el, x; =O)>.

iel iel

On note alors @ E; au lieu de Z E;.

iel iel

Remarque:
Si F1,F»,F3 sont des sev d'un ev E, on peut avoir F] N F, = F| N F3 = F, N F3 = {0}
sans que la somme F| + F> + F3 soit directe, comme le montre |'exemple de trois droites

vectorielles de R? deux & deux distinctes.

"3 F et G sont supplémentaires dans E
\ / si et seulement si : ) ; . . .
Deux sev F,G de E sont dits supplémentaires dans E si et seulement si la somme

FNG={0)et F+G=E F + G est directe et égale a E.

/ Casdes polynomesauneindéterminée, | Soient P € K[X] tel que deg (P) > 1, et n = deg (P) — 1. Le sev P K[X] (formé
des multiples de P) et le sev K,[X] (formé des polyndmes de degré < n) sont sup-
plémentaires dans K[X].

Preuve

o Il est clair que P K[X] et K,,[X] sont des sev de K[X].

*Soit M € (P K[X]) N K,[X]. Tl existe B € K[X] tel que M = PB, etdeg (M) < n.
SiB #0, alors: deg (M) = deg (P) +deg(B) > deg(P) =n+ 1, contradiction.
Donc B =0, puis M = 0.

Cecimontre : (PK[X]) N K,[X] = {0}.

* Soit A € K[X]. Par division euclidienne de A par P, il existe Q,R € K[X] tels que :

A=PQ+ R et deg(R) <deg(P).
Onaalors: A=PQ+ R, PQe PKI[X], ReK,[X],

ce qui montre : (P K[X]) + K,[X] = K[X].
Finalement, P K[X] et K, [X] sont des sev supplémentaires dans K [X].
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Soient £ un K-ev de dimension finie et (E;);cs une famille finie de sev de E telle

que la somme Z E; soit directe. On a alors :
iel
dim (@ E,-) =Y dim (E)).
iel iel

Preuve
Puisque E est de dimension finie, pour tout i € I, le sev E; de E admet au moins une base finie ;.

Notons B; = (e;,j)1< j<ji Considérons B = U B; (réunion ordonnée).

iel
1) Soitx € E.

"y xsedécomposelinéairementsurles E;, Puisque E = GB E;, il existe une famille (x;);ey telle que :
\ / et chaque x; se décompose iel

linéairement sur B;, donc x se Viel, x; € E;

décompose linéairement sur 3.

=Y u
iel

Pour chaque i € 7, x; se décompose sur 53; ; il existe (§;) 1< <, € K tel que :

Ji
xi=) &jeij
j=1
On a alors :
Ji
x=) ) Eijei
En fait, on vient de montrer plus iel j=1
généralement quesi £ = Z Ei, et donc x se décompose sur B.
iel
si, pour chaque i€l B; Ceci montre que B engendre E.
engendre E;,alors|_J 55;engendre E. 2) Soit (&,j)jer,1< j<,; une famille d'éléments de K telle que :
= . << '
13 Ji
DD ey =0.
icl j=1
Ji
~ ™3 Pour chaque i € I, on regroupe les En notant, pour chaque i € I, x; = Zéi.je,’_j, ona:
/ termes appartenanta E;. j=1
Viel, x; € E;
in =0.
iel
Comme la somme EB E; est directe, il en résulte :
iel
Viel, x; =0.
Ji
7 En fait, on vient de montrer plus Soit i € 1. Comme Zgﬁfeﬁf =x; = 0etque B; = (e j)1< <, est libre, on déduit :
/ généralement que,sila sommeZ E; j=1
i ) | e vjell,....ji}, & ;=0.
estdirecte etsi,pourchaque i € I, 3;
est libre dans E;,alors U B; estlibre. Ceci montre que B estlibre.
iel On conclut que 3 est une base de E.

On a alors :

dim (EB E,-) = Card<UB,-) =Y cad(B) =Y dim (E)).

iel iel iel iel



1.1 - Espaces vectoriels

Soient £ un K-ev de dimension finie et (£;);<; une famille finie de sev de E telle
que la somme Z E; soit directe. On a alors :

iel

E= @E,- «— dim (E) = Zdim(Ei).

iel iel

Preuve
*SiE= ED E;, alors, d'apres la Proposition 2 précédente :
iel
dim (E) = dim (@ E;) = dim(E)).
iel iel

* Réciproquement, supposons dim (E) = Z dim (E;). Alors, d'apres la Proposition précédente :

iel
dim (EB E,-) = dim (E;) = dim (E).
iel iel
Cf. Algébre PCSI-PTSI, § 6.4 2) Cor.2. Comme EB E; estun sev de E de méme dimension que £, on conclut EB E; =E.
g iel iel

Soit (E;);es une famille finie de sev de E telle que E = @ E;. Pourtoutx € E, il
iel
existe (Xj)jes € 1_[ E; unique tel que x = in ; on note p; : Em:;ij , pour tout
iel iel
iel.

On a alors :

*Vie€l, piopi=pi

/ Ces trois propriétés sont immédiates. *V(i,j) € I?, (i #j=piopj = ())
> pi=ldg.
iel

On dit que (p;);e est la famille de projecteurs de E canoniquement associée a la
décomposition de £ en somme directe £ = @ E;.

iel

La Proposition suivante est immédiate.

Soient (E;);c; une famille finie de sev de E telle que E = @ E;, et Fun K-ev.
iel
Pour toute famille (;);<; telle que :

Viel, u; € L(E;,F),
il existe u € L(E, F) unique telle que :
Viel, ui=ulg

ol u |g; désigne la restriction de u a E; pour le départ.
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De plus, on a alors, en notant (p;);c; la famille de projecteurs canoniquement asso-
ciée a la décomposition de E en somme directe £ = @ E;:
iel
Vx € E, u(x) = Zui(pi(x)).

iel

Soient E un K-ev de dimension finie, 3 une base de E.

Ainsi, B est une base de E adaptéea F 1) Soit Funsev de E. Ondit que B est adaptée a F si et seulement si B « commence »
| siet seulement s'il existe une base B par une base de F.
de F et une base B, d'un

supplémentaire de F* dans E, telles 2) Soit (E;);es une famille finie de sev de E telle que E = @ E;. On dit que B est
que B = B U B;,réunion ordonnée.

iel
adaptée a la décomposition de E en somme directe E = @ E; si et seulement s'il
iel
existe une famille (B;);jcr ou, pour tout i € I, B; est une base de Ej, telle que

B = U B; (la réunion étant « ordonnée »).
iel

Remarque :

D'aprés la preuve de la Proposition 2,si E = @ E;, et si,pour chaque i € I, B;est une base
iel
de E;, alors UBi est une base de E adaptée a la décompostion de E en somme directe
iel

E:EBE,-.

Exercices 1.1.1a1.1.3. iel

Dimension et somme directe

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, (E;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) la somme Z E; est directe

iel

2) dim (Z E,-) = Zdim (E;).

iel iel

Solution Conseils

1) = 2):

C'est un résultat du Cours. Cf. §1.1.2 Prop.2 p.6.
2 = (1):

On suppose :  dim (Z E,-) = Zdim (E)).

iel iel

Soit (x;)ies € [ [ Ei tel que: Y x; =0.

iel iel



1.2+ Applications linéaires

Solution Comnseils

Pour chaque i € I, il existe une base B; de E;, commengant par x; si x; # 0, et  Théoréme de la base incompleéte,
quelconque si x; = 0. cf. Algebre PCSI-PTSI, § 6.4.1) Th. 2.

Notons : B = U B;. La réunion est ordonnée.
iel

Puisque, pour tout i € I, B; engendre E;, B engendre Z E;. Celbpprein: et pre e R

— p.6.
1€l
D'autre part :
Card (B) = Y Card (B;) = ) _ dim (E;) = dim (Z E)
iel iel iel
Il en résulte que B est une base de Z E;. Si une famille finie engendre un sev et a un
iel cardinal égal a la dimension de ce sev,

. alors cette famille est une base de ce sev.
Notons J = {i € I'; x; # 0}.

Si J # @, alors (x;);e; est liée, car par hypothese in = Zx,» =0,
iel iel
en contradiction avec (x;);c; sous-famille de la base B. Toute sous-famille d'une famille libre est
libre.
Ceci montre que : Vi e l, x; =0,

et on conclut que la somme Z E; est directe.
iel

1.1.1 Soient E un K-ev, A,B,C des sev de E tels que B C C.
Montrer :
(A+B)NC=(ANC)+ B.

= 1.2 Applications linéaires

1.21 Théoreme d’'isomorphisme

Théoréme d’isomorphisme

} Ainsi,tout supplémentaire de Ker(u) Soient E,F deux K-ev, u € L(E,F), E' un supplémentaire de Ker (x) dans E.
| dans E estisomorphe a Im (i) .

L'application £/ —> Im (u) est un isomorphisme de K-ev.
X — u(x)

Preuve

Notons u’ : E/ — Im (u)
X —> u(x)

e D'abord, u’ est correctement définie, car, pour tout x € E' C E, ona u(x) € Im (u).
¢ L'application u” est linéaire car, pour tout « € K et tous x,y € E’:

u'(ax +y) = ulax +y) = aux) +u(y) = au'(x) +u'(y).
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E' N Ker(u) = {0}.

1.2.2

La linéarité de u estimmédiate.

L'indexation du produit commence a

) I'indice 0.

On peut exprimer P en faisant intervenir
les polynémes d'interpolation de
Lagrange, cf.plus loin § 1.3.3 Exemple 2).

* Soit x € Ker (u’). On a alors x € E’ et x € Ker (1), d'ot, puisque £’ est un supplémentaire de
Ker (u) dans E, x = 0. Ceci montre Ker («) = {0}, et donc u’ est injective.

o Soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(x). Puisque E = E’ + Ker (u), il existe
x' € E’,t € Ker (u) tels que x = x" + 7. On a alors :

y=ux)=ux'+1t)=ulx) +u®) =ul) =u'(x).

Ceci montre que u’ est surjective.

Finalement, u” est un isomorphisme d'ev.

Interpolation de Lagrange

Interpolation de Lagrange

Soient n € N, ay,...,a, € K deux a deux distincts, u : K[X] — K"+ , qui

est linéaire. Alors : P — (P(ao),....P(an))

n
* Ker (1) est I'ensemble des multiples du polyndme H(X —aj)
j=0

* La restriction de u & K,,[X] est un isomorphisme d'ev de K,[X] sur K"**!

* Pour tout (by,...,b,) € K"*!, il existe un polyndme P et un seul de K, [X] tel que :
Vj (S {0,...,”}, P(aj) = bj.

On dit que P interpole les valeurs b; (0 < j < n) en les points (ou : noeuds)
aj (0<j<n).

Preuve
¢ Soit P € K[X]. Ona:
P e Ker (1) <> (P(ao),...,P(an)) —(0,...,0) e (Vj € {0....n}, Paj) = 0)

P,

= (Y €0.n) X—a; | P) @jl:!)(x-aj)

puisque ag,...,a, sont deux a deux distincts.

n
¢ Notons M = H(X —aj). Il est clair que deg (M) = n + 1. D'aprés § 1.1.2 Prop. 3, K,,[X] est un
j=0
supplémentaire de M K[X] dans K[X], donc, d'aprés le Théoréme d’isomorphisme, l'application

W K[X]— Im(u) est un isomorphisme  d'ev. Comme dim (K,[X]) =n+1,
P—u(P)

on a donc dim (Im (u)) =n+ 1. Mais Im (1) C K"+ et dim (K"H) =n+1.

Il en résulte : Im (1) = K’H‘l, et donc u’ est un isomorphisme d'ev de K, [X] sur K+l

* Soit (bg,....by) € K n+l, D'apres le résultat précédent, il existe P € K,[X] unique tel que :

Vj €10,..,n}, P(aj)=bj.
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1.2.3

Cette définition généralise celle vue en
1™ année, Algebre PCSI-PTSI,§ 7.3.1.

On retrouve en particulier le théoréme
du rang vu en 1" année, Algébre PCSI-
PTSI,§ 7.3.1 Théoreme 1.

Obtention d'un résultat plus général, qui
n'est pas au programme, mais serait bien
utile.

On applique le théoréeme du rang a

go fetaf.

Pwsque fet g sontdes isomorphismes,
g~ existent et
I /:(F E) ¢ ' e L(G.F).

Exercnces 1.2.1a1.24.

1.2+ Applications linéaires

Théoreme du rang

Soient E, F deux K-ev, u € L(E,F). On suppose que F est de dimension finie. On
appelle rang de u, et on note rg (1), la dimension de Im (u).

Le théoreme suivant résulte directement de 1.2.1 Th (théoréme d’isomorphisme).

Théoréme du rang
Soient E, F deux K-ev de dimensions finies, u € L(E,F).

Ona:
rg (u) = dim (E) — dim (Ker (u)).

Soient E,F,G,H des K-ev de dimensions finies, f € L(E,F), u € L(F,G),
g€ L(G,H).

Si fet g sont des isomorphismes, alors :
rg(gouo f)=rgu).

En particulier :
si f est un isomorphisme, alors :  rg(u o f) =rg (u)
si g est un isomorphisme, alors : 1g(g ou) =rg (u).

On dit que le rang est invariant par composition avec un isomorphisme.

Preuve

1) Montrons d'abord que, pour tous K-ev E,F,G de dimensions finies et toutes applications linéaires
f e L(EF) g€ LF,G):

1g(g o f) < Min (1g (f), 12 (8)).

*Ona:Im(go f) CIm(g), dou:
1g(go f) =dim(Im(go f)) < dim(Im(g)) =rg(g).
*Ona:Ker(go f)DKer(f), dou, en utilisant deux fois le théoreme du rang :
rg(g o f) =dim (E) — dim (Ker (g o f)) < dim (E) — dim (Ker (f)) = rg (f).
2) Avec les hypotheses de la Proposition, on a :
rg(gouo f) Srg(gou) < rg(u)
et:

rg(u) =rg(g ' o(gouo fof ) <rg(gouof),
d'ou :

rg(gouo f)=rgu).

11
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12

Une caractérisation des endomorphismes vérifiant Im(f) = Ker(f)

Soient E un K-ev de dimension finie, ¢ = Idg, f € L(E). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Im (f) = Ker (f)

2) fof=0 etilexisteh € L(E) telque:ho f+ foh=e.

Solution
2 = 1):
On suppose : fo f =0etilexisteh € L(E) telque:ho f+ foh=e.
*Ona: Vxe€E, f(f(x)) =0, donc: Im(f) C Ker(f).
e Soitx € Ker(f). Ona:
x=(hof+ foh)(x)=h(fx)+ f(hx)) = f(hx))€Im(f),
d'ou: Ker (f) C Im(f).
On conclut : Im (f) = Ker (f).

1) = 2):
On suppose : Im (f) = Ker (f).
*Ona: Vx €E, (fof)x)=f(f(x))=f(0)=0, donc:fof=0.

e Puisque E est de dimension finie, le sev Ker (f) de E admet au moins un sup-
plémentaire F dans £ : E = Ker (f) @ F.

D'apres le théoreme d'isomorphisme, 1'application
¢ F—Im(f), x — @) = f(x)
est un isomorphisme d'ev.
Considérons I'application linéaire & : E — E définie sur les sev supplémentaires
Ker (f) et F par:
vy eKer(f), h(y) =¢7'()
YzeF, h(z) =0.

Montrons que & convient.

* On a, pour tout y € Ker (f) :
(ho f+ fomM=h(f)+ f(h(1))=hO) + f(¢~ M) =0(¢~ )=y

On a, pour tout z € F :

(hof+foh@=h(f@)+ f(h@)=¢"'(e@)+ fO) =2z

Comme E = Ker (f) @ F et que les applications linéaires 1 o f + f o h et e coin-
cident sur Ker (f) et sur F, onconclut: ho f+ foh =e.

Conseils

On commence par l'implication la plus
facile, c'est-a-dire celle pour laquelle
I'hypothese parait la plus forte.

Puisque £ est linéaire et que x € Ker (f),
ona:

h(f(x)) — h(0) = 0.

Existence d'un supplémentaire en dimen-
sion finie.

Définition d'une application linéaire sur E
par la donnée de ses restrictions a deux sev
de E supplémentaires dans E.

Puisque ¢! (y) € F et que ¢ est la restric-
tionde fa F,ona:

f(‘ﬂ_] (y)) = ¢(<p" (y))-
Puisque f(z) € Im (f) = Ker (f), ona:
h(f(2) =90 ' (f).

et,commez € F, ona: f(z) = ¢(2).



121 Soient E,F deux K-ev de dimensions finies,
f.g € L(E,F). Montrer :
dim (Ker (f + g)) <

dim (Ker (f) N Ker(g)) + dim (Im (f) N Im (g)).

1.2.2 Soient E,F des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,E).
Montrer :

a) Idr — f o g injective <= Idg — g o f injective
b) 1dr — f o g surjective <> Idg — g o f surjective

1.3 » Dualité

1.2.3 Soit E un K-ev de dimension finie, f € L(E).
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

@ f € GL(E)
(ii) pour tous sev A, B de E supplémentaires dans E, les
sev f(A), f(B) sont supplémentaires dans E.

1.2.4 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E).
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il existe deux projecteurs p,q de E tels que :

f=p—q et Im(p)=Im(qg)

c¢) Idg — f o g bijective <= Idg — g o f bijective.
Jf o g bij g o f bij (i) £2 = 0,

1.3.1 Généralités

Dans ce § 1.3.1, E désigne un K-ev.

/ Cf.Algébre PCSI-PTS|, § 7.1.1 Déf.3. Rappelons une Définition :

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K. On note E*
I'ensemble des formes linéaires sur E ; E* est appelé le dual de E.

Onadonc:E* = L(E ,K).

Exemples :

1) Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim(E) > 1, B = (eq,...,e;) une base de E.
n

Pour tout x de E, il existe (xq, ..., X,) € K" unique tel que x = inei. 11 est alors clair
i=1

que, pour chaque i de {1,...,n}, I'application e} : /Iv:“ —>XK est une forme linéaire sur E,
1

appelée i°™€ forme-coordonnée sur la base 3. Voir aussi plus loin, § 1.3.3 1) p. 16.

2) Soient (a,b) € Rz, tel que a < b, E le C-ev des applications continues par morceaux de

la; b] dans C.
L'application u : E — C . est une forme linéaire sur E.
re [
a
\ Cf.Algébre PCSI-PTSI, 7.1.1 3) Exemple 6). 3) Soit X un ensemble non vide. Pour chaque a de X, l'application E, : K X _ 5 K estune

fr— f@

forme linéaire sur le K-ev K¥, appelé évaluation en a.
Rappelons :

/ Cas particulier de : Algébre PCSI-PTSI,
) 721 Prop.

. E* estun K-ev.
Exercices 1.3.1 et 1.3.2.
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1.3.2

La notion d’hyperplan de E généralise :
« la notion de droite vectorielle d'un
plan vectoriel

+lanotion de plan vectoriel d'un espace
vectoriel de dimension 3.

Recherche de la valeur nécessaire de
(A, ).

Rappelonsque E — H désigne E privé
de H:

E—H={x)€E;xo¢ H}.

On retombe ainsi sur la Définition vue
dans Algebre PCSI-PTSI, 6.4, Déf.2, dans
le cas particulier ou E est de dimension
finie.

Hyperplans

Dans ce § 1.3.2, E désigne un K-ev.

On appelle hyperplans de E les noyaux des formes linéaires sur E autres que la
forme nulle.

Autrement dit, un sev H de E est un hyperplan si et seulement si :
Jp € E* — {0}, H = Ker(p).

On dit que la relation ¢ (x) = 0 est une équation de 1'hyperplan H.

Soit H un sev de E. Pour que H soit un hyperplan de E, il faut et il suffit qu'il existe
une droite vectorielle D de E telle que H et D soient supplémentaires dans E.

Preuve

1) Soit H un hyperplan de E. Il existe ¢ € E* —{0} telle que H = Ker(gp), puis il
existe xg € E tel que ¢(xg) # 0. Nous allons montrer que la droite vectorielle D = K x() est supplé-
mentaire de H dans E.

o Soit xe DNH. Il existe ¢ € K tel que x =axp, et ¢(x)=0. Si a#0, alors
1

@(xg) = —@(x) = 0, contradiction. Donc & = 0, puis x = 0. Ceci montre : D N H = {0}.
o

* Soit x € E. Montrons qu'il existe (A,y) € K x H tel que x = Axg + y.

Si un tel couple (A,y) existe, alors @(x) = Ap(xg) + ¢(y) = Ap(xg), dou A = <p((x))7
¢{x0
puisy =x — o) X0
pxg)

. p(x) ( p(x) )
Réciproquement, ona: x = X0+ x— X0 ),
¢ (x0) ¢ (x0)

@(x)
@(xp)

et, comme ¢ (x — &xo> =@(x) — &<p(x0) =0,x—
@(xp) @(xp)
Cecimontre: D+ H = E

Finalement: D & H = E.

xg € Ker(¢p) = H.

2) Réciproquement, supposons qu'il existe une droite vectorielle D telle que
D@®H =E. 1l existt xg € D tel que xg # 0. Pour tout x de E, il existe (A,y) € K x H

unique tel que x = Axq + y. Il est clair que l'application ¢ : E — ){( ainsi définie est linéaire.
X —

Onaalors: ¢ € E* — {0} (car p(xg) = 1 # 0) et Ker(p) = H.

Remarque:
La preuve précédente établit que, si H est un hyperplan de E, alors, pour tout xo de E — H :

H® (Kxg) =E.

Si E est de dimension finie n (n > 1), alors les hyperplans de E sont les sev de E de
dimension n — 1.
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1.3 » Dualité

Ainsi,un hyperplan donné n'admet,a un Soient H un hyperplan de E, ¢ € E* — {0} telle que H = Ker(p), et v» € E* — {0}.
coefficient multiplicatif = O prés,qu‘une Ona:
solution.

H =Ker(v)) <= Qa € K — {0}, ¢ =agp).

Preuve
1) 1l est clair que, pour pour tout @ de K — {0} : Ker(ag) = Ker(p) = H.
2) Réciproquement, soit ¢ € E* — {0} telle que H = Ker(¢)) . Il existe xo € E tel que ¢(xp) # 0, et
ona:
E = Ker(¢) + (Kxp).

Soitx € E;ilexiste A € K ety € Ker(p) = H = Ker()) tels que x = y + Axg.

Alors:  @(x) = Ap(xg) et (x) = Ah(xp), dou P(x) = M(p(x).
@(xo)

P (xo)
(xo0)

En notant o = € K — {0}, onadonc ¥ = ap.

Soit E un K-ev de dimension finie. Pour tout e € E — {0}, il existe ¢ € E* telle que
p(e) = 1.

Preuve

La droite vectorielle K e (engendrée par e) admet au moins un supplémentaire H dans E, et H est un
hyperplan de E. Il existe donc ¢ € E* telle que H = Ker(¢1). Comme e ¢ Ker(¢q), on a :

1
¢1(e) # 0. Ennotant ¢ = ——¢p, on a alors :
e1(e)

g€ E* et ¢le)=1

Par raisonnement par I’absurde, on déduit le Corollaire suivant :

Soient E un K-ev de dimension finie, x € E. Si toutes les formes linéaires sur E

. s'annulent en x, alors x = 0.
Exercice 1.3.3.

Etude d’espaces vectoriels de dimension infinie

On note, pour k € {0,1}, E; = C¥(R; R), et H = {f e E; f(0)= 0}‘
a) Vérifier que E; est un sev de Ej et montrer que £, n'est pas un hyperplan de Ej.

b) Montrer que H est un hyperplan de E; et que Ej est isomorphe a H.

15
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Solution

a) * D'apres le Cours, Ej est un R-ev et £ est un sev de Ey.

 Raisonnons par l'absurde : supposons que E; soit un hyperplan de E.

1l existe alors fy € Ep — {0} tel que : Ey = E| @ R fp.

Considérons : g: R —R et h: R—R .
x> |x —1] X |x + 1]

Il est clairque : g € Ey, h € Ey.

1l existe donc g1,k € E;, a,b € R tels que :

g =g +afy, h=h+bfp.

On déduit : bg — ah = bg, — ah,.

Si b # 0, alors, comme h,g;,h; sont dérivables en 1, par combinaison linéaire,
1
g = E(bgl — ahy + ah) est dérivable en 1, contradiction.

1l s'ensuit » = 0, d'ou & = hy, contradiction.

On conclut que E; n'est pas un hyperplan de Ej.

b) * L'application ¢ : E; — R, f +—— ¢(f) = f(0) est une forme linéaire et
n'est pas la forme nulle, donc H = Ker (¢) est un hyperplan de E;.
* Considérons l'application D : E; —> Ey, f+— D(f) = f.

1l est clair que D est correctement définie, et que D est linéaire.

De plus : Im (D) = Ey et Ker (D) = RI1, sev des applications constantes.
Montrons que H et Ker (D) sont supplémentaires dans E;.

*Ona H N Ker (D) = {0}, car, pour toute f € H N Ker (D), f est constante et
f(0) =0, donc f =0.

* On a H + Ker (D) = E;, car, pour toute f € Ey, f = (f— f(O)) + f(0) et
f— f) e H, f(0) e Ker(D).

Ainsi, H et Ker (D) sont supplémentaires dans E;.

D'apres le théoreme d'isomorphisme appliqué a D, Im (D) est isomorphe a tout
supplémentaire de Ker (D) dans E;, donc E, est isomorphe a H, qui est un hyper-
plan de Ej.

1.3.3 Bases duales

Conseils

Pour montrer un résultat qui s'exprime
grammaticalement par une négation, on
peut essayer de raisonner par l'absurde.
Rappel de notation : R f est la droite
vectorielle engendrée par fp.

On considére deux éléments de E; qui ne
soient pas dans Ey et qui forment une
famille libre.

On combine linéairement pour faire dispa-
raitre fo.
g n'est pas dérivable en 1.

h n'est pas dérivable en —1.

On peut montrer plus généralement, de
facon analogue a ce qui précéde, que E;
n'est pas de codimension finie dans E.
Ona:p(l) =1#0, ou 1 désigne, selon
le contexte, le réel 1 ou la fonction
constante égale a 1.

Pour toute f € E;, f/ existe et f' € Ej.

* Pour toute g € Ey, il existe f € E| telle
quef' =g.

* Pour toute f € E|, f’ estla fonction nulle
si et seulement si f est constante.

On confond ici le réel £ (0) et l'application
constante égale a £ (0).

Ce résultat peut paraitre surprenant, car
E| C Ej et Eg estisomorphe a un sev

de E;. Mais il ne faut pas oublier qu'il
s'agit ici d'espaces vectoriels de dimension
infinie.

Dans ce § 1.3.3, E désigne un K-ev de dimension finie, n = dim(E) > 1.

1) Définition et propriétés

e?‘ est aussi appelée la i-éme forme Soit B = (eq,...,e5) une base de E.

linéaire coordonnée sur la base
B = (ey,...,en).

8; jestappelé le symbole de Kronecker.

La famille (7, ...

Viell.nk e (¢f) =8 = {

On considere, pour chaque i de {1,...,n}, la forme linéaire e;k : E — K définie par :

1 si i=j

0 si i#j

, €5) est une base de E*, appelée base duale de B, et notée B*.



1.3 » Dualité

Preuve
D'abord, les e (1 < i < n) sont bien des éléments de E*.

M * n .
Soient ¢ € E*, (Aq dn) € K™".Ona

Z)\,’e;kz(p<:><\7’je{l,‘.. (Zk,e )( )=(p(ej))

i=1

/ CF.13.1 Exemple 1)p. 13.

> (Vjell...n}, & =qle)).

Ceci montre que (e*l‘, ..., €) est une base de E*, et de plus : = Z (ei)ef.
Exercices 1.3.6, 1.3.7. i=1
Le résultat précédent est un cas particulier d’ Algebre PCSI-PTSI, 7.3.2 Prop.

E* est de dimension finie, et dim(E*) = dim(E).

™y 1):Expression d'un élément de £* sur Soient B = (ey,...,ep) une base de E, B* = (ef,...,e;) sa duale. On a :
A\ labase B
i):Ex%ressmndunelementdeEsurIa )¥o e E*, 0= Z(P(ei)ef 2)VxeE, x= Z@?(x)ei-
ase 3.
i=1 i=1
Preuve

La 1% propriété vient d'atre montrée, dans la preuve du théoréme précédent.

La 28™¢ propriété traduit la définition des formes-coordonnées 61‘, e

YU X est une matrice carrée & un élément, Soient B une base de E, B* saduale, x € E, (VNS E* X = Matg (x), U = Matg=(p).
confondue avec cet élément. On a alors : (p(x) — UX.

Preuve
Notons B = (eq,...,en), B* = (e’l‘,...,ej;).

R p(er)
Comme ¢ = th(ei)e;", ona: U =Matg:(p) =
= ¢(en)
X1
En notant X = : |,ona:
Xn
n n xl
p) = «p(Zx,»e,-) =Y xiglen = (v(enpten)) [ 1 | ='UX.
i=1 i=1 X,

Remarque:

La Proposition précédente revient a remarquer qu'en notant By = (1) la base canonique
de K (K-ev de dimension 1),on a:

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Vo e E*, Matg.(¢) = t(MatB’ BOW’))-
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\ . . .
' Formule utile pour les exercices, mais
qui n'est pas au programme.

'y

\ /) Onutilise: ef(er) = dii.

Exemple de recherche de la base duale
d’une base donnée de E.

Pour montrer que P est inversible, on
peut, par exemple, montrer
det(P) # 0.

Utilisation de la Prop. 3.

Rappelons que, par définition :
*
ey (x1,%2,%3) = X1
*
e5(x1,%2,X3) = X3 .

€3 (x1,X2,x3) = x3

)7 Pourchaqueide{0,...,n},L;estle
\ | polynome de K[X] de degré n,
‘ s‘annulant en xg,...x, sauf x;,
enprenant la valeur 1 en x;.

\

Cf. Algébre PCSI-PTSI, 5.3.1 Exemple.

| Onutilise: L;(x;) = 8.

18

2) Changement de base pour la dualité

Changement de base pour la dualité

Soient B, B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B a B’. Alors la matrice de
passage de B* a B* est ‘P!

Preuve
Notons B = (ey,...,en), B = (f1,.... fu), P = (pij)ij la matrice de passage de B a ', Q = (gi})ij

la matrice de passage de 5* a 3'*. On a, pour tout (j, k) de {1, ...,n}2 :

n n

n n n
djk = fi (fi) = (Z CIije;'k) (Z Plkez) =YD aijpudi =) qijpik-
i=1 I=1 T

i=11= i=1
Ceci montre: 'QP =1, donc Q =P~ L.

Exemples :

1) Montrer que les vecteurs V; = (2,1,4), V, = (3,2,3), V3 = (—1,—1,2) de R* forment
une base et en déterminer la base duale.

2 3 -1
Puisque P=| 1 2 —1 | est inversible, B = (V1,V2,V3) est une base de R3 e, en
4 3 2
notant By = (e],e3,e3) la base canonique de R, la matrice de passage de B = (e].€5.€3)
7 -6 -5
aB = (Vi vy vhest PTl=-9 8 6
—1 1 1

Onadonc: Vi =Tef —9e; —e;, V5 = —6e] +8e; +e3, Vi =—5ef+6e; +e5.
On conclut que V", V', V3" sont les formes linéaires sur R3 définies par :
Vl*(xl,xz,X3) = Tx; — 9% —x3

Y (x],x2,x3) € R3, V3 (x1,x2,x3) = —6x1 + 8xp +x3.
V3 (x1,x2,x3) = —5x1 +6xp +x3

2) Polynomes d'interpolation de Lagrange

Soient n € N*, xg, ..., x, € K deux a deux distincts.

1
Pour chaque i de {0,...,n}, notons L, = ———— H X —=xj)

1_[ (Xi — Xj) 0<%

i
0<i<n ua

JFi

Montrer que (Lo, ..., L,) est une base de K,[X] (K-ev des polynomes de K [X] de degré
< n), et en déterminer la base duale.

n
* Soit (A0, ..., A) € K" tel que Y "2 L =0.
i=0

n n
Ona: Vje{0,..,n}, 0= (in L,-)(xj) => M Li(x)) = 4.
i=0 i=0

Ceci montre que (L, ..., L) est libre.

Comme dim(K,[X]) = n + 1, on en déduit que (L, ..., L,) est une base de K,[X].



Onutilise: L (Lj) = §;j.

Rappelons que,dans ce § 1.3.3, E désigne
un K-ev de dimension finie,
n=dim(E) > 1.

Existence d’au moins une base en
\ dimension finie, cf. Algebre PCSI-PTSI,
" §64Th.-Déf.1.

™y Exemple de recherche de la base
\ / préduale d'une base donnée de E*.

Pour montrer que cette matrice carrée
| d'ordre 4 est inversible, on peut, par
" exemple, calculer son déterminant et
montrer que celui-ci n'est pas nul.

1.3 » Dualité

e Soit P € K,[X]. Puisque B = (Lg,...,L,) est une base de K,[X], il existe

n
(@0, ..., an) € K" tel que P = Zoei L.
i=0

n
Ona: Vje({0.n}, P(xj) =Y aLi(x) =a,
i=0

n
donc: P = Z P(xi) L.
i=0

Puis: Vi€ {0,...n}, Li(P)=Y P(xj)Lj(Lj)=P(x).
j=0

On conclut :  pour tout i de {0,...,n}, L} est 'évaluation en x;, L} : K,[X] —> K.
P+ P(x;)

Notons B(E) (resp. B(E*)) I'ensemble des bases de E (resp. E*).

Le Th. - Déf. p. 16 permet de définir une application d : B(E) — B(E*) qui, & chaque base B
B+— B*

de E associe sa base duale B*.
Nous allons montrer que d est une bijection.

a) Le K-ev E admet au moins une base By.

Soit F une base de E*. Notons Q = Pass(B}:,F), P = tQ*I, B la base de E telle que
Pass(Bg, B) = P.

D'apres la Prop., comme Q = tp-1 ,ona: F=B*=d(B).

Ceci établit que d est surjective.

b) Soient By, By deux bases de E telles que B} = 5. La matrice de passage P de B| a B,

vérifie 'P~1 =1,,, donc P =1,,, By = B.
Ceci montre que d est injective.
Résumons I'étude :

Pour toute base F de E*, il existe une base unique B de E telle que F = B*; B est
appelée la base préduale (ou : anté-duale, ou : duale) de F, et on dit que B et F
sont des bases duales 1'une de I'autre.

Exemple :

On note £ = R;3[X] le R-ev des polynomes de R[X] de degré < 3, et ¢, 2, ¢3, ¢4 les
formes linéaires sur £ définies par :

VP eE, (pi(P)=P), pP)=P(1), p:(P)=P"(0), gs(P) = P"(1)).
Vérifier que (¢1, ¢2, ¢3, ¢4) est une base de E* et en déterminer la base préduale.

Notons By = (I,X,XZ,X3) la base canonique de E.

1 1 0 0
01 0 0 . .

Alors : Matga (1,92,93,904) = 01 2 2 est inversible, donc F = (¢1,¢2,93,94)
01 0 6

est une base de E™*.
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En notant 55 la base préduale de F, Q = Pass (B3,F), P = Pass (5p,55), on a :

1 0 0 0
1 1
1 1 —-—= =
) tn—1 3 6
/ Obtention de Q" par la calculette. P="0" = 0 0 1 0
2
0 0 1 1
6 6
“ “ / Lecture de P en colonnes. Finalement, la base préduale de (@1, @2, @3, ¢4) est:
1-X, X 'x+ixe o Ixs Ly Ix3
’ ’ 3 2 6 6 6 ’

Exercices 1.3.4, 1.3.5, 1.3.8.

Exemples de détermination d’une base anté-duale dans un espace de polyndomes

Soient n € N*, E = R, [X], ao,...a, € R deux a deux distincts et tous non nuls. On note, pour tout k € {0,...,n} :
o E— R, P+ @ (P) :/ P(x)dx.
0

a) Montrer que (¢ )o<k<n st une base du dual E* de E.

b) Déterminer la base anté-duale de (¢x)o<i<n-

Solution Conseils

a) * Il est clair que : Vk € {0,...,n}, ¢ € E*. Linéarité de l'intégration.

* Soit (Ax)o<k<n € R™™ tel que Z A = 0. On va établir que (¢x)o<k<n est libre.
=0

On a donc : VP eE, Z)‘k/ P(x)dx = 0.
0

k=0
Comme : VO eR,,1[X], O €R,[X],

ona: VO eRuXI, Y Ak f 0'(x)dx =0,
k=0 0
cest-a-dire : Z)\k(Q(ak) - 0(0) =0,
=0

et donc : Xn: MO (ay) — ( 2”: Ak) Q(0) =0.
k=0 k=0

Notons, pour la commodité : a,,; = 0. R N
P 2= Par hypothése, ay,...,a, sont deux a deux

Comme ay,...a,,a,+ sont deux a deux distincts, en appliquant le résultat a un poly-  distincts et tous non nuls.

néme d'interpolation de Lagrange relatif aux points ay,...,a,,a,+1, on déduit: Enremplacant, par exemple, Q parle

Vk €{0,...,n}, A =0. polynéme d'interpolation de Lagrange
s'annulant en ajy,...,a,+1 et prenant la valeur

Ceci montre que (¢x)o<k<n est libre. 1en ap, ondéduit : Ao = 0.

—
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Solution

e Comme dim(E*) =dim(E) =n+1 et que la famille (¢r)o<ik<, est libre
dans E* et an + 1 éléments, on conclut que (¢x)o<ik<n est une base de E*.

D'apres le Cours, il existe une base unique (P, ..., P,) de E telle que (¢, ...,,) soit
la base duale de (Py,...,P,).

On a donc :

ai

Y (i,j) € {0,....n}%, &; = @:i(P;) = f P;(x)dx.
0

Notons, pour tout j € {0,...,n} : 0;X) = /(;X Py
On a donc, pour tout j € {0,...,n} :
Qj eR,u[X], Q;=P, ©Q;0)=0,
et il existe donc A; € E tel que : Q; = XA;.
On déduit, pour tout (i, ;) € {0,...,n}> :

3ij Z/.. P = Qi(a) = a;Aj(a;),

3 dij
dou: Aj(a;) = —.
i

En notant Ly,...,L, les polynomes d'interpolation de Lagrange sur les points
ay,...a,, par unicité de (Lo,...,L,), on a donc :

1
Vj € {0,...,}’1}, A/‘ = —Lj.
a;
On déduit, pour tout j € {0,...,n} :
/ ’ 1 ’
Py = Q) = (XA)) = —(XLj +L)).
J
En conclusion, la base anté-duale de (¢o,...,¢,) est (Po,...,P,), ol :

1
J

Dualité

1.3 » Dualité

Conseils

Toute base de E* admet une base
anté-duale et une seule, cf.§ 1.3.3
Prop.-Déf. 5.

On considere, parmi les primitives de P;,
celle qui s'annule en 0.

Q; est un multiple de X, car Q;(0) = 0.

* Pour déterminer la base duale d’une base ou la base anté-duale d’une base d’un dual, dans un exemple

(ex. 1.3.4, 1.3.5), appliquer la Prop. 4 p. 18.

* Pour obtenir un résultat en liaison avec la dualité, en dimension finie, penser a faire éventuellement interve-

nir une base duale ou une base anté-duale (ex. 1.3.8).
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1.3.1 Soient E un K-ev, f € L(E) derang 1,u € E — {0}
tel que Im(f) = Ku.

a) Montrer qu'il existe ¢ € E* unique tel que :
VxeE, [fx)=epku.

b) Montrer qu'il existe @ € K unique tel que f 2_q f et
que, si o # 1, f — Idg est inversible.

1.3.2 Démontrer que les K-ev (K[X])* et KN sont iso-
morphes.

1.3.3 Soient E un K-ev, H un hyperplan de E, F un sev
de Etelque F ¢ H.

Démontrer que ' N H est un hyperplan de F.

1.3.4 Soient ¢1, 3, ¢3 : R3 — R définies, pour tout
(x1, x2, x3) de R3, par :
@1(x1,x2,x3) = 2x1 +4xp + x3
@2 (x1,x2,x3) = 4x1 4+ 2x9 4+ 3x3
@3(x1,%2,x3) = x1 + x2.
Montrer que (¢1, ¢2, ¢3) est une base de (]R3)* et en déter-
miner la base préduale.

1.3.5 Soient (o, 8) € R2, 01,92, 93 : R3 —> R définies
pour tout (x, y, z) de R3 par :

91(x,y,2) =x+ay+ Bz

P(x..2) =ax+a’y+z

03(x..2) =px+y+a’z

a) CNS sur («o,B) pour que (¢1,92,93) soit une base
de (RY)*.

b) Lorsque (¢1, ¢2, ¢3) est une base de (RS)*, en déter-
miner la base préduale.

= .4 Calcul matriciel

141 Trace

On ne définit pas la trace d’une matrice
non carrée.

tr (A), par :

1.3.6 Soient n € N*, E = C,[X] le C-ev des polyndmes
de C[X] de degré < n, a € C.
Pour tous i, j de {0,...,n}, on note :
¢i:E—>(C1 et ej=(X—a)j.
P+— 7P(i)(a)
i!
Montrer que (eg,...,en) et (¢q,...,¢n) sont deux bases

de E et E* respectivement, duales I'une de l'autre.
Retrouver ainsi la formule de Taylor pour les polyndmes.

1.3.7 Soitn € N*,

Montrer que, pour toute A de M,(K), lapplication

M, (K) —> K est un élément de (M, (K))*, puis que
X — tr(AX)

l'application 6 : M, (K) — (M, (K))* définie par :

VAeM,(K),VX e M,,(K),[0(A)(X) =tr(AX)
est un isomorphisme de K-ev.

1.3.8 Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim (E).
a) Soient p € N*, ¢, ..., Ppt1 € E*.
Montrer que, si Ypil € Vect (¢1,....¢p), alors :
p p+1
[ Ker (¢i) = [ ) Ker (¢).
i=1 i=1
b) Soient g € N*, ¢1,....04 € E*, r =12(01,....¢0) .
q
Montrer : dim<ﬂ Ker (goi)> =n-—r.
i=1
c) En déduire que, pour toute famille (¢i,...,¢,) de

n éléments de E*, (¢1,...,¢,) est liée si et seulement si :

dx e E—{0}, Vie{l,...n}, gi(x)=0.

Pour toute matrice carrée A = (a;j);j € M, (K), on définit la trace de A, notée

tr(A) = iaii.

i=1
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V' Laformule 2) est trés importante pour les
exercices et problémes.

Permutation de deux symboles Z

Exercices 1.4.1, 1.4.4a 1.4.6.

D'apres le 3) de la Proposition 2, toutes
les matrices carrées représentant f ont
la méme trace.

Q\
\ z A . .
\ Résultat tres utile pour les exercices et
problemes.

1.4 - Calcul matriciel

1) L'application tr : M,,(K) — K est une forme linéaire, c'est-a-dire :
Ar—tr(A)

Va € K,VA,B e My(K), tr (@A + B) = atr(A) +tr (B).
2)VAeM, ,(K),V¥B eM,,(K), tr (AB) = tr (BA).

3)VAeM,(K),YP e GL,(K), tr (P"'AP) =tr (A).

Preuve
1) Ennotant A = (a;;);j, B = (b;j)ij. ona:

n n n
tr (@A + B) = Z(aaﬁ +bi) =« Zai,- + Zbi,- —atr(A)+tr (B).
i=1 i=1 i=1

2) Remarquer d'abord que AB et BA sont carrées, respectivement d'ordres 7 et p.
En notant A = (a;j)ij, B = (b;j)ij, ona:

P

tr(AB) = i <Xp:aijbj,~> = Z (i%’i%’j) =tr(BA).
1 Nj=1 i=1

i= j= j=1
3) D'apres 2) :
tr (PYAP) = tr (P1(AP)) = tr (AP)P™ ) = tr (A).

Rappelons la Définition et la Proposition suivantes, déja vues dans Algebre PCSI-PTSI, § 8.2.4.

Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E). On appelle trace de f, et on note
tr (f), latrace de n'importe quelle matrice carrée représentant 1'endomorphisme f.

En transcrivant la Proposition 1 en termes d'endomorphismes, on obtient la Proposition sui-
vante.

Soient E, F des K-ev de dimensions finies.

1) L'application tr: £L(E) —> K est une forme linéaire, c'est-a-dire :

f = u(f)

Vae K,V f,geL(E), tr(af +g) =atr(f)+tr(g).

2)Y feL(EF),YgeL(F.E), tr(fog)=tr(go f).

3)VfeLl(E),YheGL(E), tr(h o foh)=tr(f).

Soient E un K-ev de dimension finie, p un projecteur de E. On a alors :

tr(p) =12 (p).
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Preuve

Le sev Im (p) de E admet au moins une base 531, et le sev Ker (p) de E admet au moins une base 53;.
Puisque p est un projecteur, on a : Im (p) @ Ker (p) = E, donc B = B} U B (réunion ordonnée) est
une base de E. La matrice A de p dans BB est :

A= (I’ O) € M, (K),

0 0
On confond I'entier 7 etI'élément 1 g, ot r = dim (Im (p)) = rg(p). On adonc :
ou 1 g est le neutre de la multiplication
dans K. tr(p) =tr(A) =r =rg(A) =1g(p).

Exercices 1.4.2, 1.4.3, 1.4.7.

Somme de projecteurs en dimension finie

Soient £ un K-ev de dimension finie, N € N*, py,..., py des projecteurs de E. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

N
(1) Z pi est un projecteur de £

i=1

) Y@, j) e{l,..n¥, (i;éj = p;op; :0).

Solution Comnseils

N
Notons e = Idg, p = Zp,-.
i=1
2) = (1): On commence par l'implication qui parait
la plus facile.

On suppose : VY (i,j) € {1,...,n}%, (i #j = piopj = 0).

Ona:
N N N
pop= <ZP;‘) o (Z Pj) = piopi+ Z Pi © pj Rappel : un endomorphisme fde E est un
i=l1 j=1 i=1 I<i,j<N, i#] projecteur si et seulement si :
N fof=1
= Z pi+0=p,
i=1
donc p est un projecteur de E.
1) = ©@):
On suppose que p est un projecteur de E.
* Notons py+1 = € — p, qui est un projecteur, car : Cet artifice permet de se ramener au cas

d'une somme de projecteurs égale a e.
(e—pP=e—2p+p’=e—2p+p=c—p.

N+1

On a alors : pi =e.
; m—



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solution

Ona:
N+1 N+1 N+1

N+1
dim (E) = tr (e) = tr(Zpi) => tr(p) =) rg(p) =y dim(Im(p;)).
i=1 i=1 i=1

i=1
D'autre part, pour tout x € E :
N+l N+l

N+1
x=e(x) = (Zp,-)u) =) pix) ey Im(p),
i=1 i=1 i=1

N+1
donc: E C Zlm (pi),
i=1
N+1 N+1
puis : dim (E) < dim ( > Im (p,»)) <) dim (Im (p)).
i=1 i=1
On a donc :
N+1 N+1
dim (E) < dim (Zlm (pi)> <) " dim (Im (p)) = dim (E),
i=1 i=1
d'otl nécessairement :
N+1

N+1
dim (Zlm (pi)> = dim (Im (py)).
i=1 1=l

N+l

D'apres l'exercice-type du § 1.1 p. 8, la somme Zlm (pi) est directe et
i=1

N+l

Dimp) =E.
i=l1

e Soient j € {1,...,N},x € E.
Ona:

N+1 N+1

pix) =Y pi(py(x) =Y piopj(x) = pi(x) +
i=1 i=l1

>

IISN+L, i#j

pi o pj(x),

donc :

2

1SN+, i)

pi(pj(x) =0.

N1
Comme la somme Z Im (p;) est directe, il en résulte :
i=1
Viel{l,.,N+1}, (i #j = pi(pi) = 0).
Finalement, en particulier :

Y (@i,j) € {1,...N)?, (i #j = piop =0),

ce qui établit (2).

1.4 - Calcul matriciel

Conseils

Puisque p; est un projecteur d'un ev de
dimension finie,on a :

tr(pi) =rg (pi).

On a, pour tous sev F,G d'un ev de dimen-
sion finie, d'aprés la formule de Grassmann :

dim (F + G)
=dim (E) + dim (F) — dim (F N G)
< dim (F) + dim (G),

d'ou l'inégalité pour la dimension de la
somme de plusieurs sev.

La somme

2

ISISNAL, i#j

Im (p;) est directe.

25
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Trace
* Pour résoudre une question portant sur un ou des projecteurs en dimension finie, on peut essayer d’utiliser

la formule tr (p) =rg (p) (ex. 1.4.2, 1.4.3, 1.4.7).

* Pour résoudre une question sur des matrices carrées de rang 1, on peut essayer d’utiliser le résultat de I'exer-
cice 8.1.30 b) du volume Algebre PCSI-PTSI: pour toute matrice carrée H telle que rg(H) <1, ona:

26

H? = tr (H)H (ex. 1.4.6).

1.4.1 Résoudre I'équation d'inconnue X € M5 (R) :
3X +2% = tr (X) Is.

1.4.2 Soient E un C-ev de dimension finie, N € N*,
af,...,ay € RY, py,...py des projecteurs de E.
On suppose :

N
Zaipi =0.
i=1

Montrer :
Vie{l,...,.N}, pi=0.

14.3 Soient E un K-ev de dimension finie,
n=dim(E) > 1, f1,...,fn € L(E) — {0} tels que :
Vi,je{l,...n}, fiofj=24dijfi,

ou §;; est le symbole de Kronecker.

Montrer :
Vie{l,..n}, 1g(f;) =1.

1.4.4 Soient A,B € M) (K) telles que :
tr(A) #£0 et AZB = AB2
Montrer :

AB = BA.

1.4.5 Soientn € N*, A,B € M,,(K) telles que :
A#0, B#0, 1—tr(A)tr(B)#0.

Résoudre le d'inconnue

(X,Y) € M,(K))? :
X=L+tr(Y)A
Y =1, +tr (X)B.

systtme  d'équations

1.4.6 Soientn € N*, A,B € M,,(K). On suppose :
rg (AB — BA) < 1.
Montrer :
Im (AB — BA) C Ker (AB — BA).

On pourra utiliser 'exercice 8.1.30 b) du volume Algebre
PCSI-PTSIL

1.4.7 Soient n € N*, G un sous-groupe fini de GL,,(C).

1
a) On note v = Card (G) et P = — E M.
v
MeG
Montrer :

VNeG, PN=P
et en déduire :
Pr=rp.

b) Montrer que, si Z tr (M) = 0, alors Z M = 0.
MeG MeG
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1.4 - Calcul matriciel

1.4.2 Blocs

1) Décomposition en blocs

Soient

e n,p e N*, A= (a;j)ij € My, p(K)

e s, €N*, (np,...ns) € N**, (p1,....,pr) € N¥)' tels que nj+...+ng=n et
pl+...+pr=p

“ng=po=0
k
e 0} = n;, pourk €{0,...,s}
i=0
!
o7 = Z pj, pour I e€{0,...t}.
j=0

Dans A, groupons les éléments « par blocs » :

ay ... dg aig+1 ... dig aig_+1 .- dip
dgi1 ... do 1 Aoy ti+1  --- dom dot,_+1 ... Qo p
g +11 --- Qo+l Agy+17+1 -+ do+lt, Ao+t +1  --- do+1p
A= dg,1 ... Aoy, Ao, 1,+1 ... Aoy, Aoz, +1 <o+ doyp
dog_+11 -+« Ao, +11 | dog_+1774+1  --+ Qoo +1T, Ao+l +1  -+- dog_+1p
an 1 ay 7, an 1,41 ant, Anz_+1 An,p

Pour (k,0) € {1,...,s} x {1,...,t}, la matrice

o1+l g+l -+ dop_ 141y
By =

Aoy 7,1 +1 cee Aoy 7

de My, p, (K) est appelée le (k,[)*™ ploc dans la décomposition de A en blocs suivant le
découpage (n1,...,ns) pour les lignes et (p1,...,p;) pour les colonnes :

B ‘ ‘ By Inl lignes
A=
a ‘ ...... ‘ 5 I n, lignes
2 colonn.e.s. o p: colonnes

Pour la commodité, on pourra omettre les traits indiquant le découpage.

Quelques exemples de décompositions en blocs :
(;) €M, 1(K), pour x € K, X € M, | (K).

(X Y) €My piy(K), pour X € My ,(K), Y € M, 4(K)

27
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Les blocs diagonaux By sont carrés.

La présence de certains blocs de zéros
dans une décomposition en blocs peut
traduire la stabilité d'un sev.

Pour les matrices, une addition par blocs
s'effectue comme une addition

"~ habituelle par éléments.

A B
(c D) € M4, (K), pour A € M,(K), B € M, ,(K), C € M, ,(K), D € M, (K)

L
(Z, B) €M, 1(K),poura € K, L e My ,(K),CeM, 1(K), BeM,(K).
Remarques :

1) Si A est une matrice carrée, nous n'utiliserons, sauf exception, que des décompositions en
blocs pour lesquelles s =t et (n1,....,n5) = (P1,-sPs) *

B1y e By, I n lignes
A=1 : B
By . By, I ng lignes
— —

n1 colonnes n, colonnes

Dans ce cas, les blocs By (k € {1,...,s}) sont appelés les blocs diagonaux de la décomposi-
tion de A en blocs.

2) Soient E un K-ev de dimension finie,n = dim (E), F unsevde E,p = dim(F),f € L(E).
Pour que F soit stable par f, il faut et il suffit qu'il existe une base B = (eq,...,e,) de E telle
que:

(er1,...,ep) estune base de F

A B I p
Matg(f)  estde la forme ( 0 )

C I"*p
— —
p n-p

De plus, dans ce cas, A est la matrice dans (ey,...,ep) de I'endomorphisme induit par f sur F.

La Proposition suivante est immédiate.

2) Opérations sur les matrices décomposées en blocs

Addition et loi externe par blocs
Soient A € K, A, B € M, ,(K).
Si A et B sont décomposées en blocs avec le méme découpage, alors AA + B admet

la décomposition en blocs (avec le méme découpage) obtenue en combinant les blocs
situés aux mémes places :

Ajp ... Ay By ... By

= IO I

ASl AS[ B.Sl BST
A1+ By ... My + By,

)“ASI +BS1 )LAst +Bst

Exemples :

Soient x,y € K,X,Y € M, (K),A,B,C,D,A",B',C',D' € M,,(K).

x+y_x—|—y AB+A/B’_A+A/B—|—B’
X Y) \X+Y)’ cC D ¢ D) \c+C D+D )
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On peut effectuer le produit de deux
matrices décomposées en blocs en
opérant sur les blocs (comme si ceux-ci
étaient des éléments de K),a condition
que les produits envisagés existent et en
respectant I'ordre des blocs.

Le lecteur pourra, conformément au
programme, admettre ce théoréme.

1.4 - Calcul matriciel

Produit par blocs

Soient A € My, ,(K), B € M, 4(K),

A ... Ay Inl By ... By In/l

A=| : o B=1 :
Agi ... Ag Ins By, ... Bgyp In:/

P P P P,

des décompositions en blocs de A et B telles que :

s’ =t, (n’],...,n;,) = (P1y--s P1)-

Alors AB admet la décomposition en blocs :

s/ s’
ZA]ij] ZA]ijt/ ",
j=1 j=l1

AB =

s/ . s’ .
ZAS]' Bj; ... ZASJ' Bjy g
j=1 j=1

/

Pl Py

Preuve (pouvant étre omise en premiére lecture)

Soit (i,j") € {1,...,n} x {1,...,q}. N existe (k,I") € {1,...,s} x {1,...,/} unique tel que :

no+..+m +1<i<ng+..+n et po+..+p,_ | +1<j <py+...+pp.

L'élément de A B situé a la (i,j/)éme place vaut :

)4 Pl pP1tr2 P
Zaijbjj' ZZ(lijbjj/-l- Z ajjbjj + ...+ Z a;jjbjj.
j=1 j=1 j=p1+1 j=pittp+l
P P2 P
Mais Zai/ bjj, Z ajjbjj, ...., Z ajjbjj sont respectivement les éléments de
j=1 j=p1+1 j=p1+..+p_1+1

A1 By, Ao By ..., Ay By situés ala
eme
(i = o+ +me1), J' = (pf + - +pl’,_1)) place, d'out le résultat.

Exemples :
Soient a,b € K, V, W € M, |(K), L € My ,(K), A,B,C,D,A",B',C',D' € M,,(K).

Ona: )
(a L)<V) =(ab+ LV) e M|(K)

b ba bL

<V>(a L):(aV VL)EM”H(K)
A B\/[V AV + BW
(c D)(W)Z(CV+DW>EM2"’1(K)

A B\ (A B\ _(AN+BC' AB+BD'\ _. -
c p)\c p) \cA+bc cB+DD AR
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/ Cf.Algebre PCSI-PTS1,8.1.4 Rem. 3).

"y Pour transposer une matrice
/ décomposée en blocs :on échange les
L= blocs (en les écrivant en colonnes de
blocs au lieu de lignes de blocs, par
exemple), et on transpose chaque bloc.

Exercices 1.4.9 a 1.4.14.

blocs généralise la notion de matrice

Z/ La notion de matrice triangulaire par
: triangulaire.

™, La notion de matrice diagonale par
/ blocs généralise la notion de matrice
~ diagonale.

30

Remarques :

En effectuant un produit par blocs, veiller a respecter I'ordre des matrices dans les produits
C

de blocs. Par exemple, pour A,B,C,D € M,,(K) : (A | B) (5> = AC + BD, qui est diffé-

rent a prioride CA + BD.

Cependant, pour a € K,on a vu qu'on pouvait confondre a et la matrice (a) de M{(K).

Ainsi, pout toute Vde M,, (K), aV = V(a) ;mais (@) V n'existe pas (sin = 2).
La Proposition suivante est immédiate.

Transposition par blocs
On a, pour toute décomposition en blocs :

t A11 A]t tAll lAsl

Asl Ast tAlt lAst

Exemples :

Soienta € K,V e M, 1(K), A,B,C,D € M(K).
t t t t
_ a\_ . ¢ A B\ _ ('Aa ‘¢
Ona: (V)—(a V), <C D>_<tB tp |-

3) Matrices triangulaires par blocs, matrices diagonales par blocs

1) » Une matrice carrée A est dite triangulaire supérieure par blocs si et seulement
si elle admet une décomposition en blocs :

A11 . Als
A= oo
0 Ags
Aqq,...,Agzs sont des matrices carrées

telle que : L .
les blocs situés sous la diagonale sont tous nuls.

* Définition analogue pour une matrice triangulaire inférieure par blocs.

* Une matrice carrée est dite triangulaire par blocs si et seulement si elle est tri-
angulaire supérieure par blocs ou triangulaire inférieure par blocs.

2) Une matrice carrée A est dite diagonale par blocs si et seulement si elle admet
une décomposition en blocs :

An 0
A= .
0 Ass

Aiy,...,Agg sont des matrices carrées

telle que : .
q les blocs non diagonaux sont tous nuls.

On peut alors noter : A = diag(Ayj,...,Ags).
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1.4 - Calcul matriciel

Comme dans Algebre PCSI-PTSI, §§ 8.3.2 et 8.3.3, on montre les résultats suivants :

1) L'ensemble des matrices de M, (K) triangulaires supérieures par blocs (avec le méme décou-
page) est une sous-algebre unitaire de l'algebre unitaire M, (K).

De plus, les blocs diagonaux du produit de deux matrices triangulaires supérieures par blocs
(avec le méme découpage) sont les produits des blocs diagonaux situés a la méme place :

Al Bi1 A11B11
0 Ags 0 Bys 0 Ay Bys
2) Soit A une matrice triangulaire supérieure par blocs :
Al
A=
0 Ags

Pour que A soit inversible (dans M, (K)), il faut et il suffit que :
Vke{l,..s}, det(Ax) #0.

De plus, dans ce cas, AL est triangulaire supérieure par blocs, et les blocs diagonaux de Al
sont les inverses des blocs diagonaux de A :

-1
A]l
ATl = .
0 A7l
3) L'ensemble des matrices de M, (K) diagonales par blocs (avec le méme découpage) est une

sous-algebre unitaire (non nécessairement commutative) de 1'algebre unitaire M, (K). De plus :

Apy 0 By 0 A11B1 0

0 ASS O BSS O ASS BX.Y

Ay 0

4) Soit A une matrice diagonale par blocs : A =
0 Agy
Pour que A soit inversible (dans M, (K)), il faut et il suffit que :

Vke{l,..,s}, det(Ax) #0.
De plus, dans ce cas, A1 est diagonale par blocs et :

A7} 0

Al = .

0 Al

ss

Utilisation de blocs

Soient n € N*, A € M,,(K). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A ¢ GL,(K)

(2) 3BeM,(K)—{0}, AB=BA=0.
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Solution

«(2) = (I):

Supposons qu'il existe B € M,,(K) — {0} telle que AB = BA = 0.
Raisonnons par l'absurde : supposons A € GL, (K).

Alors : B = (A"'A)B = A"'(AB) = A~'0 = 0, contradiction.

On conclut: A ¢ GL,(K).

o(l) = (2):
On suppose : A ¢ GL, (K).

Notons r =1g (A). Onadonc: r < n.

D'apres le Cours, il existe P,Q € GL,(K) telles que A = PJQ, ou:

I. O
I = .
(6 o)
Soit B € M,,(K). Notons C = QB P, de sorte que B = o-'cp!

On a alors :

AB =0 PJQQO'CP'=0 PJCP'=0
{ <~ —
BA=0 Q7 'CP'PJQ =0 o 'cio=0
JC =0
= |
CcJ=0.
R S
NotonsC—(T U)’
ot ReM,(K),SeM,, .(K), T eM,_,.(K),U e M,_.(K).
On a alors :
I, 0 R S\ (0 0
JC =0 0 T U) \0 0
leso =

D0 -
-0

(7 0)-( o)

:
e
<

—

N v ox

0
0

De plus, si B =0, alors C = QBP = 0, contradiction.

En notant C = (

On conclut :

3B eM,(K)— {0}, AB=BA=0.

[
° © o

IO ) onadonc JC=CJ =0, dou AB=BA =0.

Conseils

On commence par l'implication qui parait
la plus facile.

Puisqu'on veut montrer un résultat qui
s'exprime par une négation, on essaie de
raisonner par |'absurde.

Cf. Algébre PCSI-PTSI, § 8.2.3 2) Prop.2.

On décompose C en blocs,comme pour J.

Calcul de produits par blocs.

) 0 0
La matrice C = n'est pas la

0 L

matrice nulle,carn — r > 1, puisque
r <n.
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1.4 - Calcul matriciel

Blocs

Pour résoudre une question portant sur une matrice et faisant intervenir des blocs, essayer de présenter la
matrice inconnue sous forme de matrice décomposée en blocs, ces blocs étant les nouvelles inconnues (ex. 1.4.8).
Ainsi, une matrice de M, (K) pourra étre décomposée en quatre blocs d’ordre n. Un raisonnement par récurren-
ce pourra demander de décomposer une matrice M, (K) en quatre blocs de types respectifs (n,n), (1,n), (n,1),
(1,1).

Pour étudier le rang d’une matrice décomposée en blocs (ex. 1.4.10 a 1.4.12), penser a utiliser le résultat sui-
vant de PCSI-PTSI : en notant r le rang d’une matrice A de M, ,(K), il existe P € GL,(K) et O € GL,(K)

I 0

telles que, en notant J, , , = <0 0

Prop. 2).

1.4.8 Soient n,p e N*, A € GL,(K), B e M, ,(K),

A B
CeGLp(K),M:(O c)'

Montrer : M € GL;1,(K) et calculer M ~1 sous forme
de décomposition en blocs.

1.4.9 Soient E, F deux K-ev de dimension finie,
n=dim(F), p=dim(E), fe€L(EF), r=rg(f),
G={geL(F,E); gof=0etfog=0}

Montrer que G est un K-ev et calculer sa dimension.

1.4.10 Soientn,p € N*, B e M, ,(K), C € My(K).

Ly B) =n+r1g(C).

Montrer : rg ( 0 C

1.4.11 Soientn,peN*, AeM, ,(K), BeM, ,(K).
a) Montrer : n +1g (I, — BA) = p +r1g(l, — AB).
(On pourra utiliser I'exercice 1.4.10).
b) En déduire :

rg(ly —AB) =n— p &= BA =1,.

1.4.12 Soientn,p e N*, A € M,,(K), B € M,(K).
Montrer :

A 0
rg<0 B) =1g(A) +12(B).

) €M, »(K), onait : A= PJ, ;0 (Algebre PCSI-PTSI, § 8.2.3 2)

1413 Soient n,p e N*,AeM,(K),X e M, ,(K),
Y e M, ,(K). Montrer :

A AX
rg(YA YAX>_rg(A)'

1414 Soient E, F deux K-ev de dimension finie,
f, g € L(E,F). Montrer que les quatre propriétés sui-
vantes sont deux a deux équivalentes :

G) rg(f+g =rg(f)+rg(g)

(i) Im(f)+Tm(g) =Im(f +g)
et Im(f)NIm(g) = {0}

(iii) Ker (f) + Ker (g) = E
et Ker(f)NKer(g) =Ker(f+g)

(iv) Il existe r,s € N et deux bases B, C de E, F respecti-
vement, tels que :

I. 00
Matgc(f)=| 0 0 0
0 0 0

0 0 0

et Matgc(g)=[0 Iy O

0 0
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Introduction

Nous généralisons ici a I’ordre n 1’étude des déterminants d’ordre 2 ou 3
effectuée en 1" année (Algebre PCSI-PTSI, chapitre 9).

Lutilisation de la notion de déterminant permettra de décider si une matri-
ce carrée est inversible, et amenera I’introduction du polynéme caractéris-
tique d’une matrice carrée.

Dans ce chapitre, trois notions de déterminant vont étre définies :

e déterminant d’une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension n

e déterminant d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie

e déterminant d’une matrice carrée.

Prévequis

* Espaces vectoriels (Algebre PCSI-PTSI ch. 6)

* Applications linéaires (Algebre PCSI-PTSI ch. 7)
* Matrices (Algebre PCSI-PTSI ch. 8).

Objectifs
*  Mise en place de la notion de déterminant

* Acquisition des méthodes de calcul des déterminants

e Utilisation des déterminants : critere d’inversibilité d’une matrice car-
rée, rang d’une matrice rectangulaire, résolution de systeémes d’équa-
tions affines, orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie.
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= 2.1 Le groupe symétrique

Rappel de définition : une permutation
d'un ensemble est une bijection de cet
ensemble sur lui-méme.

211

Lesélémentsde {1,...,n} sontplacés
en ligne.
L'imaged'un élémentde(1,. .. ,n} par
o est placé juste en dessous de cet
élément.

Exercice 2.1.1.

212

La transposition T;, j échange i et j et
| laisse les autres éléments inchangés.

)3 Ta4 échange 2 et 4, et laisse 1,3, 5,
\ / inchangés.

C'est-a-dire:

w Ti,joTij=e.

// Ainsi, la propriété voulue est vraie pour
\ n=2.
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Rappelons que, pour n € N*, G, désigne 1'ensemble des permutations de {1,...,n} ¢’est-a-dire
I’ensemble des bijections de {1,...,n} dans lui-méme, et que Card(S,) = n!.

Structure de G,

G, est un groupe pour la loi o, appelé groupe symétrique.

Preuve

1)Vp,0 € G,,0 0p € &, car la composée de deux bijections est une bijection.
2) o est associative.

3)1dy,

4) Pour tout o de &, o est bijectiveet o ™! € S,,.

Par commodité, nous noterons e l'identité de {1,...,n}.

U tation o de & e - 1 2 n—1 n
ne permutation o de G, sera notée : o) 6Q) ... oti—1) o))

Transpositions

On suppose icin > 2.

Pour tout (i, ) de {1,...,n}*> tel que i < j, on appelle transposition échangeant i et
J» etonnote T; j (ou : T;j, ou: (i,)) la permutation de {1,...,n} définie par :

7,7 =j, 7,;j(j) =1, 7 k) =kpourtoutkde{l,...,n}—{ij}

Exemple :

P()ulrn=5,’t2v4=(2,4)=(1 o 5).

1 4 3 2 5

Remarques :

2
1) &, contient exactement Cn transpositions.

2) Toute transposition est involutive.

Les transpositions de {1,...,n} engendrent le groupe S,,.

Autrement dit, toute permutation de {1,...,n} est décomposable (d'au moins une
facon) en un produit de (plusieurs) transpositions.

Preuve :

Récurrence sur 7.

G, ={e,Tin}ete = T%,z’ donc {7} engendre G,.

Soit n € N tel que n > 2. Supposons que les transpositions de {1,...,n} engendrent S,, et soit
o € 6n+1.



"} 1 est obtenue en prolongeant #/ en
H ntl

/ On applique le résultat du 1¢" cas & p.

| On met 8 a sa place, en dernier.

| Onmet 7 asa place, en avant-dernier.

— ™, Rappelons que toute transposition est
/ involutive.

"y Ainsi:
/ +o paire <= E(0) =1

<= [ (o) pair
+0 impaire <= €(0) = —1
<= [ (o) impair.

Exercices 2.1.2,2.1.3.

2.1+ Le groupe symétrique

1"cas:o(n+1)=n+1.
Comme o est bijective, {1,...,n} est alors stable par o et I'application induite

o' {1,...,n} —> {1,...,n} est une permutation de {1,...,n}. D'aprés I'hypothése de récurrence, il
k—>o (k)

existe N € N* et des transpositions 71, ..ty de {1,...,n} telles que :

Y 7
o' =1t 0...0ly.

En notant, pour chaque r de {1,...,N}, ¢, : {1,...,n+ 1} — {1,...,n + 1} l'application définie
! 11<k<
par: 4 (k) = t/(k) s%l\k\n
n+1 stk=n+1,
{1,....n+1},etquec =t 0...0ty.

il est clair que #,...,fy sont des transpositions de

28me cag s g (n + 1) #n+1.
Considérons p = Tpi1,6(m+1) © 0.

OnapeG,etpn+1)= Tutl,om+n(@(m+1)) =n 4+ 1. D'apres I'étude du 1 cas, il existe
N € N* et des transpositions #;,...,¢fy de {1,...,n+ 1} telles que p =1t 0...0ty. Alors
0 = Tutl,o(mt+1) © 11 ©... 0ty etdonc o estun produit de transpositions de {1,...,n + 1}.

La preuve précédente fournit un algorithme permettant de décomposer une permutation quel-
conque en un produit de transpositions : on remet les éléments 1,...,n dans l'ordre, en en met-
tant un a sa place (au moins) a chaque étape.
1 2 3 45 6 7 8

1 5 2)

Par exemple, soit 0 = ( 6 3 7 4 38

1 2 3 4 5 6 7 8

[e)}
w
~
IN
]
-
9
[]

T, 8

)TS,7
)T
8

)Tz 5
4 5 6 7 8

<>’l72,3
1 2 3 4 5 6 7 8

Dans chaque ligne, on a encadré les deux éléments qui vont étre échangés pour obtenir la ligne
suivante.
On a donc Ty, 30Ty, 50T,60T5, 70T §00 =e,

Yo
J

[@)}
W
(=]
N~
[\)
—
[«]

8

EY
w
”
-
N

=
.
%

, 6

— —_
[»] w
o] [o]
~
[]
o
~J

d'ol 0 =Ty 30Ts5 70Ty, 60Ta, 50Ty 3.

Remarque:

L'algorithme précédent montre que toute permutation de {1,. .. ,n} est décomposable, d'au
moins une fagon, en un produit d'au plus n transpositions.

Soito € G,,.

On dit qu'un couple (0 (i),0(j)) présente une inversion pour o (ou : est une inver-
sion de o) si et seulementsi: i < jeto(i) > o(j).

On note I(c) le nombre d'inversions de o, et on appelle signature de o le nombre,
noté (o), défini par:  e(o) = (=)',

On dit que o est paire (resp. impaire) si et seulement si e(o) = 1 (resp. (o) = —1).
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o(j) —a(@)
j—i

Rappel de définition : une paire est un Pour toute 0 de &, : e(0) = 1_[ , ou B, (n) désigne 1'ensemble

ensemble de deux éléments distincts. ..
{i. /1B, ()

des paires de {1,...,n}.
Preuve

1) Puisque o est une permutation de {1,. . .,n} I'application o5 : 3, (n) —> P, (n) est une permu-
{i.j} = {o(D,0 ()}

[T lethh—o@i= T[] li—il

tation de J3,(n), et donc :

i1, m i1, m
o(j)—o(i
ce qui montre : l_[ M =1.
j—i

.1, 0

2) Le nombre de paires {i,j} de {l,...,n} telles que

M <0 est I(o), donc
j—i

l_[ M est du méme signe que €(0).

(i1, m
Remarque :
o(j)—o(
" Lindexation1 < i < j < nestplus Onaaussi: €(o) = l_[ M
\ / commode que {i, j} € ‘432(11). I<i<j<n J—i

L'application signature € : G, —> {—1,1} est un morphisme du groupe (S,,,0) sur
le groupe multiplicatif {—1,1}.

Preuve

Soient p,o0 € S,.Ona:

1—[ (00p)(j) = (0 0p)()

E(cop) = —
—1i
i1 B, m /
o i) —o ] i) — p(i
On peut diviser par p(j) — p(i) car = 1_[ M . 1_[ M
i # j et p est injective, donc . p(j) — p) - J 1
-/ i ) ' 11 )ePB,m i.71eB,m
p@) # p(j).
L'application {i, j} —> {p(i),p(j)} étant une permutation de 3, (1), on obtient :
o(l) —o(k i) — p(i
Changement d’indexation pour le E(cop) = l_[ (;7](() . 1_[ M = e(0)E(p).
B . —_ —
premier produit. e, 1B, J

D'autre part, il est clair que {—1,1} est un groupe pour la multiplication.

Le noyau de ¢ est un sous-groupe de &, appelé groupe alterné, et noté A,,.

Preuve

On sait (Algebre PCSI-PTSI 2.2.3 Prop. 2) que le noyau d'un morphisme de groupes est un sous-groupe.

Ainsi, A, = e7'({1}) = {0 € &,; e(0) = 1}, clest-a-dire que A, est I'ensemble des
permutations paires de {1,...,n}.
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Table de la loi o dans © 3, mettant en

| évidence le sous-groupe A3.

Mais, lorsque n = 4, il existe des
permutations impaires qui ne sont pas
des transpositions.

Ainsi, une permutation paire (resp.
impaire) ne peut étre décomposée qu'en
un produit d'un nombre pair (resp.
impair) de transpositions.

213

Ainsi, un p-cycle permute « circu-
lairement » p éléments et laisse les

~ autres inchangés.

2.1+ Le groupe symétrique

Exemple :

Pourn =3, 63 = {e,Ty, 2,71, 3, T2, 3.¢,¢'}

\__123 _,_123__2 _ ,
ouc—(2 3 1) etc—(3 i 2)—c,etA3—{e,c,c}

o>l e c d Ti2 Ti3 T3
e e c I Tio Ti3 T3
c c c e T13 T3 T2
I ¢ e c ™3 Ti2 Ti3
T2 Ti2 T23 Ti3 e d c
T13 Ti3 Ti2 T3 c e el
T3 T3 T3 Ti2 c c e

Toute transposition de {1,...,n} est impaire.

Preuve

Soit (i,)) € {1,... ,n}z tel que i < j. Puisque

1 .. i—1 i i+1 j—1  j j+1 ... n
Ti’j: r PP 5
1 .. i=1 j i+1 j—1 i j+1 ... on
|

les couples présentant une inversion (sur la 2™ ligne) sont :
G+ D, G +2)....,(,J =D, G.) G+ L), G+2,0),....(J —
qui sont au nombre de 2(j — i) — 1.

L),

Donc I(T;, ;) est impair, £(T; j) = —1, T; j est impaire.

Soient 0 € &,,, N € N*, 1,...,ty des transpositions de {l,...,n} telles que

o=to...oty.Ona: e(o)= (=D

Cycles

On suppose icin 2> 2.

Soit p € N tel que 2 < p < n. On appelle p-cycle de {1,...,n} toute permutation o
de {1,...,n} telle qu'il existe xy,...,xp € {1,...,n}, deux a deux distincts, tels que :

o(x1) = x2, 0(x2) = x3,...,0(xp—1) = Xp, 0(xp) = X1
Vk € {1,...,n} = {x1,...,.xp},0(k) = k.

L'ensemble {xi,...,xp} (qui est a I'évidence unique pour un p-cycle o donné) est

appelé le support de o, et on note o = (xp,...,Xp).

Une permutation o de {l,...,n} est appelée cycle si et seulement s'il existe
p € {2,...,n} tel que o soit un p-cycle.
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Les 3-cycles (2,5,3) et (5,3,2) sont égaux. Exemple:
En revanche les 3-cycles (2, 5, 3)
et (2,3,5) sont différents. 12 3 4
1 5 2 4 3

Remarques :

1) (X1, .,x) = (X2, ...

XpXp) = ... =

5
) est le 3-cycle (2, 5, 3).

(x,,,xl,. . ,xp—l) .

2) Les 2-cycles sont les transpositions.

3) e n'est pas un cycle.
Exercices 2.1.4,2.1.5.

Le groupe symétrique

* Pour calculer la signature ¢(o0) d’une permutation o de {1,...
nombre (o) d’inversions et on a alors £(c) = (—1)!©) | soit décomposer o en un produit de N transpositions et

on a alors e(0) = (—1)N.

2.1.1 Montrer que &, est non commutatif des que n > 3.

212

Pour n € N*, déterminer la signature de
o:{l,....,n} — {1,...,n}.

i—n+1—i
213 Pour n € N*, déterminer la signature de

1 2 3 ... n n+l n4+2 ... 2n
o =

2 4 6 ... 2n 1 3 2n — 1
2.1.4 Soit

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
715 126 3 9 42 11 8 10

a) Déterminer le nombre d'inversions et la parité de o.

b) Décomposer o (d'au moins une fagon) en un produit de
transpositions.

¢) Décomposer o en un produit de cycles a supports dis-
joints. Retrouver ainsi la valeur de €(o).

2.1.5 Soitn € N tel que n > 3.

a) Vérifier, pour tout couple (i,j) de {1,... ,n}2 tel que
2<i<j<n:
Tij = T1i 0 Tyj 0Ty

En déduire que {Ty;; 2 < i < n} engendre le groupe &,.

b) Vérifier, pour tout couple (i,j) de {2,... ,n}2 tel que
i#j:(1,i,j)="To0Ti.
En déduire que {(1,i,j); (i,j) € {2,...,n}2,i #+j}

engendre le sous-groupe A,.
c¢) Vérifier, pour tout k € de {3,...,n} :

TpoTy =y ou y = (1,2,k).
12

Tik ©T12 = Yk et
En déduire, pour tout (i,) de {3,...,n
TiioTy =V 0)/]-2.

En déduire que {(1,2,i);3 <
groupe Aj.

< n} engendre le sous-

.} (ex. 2.1.2 a 2.1.4), on peut soit calculer le



2.2 - Applications multilinéaires

Dans toute la suite de ce chapitre 2, K désigne R ou C.

m—— 2.2 Applications multilinéaires

221

Rappel de notation : F£1%--xEp
désigne I'ensemble de toute les
applicationsde £1 X ... X E, dans
F,etc'estun K-ev.

222

Autrement dit, ¢ est alternée si et
seulement si ¢ (xp,...,x,) est nul
pour tout p-uplet (xi,....,xp)
comportant au moins une répétition.

Geénéralités

Soient p € N*, Ey,...,Ep,F des K-ev.
Une application ¢ : E; x ... x E, — F est dite p-linéaire (ou : multilinéaire) si
et seulement si ¢ est linéaire par rapport a chaque place (ou : variable), c'est-a-dire :
Vie{l,...,p},VAe K, Vx1 € Ey,...,Yx; e E;,Vy, € E;,...,Vx, € E,,
QX5 X 1LAX + Vi Xig 1,2 X)p)

=AQ(X1,. Xy, Xp) F QX Yine s Xp).

Si de plus F = K, on dit que ¢ est une forme p-linéaire.

Exemples
1) Pour p = 1, la notion d'application 1-linéaire coincide avec celle d'application linéaire.
2) L'application nulle est p -linéaire.

3) Le produit scalaire canonique sur R2, @ R?2xR? — R est une
((x1,%2),(y1.¥2)) —> x1y1 +X2)2
forme 2-linéaire (on dit plutét : bilinéaire).

4) Le produit vectoriel dans R3 : ¢ : R3 x R3 — R3, défini par:
¢((x1.x2,X3),(¥1,¥2,¥3)) = (X2¥3 — X3y2, X3¥1 — X1y3. X1 y2 — X2)1)

est une application bilinéaire.

L'ensemble EP(EI,. ..,Ep; F) des applications p-linéaires de E X ... x E, dans
F estun K-ev.

Preuve

1l est clair que £, (E1,...,Ep; F) estunsevde FE->Ep,

Applications multilinéaires alternées

Soient E un K-ev, et p € N*.

Une application p-linéaire ¢ : EP — F est dite alternée si et seulement si, pour
tout couple (i,j) de {I,...,p}* tel que i # j, et pour tout (x1,...,xp) de EP:
Xi = xj = ¢(x1,...,xp) =0.

Si de plus F = K, on dit que ¢ est une forme p-linéaire alternée.

Remarque :

L'ensemble des applications p-linéaires alternées de E? dans F est un sev de
L,(E,... ,E;F).
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Rappel de notations : 6,, est le
groupe symétrique d'indice p,formé des
permutations de {1,.. ., p}, et pour
toute o de Gp, e(o) désigne la
signature de o.

L'élément.x; + x; estrépété aux places
n*ietj.

Tout transposition est de signature égale

a-1 :E(Tij) =—1.
Enpermutant.xy,. . ., X, 0nremplace
o(x1,... ,Xp) par lui-méme ou son

0pposé;on peut donc se ramenerau cas
ou x,, se décompose linéairement sur
3o 0 o ep=ilo

Dans la suite du cours, nous n'étudions
quelecas p = dim(E).

Une application p-linéaire ¢ : E” — F est alternée si et seulement si:

Yo €8, V(x,...,x,) € EP, (p(xg(l),. .. ,xg(,,)) = e(0)p(x1,...,Xp).

Preuve

1) Cas d'une transposition

Soit (i,j) € {1,...,p}* tel que i < j; notons T;; la transposition qui échange i et j et laisse les autres
éléments de {1,. .., p} fixes.

Puisque ¢ est alternée, on a :

QX1 X1, X+ X Xt XX XX, Xp) =0,

d'olt en développant par multilinéarité :

QX1 X Xy X)) F QX XX Xp) QXX X, Xp)

+ o, X, x) =0,

etdonc @(xp,. .., Xj,. .. Xy o, Xp) = —@(X1, 00 Xy o Xy, X))
Ceci montre : @ (X, (1) - -+ X1,() = e(Ti)@(X1,. .. ,X}) .
2) Cas général
Soit 0 € &,,. D'apres 2.1.2 Th.1 p. 36, o est décomposable en un produit de transpositions ; il existe
N € N* et des transpositions o7,. . . ,o telles que 0 = o o ... 0 o; de plus, e(o) = (= 1)V,
En appliquant de fagon itérée le résultat de 1), on obtient :
w(xa(l)v- .. 1x0'(p)) = _w(xnzo.._o(m(l)n .. 7(/)020...0(7,\/0)))

e = (CDY0(x1, X)) = (@)X, LX),

Soient ¢ : EP —> F une application p-linéaire et alternée, et (xi,...,x,) € EP. Si
(x1,...,xp) estliée, alors p(x1,...,xp) =0.

Preuve
Supposons (xi,...,x,) liée ; I'un au moins des xi,...,x, s'exprime donc comme combinaison linéaire

des autres. D'aprés la Prop. précédente, on peut se ramener au cas ou il existe (ap,...,a,_;) € K P=1 te]

p—1
que x, = E a;x;. Alors :

i=1
p—1
O(X1,...,Xp) = Za,-go(xl,. cXp—1,x) =0,
i=1
puisque chaque p-uplet (xy,...,x,_1,Xx;) comporte une répétition.

Si p>dim(E), alors la seule application p-linéaire et alternée
de E” dans F est I'application nulle.

Preuve :

Toute famille de p éléments de E est liée.
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2.3 « Déterminant d’'une famille de n vecteurs dans une base d’'un ev de dimension n

e 2.3 Déterminant d'une famille
de n vecteurs dans une base
d'un ev de dimension n

231

/ Il'y a ici une double indexation.

™
\ / Chaque V; se décompose sur 13.

Linéarité de ¢ par rapportala 1#¢ place.

Si (1,...,n) — (i1,...,ip) n'est
pas une permutation de {1,...,n},
alors (e;;,...,e;,) contient une
répétition,doncp(¢;, ,. . . .e;,) = 0.

Cf.§2.2.2 Prop.1.

Soient n € N*, E un K-ev de dimension 7.

Espace A, (E)

Le lecteur peut admettre cette étude et passer directement a 1’énoncé du Théoreme-Définition p. 44.

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

1) Soient S = (Vy,....,V,) € E" et, pour chaque j de {1,....,n}, (a,-/j)l.ve(l n € K" tel que :

n
Vj = 2 :aijj ei] :

i=1
Soit ¢ : E" —> K une forme n-linéaire alternée.
Nous allons calculer ¢(S) en fonction des a;, ;. On a:

(S) = (P(Zailleiln .. 72%"”6,‘")
i=1

i=1

n n n
= E ai11<ﬂ<€i1, E Aiy2€iyse vy E ai,,nein)
i=1

ir=1 in=1

n n
.= E E a,-ll...a,-",,(p(e,-l,...,e,-")
i1=1

i=1

a,~1| e ain,,qo(e,-l b e ,e,-").
(i1,enin)€ll,.con}

Comme ¢ est alternée, ¢(e;,,. . .,e;) estnul des que iy,...,i, ne sont pas deux a deux distincts.
Il ne reste donc, dans la somme multiple précédente, que les termes correspondant aux cas ol
1,...,n) —> (iy,...,i,) est une permutation de {1,...,n}.
D'ou :
(/J(S) = Z As(1)] - - - arr(n)ngo(err(l)!' . ’ea(n))
PGS

= Z as ()1 - --aa(n>n8(0)(/7(€1,~ ..ep)
0B,

Z e(0)agy)1 - - - Ao(mn | P(e1,. .. €n).
0B,

2) Réciproquement, soient A € K et 1 : E" — K l'application définie par, pour tout
S=Vi,....V)) de E": p(S) =% Y (@)1 .- Agaum-
PEGH

n
ol les a;, ; sont les composantes des V; dans B : V j € {1,...,n}, V; = Z a; jei.
i=1

* 1 est n-linéaire car, pour tous i de {1,...,n},  de K, Vi,...,Vi_(,V;,V/,Viyq, ...V, de E,
on a, en notant (a;;)1<k<a les composantes de V; dans 3 :

w(vl,- B 701‘4 + ‘/i/,, .. ,V,,) = A Z s(a)a,,(m e (Olaa(,'),' =+ a;(i)i) e a{,(,,),,
0eB,

ol Z 6(0’)610(1)1 «e Ao + A Z E(J)Kla(l)l e a;(l.)i <o lon)n
7e6, seS,

(X?/)(Vl,. .. ,V,-,...,Vn) +¢(V1,...,V’-/,...,Vn).
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* 1) est alternée car, pour tout (i, j) de {1,... n)? tel que i < jettout (Vi,...,V,) de E" tel que
V; =V}, on a, en effectuant le changement d'indice o’ = o o T;; dans la sommation :

YV, V) =4 Z e(0)as)1 - - - Aomyn

0B,
\/ e(0’) = e(0 0 1)) =4 Z —e(0")ag/ ()1 - Ao (i - - - Aor(i)j - - - Aot (uym
= e(0)e(t;;) = —&(0). =<6,
=—A Z E(O',)a”/(l)l cenlol(iyi v oo Ao/ (j)j o+ - Ao’ (n)ns
0’66”
puisque V; = V.
Dot ¥(Vi,...,Vy,) = =v(Vi,..., V), 29(Vi,...,V,) =0,9(V,,...,V,) =0.
¢ Montrons ¥ # 0.
n
Pour chaque j de {I,...,n}, la décomposition de ¢; sur la base B est: e; = Z i j e, oud;
i=1
est le symbole de Kronecker. D'ot :  {(B) = Z ()81 -+ - doun = 1,
0eB,
car, si 0 # Id;; ), I'un des facteurs §4(j); (1 < j < n) est nul.
Résumons I'étude :
/ Autrement dit:dim (A, (E)) = 1. L'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur un K-ev de dimension n
(n > 1) estun K-ev de dimension 1.
Pour toute base B = (ey,...,e,) de E, on note detp : E" —> K l'application défi-
nie par, pour tout (Vi,...,Vy,) de E™:
detg(Vi,...,Vn) = Z e(0)ag (1)1 - - - Ao (nyn »
ce®,
ou, pour chaque j de {1,...,n}, (a,-j j)]gijgn sont les composantes de V; dans B:
n
V= ai;eij.
ij:]
L'élément detg(Vy,...,V,) (de K) est appelé le déterminant de (Vy,....V,) dans
la base B.
My (detg) désigne la famille a un seul Pour toute base BB de E, (detg) est une base de A, (E).
/ élément qui est I'élément det ; dets

~estuneforme n-linéaire alternée sur E.

Autrement dit, pour toute base B de E, les éléments de A, (E) sont proportionnels a detg.

Remarque : On a vu plus haut que, pour toute base B de E : detg(B) = 1.

2.3.2 Propriétés

|\ E ettoute forme n-linéaire alternée
~ @surE,ona:

¢ = ¢(B)dets,
c'est-a-dire que @ etdetg sont

proportionnelles, dans le rapport Yo e \p(K),YS € E",YB € pB(E), ¢(S)=q¢@(B)detz(S).
@(B).
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Dans cette formule, B et B’ sont des
bases de E, et S est une famille

(quelconque) de 72 éléments de E.

' Proposition tres importante.

2.4 - Déterminant d’'un endomorphisme

Preuve :

Soient ¢ € A, (E),B € B(E). Puisque detp engendre A, (E), il existe a € K tel que ¢ = adets. En
particulier : (B) = adetp(B) = «, d'ou : ¢ = @(B)dets, c'est-a-dire :

VS e E", (S) = p(B)dets(S).

VBB € p(E),VS e E", dety(S)=dety(B)dets(S).

Preuve

11 suffit d'appliquer la Prop. précédente a ¢ = detp’ .

Remarques :
1) On retient la formule ci-dessus en remarquant l'analogie avec la relation de Chasles

— = X K b s
(B'S = B’B + BS) ou le calcul sur fractions =55

2)VB,B.,B" e B(E), detg:(B) = detBu(B/)detB/(B) .

3) En particulier, en prenant 3” = B dans le résultat précédent :

VB.B € B(E), (dety (B) # 0 et dets(B) = (detg (B)) ™).

Soient B € B(E), S € E".

Alors S est liée si et seulement si detg(S) = 0.

Preuve
1) Si § estliée, alors detg(S) = 0, puisque detg est n -linéaire et alternée (cf. 2.2.2 Prop. 2 p. 42).

2) Si S est libre, alors, comme, S a n éléments, S est une base de E, et donc (cf. Rem. 3) ci-dessus) :
detg(S) # 0.

2.4 Déterminant d'un endomorphisme

L'application f x ... x f est aussi
abusivement notée f, de sorte que,
pourtoutS = (Vi,...,V,) € E":

FS) =(fV),....f(Va)

=(fx...x H(V,...

V).

Soient n € N*, E un K-ev de dimension n. Soient f € L(E), ¢ € A,(E) — {0}.
1l est clair que l'application ¢ o (f x ... x f) : E" —> K définie par :

Y(Vi o V) €E"(po(f x...x )V .. V) = o(f(V).....f (V)

est n-linéaire et alternée.

Puisque A, (E) est de dimension 1 et que ¢ # 0, ¢ engendre A, (E), et il existe donc

telque: o (f x...x f)=ae. Montrons que o ne dépend pas de ¢.

Soit ¢ € A, (E) — {0}. Puisque ¢ engendre A, (E), il existe A € K — {0} tel que ¢ = Ag. On a
alors :

Yo (fx...xf)=Q@o(fx...x ) =A(po(f x...x f)) = Mag) = a(ip) = ap).
Ceci montre que o ne dépend pas du choix de ¢ dans A, (E) — {0}.

Résumons 1'étude :

Pour tout f de L(E) , il existe un élément unique o de K tel que :
Yo e A(E), po(f X ... X ) =agp.

Cet élément o est appelé le déterminant de f, et noté det(f).
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On a ainsi :

Cette formule constitue la définition de VfeL(E),VYoe(E), gpo(fx...xf)= (det(f))(p.
det(f).

La Prop. suivante est immédiate.

Ces formules font le lien entre 1)V fe L(E),Yp € Ay(E),Y(V,...,V,) € E",

déterminant d'un endomorphisme et

déterminant d'une famille de 2 vecteurs (p(f(vl)" . vf(Vn)) = (det(f))‘P(Vlw V).

dans une base.

2)Y f e L(E),VBep(E),Y(Vi,...,Vy) € EN,
dets(f(V1),. .., f (V) = det(f)dets(Vi,. .., Vy).

3)VfeLl(E),VB=e,...,e) € p(E),
det(f) = det(el ..... e,,)(f(el)a- .- vf(en))

Attention ! Dans laformule 2),ily a,dans 1) det(Idg) = 1.
le second membre, & et non pas «. 2) Va e K, Vf c [,(E), det(af) _ a”det(f).
3)V f,g € L(E), det(go f)=det(g)det(f).
4)Y f e L(E), (f€GL(E) <= det(f) #0).
5)V feGL(E), det(f~") = (det(f)".

Preuve :

Pour démontrer ces propriétés, on se Le K-ev E admet au moins une base B = (eq,...,e,).

ramene a des déterminants de familles
de 2 vecteurs dans une base d'unK-ev 1) det(ldg) = detg(B) = 1.

de dimension 7. 2) det(arf) = dete,,.e, (@f (e1),....af () = a"deti,, e (f (D). ... f(en))
= a"det(f)
3) det(g o f) = detg(g(f(B))) = det(g)dets(f (B)) = det(g)det(f).
4)(f € GL(E)) <= (f(B) € B(E)) <= det(f(B)) # 0 <= det(f) # 0.
5)Soit f € GL(E). Ona: det(f)det(f~!) =det(f o f1) = det(Idg) = 1,
donc  det(f~") = (det(f)) .

e 2.5 Déterminant d'une matrice carrée

Soit n € N*.
| “_ Lanotion de déterminant d'une matrice Soit A = (aij)1<i,j<n € M, (K). On appelle déterminant de A, et on note det(A),
n'est définie que lorsque cette matrice est
) a ... ai
carrée.
ou| : . |, I'élément de K défini par :
Ayl ...

det(A) = Y &(0)ao(1)1 - - - Ao(um-
0eB,
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\ a
' La formule

b
‘:ad—bcest
d

trés utile en pratique.

| Déterminant d'une matrice triangulaire.

Lien entre déterminant d'un

| endomorphisme et déterminant d'une
~ matrice carrée.

Lien entre déterminant d’une matrice
carrée et déterminant d'une famille
de n vecteurs dans un K-ev de
dimension 7.

Attention ! Dans la formule 2),ilya o”,
dans le second membre, et non pas .

2.5 « Déterminant d'une matrice carrée

Autrement dit, en notant C; = oo, Cp = les colonnes de A, et B la base

Any Ann

canonique de M, ;(K), ona: det(A) = detg(Cy,...,C,).

ay ... an
On dit que | : . | est un déterminant d'ordre n.
Api oo Ay
ay ... ap
Pour rappeler 1'ordre n, on peut noter [n] en bas a droite : det(A) =
2 SR A P

Exemples :

1)V (a,b,c,d) € K*,

2 l = ad — bc, puisque G, = {Id(1 2}, T12}

ayy app ... Qap

2) Soit A = (aij)ij = € T, s (K).

An—1n

" Qnn
Pour 0 € G,, s'il existe j €{l,...,n} tel que o(j)> j, alors as(j)j =0, donc

H%(k)k = 0. Ceci montre que la somme Z e(0)ag 1 - - - Ao, se réduit au(x) seul(s)
k=1 PGS

termes (s) correspondant a o telle(s) que :  Vj € {l,...,n}, o(j) < J.

Pour une telle o, on ao (1) < 1 donc o (1) =1, puis 0(2) <2 eto(2) #o(l) =1, donc
0(2) =2... Il est clair que, pour tout j de {1,...,n — 1}si (6(1) =1,...,0(j) = j), alors
o(j+ D) =j+1,puisquec(j+1)<j+1leto(j+1)&{l,...,j}. Ainsi, la seule per-

mutation o pour laquelle (Vj e{l,...,n}o(j) < j) est l'identité, d'ou : det(A) = l_[a_,-_,-
j=1

(cf.aussi plus loin 2.7.1 Prop. p. 55).

La Proposition suivante est immédiate.

e Soient E un K-ev de dimension n, f € L(E), B une base de E, A = Matg(f).

Ona:
det(f) = det(A).

e Soient £ un K-ev de dimension n, B une base de E, S = (V,,...,V,) € E",

A = Matg(S).Ona:
det(A) = detg(S).

1) det(l,) = 1.
2)Va € K,YA e My(K), det(@A) = a"det(A).
3)V(A,B) € M,(K))%,  det(AB) = det(A)det(B).
HVA e My(K), (A€ GL,(K) < det(A) # 0).
5)VA € GL,(K), det(A™") = (det(4)) ™.

6)V A e My(K), det('A) = det(A).
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Ona,pourtout i € {1,...,n}:
i =0 (o).

Si une matrice carrée est nilpotente,
alors elle n'est pas inversible.

Par exemple, toute matrice anti-
symétrique d’ordre 3 estnon inversible.

Exercices 2.5.1a2.5.7.

Preuve :

Les propriétés /) a 5) se déduisent de la Prop. 1 précédente et des propriétés du déterminant d'un endo-
morphisme (2.4 Prop. 3 p. 46).

En notant A = (a;;)ij € M,(K),ona:

t
det( "A) = Z e(@)alo(1y - - no(n) = Z a(o)aafl((,(l)) o(1) AoV (om) o)
066n UEGu

Comme la multiplication est commutative dans K, en réordonnant suivant le deuxieme indice, on a, pour
toute o de &, :

As-1(o(1) o(1) - Yo-1(o(n) o(n) = o-1(1)1 *+ - Go-1(n)n>

et donc : det( 'A) = Z e(c)a(rfl(])l el (-
0e6,

Enfin, comme &, — &, est une bijection conservant la signature (c'est-a-dire

0»—)071

Vo eG,, c(c!) = (o)), on obtient :

det('A) = Z e(D)ay(1)] - - - druyn = det(A).
eS,

Remarques :
1) De la propriété 3) précédente, on déduit par une récurrence immédiate :

YA eM,(K), Yk e N*, det(A¥) = (det(A))X.
2) De la remarque précédente et la propriété 5), on déduit :
VAeGL,(K), Yk eZ, det(AF) = (det(A))F.
3)Si A € M,,(K) est nilpotente, il existe k € N* tel que AF = 0,d'ou:
(det(A)F = det(A%) = 0,
et donc: det(A) = 0.

4)Si A € M,,(K) est antisymétrique et si n est impair,alors :
det(A) = det( 'A) = det(—A) = (—1)" det(A) = — det(A),
d'ou: det(A) = 0.

Utilisation d’un déterminant pour montrer I’inversibilité d’une matrice carrée

Soient n € N* impair, A, B € M,,(R) telles que : B '(AB) + A = 0. Montrer : A ¢ GL,(R).

Solution Comnseils
D'apres I'hypothese : B '(AB) = —A, c'est-a-dire : B'B'A = —A.
On déduit, en passant aux déterminants :
(det(B))zdet (A) = (=1)"det (A) = —det (A). det (—A) = (—1)"det (A) et n est impair.

D'ot : ((det (B))® + 1)det (A) = 0.

2
Comme det (B) € R, on a (det (B))2 + 1 #£ 0, donc det (A) = 0, et on conclut : (det(B)) +1>0.

A n'est pas inversible, A ¢ GL, (R).
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Déterminant d’'une matrice carrée

2.6 - Développement par rapport a une rangée

® Le remplacement de det(A) par sa définition, det(A) = Z £(0)ag 1)1 - - - Ao (nyn €St peu recommandé, mais peut

s’avérer utile (ex. 2.5.1).

0eB,

* Lorsque la parité de I’ordre n des matrices carrées intervient, on pourra probablement exploiter la relation
det(—M) = (—1)"det(M), pour M € M, (K) (ex. 2.5.2).

*  Puisque, pour A,B € M, (K), on a det(AB) = det(A) det(B) et qu’il n’y a pas de formule simple pour transfor-
mer det(A + B), lorsque des déterminants interviennent, on privilégiera les produits de matrices (ex. 2.5.6,

2.5.7).

2.5.1 Montrer, pour tout A = (a;;);; de M,(C) :

ldet(A)] < ] (Z |a,-,-|).
j=1 \i=1
2.52 a) Soit neN* On suppose qu'il existe
A,B € GL,(R) telles que AB + BA = 0; montrer que 7
est pair.

b) Donner un exemple de (A,B) € (GLy(R))?> tel que
AB+ BA=0.

2.5.3 Groupe spécial linéaire

On note SL,,(K) = {A € M,,(K); det(A) = 1}.

a) Vérifier que SL,(K) est un sous-groupe de
GL, (K)pour la multiplication, appelé groupe spécial
linéaire.

b) Montrer :

VA eGL,(C), 3(e,B) € C* x SL,(C), A=aB.

2.5.4 Soitn € N — {0,1}. Trouver toutes les A de M,,(C)
telles que :

VM e M,(C), det(A+ M) = det(A)+ det(M).

2.5.5 Soitn € N*,

a) Montrer :

VA.BeM,(R), (AB=BA=> det(A>+ B?) >0).
b)A-ton: YA,BeM,(R), det(A>+B?) >0?

2.5.6 Soientn € N*, A € GL,(R), B € M,,(R).
Montrer qu'il existe e € R} tel que :

Vx eR, (x| <e= A+x B € GL,(R)).

2.5.7 Soient neN*, A BeM,(R) telles que
AB — BA = B.

a) Montrer : Vk € N, AB* = BX(A +kI,).

b) En déduire : det(B) = 0.

= 2.6 Développement par rapport a une rangée

2.6.1

1) Examen du cas n = 3

ap
Soit A = (a,-j),-j = | au

asg

Cofacteurs et mineurs

aips
ans (S M3 (K) .

ass

Par définition (cf. 2.5 Déf. p. 46) :

det(A) = Z £(0)ag(1)100 (2205 (3)3-

0663
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T12,T13, T23 sont les transpositions.

Le développement de det(A)
comporte 6 (= 3!) termes.

L'expression de det(A) comporte
maintenant 3 termes dont chacun est le
produit d'un coefficient de A par un
déterminant d'ordre 2.

Autrement

ke{l,...,

o(k) =

dit,
n}:
k
n
k—1

pour tout
si k<j
si k=j.
si k>j

o (1 23\, (1 23 _
Comme(‘53={Id,le,T13,T23,c,c},ouc—(2 3 1>etc—<3 ] 2),onobtlent.

det(A) = ay1a0a33 — a1 Q12033 — A31a2013 — 411032023 + A21A32013 + A31A12023.

On peut grouper, par exemple, ainsi :

det(A) = ai1(anasz — azax) + a (—anas + anaz) + azi(apds — a»aiz)

day dx dapp a3 dapp a3
=apn — + as;

)

az  dss daz dss dy a3

et on obtient le développement de det(A) par rapport a la 147 colonne.

2) Etude du cas général

* Soit A = (a;;)ij € M,,(K). Notons B = (ey....,e,) labase canonique de M, 1(K) :

1 0 0

0 1 0 apy aln
e1=10].e0|0],...en| ], ctC)= o Gy = les colonnes de A .

. . 0 anl ann

0 0 1

Soitj € {1,....n}.

En développant par linéarité par rapport a la jéme colonne, on a :

n n
det(A) = detB<C1,. Cio1. Y aijeiCiy. .. ,Cn) = aijAij ,
i=1 i=1

en notant

Ajj =detp(Cy,... ,Cj_],ei,Cj+1,. ..,Cp)

ajpy ... arj-1 0 apjep ... ay,
0
= 1 N
0
L T L T

le «1» étant situé a la ligne n° .

Faisons passer, dans le déterminant ci-dessus, la j™° colonne en dernier, c'est-a-dire permu-
tons les colonnes suivant la permutation

A T T R A S
“\1 2 ... j—=1 n j .on—1)°

qui admet exactement (n — 1) — j 4+ 1 inversions (et qui est aussi le produit de n — j transpo-
sitions du type Ty j41) :

ay ... aj-1 4apj41 ... ay, 0
Ajj = (=" 1
Ap]  «vv Apj—1 Gujyl - amn O



2.6 » Développement par rapport a une rangée

De méme faisons maintenant passer la i“™® ligne en dernier :

ap ajj—1 ajj+1 ai 0

ai—11 ... di—1j—1  Qi—1j41 ... di—ip 0

Aij=E=D"7 (D" a0 Givjor Gisij1 oo Gigan O

Any LR ap j—1 Ap j41 vee [ 0

aj e aj j—1 ai j+1 . aiy 1

B estrectangulaire. « Considérons une matrice quelconque B = (b,,),, de M, 1(K), et
b]l e b]n,1 0
/ B’ contient B en haut & gauche. B = : : - | e M,,(K).

= bn—ll bn—ln—l 0
bnl fee bnnfl 1

En notant B’ = (b),,).v, on a donc :

b, siv<n-—1

b = 1 siu=v=n

uv

0  sinon.

Par définition :  det(B') = Y e(0)b, 1)y ... b,
PEGH

Pour tout o de &, telle que o(n) #n,onab

’
o(n)n

= 0. Comme b, =1, on adonc:

~™,  Lasommation précédente se réduitaux det(B") = Z () AN T
/ termes d'indices o telsqueo (n) = n. S

o(n)=n

11 est clair que I'application {0 € &,; 0 (n) =n} — &,_1, ol p est définie par :
o+ p

Vke{l,....,n—1}, p(k) = o(k), est une bijection et qu'elle conserve la signature.
D'ou :
det(B") = Z E(P)b;(l)l "'b;;(n—l)n—l = Z e(P)bpy1 - bp-tyn-1-
06, 0B,

* En appliquant ce résultat au déterminant obtenu pour A;;, on arrive a

ay apj—1 aij+i Adin
T T B R R S B L IV A IR T 7]
— i+ J J
Ay = (=D
dit11 --- Aig1j—1 dig1j41 .-+ digln
Al ay j—1 An j+1 A

3) Enoncé des résultats

Soit n € N*,

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.



Chapitre 2 - Déterminants

Soit A = (aij)ij € M, (K).
1) Pour chaque (i, j) de {1,...,n}* , on appelle mineur de la place (i, /) dans A (ou,
par abus : mineur de ¢;; dans A) le déterminant A;; d'ordre n — 1 obtenu en sup-

primant dans A la i®™ ligne et la j*™® colonne :

an (11]‘_1 a1j+1 ain
A = di—11 ... di—1j—1 di—1j+1 --- di—1n
=
/ aiy11 -+ GAi41j—1 di41j+1 .-+ Qi4in
an1 ap j—1 [ j+1 Ann

2) Pour chaque (i,j) de {1,... ,n}%, on appelle cofacteur de la place (7,j) dans A
(ou, par abus : cofacteur de a;; dans A), et on note A;; le produit de (—1)i+j par le
mineur de la place (i,j) dans A:

"  Mineurs et cofacteurs sont égaux, au Ajj = (—l)i+jA,~j.
/ signe prés.
Remarque :
Le calcul de A;; et de A;; ne fait pas intervenir les éléments de A situés dans la i eme ligne ni
ceux situés dans la jS™€ colonne de A.
On appelle rangée d'une matrice ou d'un déterminant toute ligne ou colonne de cette
matrice ou de ce déterminant.
Développement d'un déterminant par rapport a une rangée
Soit A = (a,‘j)ij e M, (K) .Ona:
n
% Résultats importants. nyjefl,...,n}, det(A) = Z a;jjA;j (développement de det(A) par rapport a la
i=1
j®Me colonne)
n
2)Vie{l,...,n}, det(A) = Za,-j Ajj (développement de det(A) par rapport a la
j=1
i®M€ ligne).
Preuve
1) Cf. plus haut, pp. 49-51.
2) Se déduit de 7) appliqué 2 'A au lieu de A.
Exemple :
En développant par rapport  la 4 *M€ colonne :
2 - 4
] 2 i _s 1 3 4 2 6 -3 6 -3
41 ) O=—4412—541 2/4+6(1 3 4
-3 0 3 -3 0 3 4 1 2
-3 0 3 6
" Parexemple,onadéveloppé iciles deux 3 4 1 3 6 -3 2 6
/ premiers déterminants d'ordre 3 par =—4 <_3 ‘ 1 2 ‘ +3 ' 4 1 D -5 <_3 ‘ 1 2 ’ +3 ’4 1 D
= rapport a la 32 ligne, et le dernier
déterminant d'ordre 3 par rapport a la
1¢" colonne. +6(2 3.4/ |6 -3 +4 6 =3
1 2 1 2 3 4

= 1437.
52



2.6.2

Ainsi, la comatrice de A est la matrice
| des cofacteursde A.

Exercice 2.6.1.

\ / Penser a considérer cette matrice B.

Le produit de A par com(A) est noté
tAcom(A) ou'A - com(A),selon la
commodité de lecture.

2.6 » Développement par rapport a une rangée

Remarques :

1) Il est souvent utile de développer un déterminant par rapport a une rangée lorsque cette
rangée comporte peu de termes non nuls (plusieurs termes nuls).

2) Pour le calcul numérique des déterminants, il existe des méthodes nettement plus rapides
que celle consistant a développer par rapport a des rangées.

Comatrice

Soit n € N*,

Soit A = (a;;)ij € M,,(K). On appelle comatrice de A la matrice carrée d'ordre n,
notée com(A), définie par :
A]] . A]n
com(A) = (A;j)ij=| B
Ant ... A

ou A;j est le cofacteur de la place (i, j) dans A.

On a vu (2.6.1 Prop. 1) p. 52) :

Viell...n) Y ayAy = det(A).
i=1

Intéressons-nous a Zal‘jA,‘k, pour (j,k) € {1,... ) fixé tel que j # k.
i=1

Considérons la matrice B = (b;,);, obtenue a partir de A en remplacant, dans A, la k®me colon-

ne par la j™€ colonne de A :

ap ay; Alg—1 a Alk+1 ayy,

an Ayj Ayk—1 Apj Ay k+1 [

kM€ colonne

D'une part, det(B) = 0, puisque B a deux colonnes égales.

D'autre part, en développant det(B) par rapport a la kM€ colonne, on a :

n n
det(B) = ZbikBik = Zaiinks
i=1 i=1
puisque les cofacteurs des éléments de la k¥™€ colonne sont les mémes dans B que dans A.
n
Ainsi : Zaiink =0.
i=1

On a donc prouvé :

. S det(A) sij=k
V(i) e {L....np, aijAix ={ A
; ! 0 sij#k

Mais, pour (j,k) € {1,...,n}?, ZaifA”‘ est le (j,k)®™ terme du produit de ‘A par com(A),
f
d'ou :
det(a) O
'A - com(A) = = det(A)1,.
0  det(a)
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En appliquant ce résultat a ‘A au lieu de A, et en remarquant com(‘A) = ‘com(A) et
det('A) = det(A) (cf. 2.5 Prop. 2 6) p. 47), on obtient :

A - ‘com(A) = det(A)],,
et, en transposant le résultat de la page précédente : ‘com (A) - A = det(A)I,.

Enongons le résultat obtenu :

' Formule trés utile pour les exercices VA eM,(K), A- ‘com(A) = ‘com(A)- A = det(A)],.

portant sur la comatrice.

N
VAeGL,(K), A = det(A) com(A).

Exercices 2.6.2,2.6.3.
Exemple:

b
Pourn =2, si ad — bc # 0, alors A = (a ) est inversible, et
c

d
] d —b
“ad —be \ —c a)’

La formule précédente, donnant A~! a l'aide de com(A), est en pratique quasiment inutili-
sable dés que n > 3.En effet, I'application de cette formule nécessite apparemment le calcul
d'un déterminant d'ordre n (det(A)) et de n? déterminants d'ordre n — 1 (les cofacteurs
dans A).

Remarque :

Comatrice

¢ Pour manipuler une comatrice, on dispose :
— de sa définition : com(A) = (A;;);j, ou A;; est le cofacteur de la place (i, ;) dans A (ex. 2.6.1)
—des égalités : A ‘com(A) = ‘com(A)A = det(A)], (ex.2.6.2,2.6.3).

2.6.1 Soientn € N*, M € M, (K), 2.6.2 Soientn,p € N*, A € M, (K). Montrer :
A? =1, = (com(A))" =1,.
0O —— 0 —
A= < ‘ M ) eM,(K). 2.6.3 Soit n € N*. Montrer :
0

com (A) € GL,(K)

VA e GL,(K), _
< (&) {(com(A)) l:com(A‘l).

Calculer com(A).



-

\

\

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2.7 + Calcul des déterminants

e 2.7 Calcul des déterminants

2.7.1

g
\ / Cf.aussi 2.5 Exemple 2) p.47.

2.72

Les blocs | et Il restent en place.

Déterminant d'une matrice triangulaire

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diago-
naux :

ar

=1 |di-
0 Il

Ann

Preuve
Récurrence sur 2. La propriété est évidente pourn = 1.
ap

Supposons-la vraie pour un 7 de N*, et soit A = - € Ty, o(K).

0

Ap41 n+1
En développant det(A) par rapport a la (n + 1)éme ligne, on obtient :
11 n+l1
det(A) = Auyinr1 = (@11« Qup)Apiinp1 = Haii-
i=1

0

ann
Remarque:

En particulier, le déterminant d'une matrice diagonale est égal au produit des éléments dia-
gonaux.

Manipulation de lignes et de colonnes

1) Utilisation de la multilinéarité

La multilinéarité du déterminant se traduit schématiquement par :

)»alj—Fb]j ay blj

Aanj +bnj a,,j bnj

2) Pour que le déterminant d'une matrice soit nul, il faut et il suffit que la famille des colonnes
de cette matrice soit liée (cf. 2.5 Prop. 2 4) p. 47). En particulier, si un déterminant a une colon-
ne nulle, ou deux colonnes colinéaires, ce déterminant est nul.

Résultat analogue pour les lignes.

3) Remplacement d'une colonne par la somme de celle-ci et d'une combinaison
linéaire des autres

Soient A = (a;;);; € M, (K), Cy,...,C, les colonnes de A, j € {1,...,n},

(Olk)quj e K" 1.

Considérons la matrice B obtenue a partir de A en remplagant C; par C; + Z aCy.
k)
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En notant B = (ey,. . .,e,) la base canonique de M,, ;(K), on a :

det(B) = dety (cl,. LG+ Zaka,. .. c)

k#j
=dets(C1.....Cj.....C)) + »_aydets(Cy.....C;1.C.Ciyr.. . ..Co)
k#j
™, Chaque = det(A).
/ dets(Cy,....Cj1, i Ainsi :
Ci,Cjt1,...,Cp) (k# )
contient deux fois la colonne Cy.
Résultatstrés utiles pourle calcul pratique On ne change pas la valeur d'un déterminant en remplagcant une colonne par la
des déterminants. somme de celle-ci et d'une combinaison linéaire des autres colonnes.

Résultat analogue sur les lignes.

Remarque :
On peut aussi montrer le résultat précédent en remarquant B = AF,ou

1 0 0{1
: 0
1 Otj_l
F = 1 ,
0 o
0
oy 1

et en développant det(F) par rapportala jere colonne,j — 1 fois:

Jj+
det(F)=| . :

(e 1

puis (matrice triangulaire) : det(F) = 1.

4) Remplacement simultané de colonnes

Soient A = (a;;);j € M,,(K), Cy,...,C, les colonnes de A. Nous allons montrer qu'on peut,
sans changer det(A), remplacer dans A chaque colonne par la somme de celle-ci et d'une com-
binaison linéaire des colonnes suivantes.

Pour chaque & de {2,...,n}, soient o 4—1,...,0,4—1 € K.

Rappelons que I'on omet souvent la Considérons la matrice B obtenue a partir de A en remplagant :

virgule dans les doubles indices :otk x—1
est mis pour ot k—1, p k—1 €st mis

i Cy par Cy +a3Cs + ... + a,nC,

Cl par C] +(X21C2 —+ ... —|—d,11Cn

C‘nfl Par Cnfl +annflcn
C, par C,.
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(6531 1 O

En notant T=|on o |1 ,ona:B = AT,dou:
Opt Qpy e Opp—g > 1
/ Cf.2.7.1 Prop.p.55. det(B) = det(A)det(T) = det(A) - 1 = det(A).
k Ainsi :

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Résultats trésutiles pour e calcul pratique On ne change pas la valeur d'un déterminant en remplagant (simultanément) chaque
des déterminants. colonne par la somme de celle-ci et d'une combinaison linéaire des colonnes sui-
vantes.

Résultat analogue sur les lignes.

De méme, en utilisant la postmultiplication de A par une matrice triangulaire supérieure :

On ne change pas la valeur d'un déterminant en remplacant (simultanément) chaque
colonne par la somme de celle-ci et d'une combinaison linéaire des colonnes précé-
dentes.

Résultat analogue sur les lignes.

Exemple :
a p
Pour (a,b) € K? et n > 2, calculer \
a n
a+(n—Db b — b
. b a n
IN = b Ci< Ci+ Z o
alp b Jj=2
a+((n—1)b a |
1 b — b
a
= (a +(n— 1)b) b
b
1 a ln)
1 b — b
0 a—»b L2 < Lz — Ll
:(a+(n—1)b) ‘ 0
0
0 a—>bly,, Ly< L,—L,
Exercices 2.7.1, 2.7.4 & 2.7.6, 2.7.8, = (a +(n - l)b) (a —b)" .

12:7.9:

57



Chapitre 2 - Déterminants

273 Casn=2,n=3

ap  ap

I)n=2: ‘
az;  ap

' = dapdx — adap.
3 app  dip a3
/ (£.26.11) pp.49-50. 2)n=3: Ay Axn Gy | = andmdss — dadindss — d31dnd13
asy  dszp  dsz
— ay1axnd; + axaxnaz + azdnds .

/ Cf. 2.5 Déf. p.46. On peut retrouver ce résultat par la regle de Sarrus : le déterminant d'ordre 3 contient six
- termes

° a1 anaz, ddaxnd, adzdppdys correspondant a des « diagonales descendantes » :

apn

as

® —dasziaxdas,

ap

ou encore :

Mais attention : la reégle de Sarrus n'est applicable que pour n = 3 (et n = 2).

Exemple :
a P 9
—p a r|=a+pgr—pgr+aq’+ar’+ap’ =a@®+p’+q> +r).
Exercices 2.7.2,2.7.3,2.7.7. —-q —r a
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Nous allons exprimer V (x1,. ..
enfonctionde V (x2,...,x,).

+Xn)

Développement par rapport a la
premiére ligne et mise en facteur de

X3 — X1, .

lignes.

., Xp — Xu_1dans

les

2.7 + Calcul des déterminants

Déterminant de Vandermonde

L’étude du déterminant de Vandermonde n’est pas au programme, mais c‘est un exercice
classique.
Soit n € N*,

Soit (xy,...,x,) € K". On appelle déterminant de Vandermonde, et on note
V(xy,...,x,) I'élément de K défini par :

n—1

L ox x ... X
V(... x,) = ‘ P | = det( s jen)-
1 ox, x2 ... xv1!
Nous allons calculer V(xy,...,x,).
Sin=1: V() =1
1
Sin:2:V(x|,x2):‘ A =X, — X
1 X2
1 ox; xf 1 0 0
Sin=3:Vx;,xx)=|1 x x3|=[1 xx—x x2-—xx
1 x3 x§ 1 x3—x; x§ — X1X3

Cz(—Cz—)ﬂCl, C3<—C3 —X1C2

1 X2
= (x2 — x1)(x3 — x1) ) = (x2 —x1)(x3 — x1)(x3 — x2)
Pour tout n de N tel que n 2> 3 :
1 ox x2 .. X
X 3 ... a0t
V(xi,. .. ,x,) = :
2 n—1
1 X, x; X,
0 0 0
X2 — X x% — X1X2 .. xg’fl — xlx;l*z
1 Xy — X x2 — X%, . Xl — a2
Cz(—Cz—chl, C3(—C3—X|C2, C,,(—Cn—xlC,l_l
1 0 0 0
n—2
Xo—x1 (—x)x2 ... (Xz—xl)xz
)
1 ox,—x1 (o —x0x, .. (x, — X)X,
1 ox ... xy?
= x| A
n—2
1 x, ... x,

en développant par rapport a la 18re ligne, puis en factorisant dans chaque ligne.

On obtient ainsi :  V(xy,...,x,) = ( l_[ (x; — x1)>V(xz,. LX),

nzi>1

On conclut, par récurrence :
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Le déterminant de Vandermonde peut
étre utile en liaison avec l'algébre des
polynomes.

2.7.5

Attention : pour cette formule, A et C
doivent étre des matrices carrées.

Intervention d'une égalité matricielle
par blocs, puis passage aux
déterminants.

Exercices 2.7.10,2.7.11.

VneN* V(xy,...,xp) € K", V(x1,...,x) = 1_[ (xj — xj).

nzi>j>1

Pour tout (xg,...,x,) de K", V(xi,...,x,) est non nul si et seulement si x1,...,x;,
sont deux a deux distincts.

Déterminant d’'une matrice triangulaire
par blocs

Soient A € M, (K), B € M »(K), C € Mp(K).
Ona:

det (g g ) = det(A) det(C).

Preuve :
0 ) A B\ (I, O A B
n remarque : o cl=\o ¢ 0 1,)
s A B\ I, O A B
d'ou : det(O C>_det(0 C)det(o Ip).

I, O
En développant ( " ) par rapport a la premiere ligne, de fagon itérée, on obtient :

0o C
I, O
det ( 0 C) = det(C).

A
De méme, en développant <

B
0 1 ) par rapport a la derniere ligne, de facon itérée, on obtient :
P

A B
det < 0 Ip) = det(A).

Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des détermi-
nants des blocs diagonaux :

A ... s
det . = det(Agg).
0 Ags ) K=

Preuve

Récurrence immédiate sur s en utilisant la Prop 1.
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Exemple de calcul de déterminant

Soient n € N*, x, ay,...,a, € K. Calculer le déterminant d'ordre n + 1 suivant :

X ap [45) 000 coo a,
ap X [45) 000 coo a,
ap ay X
Dn+1 =
X a,
ag a) 000 ay X [n+1]
Solution Conseils

n

Par C; «— C; + (Cy + - - + C,41), puis en mettant x + Zaj en facteur dans la  On remarque que, dans chaque ligne de

premiére colonne, on obtient : j=1 D, 1, la somme des termes est la méme.
1 a a ... ... a,
1 x a ... ... a,
2 1 a x
Dy =\x+ § aj
=1

X a,

I a ... ... a X |p

Puis, en faisant C; <— C; —a;C; pourj =2,...,n+1, ona:

1 0 0 0
1 x—a 0 0
ntl 1 ap—a x—a, - 0) :
D,y =\x+ Z a; . . . . . . On remplace chaque colonne (sauf la pre-
j=1 : : i "o : miére) par celle-ci diminuée du produit de
P 0 a; par la premiere colonne, pour faire appa-
raitre des « 0 ».
1 a—a X = ay |y

Enfin, ce dernier déterminant est celui d'une matrice triangulaire inférieure, et on  Le déterminant d'une matrice triangulaire
conclut : est le produit des éléments de la diagonale.

Dy = (x + ’Zla_,) ﬁ(x — ag).
= k=1

Calcul des déterminants

* Pour calculer un déterminant, on pourra penser a :

— utiliser la multilinéarité et 1’alternance du déterminant, pour remplacer le déterminant a calculer par une combi-
naison linéaire de déterminants mieux connus (ex. 2.7.1 d), 2.7.6)
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— remplacer une colonne par la somme de celle-ci et d’une combinaison linéaire des autres colonnes. Cette opé-
ration pourra se faire d’une maniere successive ou simultanée, a condition dans ce dernier cas de n’utiliser que les
colonnes suivantes ou que les colonnes précédentes (de méme pour les lignes)

— développer par rapport a une rangée, lorsque cette rangée ne comporte qu’un (ou deux) termes non nuls, ce qui
fera souvent apparaitre une relation de récurrence (ex. 2.7.1 e) a i)).

En général, on essaiera de présenter le résultat (calcul d’un déterminant) sous forme factorisée.

* Pour calculer le déterminant d’un endomorphisme f, il peut étre utile de considérer la matrice A de f dans une
base convenable et de calculer det(A), puisque det(f) = det(A) (ex. 2.7.4).

* Lorsqu’interviennent des blocs, penser a utiliser le résultat sur le déterminant d’une matrice triangulaire par
blocs (ex. 2.7.10, 2.7.11).

2.7.1 Calculer les déterminants suivants :

12 22 32 n? ,neN* (ab,c)eC?
7 B2 ae s (A 1)?
w|3? 4 520 . +2? | Lent (]
(on exprimera la réponse a l'aide des zéros complexes de
2 m+1?2 m+22 ... @2n—1)? X2 — aX + be)
J
S;S S — S g) det(( G/} Do j<n)
S1 S S —— ‘ Cg Cl o
1 e
b)|St 52 83 —— 8| neN, =) i !
o - 1 2 n+1
S S S5 — S N . el
ap ay coo a, 0 1 n
\ " [ O O/ Y
‘|, neN* ay,....a, €K
<) a @ : " wta -1 0———0
ap a o —1 O
as 0 o ©
a) + by aj aj e aj h) : |
ay ay + by ap — ay : 0 -
d) as as a3 +by ... as ; An 0 0 o
: : : neN* « ap,....ap € K
a, an an L. a, + by
1 —ay —ap ... —ay
e N* bi....baeK @ b0
n s Alse - 5Apn,01,. .. ,0p @ 0 B O ,
i) :
a 0
—a an bn [n+1]

neN* ay,...,an,b1,....b, € K

e)

S

X —————X

%

0 ,neN axyzek
0

y < '

=

. Gpatan-1 —a,_

0O—0 ._an—l ap—1 + an ])

neN* ap,....,ap € K
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—(a+1) 1 0—— 0

a —(a+2) 2&

0 a —(a+3)'.".,... 0 s
0 P

0o—— 0 a  —(a+n)

2.7.2 Montrer que

X ¥y z
E= 22 x y|iye@?
2y 2z «x
est un sous-corps de I'anneau M3 (Q) .
- a b c
273 SoitA=|d e f|eM3®).
g h k

a) Montrer qu'il est impossible que : le produit des élé-
ments dans chaque ligne (de A ) soit < O et le produit dans
chaque colonne soit > 0.

b) Montrer qu'il est impossible que les six termes de
det(A) = aek + bfg + cdh + (ceg) + (—afh)+ (—bdk)

soient tous > 0 .

2.7.4 Calculer det(f), ot f : M,(R) — M, (R) .
X— X

2.7.5 Pour (p,x) € N x R, on note :

1 0 0O——0 X

(ﬂp(X) =

[p+11

a) Pour (p,x) € N x R, calculer ¢, (x + 1) — ¢p(x).

n
b)Montrer:  Vn € N*, gp(n+ 1) = (p+ 1!y _k”.
k=1
n n n
c) En déduire les valeurs de Zk, Zkz, Zk3 , pour
k=1 k=1 k=1
n € N*.

2.7 + Calcul des déterminants

2.7.6 Soientn e N—{0,1}, P, = X" — X+ 1.
On note x1,...,x, les zéros de P, dans C.

Soit A = (a,-j)ij €M, (C) ou:

l4+x sii=j
“"f:{1 L i;é; . Calculer det(A) .

2.77 Soient n € N*, E un K-ev de dimension n,
Vi,....Va € E, f € L(E), B une base de E.

Démontrer :

n
> et (Vi f(Vp),o .o V)
j=1

=tr(f)detg(Vq,...,Vy).
2.7.8 Soit A = (ajj)ij € M,(R) telle que, pour tout (i, /)
ajj € Z
i # j = a;j pair
aj; impair.

de {1,....n)2:

Montrer : det(A) # 0.

2.7.9 Soit A = (a;j)ij € M,(R) telle que, pour tout (i, /)
de {1,....n}%:

ajj € Z

i # j = a;j impair | .

aj; pair
Montrer que, si n est pair, alors det(A) # 0.

2.710 Montrer :

2
V(A,B) € (M, (R))*, det<_B A

3) =0

2.711 Soient A,B,C,D,X € M,,(K) telles que A + BX
soit inversible. Montrer :

A B
det(c D)
—det(A + BX) det(—(c+DX)(A+BX)*1B+D).

Examiner le cas particulier X = 0.
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2.8 Orientation d'un espace vectoriel

réel de dimension finie

Puisque R est totalement ordonné et
que, pour toutes bases B,B' de E,
dets(B') # 0, deux bases données
sont de méme sens ou sont de sens
contraires.

Par définition, une relation est dite
d’équivalence si et seulement si elle
est :réflexive, symétrique, transitive.

BB, est obtenue a partir de 3| en

| remplagante; par —ej.

Soient n € N* et E un R-ev de dimension n. On note 3(E) I'ensemble des bases de E.

1) Bases directes, bases indirectes

On dit que deux bases B, de E sont :
 de méme sens si et seulement si :  detg(B') > 0.

* de sens contraires si et seulement si :  detg(B’) < 0.

Notons R la relation définie dans 3(E) par :
VB.B € 3(E), (BRB <= detg(B) > 0).
La relation B est une relation d'équivalence dans (3(E) car, pour toutes 3,58 ,8" de B(E) :
edetg(B)=1>0
*BR B &= detz(B) > 0 = dety (B) = (detz(B)) ' > 0= B R B

. BREB detg (B) > 0
B R B’ detg(B') > 0

— detgr (B) = detg (B')dets (B) > 0
— BRB.
Le R-ev E, étant de dimension finie, admet au moins une base B; = (ey,...,e,) ; considérons

B, = (—ey,es,...,e,), qui est une base de E. Comme detp, (13,) = —1 < 0, B, et B, sont de
sens contraires.

Soit B € B(E).
e Sidetp, (B) > 0, alors By R B
e Sidetp, (B) < 0, alors detg, (B) = detg, (B))detg, (B) = —detg, (B) > 0, donc B, R B.

Ceci montre que B(E) admet exactement deux classes d'équivalence modulo R, qui sont la
classe de B et la classe de I3,. D'ou la définition suivante.

On appelle orientation de E le choix, dans 1'ensemble 3(E) des bases de E, de 1'une
des deux classes d'équivalence modulo la relation « est de méme sens que ». Les
bases de cette classe sont alors dites directes, les autres bases (celles de I'autre clas-
se) sont dites indirectes. On dit alors que E est un R-ev orienté.

On convient que la base canonique de R" est directe (ce qui revient a choisir une
orientation dans R™).

On appelle axe toute droite vectorielle orientée.

2) Endomorphismes directs, endomorphismes indirects

Soit f € GL(E). Comme det(f) # 0,ona: det(f) >0 ou det(f) < 0.
Soit B € B(E).
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* Si det(f) > 0, alors detg(f(B)) = det(f) > 0, et donc B et f(B)sont de méme sens
e Sidet(f) < 0, alors detg(f(B)) =det(f) < 0, et donc B et f(B) sont de sens contraires.

D'ou la Définition et la Proposition suivantes.

Soit f € GL(E). On dit que :
e f conserve l'orientation (ou: est direct) si et seulement si : det(f) > 0.

e / change I'orientation (ou: est indirect) si et seulement si : det(f) < 0.

| une regle des signes :

\/ On aainsi pour f (B),en quelque sorte,

Soit f € GL(E).

B | directe |indirecte
f 1) Si f conserve l'orientation, alors, pour toute base B de E, f(3) est une base de

méme sens que 5.

direct | directe | indirecte

2) Si f change l'orientation, alors, pour toute base Bde E, f(B) est une base de sens

indirect | indirecte| directe contraire de B.

= 2.9 Supplément : Rang et sous-matrices

Ce paragraphe n’est pas au programme, mais constitue une étude classique.

1)Rappels sur le rang

| Les différentes notions de rang. Nous avons défini :

* le rang d'une famille finie 7 d'éléments d'un K-ev E :
rg(F) = dim (Vect(F)), Algebre PCSI-PTSI 6.4 Déf. 3
¢ le rang d'une application linéaire f € L(E,F) :
rg(f) = dim (Im(f)), Algebre PCSI-PTSI 7.3.1 Déf.
¢ le rang d'une matrice A de M, ,(K) :

rg(A) =rg(Cy,...,Cp), Algebre PCSI-PTSI 8.1.6 Déf.,

ou Cy,...,C, sont les colonnes de A.

/ Les différentes notions de rang. Ces notions sont reliées entre elles :

¢ le rang d'une famille finie F d'éléments de E est aussi le rang de la matrice dont les colonnes
sont formées par les composantes des éléments de F dans une base de E

* le rang de f € L(E,F) est, pour toute base B = (ej,...,e,) de E, le rang de la famille

( f (ei)) I<icns ELEst aussi le rang de n'importe quelle matrice représentant f.
elerangde A € M, ,(K) est le rang de n'importe quelle application linéaire représentée par A.
Rappelons enfin le théoreme du rang (Algebre PCSI-PTSI 7.3.1 Th. 1) :

VfeLEF), rgf)=dim(E)— dim (Ker(f)).
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2) Ftude des sous-matrices d’'une matrice

Soient (n,p) € (N*)* | A = (a;)ij € My, p(K), (u,v) € (N*)?,

{(il,...,iu) el{l,....n}"telquei; < ... <iy
Gioevoujv) €{1,...,p} tel que j; < ... < jy

On appelle sous-matrice (ou: matrice extraite) de A, par utilisation des lignes

i1,...,iy et des colonnes ji,...,jy, la matrice (a;, ;) 1<k<u de My y(K).
I<I<v
Exemple :
b ¢ d
. a ¢ . —
La matrice ( v ,,) est une sous-matrice de | @' b ¢ d’' |, par utilisation
a c d a// b// /! d//

des lignes 1, 3 et des colonnes 1,34 :

Lignes { 2 | a' b’ c' d'

3 an bn C” d”

1 2 3 4

Colonnes

Pour toute A de M, p(K), le rang de A est égal a I'ordre maximum des sous-
matrices carrées inversibles extraites de A.

Preuve

Notons r =1g(A), et s lordre maximum des sous-matrices carrées inversibles extraites
de A.

Hr>s
Soit B une sous-matrice carrée de A, o l'ordre de B, et supposons o > r. Notons ij,...,iy
(i1 < ... < Iy) les numéros des lignes de A utilisées pour extraire B,v,. . .,v, les colonnes de B (dans

M, (K)), Vi,...,V, les colonnes de A utilisées pour extraire B (dans M, | (K)).
Puisque o > r, la famille (V;,...,V,) est liée. Il existe (Aj,...,Ay) € K* —{(0,...,0)} tel que
Z A; Vi = 0. 1l en résulte, en ne prenant que les lignes numéros iy,. .. ,iy: Z Aiv; =0, et donc B

i=1 i=1

n'est pas inversible. Ceci montre : r = s.

2)r<s

Notons Cy,...,C, les colonnes de A.

Puisque r =r1g(A) =r1g(Cy,...,Cp), il existe ji,....j- € {l,...,n} tels que : j; < ... < j, et
(Cj,s...,C;) estlibre.

Notons B = (Cj,,...,C;) la sous-matrice de A formée par les colonnes Cj,,...,C; de A.

On a, dapres Algebre PCSI-PTSI, § 8.2.3 Cor2 : rg('B) =rg(B) =r.1l existe donc
i1,...,0r € {1,...,n}telsque: i} < ... < i,etleslignes numéros i; a i, de B forment une famille libre.
Notons C la sous-matrice de B formée par les lignes numéros i, a i, de B.

Alors, C est une sous-matrice carrée d’ordre r de A et C est inversible, d’ou: r < s
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Exemple :

Quel est le rang de A = (

2.9 - Supplément : Rang et sous-matrices

2 1 4 -3

L 4(R) 2
40 6 1)€M--4(R)

D'une part, rg(A) < 2 car A € ML 4(R).

2
D'autre part, la matrice ( 4

nant —4, non nul).

On conclut :
Exercices 2.9.1a2.9.4.

1
O) , d'ordre 2, extraite de A , est inversible (car de détermi-

rg(A) =2 .

Le Corollaire suivant se déduit clairement du théoréeme précédent, bien qu’on I’ait utilisé dans

la preuve précédente.

\ / Cf.aussi Algebre PCSI-PTSI 8.2.3 Cor. 2.

Rang et sous-matrices

YAeM, (K), rg('A)=rg(A).

¢ Comme dans la rubrique « Les méthodes a retenir » p. 54, lorsque com(A) intervient, on utilisera fréquemment

les formules :
A 'com(A) =
(ex.2.9.1 22.94).

2.9.1 Soientn € N—{0,1}, A € M,,(K).

rgAdy<n—-2 — rg(com(A)) =0
Démontrer : { 1g(A) =n—1 = rg(com(A)) =1

rg(A) =n = rg(com(A)) = n.
2.9.2 Soient n e N—{0,1}, A € M,(K), p e N*

Calculer com (com(. .. (com(A))...)), ol com est itéré p
fois. (On pourra utiliser l'exercice 2.9.1).

2.9.3 Soient n € N—{0,1}, A € M, (K) telle que
rg(A)=n—1, B € M,(K) telle que AB=BA =0.

Démontrer : Iy € K,B = y ‘com(A).

lcom(A)A = det(A)],

2.9.4 Soientn € N—{0,1}.

e M, (k).

1—n

Calculer com(A). (On pourra utiliser les exercices 2.9.1 et
2.9.3).
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m—— 2.10 Systemes affines

2.10.1

(S) est un systeme affine a n équations
et p inconnues.

Position du probleme

ap ap bl
Soient A= | : D eM,,K),B=| 1 | e M,1(K).
Anl oo Oy b,

On s'intéresse au systeme d'équations :
ap X —+...+ a]pxp:bl
®1 S
X1 +...+  apx, =b,

d'inconnue (xi,...,x,) € K7, appelé systeme affine.

En notant S l'ensemble des solutions de (S) dans K7, il s'agit de savoir si S est vide ou non, et,
lorsque S # @, d'expliciter les éléments de S.

1) Interprétation matricielle
X1
En notant X = S M,,,l (K),(x1,...,x,) est solution de (S) dans K’ si et seulement si :
Xp
AX = B. Ainsi, la résolution de (S) se ramene a celle de 1'équation matricielle AX = B, d'in-
connue X € M,, ;(K).

2) Interprétation vectorielle

Soient: | E un K-ev de dimension p

F un K-ev de dimension n

B une base de E, C une base de F

f € L(E,F) telle que Matg c(f) = A

b € F tel que Mate(b) = B

x € E tel que Matg(x) = X.

Ona: AX=B<= f(x)=bxc f'({b)).

Ainsi, la résolution de (S) revient a la détermination de l'image réciproque du singleton {b}
par f.

3) Interprétation affine

Notons, pour i € {1,...,n}, ¢; : K — K 1'application définie par :
V4
Y (xp,....xp) € KP, @i(xy,....x,) = Za,-_,x_,-.
J=1

Il est clair que ¢y,. .. ,p, sont des formes linéaires sur K”.

On a, pour tout (xi,...,x,) de K’ :

() &= (Vie{l...n} gi(x) = b)) == x e o' (b))
i=1

Pour i € {1,...,n}, si (a;1,...,a;,) # (0,...,0), gafl({b,»}) est un hyperplan affine de K?”.

Résoudre (S) revient donc a déterminer l'intersection d'une famille finie d'hyperplans affines.



2.10.2

Utilisation de la multilinéarité du
déterminant.

Le déterminant qui apparait est obtenu
en remplacant la k¢ colonne de A par
la colonne des seconds membres du
systéme.

Exercices 2.10.1a2.10.4.

2.10 - Systemes affines

Résolution dans le cas d'un systeme de Cramer

Gardons les notations de 2.10.1 p. 68, et notons r =r1g(A).
Le systeme (S) est dit de Cramer si et seulement si A est carrée et inversible, c'est-a-
dire:n=p=r.

Nous supposons ici cette condition réalisée. On a alors : AX = B <= X = A~'B. Ainsi, (S)
admet une solution et une seule, dont la détermination se déduit théoriquement du calcul de A~!
(puis de A™'B).

ai;

Notons, pour 1 < j<n, Cj=| : la jéme colonne de A. Puisque A est inversible, la

Ayj

famille 7 = (Cy,...,C,) est une base de M,, 1 (K). 1l existe donc (xi,... ,X,) € K’ unique tel

que B = Z x;C;, et (S) admet donc une solution et une seule, qui est (xi,...,x,).
=1
Soitk € {1,...,n}.Ona:

n
detz(Cy,...,Ci_1,B,Crs1,...,Co)= detr (cl,. Y %Gl ,cn>
j=1

n
= ijdet]:(cl,. G ,Cy)
j=1
= xpdetr (F) = xz,

puisque, pour tout j de {1,...,n} tel que j # k, detx(Cy,...,Cj,...,C,) =0 par répétition
d'une colonne.

En notant B la base canonique de M,, ;(K), on a donc :

Xy = det}-(Cl,. . ,Ck_|,B,Ck+1,. . C,,) = det]:(B) detB(Cl,. .. ,B,. .. ,Cn)
= (dets(Cy,...,C,)) 'dets(Cy,...,B,....C)).

On a prouvé :

Si A = (a;)ij € GLy(K) et (by,...,by) € K", le systeme

anx; +...+ apxp =b;

(S) : :
amx; +...+ appxn = by
d'inconnue (xy,...,x,) € K" admet une solution et une seule, et, pour tout k de
{1,...,n}:
| ar ... ai— b aygpr ... an
X = . .
det(A) : :
ant ... Auk—1 by ankyr ... apn

Les formules précédentes, donnant x; (1 < k < n) s'appellent les formules de Cramer .

Remarque:

Dés que n > 3, les formules de Cramer sont quasiment impraticables dans les exemples
numériques. On préférera souvent une méthode de combinaisons des équations et d'élimi-
nation d'inconnues.
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Exemple de résolution de systeme affine

Résoudre, suivant a € R, le systéme d'équations suivant, d'inconnue (x,y,z) € R? :

x+2y+az=0 (D
S) {x—ay+z=1 2)
ax —2y+z=a 3).

Solution
On peut, par exemple, exprimer x en fonction de a,y,z a partir de 1'équation (1) et
reporter dans les deux autres :
x=-2y—az x=-2y—az
S)<—=1 2y—az—ay+z=1 <= (-a—-2)y+(—a+1z=1
a(=2y—az)—2y+z=a (—2a —2)y+ (—a’+1z=a
x=-2y—az “4)
—j@+2)y+@—Hz=-1 (5)
Qa+2)y+ (@ —1z=-a (6).

On peut, par exemple, multiplier 1'équation (5) par a + 1 puis soustraire a 1'équa-
tion (6), pour faire disparaitre z :

4)
S < 0O
((2a+2)—(a+1)(a+2))y:1 ).
Puis :
(7) < (-a’—a)y=1 <> ala+1y=-1.

Séparons en cas.
Sia =0 ou a =—1, alors (7) n'a pas de solution, donc (S) non plus.

Supposons a # 0 et a # —1. Alors :

1

(7N = yz—m,

puis, en reportant la valeur de y dans (5) :

4
—
©) — |’ 7 a@+n
a+?2
—m+(0—l)z——l (8)
Ona:
a+?2 —a*+2
® = @ h=ie T T awr

Si a = 1, alors cette derniere équation (d'inconnue z) n'a pas de solution, donc (S)
non plus.

Conseils

D'autres départs de calcul sont possibles.

Ly «— L3 —(a+1)L,.

On obtient: 0z = —1.

1
On obtient: 0z = >
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Solution

—a?2

Si a # 1, on obtient : z =

2

ala+1)(a—1)

, puis, en reportant dans (4) :

a* -2

x=-2y —az

_ 2(a—1)+a(@® —2) _

“aa+D T@rnE-n

a’ -2

a(a@+1)(a—1)

T aa+Da—1)"

On conclut que 1'ensemble S des solutions de (S) est :

1 —a’+2

{< at -2
X = ,yz
ala+ 1)(a—1)

S =

Systemes affines

o ae s e 1))}

%)

2.10 - Systemes affines

Conseils

On peut vérifier, par quelques lignes de cal-
cul, que les valeurs obtenues pour x,y,z
satisfont (S).

si a¢{—101}

si a €{—1,0,1}.

* Pour résoudre un systéeme d’équations affines, on essaiera de combiner les équations pour faire partir certaines
inconnues, de facon a se ramener a un systeéme « en cascade ». Si le systéeme comporte des parametres, il y aura
lieu de discuter. Dans la réponse, les titres des cas porteront, bien sir, sur les parametres et non sur les inconnues.

Les formules de Cramer ne sont guere pratiques dans les exemples ; leur intérét est plus théorique.

2.10.1 Résoudre les systemes d'équations suivants (incon-

nues (x,y,z) € C3, parametres a,b,m € C) : d)

2x+3y—z=-1
a){x+2y+3z=2
3x+4y —5z=—-4

x+y+Q@Cm—1z=1
b)ymx+y+z=1
x+my+z=3m+1)

3mx + Bm —T)y+ (m —5)z=m—1
) v @m—Dx + @m— Dy +2mz=m+1 8)
dmx + (Sm —T)y + 2m —S)z=m — 1

mx+y—m

2

X —my—+m-z=m
mx—m2y+mz=1

3Z=1

3x+y—z=1

Sx+2y—2z=a

4x+y—z=0b
ax+b—-1y+2z=1

ax+bB—-1)y+b+2)z=2b-3
2x+y—z=2

ﬂ{ax+(2b—3)y+3z=1

x—y+z=4
3x+3y—z=4a
2—-—a)x +2y —2z =-2b.
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2.10.2 CNS sur m € C pour que les trois plans vectoriels 2x+y+z+t=3

de C3 d'‘équations : x+2yt+z+r=1

x+y+2z+1t=2

x+y+z+2t=4

4x =3y +3z—4t=a
3x =2y —z=mz 2x+Ty+7z+2=b

contiennent une méme droite vectorielle.

x —2y+z =mx, d)
3x —y — 2z = my,

ax+y+z+t=1
2.10.3 Résoudre les systemes d'équations suivants (incon- ¢) x+ay+z+it=>b
x+y+az+1t=05b>

nue (x,y,z,t) € (C4,paramétres a,bome C): 3
x+y+z+at=>b>.

3x+4y+z+2t=3

a)46x+8y+2z+6r=7 2.10.4 Résoudre (inconnue (x{,...,x,) € C", parametre
9x + 12y +3z+ 10t =0 (ay,....,an) € C"):
2x —y+z+t=1
=2
plx+2y—z+4t=2 ¥t =2a

x+T7y—4z+ 11t =m ¥y +x3 =24

mx+y+z+t=1 :
)y x+my+z+t=m Xp_1+x0 =2a,_1
x+y+mz+t=m+1 p AE 35 = 2o
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Introduction

La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres d'un endomor-
phisme d’un espace vectoriel est fondamentale en théorie et dans les mathé-
matiques appliquées. Suivant le contexte, 1'étude se situera en dimension
finie, ou l'usage des matrices est possible, ou en dimension non finie.

Prévequis

Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices (Algebre PCSI-
PTSI, ch.629)

Déterminants (ch.2)
Polynomes (Algebre PCSI-PTSI, ch. 5)
Trace, blocs (§ 1.4).

Objectifs

Mise en place du vocabulaire relatif aux valeurs propres et vecteurs
propres d’un endomorphisme d'un espace vectoriel

Définition et emploi du polyndme caractéristique

Manipulation de polynémes d'endomorphismes et de polyndmes de
matrices en liaison essentielle avec la diagonalisabilité

Définition et applications de la diagonalisabilité, utilisation des
matrices diagonalisables

Notion de trigonalisation

Enoncé du théoréme de Cayley et Hamilton

Applications usuelles de la diagonalisation : calcul des puissances d'une
matrice carrée diagonalisable, calcul du terme général de certaines

suites, résolution de certains systemes différentiels linéaires a coeffi-
cients constants (cf. Analyse PC-PSI-PT, § 8.3.6).
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74

K désigne un corps commutatif.

s 3.1 Fléments propres

Définitions fondamentales.

On pourra dong, dans le cadre de la

| dimension finie, choisir le point de vue
" «endomorphismes » ou le point de vue

matriciel.

1) Soient E un K-ev, f € L(E).

* Soit & € K. On dit que A est une valeur propre (en abrégé : vp) de (ou : pour) f
si et seulement si :

dx e E, (x#0 et f(x)=2Ax).
On appelle spectre de f, et on note Spg (f) (ou : Sp(f)) l'ensemble des valeurs
propres de f.

* Soit x € E. On dit que x est un vecteur propre (en abrégé : vp ) de (ou : pour) f
si et seulement si :

x#0 et (FreK, f(x)=Ax).

2) Soientn € N*, A € M,,(K).

* Soit A € K. On dit que A est une valeur propre (en abrégé : vp) de (ou : pour) A
si et seulement si :

X e M, 1(K), (X#0 et AX =1X).
On appelle spectre de A, et on note Spg (A) (ou : Sp(A)) l'ensemble des valeurs
propres de A.
* Soit X € M,;,1(K). On dit que X est un vecteur propre (en abrégé : v_>p) de (ou :

pour) A si et seulement si :

X#£0 et (3rekK, AX = AX).

Les valeurs propres et vecteurs propres sont globalement appelés éléments propres.

Remarques :

1) Soient E un K-ev de dimension finien,n > 1,8 une base de E, A = Matg(f).Alors :

» Pour tout X de K, 1 est vp de f si et seulement si A est vp de A (autrement dit :
Spx (f) = Spg (4))

* Pour tout x de E, x est % de f'si et seulement si Matg(x) est % de A.

2) Par définition, un vecteur propre n'est jamais nul.

La Proposition suivante est immédiate.

1) Soient E un K-ev,e =Idg, A € K;ona:
A€ Spg (f) < Ker(f — re) # {0} <= f — Xe non injectif.
2) Soientn e N*, A e M,,(K),.€ K;ona:
A € Spi (A) < Ker(A — Al) # {0} &= A — AI, ¢ GL,(K)
< 1g(A — Al <n.



<

Autrement dit, une matrice carrée A

| estinversible si et seulement si O n'est

pas valeur propre de A.

Pour toute valeur propre A def;le sous-

| espace propre SEP(f, 1) est formé des

vecteurs propres pour f associés a la
valeur propre A et du vec-teur nul.

Pour toute valeur propre A de A, le

| sous-espace propre SEP(A, 1) est formé

des vecteurs propres pour A associésa
lavaleur propre A et du vecteur colonne
nul.

' / Cas particulier d'une homothétie.

' Exemple classique trés utile.
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3.1 « Eléments propres

En particulier, pour toute A de M,(K) : A € GL,(K) <= 0 & Spg (A).

1) Soient E un K-ev, e = Idg, f € L(E).
e Soient A € K, x € E. On dit que A et x sont des valeur propre et vecteur propre

associés si et seulement si :  x # 0 et f(x) = Ax.

« Pour toute vp A de f, le sev Ker(f — Ae) de E est formé des VP pour f associés 2
A et du vecteur nul. Ce sev Ker(f — Ae) est appelé le sous-espace propre pour f
associé a la vp A de f, et noté SEP (f,A) :

SEP (f,1) = Ker(f — Ae).
2) Soientn € N*, A € M,,(K).
e Soient A € K, X € M;;,1(K). On dit que A et X sont des valeur propre et vecteur
propre associés si et seulement si :

X #0et AX = AX.

* Pour toute vp A de A, le sev Ker(A — Al;) de M, ;1 (K) est formé des @ pour A
associés a A et du vecteur nul. Ce sev Ker(A — Al,) est appelé le sous-espace propre
pour A associé ala vp 1 de A, et noté SEP (A,A) :

SEP (A,1) = Ker(A — AlL).

Remarques :
1) Soient E un K-ev, f € L(E),x € Spx (f).

Comme: Vx € SEP(f,1),f(x) = Ax, SEP(f,2) est stable par f, et 'endomorphisme induit

par fsur SEP (f,1) est I'homothétie de rapport A : SEP(f,A) —> SEP(f,A).
X —> Ax

2) Soit E un K-ev tel que E # {0} .Pour tout o de K, le spectre de I'hnomothétie &, : f':))o{:;
est {«},et SEP (hy,o) = E.

3) Soient E un K-ev de dimension finien,n > 1,B unebasede E, f € L(E),A = Matg(f),
A€ Spg(f),x € E, X = Matg(x).ll est clair que :

x € SEP(f,A) <= X € SEP(A,}).

Exemple :
| R |
Soient n € N — {0,1}, A = \ 1 ] € M, (R).
1 1
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
X1
Soient A € R, X = €M, (R)—{0}.Ona:

Xn

X € SEP(A,))

X1+ .. 4 x, =Ax (h#0,X = ... =%y, h=1)
AX =2X & « {ou
X4 X, = Ax, A=0,x4...+x,=0)
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On conclut :
* Spg(A) = {0,n}
X1
* SEP(A,0)= | €M, 1(R); x1 +...+x, =0¢,quiestun hyperplan de M,, 1 (R)
Xn
1
e SEP(A,n) =R , droite vectorielle.
1

Nous verrons plus loin (3.2 p. 79) 1'éventuelle utilisation du polyndme caractéristique pour
déterminer les valeurs propres d'une matrice carrée.

") Onsuppose queAp,. ..,Ay sontdeux Soient f € L(E), A1,...,An des valeurs propres de f (deux a deux distinctes). Alors
/ a deux distincts ou encore: les sous-espaces propres pour f associés a Aj,...,Ay sont en somme directe.

(A1, AN} C Spg (f).
Preuve
Récurrence sur N.
La propriété est triviale pour N = 1.
Supposons-la vraie pour un N de N*, et soient A,. .. ,An1 des valeurs propres de f deux a deux dis-

tinctes. Soit (X;)1<i<N+1 € EN*1 gl que :

Vie{l,....N+1}, x €SEP(fA)

N+1

ZX[ =0.
i=l

N+1 N+1

En appliquant f: 0 = Z fx) = Z AiXi.

i=1 i=1
o Xi+...+xy+xy4 =0
Ainsi :

MXL A+ ANIN F AN XN =0

) Oneffectue Ay 1L — Ly pourfaire
\ / disparaitre Xy 41.

d'ou, en combinant : (Ay41 — Ap)Xx; + ...+ Ayt —An)xny =0.

Comme: Vi € {1,...,N}, (Any+1 — A:)x; € SEP(f,A;) et que les sous-espaces propres SEP(f,A;)
(1 <i < N) sont en somme directe (hypothése de récurrence), on déduit :

Vi € {1,...,N}, ()‘NJrl —)Li)x,» =0.

Vie{l,...,N}Ayt1 —A; #0. Mais Aq,...,Ay; sont deux a deux distincts, d'ou: Vi € {1,...,N}, x; =0,

N
etenfin: xy; = — E x;, =0.
i=1

Ceci montre que les SEP(f,A;) (1 <i < N + 1) sont en somme directe.

Remarque : Bien que la somme des SEP associés aux vp d'un endomorphisme f de E soit
directe, cette somme n'est pas nécessairement égale a E (voir plus loin, 3.3 Prop. p. 87).

Exercices 3.1.1a3.1.15.
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Valeurs propres non nulles de AB et de BA

Soientn,p € N*, A e M, ,(K), B eM,,(K).

a) Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles, c'est-a-dire :

Spx (AB) — {0} = Spx (BA) — {0}.

3.1« Eléments propres

b) Soit A € K une valeur propre non nulle de AB. Montrer que les sous-espaces propres pour AB et pour BA associés a A ont la

méme dimension.

Solution
a) * Soit A € Spyx (AB) — {0}.
Il existe X € M,, 1 (K) — {0} tel que : (AB)X = AX. On déduit :
BA(BX) = B((AB)X) = B(AX) = ABX.
Ona BX #0, car,si BX =0, alors A\ X = (AB)X = A(BX) = 0, contradiction
avec A O et X # 0.

Ceci montre que A est valeur propre de BA, et que BX est un vecteur propre
pour BA associé a la valeur propre A.

Il en résulte : Spx (AB) — {0} C Spx(BA) — {0}.
* Comme A et B jouent des roles symétriques, on a aussi l'autre inclusion, d'ou
I'égalité :
Spk (AB) — {0} = Sp, (BA) — {0}.
b) Soit A € Spyx (AB) — {0}.
D'apres a), & € Spg(BA) — {0} et: VX € SEP(AB,X), BX € SEP(BA,)).

Considérons 1'application
f :SEP(AB,A) — SEP(BA,}»), X +— f(X) = BX.
L'application f est linéaire, car, pour tous @ € K, X,X, € SEP(AB,}) :
fl@aX; + X5) = B(aX; + Xp) = aBX; + BX; = of (Xy) + f(X2).
De méme, par rdles symétriques, 1'application
g :SEP(BA,L) —> SEP(AB,A), Y > g(¥Y) = AY

est linéaire.
Ona:

VX e SEP(AB,1), (go f)(X) = g(BX) = A(BX) = (AB)X = AX,

donc : 80° f = }‘IdSEP(AB,AM
De méme, par roles symétriques : ' o g = A Idsgppa .-
Comme A # 0, on déduit :

1 1
<X8> o f =Idsepapyy et fo <X8> = Idsepga, -

11 en résulte que f est un isomorphisme de K-ev de SEP (AB,)) sur SEP (BA,)).

Comme ces deux sev sont de dimensions finies, on en conclut qu'ils ont la méme
dimension.

Comnseils

Remarquer d'abord que AB et BA sont
bien des matrices carrées, d'ordres
respectifs n et p.

Raisonnement par I'absurde, pour montrer
BX 0.

Autrement dit, AB et BA ont les mémes
valeurs propres non nulles.

L'application fest correctement définie, car
tout élément du départ a bien son image
dans l'arrivée.

L'application g est correctement définie,
car tout élément du départ a bien son
image dans l'arrivée.

1
L'isomorphisme réciproque de fest Xg.
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Eléments propres

*  Pour manipuler valeur propre et vecteur propre, on utilisera souvent la définition : f(x) = Ax et x # 0

(ex 3.1.1).

* Pour simplifier dans une égalité matricielle par A — o1, il suffit de voir que o ¢ Spg (A) (ex. 3.1.2).

* Pour déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres d'un endomorphisme f d'un K-ev E (ex. 3.1.4 a

3.1.13), en particulier lorsque E n'est pas de dimension finie, résoudre {

f(x) =Ax

, d'inconnue (A,x) € K x E.
x#0

On pourra essayer de raisonner par équivalences logiques successives, ou par analyse et synthese.

Lorsque E est un espace vectoriel de polyndmes, lors de la résolution de {

f(P)= AP

, il pourra étre utile d'en-
P#0

visager le degré de P (ex. 3.1.5), ou des diviseurs simples de P (ex. 3.1.4) ; on pourra quelquefois faire intervenir

une équation différentielle (ex. 3.1.9).
fx) =2x
x#0

Dans certains cas simple, le systeme {

restera alors a voir si ce sont les seules.

, peut admettre des solutions évidentes (ex. 3.1.6, 3.1.8) ; il

Si l'image de f est particulierement simple, on pourra remarquer que, pour tout (A,x) € K x E tel que f(x) = Ax,

ona:x € Ker(f) (siA=0),oux €Im(f) (si A #0), caralors x = %f(x).

* Pour étudier les valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice A € M,,(C) dont les coefficients inter-

viennent explicitement (ex. 3.1.15), on traduira 1'égalité AX = AX (de colonnes) par un systeme d'égalités por-
tant sur les coefficients, et si nécessaire, on fera intervenir la notion de module d'un nombre complexe, souvent a

l'aide d'inégalités.

*  Pour montrer qu'une matrice carrée A est inversible (ex. 3.1.15 b)), on peut utiliser 1'équivalence logique :

A€ GL,(K) <= 0¢ Spg(A).

Voir aussi la rubrique « Les méthodes a retenir » portant sur le polyndme caractéristique p. 85.

3.1.1 Soient E un K-ev, f,g € L(E) tels que
go f = f og. Montrer que tout sous-espace propre pour
f est stable par g, et que Ker(f) et Im(f) sont stables

par g.
3.1.2 Soientn,p € N*, A € M,,(C) telle que A? =1,

une racine p°™ de 1 dans C telle que ™' ¢ Spc(A).
Montrer :

p—1
Z o AR = 0.
k=0

3.1.3 Soientn € N — {0,1}, A,B € M, (C).
Peut-on affirmer que AB et BA ont au moins un vecteur
propre commun ?

3.1.4 Soient« € C, E le C-ev des polynomes de C[X] de

degré <n, f:E— E , qui est un endomor-
Pr— (X+a)P)

phisme de E. Déterminer les valeurs propres et vecteurs
propres de f.

3.1.5 Déterminer les valeurs propres et les vecteurs
propres de 1'endomorphisme f de R[X] défini par :
VP e R[X], f(P)=X+1DX-3)P' —XP.

3.1.6 Déterminer valeurs propres, vecteurs propres,
noyau, image de I'endomorphisme f de R[X] défini par :

VP eR[X], f(P)=X(PX)—PX-1).

3.1.7 Soient E = K[X],
f:E—E , F: L(E)—> L(E)

P +— XP g|_)fog_gof
Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de F.

3.1.8 Soit E = R[X], (a,b) € R? tel que a < —b ; pour
tout P de E, on note :



f(P)=X>P" —(a+b—1)XP' +abP.
a) Vérifier: f € L(E).
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de f.

3.1.9 Soient n € N*, E = R,[X]; pour tout P de E, on
note :
f(P)=X(1—-X)P'+nXP.

a) Vérifier: f € L(E).
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de f.
3.1.10 On note cg le C-ev des suites complexes conver-
geant vers 0, et f 1'endomorphisme de c( qui, a toute suite
(xn)neN de cq associe la suite (y,),cn définie par :

{ yo=0

VneN*, y,=x,_1

Montrer : Spc(f) = 9.

3.1.11 Soient E le C-ev des suites complexes conver-
gentes, et f l'endomorphisme de E qui, a toute suite
(xn)nen de E associe la suite (y,),cn définie par :

VneN, y, =x,41.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

3.1.12 Soit E = RY". Pour tout u = (un)pen+ de E, on
note 7 (u) = v = (V,)nen+ la suite définie par :

1
VneN v, =—(u +...+u,.
n

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de T.

3.113 Soit E = C°([—m; 7],R). Pour toute f de E, on
note :

u(f):[-m;n] — R

X —> / cos (x — 1) f(z) dr

3.2« Polynéme caractéristique

et v(f):[-m;n] — R

X — f sin (x — 1) f(¢) dt

a) Vérifier que u et v sont des endomorphismes de E.
b) Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de u
etv.

3.1.14 Soientn € N*, A,B € M, (K) ; montrer :
Spx(AB) = Spg(BA).

Pour un résultat plus général, voir plus loin exercice 3.2.12
p- 86.

3.1.15 a) Disques de Gershgorin
Soient n € N*, A = (a;;);; € M,,(C). Démontrer :

SpC(A)CUB(aii, > |aij|)
i=1

i= ISj<sn
J#i

(ou, pour (a,r) eCxR,, B'(a,r)={z€C; |z —a|<r}).

Z |a,-j|> sont appelés les disques de
ISjsn

J#
Gershgorin de A.

Les B’ <Ll,'i 5

b) Théoréme de Hadamard
Soient n € N*, A = (a;);; € M,,(C) telle que :

Vie(l...n), laql> > layl
1<j<n
J#

(on dit que A est a diagonale strictement dominante).
Démontrer :

A € GL,(C).

e 3.2 Polynome caractéristique

En fait, I'étude pourrait étre menée pour
un corps K quel-conque (fini ou infini),
sans avoir a identifier polynome P et
fonction polynomiale P, mais au prix de
la considération et de 'étude des matrices
et déterminants a coefficients dans
I'anneau K [X] (ou dans le corps K (X)),ce
qui dépasse le cadre de cet ouvrage.

Dans ce § 3.2, K désigne un corps infini (c'est le cas si K est un sous-corps de C). On peut donc
identifier polyndme (de K[X]) et fonction polynomiale (de K dans K), cf. Algebre PCSI-PTSI,
5.1.7 Rem. Selon l'usage, la variable est ici notée A, de sorte que I'on confond un polyndéme P
de K[X] et l'application polynomiale P:K—K

A— PO

Dans ce § 3.2, E désigne un K-ev de dimension finie, n = dim(E) = 1. On note e = Idg.
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Ne pas confondre la lettre grecque x,
prononcée «ki » etlalettre X qui désigne
l'indéterminée pour les polynémes.

Le déterminant est une somme de
produits, au signe prés, d'éléments du

~ tableau.

Ainsi, dans le cadre de la dimension
finie, on pourra choisir le point de vue
« endomorphisme » ou le point de vue
matriciel.

Cas particulier d'une homothétie.

Puisque o est différente de l'identité, il
existe au moins deux entiers distincts
i,jde{l,...,n}telsque:

o(i) #ieto(j) #J.

1) Soit A € M,,(K). L'application K — est un polyndme, appelé
A H—> det(A Aly)

polyndme caractéristique de A, et noté 4.

2) Soit f € L(E). L'application K — est un polyndme, appelé
A det( f—2Xe)

polynome caractéristique de f, et noté x.

Preuve

1) En notant A = (a;;);j, il est clair, par développement du déterminant, que l'application

ajg — A an e ai,
ar ay —Xi ... an, .
A+ det(A — AL, = . . . . est un polyndme.
a,q a,n cee Qpp — A

2) Le K-ev E admet au moins une base B3 et, en notant A = Matz(f),ona:

Vi e K, det(f —re) =det(A —AlL,),
ce qui montre, compte tenu de 1), que A —> det(f — Ae) est un polynome.

Remarques :
1) Soient f € L(E),B une base de E, A = Matg(f).Ona:xs = xa.

2) Le lecteur pourra rencontrer dans d'autres ouvrages une définition légerement différente :
Xy = det(he — f),quivaut det(f — Ae) a un coefficient multiplicatif (—1)" pres.

3)Soient« € K, h, : E —> E I'nomothétie de rapport «.
X —> ax

Ona: Vie K, xu, (1) =(a—M)"

Soientn e N—{0,1}, A € M,,(K).On a:

Vie K, xah)=(=D"A"4+ (—D""r(A)A" + ..+ det(A).
En particulier, x4 est de degré n.

Preuve

. ajj—A st i=j
Notons A = (a;;);j. Soient & € K et, pour tout (i, /) de {1,...,n}>: ;j = { ' =g
ajj Si [ #j

D'apres § 2.5, Déf. (définition du déterminant d'une matrice) :

C(ll O{ln
xa) = : Cl= ) e@) eyl - omm-

el
oyl .. Opp "

Pour toute o de &, — {Idg1,...my}, le terme €(0) 5 (1)1 - - - %o (n)n €St un polyndme (en A) de degré
<n-—2.

D'autre part :
W1 -t = (@g] = A) oo (@ = 2) = (=" @g] + o+ ap) (=" 4
Ceci montre que x4 est de degré n, et que les termes en 1" et =1 sont respectivement : (—1)" A" et

(=D lraan—1,
Enfin, comme det(A) = x4(0), le terme constant de x4 est det(A).



/ Cf.Algebre PCSI-PTSI, 8.2.4 Déf. 1.

| xa() = xp() =22

Autrement dit :les valeurs propres d'un
\  endomorphisme (resp. d'une matrice
" carrée) sont les zéros du polynéme
caractéristique de cet endo-morphisme
(resp.matrice carrée).

|\ d'ordre n ne peut avoir au plus que n

7/ Autrement dit, une matrice carrée
~valeurs propres.

\ / (aprés développements)

3.2 - Polyndme caractéristique

Remarque :Si x, est scindé sur K, x,(1) = (—=1)" l_[(k — A;),alors:

i=1

i)»,- =1tr(A) et ll[)w = det(A).
i=1 i=1

Deux matrices carrées semblables ont méme polyndme caractéristique.

Autrement dit :

Preuve

V(A,B) € My (K))?, (A~ B = xa = xB)-

Soient A,B € M,,(K) telles que A ~ B. Il existe P € GL, (K) telle que B = P-lap.

On a, pour tout A de K :

xp(l) = det(P~AP — AL, = det(P*l(A - xln)P>

-1
- (det(P)) det(A — AL,) det(P) = xa(h).

Remarque : La réciproque de la Proposition précédente est fausse (si n 2> 2), comme le

0 0 1 2
0>’B_<O O),danslequel.A%BetxA—XB—X'

0

montre I'exemple A = (0

DVf e LE), Spx(f)=x;" (0D,
2)VA € My(K), Spg(A) = x;'({0).

Preuve
1) Pour tout A de K :

A € Spg (f) < Ker(f — re) # {0} < (f — Ae) non injective

> det(f — he) = 0 = xy(1) = 0.

2) Analogue a 7).

Le spectre d'un endomorphisme de E (dim(E) = n) ou d'une matrice de M, (K) est
une partie finie de K ayant au plus n éléments.

La Proposition précédente permet souvent de déterminer les vp d'une matrice.

Exemple :

Calculer les vp et les VP de A =

On forme le polyndme caractéristique :

xa(A) =

8§ 12 10
9 22 -2 | eM®).
9 18 17
8— 2 12 10
-9 22— -22 =3 -322+9
9 18 17— %

= -0+ 1 —2)2,

donc Spp(A) = {—1,2}.
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Cf. Algébre PCSI-PTSI, 5.3.4 Th.

Déterminant d'une matrice triangulaire
par blocs, cf.1.4.2 2).

Cas fréquent en pratique.

Exercices 3.2.1a3.2.13.

X 9x + 12y +10z =0
eX=|y| €SEPA,-1) = (A+3)X=0<={ —9x —21y —22z=0
z 9x + 18y + 182 =0

x=-2y—-2z
3y+4z=0.
2
Donc SEP(A,—1) est la droite vectorielle engendrée par | —4
3

6x + 12y +10z =0

* 3x = -6y — 5z
eX=|y | €SEP(A2) &= { —9x — 24y - 22z =0 < {
6y+7z=0
z 9x+ 18y +152=0
4
Donc SEP(A,2) est la droite vectorielle engendrée par | —7
6

Soient f € L(E) (resp. A € M,,(K)), Ao une valeur propre de f (resp. A). On appel-
le ordre de multiplicité de A l'ordre de multiplicité de Ao en tant que zéro du poly-
ndme caractéristique xr (resp. x4).

Exemple :

Dans l'exemple précédent, les vp sont —1 (simple) et 2 (double).

Remarque :

- Supposons K = C et soit f € L(E).Alors f admet au moins une vp et un v puisque,
d'apres le théoréme de d'Alembert , xr admet au moins un zéro dans C.

* De méme, sin > 1,toute matrice A de M,,(C) admet au moins une vp et un ?

Soient f € L(E), Xo€Spg(f), wo lordre de multiplicit¢ de Ao,
dy = dim(SEP(f,A0)). Onaalors: 1 <dy < wo.

Preuve

1) Puisque, par définition, SEP (f,A¢) = Ker(f — Aoe) # {0}, ona: dy > 1.

2) SEP( f,Ap) admet au moins une base (ej,...,eq,) et, d'apres le théoreme de la base incompléte, il
existe e4y+1.. - - .e, € E tels que B = (ey,. . .,e,)soit une base de E.

Aol C
Il existte C € Myn-a(K), BeM, 4(K) telles que : Matsg(f)= ( OOd0 B)’

dou: VreK,xr(A) = det((ko — My, C )

0 B —Aly—q,
= (Ag — M)Pdet(B — AL,_gy) = (g — DD xp().

Comme xp est un polyndme, on déduit: (Ao — X)% |y, et donc dy < wp.

1) Soit f € L(E). Pour toute vp simple Ag de f, la dimension de SEP(f,A¢) vaut 1.

2) Soit A € M;;(K). Pour toute vp simple Ao de A, la dimension de SEP(A,Xq)
vaut 1.
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3.2 - Polyndme caractéristique

Polynomes caractéristiques de AB et de BA
Soient n € N*, A,B € M,,(K). Montrer : xap = Xpa-

I. 0
On pourra utiliser l'existence de P,Q € GL,(K) telles que : B = PJ,Q, ou r =1g(B), J, = (O O)

Solution Conseils

D'apres le Cours de MPSI, en notant r = rg (B), il existe P,Q € GL,(K) telles Cf.Algébre PCSI-PTSI, § 8.2.3 2) Prop. 2.
que : B = PJ, Q. On a alors :

AB = APJ,0 = Q"' (QAP].)Q et BA=PJ,QA=PJ.QAP)P!,
donc : xap = Xcoary, €U XBA = Xi.(0AP)- Deux matrices carrées semblables ont

Notons C = QAP. 1l nous suffit donc de prouver : xcj, = Xi,c- le méme polyndme caractéristique.

Décomposons en blocs, selon J, : La définition de J,., en blocs, incite
I 0 C G a former aussi la décomposition de C en
— s blocs.
0 O C; Cy

ou : Cl € Mr (K), C2 E Mr,n—r(K)7 C3 € Mn—r,r(K)a C4 € Mn—r,n—r(K)-

Ona:
cr = C; G I. 0 _ ¢, 0 ’
C; Cy 0 0 Cy 0
I C1 Cl C2
JC = = )
(5 o)(@ &)-(5 %)
d'ou :
¢ - _ B , o
Xc1 (M) = det =det(C; — AL)(—A)"" Déterminant d'une matrice trigonale par
' C3 _)“I” r blocs.
C] n—r
Xi,c(A) = det AI =det(C, — AL)(—=M)""".
On obtient x¢j, = Xj,¢ et on conclut : xap = Xpa- Pour une autre méthode, voir exercice

3.2.12 p.86.

Un exemple de calcul de polynome caractéristique

1 0 ... 0 1
© 0
Soientn e Ntelquen =22 etA, = | : o e MLR).
(1) o0
1 1

a) Calculer x4, .

b) Montrer que Spg(A,) N]1; +00[ est un singleton.
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Solution

a) On forme le polyndme caractéristique x4, de A, :

I-» 0 ... 0 1
1 PP (0) B}
X4, (1) = det (A, — AL,) = :
(1 0
1 . 1 1=l
1-12 0 0 1 1—-x2 0 0
T (1) J 1
=(1-2 : ot D T
@ . e A () S
O B L TRt | | 1 -1
et: =1 =-NU ="+ DAL 0),
A 1—2 0 ... 0
0 1 :
A (W) = | : .0 = AA, ().
: ) 1—A
0 1 1 oy
On déduit :
AtV =24, (M) = ... = A2A, M) =A"2 1 = A2
Donc :

X4, = (1 =0)"+ (=D 2 = (=D"((A = D" = A"72).
b) Considérons 1'application F), :]1; +0o[ —> R définie par :

=D"xa, ) G -D"
)\'n72 - )\'n72

A F,(0) = —1l=0-1D" "2,

L'application F, est dérivable sur ]1; +o0l[ et, pour tout A € ]1; +o0[ :

F/W) =n— D" 4 (—n+2)(0 — 1)"a™"

_ 1\yn—1

= O‘A%(m +(—n+2)(x - 1))
_ n—1

= %(nﬂn—z)) > 0.

D'autre part :

FE() — =1<0 et F@}) — +00>0.
A —> —> 400

On en déduit le tableau des variations de F,, :

A /| 400
F,: r) +

D'apres le théoreme de la bijection monotone, on conclut que 1'équation F, (1) = 0,
d'inconnue A € ]1; 4-o0[, admet une solution et une seule, et donc x,, admet, dans

11; +o0[, un zéro et un seul.

Finalement : Spg(A,) N]1; 400[ est un singleton.

Comnseils

Selon l'usage, on note A la variable.

Développement par rapport a la 1¢'¢ ligne,
car celle-ci ne contient que deux termes
(au plus) non nuls.

Le premier déterminant est celui d'une
matrice triangulaire. On note, par exemple,
A,—1 (1) le deuxieme déterminant.

Cy <— C| — Cy, puis développement par
rapport a la 1¢ colonne.

On controle le résultat obtenu, pourn =2
par exemple :
—A 1

=1-1*—1.
1 1—x‘ ( )

1
XA, (A) = '

L'étude des variations de

(=1)"xa, (M) : A — A — 1) — "2
sur ]1; +o0[, n'est pas immédiate, car le
signe de la dérivée n'est pas évident.En
divisant par A" =2, on fait apparaitre un
terme constant, qui disparaitra dans
le calcul de la dérivée.
Cari >0etn > 2.

(=D" x4, )

F() = —7
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Polyndme caractéristique

3.2« Polynéme caractéristique

Pour calculer le polynome caractéristique d'une matrice carrée, on peut essayer de se ramener au cas, plus
facile, de matrices triangulaires par blocs (ex 3.2.1, 3.2.4 4 3.2.6, 3.2.14).

Pour étudier les valeurs propres réelles d’une matrice carrée A a coefficients réels, le polynéme caractéris-
tique x4 étant un polynome a coefficients réels, donc une application continue de R dans R, on peut utiliser des
arguments issus de l'analyse, en particulier le théoreme des valeurs intermédiaires (ex. 3.2.2).

Pour calculer le polynéme caractéristique d'une matrice-compagnon, on peut développer par rapport a une
rangée et faire apparaitre une relation de récurrence, ou bien effectuer une transformation du type

Ci, < Ci+ArCy +...+2"71Cy (ex. 3.2.11).

Rappelons que la formation du polyndme caractéristique n'est pas toujours indispensable pour la recherche des

valeurs propres.

3.2.1 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E), F
un sev de E stable par f, f' : F —> F l'endomorphisme
induit par f sur F. Montrer :  xs/| X

3.2.2 Soient E un R-ev de dimension finie impaire,
f € L(E). Montrer qu'il existe au moins une droite et un
hyperplan de E stables par f.

3.2.3 Soientn € N*, A € M,,(K),
xa=CD'X" +... 4+, 1 X+ a, le polyndme carac-
téristique de A. Montrer :

a,_1 = —tr(com(A)).

3.2.4 Soient N € N*, ny,...,ny € N*,
Aq

Ai e M, (K) (ISi<N), A=

AN
Montrer :

N
XA = 1_[ XAy-
k=1

3.2.5 Soient n,p € N*,B € M, ,(K), C € My, (K).
Montrer : XP x 0 B\= (—1)"X"XCB(X2)-
(¢ o)

3.2.6 Soient n € N*, A € M,(K),

0 A
M:(A 0>6M2n(K).

Exprimer x s en fonction de xa.

3.2.7 Montrer :
En particulier :

VA € M, (K), Spi(*A) = Spg (A).

VA € My(K), xip = XA

3.2.8 Soientn € N*, f € L(R") tel que :
Vx € Ry)", (f(x) e R et||f) = ||X||1),
o [1Gepse - Xl = ) Il
k=1
1 € Spr(/f).

3.2.9 Soientn € N*, A € M,(R), » € Spr(A), X (resp. ¥)

un ﬁ pour A (resp.tA) associé a la valeur propre A de A
(cf. exercice 3.2.7). On suppose :

Montrer :

¢ les composantes de Y (dans la base canonique)
sont toutes > 0
e dim(SEP(A,%)) = 1.
Soient € Spr(A), Z € SEP(A,1) — {0}; on suppose
que les composantes de Z sont toutes > 0.
Montrer que Z est colinéaire a X et que . = A.

3.210 Soient n € N*, AeM,,(C)—GL,,(O),
Als--sAnsA, 41 = 0 les valeurs propres de A.

On suppose que la 1° ligne de A est combinaison linéai-

a L
re des autres, et on note A = ( ) ,oua € C,

C B
CeM, 1(C),LeM,(C),BeM,(Q).
a) Montrer qu'il existe X € M,, 1(C) tel que :

a='XC et L="'XB.
b) Soit X € M,, 1(C) satisfaisant a); montrer que

C 'X + B a pour valeurs propres A{,. .. Ax.

3.2.11 Matrice-compagnon
a) Soient n € N*, (ag,...,a,_1) € K",

0 1 0
A= N e M, (K).
0O o
@y ooo  @pp) @l
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Montrer :
n—1
xa= (=" (X" - Zakxk>.
k=0

On dit que A est la matrice-compagnon du polynéme (uni-

On pourra essayer d’obtenir deux égalités portant sur des
matrices de M, ,(K) décomposées en blocs, faisant inter-
venir AB — AL, et BA — AL,.

En particulier :

V(A,B) € My (K)?%, xaB = XBA-

n—1 -
taire) X" — Zaka. 3.2.13 Soientn € N*, A € M,,(C),

k=0

A —AV
Z Uu,veM, (C),B= .
b) Soient n € N*, (ag.....on) € K" P =% "o xF. n1(© (—tUA tUAV)
k=0
CNS pour qu'il existe A € M, (K) telle que x4 = P ? o) wloiier s D& gl
_— b) Montrer :
3.2.12 Soientn,p € N* A € M,, ,(K), B €M, ,(K). ) det(A) = 0 = X2|x5
Démontrer : 2
X< xn
B) { ' = det(A) = 0.
(=X)"xBa = (=X)? xaB. v #-1

== 3.3 Diagonalisabilité

Dans ce § 3.3, E désigne un K-ev de dimension finie, n = dim(E) > 1.

1) Soit f € L(E). On dit que f est diagonalisable si et seulement s'il existe une base
B de E telle que Matg(f) soit diagonale.

2) Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable si et seulement s'il existe une
matrice diagonale D de M,,(K) telle que A soit semblable a D.

Autrement dit, A est diagonalisable si et seulement si :

3P e GL,(K), 3D eD,(K), A=PDP L.

Si AeM,(K) est diagonalisable, on appelle diagonalisation de A la donnée de
P.,D,(et P*I) telles que :

Sauf exception, il n'y a pas unicité d'une
diagonalisation d'une matrice
diagonalisable ;autrement dit, P et D

ne sont pas uniques. P eGL,(K), DeD,K), A= ppP L.

Si A € M,,(K) est diagonalisable, diagonaliser A c'est déterminer P, D, (et P*I) telles que :

P eGL,(K), DeD,K), A=prDP L

Au lieu de diagonalisation, on dit aussi : réduction a la forme diagonale.

Remarques :

1) Soient f € L(E), B une base de E, A = Matg(f). Alors f est diagonalisable si et seule-
ment si A est diagonalisable. En effet :

+Si fest diagonalisable, il existe une base B’ de E telle que la matrice D de f dans B’ soit dia-
gonale et, en notant P = Pass(13,8'), on a alors A = ppp-!1 (formule de changement de
base pour un endomorphisme, cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.4 Prop. 1)

+ Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(K), D € D, (K)telles que A = PDP~! etdonc
D est la matrice de f dans la base B’ de E définie par Pass(3,8') = P.

Ainsi dans le cadre de la dimension finie,
| on pourra choisir le point de vue
~ «endomorphisme » ou le point de vue
matriciel.
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Le résultat 4) est souvent utile en pratique.

Rappel de notation :
diag (A1,...,An)
Al

Ona,pourtout i € {1,...,n}:
Ke; C Ker(f — Aje).

Par définition, /1. . . , /L sontdeux a
deux distincts.

Cf. 1.1.2 Prop. 2, Preuve, 2).

3.3 » Diagonalisabilité

2) Il existe des matrices diagonalisables et des matrices non diagonalisables (cf. plus loin p. 100).
3) Toute matrice diagonale est diagonalisable.

4) Si une matrice A de M,,(K) est diagonalisable et n'a qu'une seule valeur propre @ € K,
alors il existe P € GL,,(K) telle que A = P(al,)P~! etdonc A = al,.

Soit f € L(E). Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :
(1) fest diagonalisable

(i1) Il existe une base de E formée de % pour f

(iii) La somme des SEP pour fest égale a E

(iv) La somme des dimensions des SEP pour f est égale a dim(E).

Preuve

(i) = (i)

Supposons f diagonalisable.

Il existe une base B = (ey,...,e,) de E telle que Matg(f) soit diagonale ; il existe donc
(M- shn) € K™ tel que : Matg(f) = diag (A1,...,A,).

flei) = Aje;

ei Z0 ’

B = (eq,....ey) estune base de E formée de VP pour f.

Comme: Vi e {l,...,n}, {

(i) == (iii)
Supposons qu'il existe une base B = (ej.. . . ,e,) formée de Vp pour f.
I existe donc (Aq,...,An) € K" telque: Vi € {1,....,n}, f(e;) = Aie;.

11 est clair que chaque A; est une vp de f (un % associé est ;). Notons A = {1;; 1 < i < n}. Alors :

n n
> Ker(f—1e) D Y Ker(f —ie)=) Ker(f —iie)D Y Kei=E,
2eSpy (f) reA i=1 i=1

donc la somme des SEP pour f, qui est Z Ker(f — Xe) estégale a E.
reSpe(f)
(iif) = (iv)
Supposons que la somme des SEP pour f soit égale a E. Comme cette somme est directe (cf. 3.1 Prop. 3
p. 76), on a alors :

Z dim(SEP(f,1)) = dim( EB SEP( f,x)) = dim(E).
1eSpg () reSp (f)

(iv) = (i)
Supposons que la somme des dimensions des SEP pour f soit égale a dim(E).

Notons k = Card(Spg (f)), i1,- - -,k les éléments de Spg (f).
k
Chaque SEP(f,1tj) (1 < j < k) admet au moins une base 13; ; notons B = U B;.
j=1
Comme les SEP(f, 1) (1 < j < k) sont en somme directe (cf. 3.1 Prop. 3 p. 76), et que chaque B; est
libre, B est libre.

D'autre part :

k k
Card(B) = Y Card(Bj) = Y dim(SEP(f.p))) = dim(E).
j=1 j=1
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\
' Résultat important pour la pratique.

88

' Théoreme important.

On a, pour tout A,d(A) < w(X), et
d'autre part :

ddny =) o)
A A

Ainsi, 3 est une base de E, et la matrice de f dans 3 est diagonale, puisque les éléments de 3
w1lay 0
sont des @ pour f: Matg(f) = oud; = Card(B;)),1 < j <k.

il

Remarque : D'apres la preuve précédente,si f € L(E) est diagonalisable, alors les éléments
diagonaux d'une matrice diagonale représentant f sont les valeurs propres de f, écrites sur
cette diagonale autant de fois que l'indiquent leurs ordres de multiplicité.

Nous verrons plus loin (3.4 Rem. 4) p.98) une propriété analogue pour les endomorphismes
trigonalisables.

CNS de diagonalisabilité

1) Soit f € L(E), f est diagonalisable si et seulement si :

* Xy estscind€ sur K

* Pour chaque vp A de f, dim (SEP(f,1)) est égale a I’ordre
de multiplicité de A.

2) Soit A € M,(K); A est diagonalisable si et seulement si :

e x4 estscindé sur K

* Pour chaque vp A de A, dim (SEP(A, 1)) est égale a I’ordre
de multiplicité de A.

Preuve

1) Pour chaque vp A de f, notons d(A) = dim(SEP(f,1)) et w(X) l'ordre de multiplicité de A (dans
Xp)-

* Supposons f diagonalisable.

D'aprés 3.2 Prop. 5p. 82: VA € Spr(f),d(A) < w(X).

D'apres Prop. p. 87: n = Z d).

)"ESPK f)
D'autre part, puisque f est diagonalisable, il existe une base B de E et (A,...,A,) € K" tels que :
A
0
Matg(f) = .
0 A

n
Onadonc: VA € K, xr(A) = det(Matg(f) — Al,) = l_[(/\,- —A).
i=1
Ainsi, xy est scindé et donc : Z w()) =n.
reSpy (f)
Onconclut: VA e K,d(A) =w(}r).

* Réciproquement, supposons x¢scindé et: VA € Spg (f),d(X) = w(}).
Puisque x s est scindé et que les zéros de yrsont les vp de f': Z w(A) =n.
reSpg (f)

D'ou : Z d () = n, et donc (cf. Prop. p. 87) f est diagonalisable.
1eSpg ()

2) Cette deuxieme propriété est clairement l'expression matricielle de la premiere.



3.3 - Diagonalisabilité

Exemple :
2 0 1
Montrer que A = 11 1 | € M3(R) est diagonalisable et diagonaliser A.
-2 0 -1

Formons le polyndome caractéristique de A :

22— 0 1

2—A 1
"1y Développement par rapport a la 2¢ xa(h) = 1 11— 1 =(1-2x) ' ‘ =—A(A— 1)2.
/ colonne. ) 0 - -2 —1—-2A
Les vp de A sont O (simple) et 1 (double).
X 2x4+2z=0 L= 2y
eX=|y|€eSEP(4,0) = { x+y+2z=0 <:>{ :x )
z 2x—z=0 I
1
Donc SEP(A,0) est de dimension 1 et admet pour base (V1) ou V| = 1
-2
X
*X=|y| €SEP(A4,]) < x+z=0.
z

Donc SEP(A,1) est de dimension 2 et admet pour base (V>,V3)

0 1
ouVo=1[1],Vz3= 0 |, par exemple.
0 -1

Puisque x4 est scindé sur R et que, pour chaque vp de A, la dimension du SEP est égale a
'ordre de multiplicité de la vp, d'apres le Théoréme précédent, A est diagonalisable.

En notant S la base canonique de M3 | (R), B = (V,V3,V3), P = Pass(B, )

1 O 1 0 0 O
= 11 o].p=|0 1 0),ona: A=pPDP !
-2 0 -1 0 0 1
-1 0 -1
—— ™, On peut vérifier a la calculette, que : La calculette fournit: P! = 1 1 1
| A=PDP". 2.0 1
% CS de diagonalisabilité

\ Cas fréquent en pratique. . . o
1) Soit f € L(E). Si f admet n valeurs propres deux a deux distinctes (ol

n = dim(E)), alors f est diagonalisable.

2) Soit A € M;(K). Si A admet n valeurs propres deux a deux distinctes, alors A est

diagonalisable.
Exemple : N 0
Soientn € N —{0,1}, A= O\l e M, (C).
1 0

Montrer que A est diagonalisable.

Formons le polyndome caractéristique, en développant par rapport a la derniere ligne :

- 1 - 1 1
0 \0 —A 0
%y Lesdeuxdéterminants quiapparaissent YRS \ =-X (S
/ sont triangulaires, respectivement 0 1 0 1 0\
=57 supérieur,inférieur. 1 =Ml =M1 =& 1oy

= (=)(=)""1 + (=)™ = (=1)" (A" - 1).
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-y Pourcetexemple voiraussi plus loin 3.5.2 Tl est clair que x4 est scindé sur C et a zéros simples (les racines n°™s de 1 dans C) ; d'aprés
/ Exemple 4) p.112. le Corollaire précédent, A est diagonalisable dans M, (C).

Remarque : Toute matrice triangulaire de M,,(K') ayant ses éléments diagonaux deux a deux
distincts est diagonalisable, puisque son polynéme caractéristique est scindé simple
(cf.ex.3.3.19).

Lorsqu'une matrice carrée n'est pas diagonalisable, il se peut qu'elle soit trigonalisable, c'est-a-
dire qu'il existe P € GL,(K), T € T, s(K) telles que A = PT P! La théorie de la trigona-

lisation sera vue dans le § 3.4 p. 98.
Exercices 3.3.1a3.3.23.

Exemple de diagonalisabilité

2 2 ... 2 2
1 0 ... 0 1
Soitn e Ntelquen >3.Onnote A, = | : : () : :|€MR).
1 0 ... 0 1
2 2 ... 2 2

a) Montrer que O est valeur propre de A, et déterminer dim SEP (A,,0).
b) Déterminer les valeurs propres de A,.

c) Montrer que A, est diagonalisable dans M, (R).

Solution Conseils
a) On remarque, en notant Cy,...,C, les colonnes de A :

Ci=C, et GC=C3=..=Cyp.
Il en résulte : rg (4,) < 2.

De plus, (C;,C5) est libre, car C, n'est pas colinéaire a C;.

On obtient : rg (A,) = 2. rg (A,) = dim Vect (Cy,...,Cy)
11 en résulte, par le théoréeme du rang : = dim Vect (Cy,C2).
dimKer(A,) =n—rg(A,) =n—-22> 1. Par hypothése :n > 3.

Ceci montre que O est valeur propre de A, et, comme Ker (A,) = SEP (4,,,0),
ona:dimSEP(A4,,0) =n — 2.

X1
b) Soient L e R*, X = | : €M, ;(R). Ona: On va déterminer les autres valeurs
N propres de A, c'est-a-dire les valeurs
" propres non nulles.
2 2 2 X X1
1 0 0 1 X2 X2
A X=X ]|: : © : : : =
1 0 ... 0 1 Xp_1 Xp—1
2 2 ... 2 2 Xp Xn

le i 2.X2 Spocogr 2xn—l P zxn = Ax|

X1+ x, = Axy

X1+ Xy = AXp_y

2x1 4+ 2% + -+ 2x,-1 + 2x, = AX, —
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Solution
X1 = Xp X1 = Xp
X2 = ... = Xp—1 X = ... = Xy—1
2(x1 +x0 + -+ x,) = Axg 2(2x1 + (n — Z)xz) = AX; (1)
X1+ x, = Axo 2x1 = Axy 2).
Ona:
A
(1) =g
—
2 A2
20%, +2(n — 2)x, = ?xz 3).
et:

2

(3)<:>xz<%—2k—2(n—2)>=0<:>A2—4A—4(n—2)=0 4).

Le discriminant A de cette équation (4) du second degré est :
A=16+16(n —2) =16(n —1) > 0,
donc :

@)= (=1 ou A=i),

4 — /16(n — 1
l1=+=2—2””—1» A =24+2Vn—1.

1l en résulte que les valeurs propres de A, sont: 0,2 —2/n — 1,2 +2/n — 1.
¢) Notons, pour A € Spp(A,) = {0, A1, A»} : E; = SEP(A4,,1).
D'apres a) : dim (Eyp) =n — 2.
D'apres b) : dim (E,,) = 1 et dim (E;,) > 1.
D'autre part : Z dim (E;) < n.
+€Spg (A,)
On a donc nécessairement :

dim (Ep) =n—2, dim(E;,) = dim (E;,) = 1,

donc : dim (E;) = n, et on conclut : A, est diagonalisable dans M,, (R).
A€Spg (A,)

Exemple d'étude de diagonalisabilité d'une matrice avec parametre

312

0 0
On note, pour toutz €10; +oo[ :A(t)=| 1 0 0

1 1 0
gonalisable dans Mj(R).

3.3 » Diagonalisabilité

Conseils

On utilise : A # 0.

Onax; #0, car,sixy =0, alors x; =0,
puisxz =..=x,-1=0,x, =0,X =0,
contradiction.

On a bien 0,1,A, deux a deux distincts,
carn = 3.

D'aprés le Cours, la somme Z est
A€Spr(An)
directe.

€ M;(R). Déterminer l'ensemble des ¢ € ]0; +-o0[ tels que A(?) soit dia-

L
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Solution
Soit t € R fixé.

* Formons le polyndme caractéristique de A(z) :

—x 0 37
XaoM) =| 1 —x 0 |=—=2>4+32 431> = —P(}),
1 1 —x

ennotant P, : R — R, A+ P,(A) = A3 — 3Ar2 — 3¢%.
L'application P, est dérivable sur R et, pour tout A € R :
P/(}) =31% = 31> =3\ — 1%),

d'ou le tableau des variations de P, :

A —00 =i +00

P/(A) i 0 = 0 el

P.(%) —00 /S \( <0 il ~+00
On calcule :

P(—t) =2t =3t et P(t)=-2" -3 <0.
Séparons en cas selon le signe de P,(—1), c'est-a-dire selon la position de 7 par rap-

t\3
orta —.
portas

C z>3
as =
2

On a P,(—t) > 0, donc, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte
monotonie par intervalles, P, admet exactement trois zéros. Comme
A(t) € M3(R), il en résulte que A(?) est diagonalisable.

Cast < = :
as <2

On a P,(—t) < 0, donc, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte
monotonie, P, admet un z€ro et un seul, et celui-ci est un zéro simple de P;.
Ainsi, P; n'est pas scindé sur R, donc, A(¢) n'est pas diagonalisable dans M3 (RR).
Cas : t = é :

: 7
Ona P,(—t) = 0, donc P; admet —¢ pour zéro double et P, admet un autre zéro simple.
Déterminons SEP (A (1), —t).

X
Ona,pourtout X = | y | € M3 (R)
Z
0 0 3 X
A X =—tX<<= |1 0 0 y|=—t|y
1 1 0 b4 Z
1
AR\
3t
3t?z = —tx | y:_gx
— X = —ty <~ y=—;x — 5
X+y=—1z Z=—3X

( 1) 1 9
1——)x==x.

t 3
Ceci montre : dim SEP (A(t),—t) =12, et on conclut que A(?) n'est pas dia-

gonalisable dans M3 (R).
Finalement, l'ensemble des ¢ € ]0; +o00o[ tels que A(#) soit diagonalisable dans

M;(R) est ]% +o00 [

Conseils

Développement par la regle de Sarrus pour
un déterminant d'ordre trois.

On étudie les variations de P;.

P, est continue sur l'intervalle R.

P, admet un zéro exactement dans chacun
des trois intervalles

1—o0; —t[, 1 —#;¢[, 1t; +ool.

Le zéro de P, est un zéro simple de P; car
P/ ne s'annule pas en ce point.

Icit—3
1—2~
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Exemple de résolution d'une équation matricielle

a) Soient n € N*, A € M,,(K) ayant n valeurs propres Ai,...,A, deux a deux distinctes, D = diag (A;,...,A,), P € GL,(K) telle

que A= PDPL.
1) Montrer : {M € M,,(K); AM = MA} ={PNP~'; N e D,(K)}.

3.3 » Diagonalisabilité

2) Soient Q € K[X], M € M, (K) telle que Q(M) = A. Montrer : P~'MP € D,(K).

b) Exemple : Résoudre 1'équation

3 (5 3
(1) X+X_<1 3>,

d'inconnue X € M, (R).

Solution

a) D'abord, puisque A € M,,(K) et que A admet n valeurs propres deux a deux dis-
tinctes, A est diagonalisable dans M, (K), d'ou l'existence de P € GL,(K) telle
que A= PDP~ L.
1) Soit M € M,,(K).
Notons N = P~'M P, de sorte que M = PN P~".
Ona:

AM = MA < PDP'PNP™'=PNP'PDP™' & DN = ND.
Notons N = (n;;);;-
Ona: D = diag (A,...,A,) = (§;jA;);;. D'oli :

DN =ND &V @,j) € {1, Y Sk = Y nudish;
k=1 k=1

— V(l,j) S {1,...,"}2, )‘-inij = n,-j)»j

= Vi,j)e{l,..n}’, (i—Ar)n; =0

= V(@,j)e{l,.n), (i#j = n;=0)

<—— N € D,(K).
Ceci montre :

{M e M,(K); AM = MA} ={PNP™'; N e D,(K)}.
2) On a : AM=0Q0MM =MQ(M)=MA, donc, d'apres a), il existe
N € D,(K) telle que M = PNP~!, ce qui montre P~'M P € D, (K).
5 3

b) Notons A = 1 3 e M,(R).

On forme le polyndme caractéristique de A :

5—A 3

_ s _ oy 332
| 3_k‘_(s MNG—2)—3=22—8r+12

xa() =‘
= =2)(» —6).

Il en résulte que A admet deux valeurs propres distinctes, donc, d'apres a)2), toute
solution de (1) est diagonalisable dans une méme base de diagonalisation de A.

On détermine les sous-espaces propres de A.

Conseils

Condition suffisante de diagonalisabilité,
cf.§ 3.3 Cor. p. 89.

Lorsqu'une matrice diagonale intervient,
on passe aux éléments.

8ij est le symbole de Kronecker :
1 si i=j

8ij = L
0 si i #j.

Aly...,Ap SONt supposés deux a deux dis-
tincts.

On a ainsi déterminé le commutant de A
dans M,,(K).

Les polynémes en M commutent entre
eux.
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Solution Conseils

v:(x)eSEP(A,2)<=>AV=2V<=><5 3)<x>:2<x)
y L 3/ \y y

S5x +3y =2x
— = x+y=0,
x+3y =2y

1
donc SEP (A,2) = Vect (_ ) , de dimension 1.

1

V:(x)eSEP(A,6)<:>AV:6V<:><5 3><x>=6(")
y I 3/\y y

Sx + 3y = 6x
— = x =3y,
x 43y =6y

donc SEP (A,6) = Vect (?) , de dimension 1.

1 s
Onadonc A= PDP!, ennotant P = (—l ?),D: (0 2)

On calcule P! :

1 3 x\ _(u x+3y=u| | 1
-1 1 y) \v —x+y=v| 1| 3
4y =u+v x=Z(u—3v)
<:>{ —
4x =u —3v
y=-+v),
. ] 1/1 -3 . B
d'ou : P =741 1) On peut contréler PP~! = I.

Pour toute X € M,(R) solution de (1), il existe («,B) € R? tel que, en, notant
0 .
Y:(g ﬂ>,0na1t:X=PYP*1.
D'ou :
X’+X=A< PY*+YV)P '=PDP ' <<= Y?’+Y=D

P ta=2 (¢=1 ou a=-2)
B*+B=56 (B=2 ou p=-3)

On conclut que I'ensemble S des solutions de (1) est S = {X, X», X3, X4},
wo_ L1 3\(1 0\/1 =3 _1(73
"Ta\-1 2J\1 1) a\1 5
X—l 1 3 1 0 1 -3 _l -8 12\ (-2 -3
*Ta\-1 1)\o =3J\1 1) 74\=4 o) \=1 o
1 1 3 -2 0 1 -3 1
X3=Z(—1 1)(0 2)(1 1>=Z
oo L1 3\ (=2 0)\/1 =3\ _1/-11 -3
AR QS S | o —3)J\1 1) 4\ -1 -9)°

=

ou :

=]
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3.3 - Diagonalisabilité

Diagonalisabilité

Pour montrer qu'une matrice carrée A est diagonalisable et la diagonaliser, dans un exemple numérique
comportant éventuellement des parametres (ex. 3.3.1, 3.3.2, 3.3.5), on peut essayer de former le polynome
caractéristique x4, en déduire les valeurs propres de A, et, pour chaque valeur propre de A, déterminer une base
de SEP(A,1) ; on aura alors A = PDP~! ol D est la matrice diagonale des valeurs propres de A, dans un ordre
arbitraire, et P est la matrice obtenue en met-tant cote-a-cote les vecteurs d'une base de vecteurs propres de A asso-
ciés, dans 1'ordre, aux valeurs propres. Lors du calcul de x4, essayer de factoriser « au maximum ».

Nous verrons plus loin (§ 4.5.1 p. 164) que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base ortho-
normale pour le produit scalaire canonique.
Pour étudier la diagonalisabilité d'une matrice carrée A comportant éventuellement des parametres
(ex. 3.3.3, 3.3.4) et lorsque les valeurs propres et les vecteurs propres sont calculables, on pourra essayer d'appli-
quer la CNS de diagonalisabilité (p. 88).
Voir aussi plus loin la rubrique « Les méthodes a retenir » sur les polynomes d’endomorphismes p. 114.
Pour déterminer valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice carrée A € M,,(K), dans certains cas, il
peut étre préférable de résoudre le systeme
AX =21X

{ X#0
Pour résoudre une équation matricielle du type B> = A, ou A est donnée et B inconnue (ex. 3.3.8), on peut
essayer d'utiliser, si c'est possible, une diagonalisation de A, pour se ramener a une équation C> = D, ol D est
diagonalisable connue et C inconnue (pas nécessairement diagonale).

, d'inconnue (A,X) € K x M, 1(K) (ex. 3.3.7).

Pour décider si deux matrices A,B € M,,(K) sont semblables ou ne le sont pas (ex. 3.3.9, 3.3.10), calculer
d'abord, si c'est possible, leurs traces, leurs polynomes caractéristiques. D'apres le Cours, si A ~ B, alors
tr(A) = tr(B), rg(A) = rg(B), det(A) = det(B) et x4 = xp. Ainsi, par contraposition, si tr(A) # tr(B) ou
rg(A) # rg(B) ou det(A) # det(B) ou x4 # xB, alors A et B ne sont pas semblables.

Si x4 = xB, on peut espérer que A et B soient semblables et on essaiera de trouver une matrice inversible P, par-
ticulierement simple et suggérée par les expressions de A et B, telle que PA = BP.

Pour effectuer 1'étude simultanée des valeurs propres et des vecteurs propres d'une matrice-compagnon A
AX =1X
X #0

Pour étudier le du commutant C(A) d'une matrice A € M,,(K), défini par :

(ex. 3.3.14), partir du systeme {

C(A) = {B e M,(K): AB = BA},

lorsque A est diagonale, ou plus généralement diagonalisable (ex. 3.3.21), essayer de se ramener a des calculs sur
des matrices décomposées en blocs.

La recherche des sev stables par un endomorphisme est une étude fréquente (ex. 3.3.24 ; cf. aussi plus loin ex.
3.4.5). Déja, les droites vectorielles stables par f € L(E) sont les droites vectorielles engendrées par les vecteurs
propres de f. On pourra remarquer que, si deux plans vectoriels sont stables par f, alors leur intersection l'est aussi.
Cf. aussi I'exercice 3.5.11 plus loin.
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3.3.1 Montrer que les matrices suivantes sont diagonali-
sables et les diagonaliser :

0 1 0
a)|ll 0 1] eM3®R)
0O 1 0
11 -5 5
b)| =5 3 3] eM3R)
5 -3 3
-1 a a2
c) 0 0 —a]|eM3R),acR
0 0 1
0 —1 1
d|—-a—-1 a a+1]eM3R),acR.
—a a a+1

3.3.2 Soient (a,b,c,d) € R4,
a —b —c —d
b a —d G
c d a —b € My®)
d —c b a

a) Montrer: A 'A = (@ + b2 + 2 + d?)ly.

b) En déduire :
2
VA ER, xA(h) = ((a 222 +d2) :

¢) Dans C, déterminer les valeurs propres et les sous-
espaces propres de A et montrer que A est diagonalisable
dans My (C).

3.3.3 Soientn € N —{0,1}, (a,b) € C2,

0 a __a
NS

A= ‘\ . e M, (C).
b b b 0

a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
b) CNS sur (n,a,b) pour que A soit diagonalisable.

3.3.4 Soientn € N—{0,1,2},
o by ... by
a

a,ay,...,an,by,...bp € C, A=

an
CNS pour que A soit diagonalisable ?

3.3.5 Montrer que les matrices suivantes sont diagonali-
sables et les diagonaliser :

1 1

a) € Mp,(R), n € N*

a 0 b
N e
a 0 b
b) 0 0 a+b 0 0 € My, 1(©)
b 0 a
e N
b 0 a

(a,b) € C2, n e N*.

3.3.6 Soientn € N, tel quen 2> 3, eto,p,q € R tels que
p2 —4q > 0. On note :
o —-q
a—p —2q 0
A= n—2 a—2p -

S )Y
0 1 a=(n—1)p

n—1

e M, (R).

Montrer que A est diagonalisable et déterminer ses valeurs
propres et vecteurs propres (on pourra considérer 1'endo-
morphisme de R, _{[X] dont la matrice, dans la base
canonique, est A).

3.3.7 Soientn € N — {0,1}, (a,b,c) € C3,

a b
0
A= CO\X{: e M, (C).

@
a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de A.
b) CNS pour que A soit diagonalisable.
¢) On note U, le n°™€ polynéme de Tchebychev de 28me
espece (cf. Analyse PCSI-PTSI, 3.5.1), défini par :
sin((n + 1)Arccost)

vVt el - 1; 1],
sin(Arccos t)

Un(t) =

Lorsque bc # 0, exprimer x4 en fonction de U,,.

3.3.8 Trouver toutes les matrices B de M3 (R) telles que

2 3 1
BZ=Aecttu(B)=0,00 A=[-1 -2 -1
—— 1 3 2
3.3.9 Les matrices
0 1 1 0 1 0
A=|1 0 O)etB=[1 0 1
2 1 0 1 2 0
de M3 (R) sont-elles semblables ?
3.3.10 Les matrices
1 2 3 1 3
A=|3 1 2)|etB=|2 1 3
2 3 1 3 2

de M3(R) sont-elles semblables ?
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3.3.11 Soient a € K, n € N*, f l'endomorphisme de
K, [X] défini par : VP € K,[X],

f(P)=X-a)(P' = P'(a)) = 2(P — P(a)).
Déterminer valeurs propres, vecteurs propres, noyau,
image de f ; f est-il diagonalisable ?

3.3.12 Soient n € N—{0,1}, H € M, (K)telle que

rg(H) = 1.

a) Montrer que H est diagonalisable si et seulement si :
tr(H) # 0.

b) Etablir :
a) Si H est diagonalisable, alors
0
0
H ~ N
0 0
tr(H)
B) Si H n'est pas diagonalisable, alors
0
0
H ~ N
0 01
0

(On pourra utiliser la relation H 2 _ tr(H)H, cf. Algebre
PCSI-PTSI, ex. 8.1.30 b)).
¢) En déduire que, pour toutes matrices Hy,Hp de M, (K)
derang 1,ona:

H| ~ Hy <= tr(H)) = tr(Hy).

3.3.13 Soientn € N*,

ABeM,(K), ¢:M(K)— M,(K).

M +— tr(AM)B
CNS sur (A, B) pour que ¢ soit diagonalisable ? (Utiliser
I'exercice 3.3.12 a)).

3.3.14 Soientn € N—{0,1}, (ag,...,a,_1) € K",
0 1
0
A= NN e M, (K)
0 o 1
@) oo @p—m)  Tu_il

(cf. exercice 3.2.11 p. 85).

Démontrer que A est diagonalisable si et seulement si le
n—1

polyndme P = X" — Z arX¥ est scindé sur K et a zéros
k=0

tous simples.

3.3.15 Soientn € N—{0,1}, A,B € M;,(K).
Démontrer :

A ~ B = com(A) ~ com(B).

(Utiliser I’ex. 2.9.1.
Pour le cas rg(A) = rg(B) = 1, utiliser les exercices 3.2.3
p- 85et3.3.12 ¢)).

3.3 » Diagonalisabilité

3.3.16 Etablir que tout endomorphisme nilpotent et dia-
gonalisable est nul.

3.3.17 Déterminer l'ensemble des (a,b) € R? tels qu'il
existe (A,B) € (MZ(R))2 tel que :

3 1 1 a
an= (3 ) = 2 (X 9.

3.3.18 Soientn € N*, A,B € M, (K) telles que AB soit
diagonalisable.

a) Montrer que, si A ou B est inversible, alors BA est dia-
gonalisable.
b) Le résultat précédent est-il valable sans I'hypothése d'in-
versibilité ?

3.3.19 Soientn € N*, A € M,(R).
Montrer qu'on peut décomposer A en la somme de deux
matrices diagonalisables.

3.3.20 Soient n € N*, M € M, (K) diagonalisable,
A € M, (K), k € N*. Montrer :
MFA =0 MA=0.

3.3.21 Soient n € N*, A € M,(K) diagonalisable,
Al,...,Ap les valeurs propres (deux a deux distinctes)
de A, wi l'ordre de multiplicité de Ay (1 <k < p),
P € GL, (K) une matrice inversible telle que :
Al 0
A=P Pl
0,
a) Déterminer le commutant C(A) de A, c'est-a-dire
C(A) ={B eM,(K); AB= BA}.

b) Véritier que C(A) estun K-ev, et calculer sa dimension.
Sin =5, peut-on avoir dim(C(A)) = 10 ?

c¢) Montrer : dim(C(A)) =n < p =n.

3.3.22 Soitn € N* ; pour A € M, (K),
onnote Cy ={M e M(K); M ~AetAM = MA}.

a) Soient A,B € M,,(K) telles que A ~ B. Montrer qu'il
existe une bijection de C4 dans Cp.

b) En déduire que, si A € M,,(K) admet n vp deux a deux
distinctes, alors C4 est fini et Card(C4) = n!.

3.3.23 Soient (p.q) € (N2,
n=p+q,AeMyK), BeMy(K), CeM,,(K),

A C
M=<O B)eMn(K).

On suppose A et B diagonalisables et

Spg (A) NSpg (B) = @.
. (A O .
Démontrer que M est semblable a 0 B et est diago-

nalisable.
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3.3.24 Trouver les sev de R stables par I'endomorphis-
me f dont la matrice dans la base canonique est

1 0 2
A=1|2 1 0
0 2 1

3.3.25 Soient E un C-ev de dimension finie, @ € C*,

fog—gof=af
g : '
f-g € L(E) tels que { g est diagonalisable

= 3.4 Trigonalisation

a) Montrer :
VneN*, ffog—go f"=naf".
b) En déduire que f est nilpotent.

3.3.26 Soientn € N*, A € M,,(R) telle que x4 soit scin-
dé sur R. Montrer que A est diagonalisable dans M,, (R) si
et seulement si A est diagonalisable dans M,,(C).

Dans ce § 3.4, E désigne un K-ev de dimension finie n, n > 1.

C'estune généralisation de la notion de
diagonalisabilité.

1) Soit f € L(E). On dit que f est trigonalisable si et seulement s'il existe une base
B de E telle que Matg(f) soit triangulaire.

2) Soit A € M,,(K). On dit que A est trigonalisable si et seulement s'il existe une
matrice triangulaire 7' de M,,(K) semblable a A.

Si A€ M, (K) est trigonalisable, on appelle trigonalisation de A la donnée de P, T

(et P1) telles que : P € GL,(K), T € Ty s(K) (ou T, ;(K)), A=PTP~ L

Trigonaliser A, c'est déterminer P, 7, (et P_l) convenant.

Au lieu de « trigonalisable », on dit aussi : triangulable, ou : triangularisable, ou : réductible

a la forme triangulaire.

Remarques :

1) Soient f € L(E), By une base de E, A = MatBO(f).AIors f est trigonalisable si et seule-
ment si A est trigonalisable.

2) Toute matrice triangulaire est trigonalisable.

Cette matrice de passage P « renverse »

I'ordre des éléments de la base
~ canonique.
et réciproquement. En effet,si T = (#;;) € Tn,i(K),en notant P =

Effectuer le produit P7' P!,

Donc, pour qu'une matrice A de M, (K) soit semblable a une matrice triangulaire inférieu-
re, il faut et il suffit qu'elle soit semblable a une matrice triangulaire supérieure. Dans la suite
de ce cours, nous privilégierons, conformément a l'usage, les matrices triangulaires supé-

rieures.

4) Si f € L(E) est trigonalisable, alors les éléments diagonaux d'une matrice triangulaire
représentant f sont les valeurs propres de f, écrites sur cette diagonale autant de fois que

PeGL,(K), P ' =pPetPTP ! =

3) Toute matrice triangulaire inférieure est semblable a une matrice triangulaire supérieure,

0 1
~

,0na

0

nn  Innp-1 Iy 1
€ Tn’s(K).
0

1

I'indiquent leurs ordres de multiplicité (cf. par exemple, (i) = (ii) du Th. ci-dessous).



Cette preuve n'est pas au programme.
Cependant, la démarche (récurrence
sur n et utilisation de blocs) intervient
dans des exercices.

Utilisation d'un changement de base, la
nouvelle base commencant par V.

Plus généralement, tout polyndme qui

| divise un polynoéme scindé est lui-méme
" scindé.

| Effectuer le produit de trois matrices.

3.4 - Trigonalisation

1) Soit A € M,,(K). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est trigonalisable
(1) x4 est scindé sur K.

2) Soit f € L(E). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) fest trigonalisable

(i) xr est scindé€ sur K.

Preuve

1) (i) = (ii) :
1581 .
Supposons A trigonalisable. Il existe 7 = 0 o o e Ths(K) telle que A ~ T. Alors :

[l'l n

n
Vi e K, Xxa(A) =Xr(A) = H(tii — M), donc X 4 est scindé sur K.
i=1
(i) = (@) :
Récurrence sur 7.
La propriété est triviale pour n = 1.
Supposons-la vraie pour un n de N*, et soit A € M, | (K) telle que x4 soit scindé sur K. Alors A

admet au moins une vp A et un ﬁ associé Vi (Vi € M, 1,1(K)), et donc il existe L € M ,(K),

A L
Ay € M, (K) telles que A ~ ! .
0 A

—A L

A
: VAeK, ) = det
Ona € Xa(A) e < 0 Ay — 2,

) = (b = MXa, V).

Comme X 4 est scindé sur K, il en résulte que X 4, est scindé sur K. D'apres I'hypothese de récurrence, il

existe Q0 € GL,(K), T € T, s(K) telles que Ay = oTOo 1.

1 0
Notons R = (

1 0
0 Q) € M,,_H (K), qui est inversible et d'inverse Rl = ( )

0o 0!

A X
Montrons qu'il existe X € M ,,(K) telle qu'en notant 77 = ( Ol T ) , on ait

AL —1
= RT{R™ L.
(0 Az) !

, (1 0N [ra X\(1 0\ _ (x xo!
ons: = (o o) (5 7)o o) = (8 8 )

A L
11 suffit donc de choisir X = L Q pour obtenir < 01 A ) = RT|R -1
2

A X
Ceci montre A ~ ( 01 T) € Tn+1,s(K) , donc A est trigonalisable.

2) Soit f € L(E). Le K-ev E admet au moins une base /3 et on a, en utilisant /) et en notant
A = Matg(f) :

(f trigonalisable) <= (A trigonalisable) <= (X scind€) <= (X scindé).
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N Résultat utile en pratique. 1) Soit E un C-ev de dimension finie > 1. Tout endomorphisme de E est trigonali-
sable.

2) Toute matrice carrée de M,,(C) (n > 1) est trigonalisable.

. Preuve
/ Cf. Algébre PCSI-PTSI,5.3.4Th. D'apres le théoréme de d'Alembert, X ¢ (ou X 4) est scindé sur C, donc (théoréme précédent) f(ou A)est

trigonalisable.

Exemples de trigonalisation de matrices carrées d'ordre < 3

Soit A € M3(K). Si xa est scindé sur K, alors A est trigonalisable, c'est-a-dire qu'il existe
P € GL3(K) et T € T3 ((K) telles que A = PT P!, Nous allons, sur des exemples, montrer
comment trouver un tel couple (P,T).

Supposons A non diagonalisable et x4 scindé sur K. Alors :

* ou bien A admet une vp double A et une vp simple Ay

e ou bien A admet une vp triple A1.

Notons By = (e1,e2,e3) la base canonique de M3 1 (K) et f l'endomorphisme de M3 1 (K) tel
que MatBO(f) =A.

Exemple 1:

5 —17 25
Trigonaliser A=|2 -9 16 | e M3(R).
1 -5 9

Formons le polyndme caractéristique de A :

5—A —-17 25

xa=| 2 —9-x1 16
I -5 9-2
/ Aprés développement. =23 +5:2-8r+4
=~ =22 —1).

Donc x4 est scindé sur R et les vp de A sont 2 (double) et 1 (simple).
3x =17y +25z=0

x
ex=|y|esEr@a2) = {2x—11y+16:=0 = {xzsy_h
Z x—=5y+7z=0 y=2
x =3z
{ y=2z
3
"y Puisque 2 est valeur propre double Donc SEP(A,2) est de dimension 1 et admet pour base (V1) ou Vi = | 2
/ de A etquedim (SEP (A,2)) = 1, )
A n'est pas diagonalisable. X 4x — 17y +25:=0
ex=[y|esEPAl) = ] 2x—10y+16:=0 — {§=57y__85
z x—5y4+8:=0 yoR=
3x =11z
{ 3y=T7z
11
Donc SEP(A,1) est de dimension 1 et admet pour base (V3) ou V3 = 7
3
X
" On cherche V, par ses coordonnées Cherchons un vecteur V, = | y | de fagon que B = (V[,V,V3) soit une base de M3 | (R)
/ dans la base canonique By de z
= M3 (R).

2 < 0
et que Matg(f) soit triangulaire supérieure : Matg(f) =10 2 0

0 0 1
100



Onécritque AV, — 2V, est colinéaire

3
aVy = (2)
1

On peut vérifier, par produit de trois
| matrices, que:

A=PTPL

' / Aprés calculs.

/ Ce cas est assez simple.

3.4 - Trigonalisation

B est une base de M3 | (R)

Ceci revient a : { F(Vy) —2Vy € RV

3x — 17y + 25z
Ona: Matg, (f(V2) —2Va) = AVy —2Vy = | 2x — 11y + 162
x—=5y+7z

3x =17y + 25z =3(x — 5y +7z2)

— y=12:.
2~y +167=2(x =5y +72) =%

Doli: AV, —2V, € RV} & {

1
On peut ainsi choisir Vo = | 0 |, et alors :
0

AVy) =2Vy + Vy.

3 1 11 2 1 0
Ennotant P=|2 0 7 )etT =10 2 O ,onadoncAzPTP_l.
1 0 3 0 0 1
0 -3 7
La calculette fournit: P~ 1 =|1 -2 1
0 1 -2
Exemple 2:
-2 2 -1
Trigonaliser A=| -1 1 —1 | eM3(R).
-1 2 =2

Formons le polynome caractéristique de A :

—2—A 2 —1
a0 = -1 1-x -1 |[=-0+17>
—1 2 —2—A

Donc x4 est scindé sur R et A admet une seule vp, —1, qui est d'ordre 3.

X
X=|y | eSEP(A,—1) &< —x+2y —z=0.
z

Donc SEP(A,—1) est de dimension 2 et admet pour base, par exemple, (V,V3) ou

1 0
Vi = 0],V,»=11
-1 2
Cherchons V3 € M3 | (R) de fagon que B = (V],V2,V3) soit une base de M3 | (R) et que
—1 0
Matg(f) soit triangulaire supérieure : Matg(f) = 0 —1
0 0 -1
Soit V3 € M3 | (R) tel que B = (V],V2,V3) soit une base de M3 |(R); il existe
—1 0 o
(. B,y) € R tel que Matg(f) = 0 -1 B
0 0 vy

Comme xMatg (f) A =xr)=—-A+ 1)3, on a nécessairement y = —1.
Ainsi, tout V3 de M3 1(R), tel que (V7,V3,V3) soit libre, convient.

1
Choisissons, par exemple, V3 = | 0
0
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On peut vérifier que :
A=PTP7

Apreés calculs.

On cherche V5 par ses coordonnées
dans la base canonique By de
M; 1 (R).

On peut vérifier que :
A= PTP.

1 0 1
En notant P = Passlg:0 B) = 0 1 Of)etT= P_lAP, T est triangulaire supérieu-
-1 2 0
0 2 -1 -1 0 -1
re ; on obtient p1=1o0 1 0 et T = 0o -1 -1
1 -2 1 0 0 -1

On peut montrer qu'on peut choisir B de facon que Matg(f) soit de la forme :
—1 0 0

0 -1 .
0 0 -1
Exemple 3 :
2 0 1
Trigonaliser A = 1 1 0] eM3®R).
-1 1 3

On obtient : x4 (1) = (2 — 1)3.

Donc x4 est scindé sur R et A admet une seule vp, 2, qui est d'ordre 3.

X z=0
X=1y eSEP(A,Z){z}{ x—y:O{z}[xfg.
z —x+y+z=0 °T
1
Donc SEP(A,2) est de dimension 1 et admet pour base (V1),ou Vi = | 1
0

Cherchons V3, V3 pour que B = (V},V2,V3) soit une base de M3 1 (R) et que Matg(f) soit

2 . .
triangulaire supérieure : Matg(f) = 0 2

0 0 2
Ceci revient a : B est une base de M3 1 (R)

f(Va) =2V, € Vect (V)
f(V3) —2V3 € Vect (V1,V5).

X
Ennotant Vo = | y
z
z 1
f(Vp) =2V, € Vect(V]) < x—y € Vect 1 = x—y=2.
—x+y+z 0
1
Choisissons, par exemple, Vo = | 0
1
Ensuite, n'importe quel V3 (tel que (Vq,V»,V3) soit libre) convient, par exemple
1
V3=10
0
I 1 1
NotonsP:PassBO(B)= 1 0 O
0 1 0
0 1 0 2 1 1
Alors P1=[0 0 1], e T=P1AP=|0 2 —1]| est triangulaire
I -1 -1 0 0

supérieure.
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3.4 - Trigonalisation

Remarque : On peut montrer (réduction de Jordan, hors programme) que, si x4 est scindé
et si on note A1,12,A3 (non nécessairement distincts) les zéros de x4, alors A est semblable
a l'une de matrices suivantes :

Les colonnes de A sont toutes

| colinéaires a la 1% colonne de A, et

cette colonne n'est pas nulle, donc :
rg(A) = 1.

On peut choisir pour V,, n'importe quel
vecteur nappartenant pas a Ker(A).

A0 O

0 Xy O | siX{,Ap,A3 sontdeux adeux distincts

0 0 A3

A 0 0 A1 0

0 2 O Joul O 2 O sidg = A1 # A3

0 0 A3 0 0 X3

AL 00 A 10 A 10

0O A1 O Joul O A O jJoul O Ay 1 SiAl = Ay = A3.

0 0 X 0 0 X 0 0 X

Exemple :
I 1 1-—n

Soientn € N —{0,1}, A = ‘ 1 ‘ ‘ e M, (R).
I — 1 1—n

Montrer que A n'est pas diagonalisable mais est trigonalisable, et trigonaliser A.

Remarquons rg(A) = 1, d'ot (théoréme du rang) : dim(Ker(A)) =n —rg(A) = 1 ;donc A
admet O pour vp, et 'ordre de multiplicité de la vp O est > n — 1, puisque :

dim(SEP(A,0)) = dim(Ker(A)) =n — 1.

Il existe donc A € R tel que : X4 = (—1)”X”_](X —A1).

Comme tr(A)=A1+n—1)-0=x; et tr(A)=1—-—n)+1n—1) =0, on déduit
A1 =0.

Ainsi, A admet une vp et une seule, qui est 0, et est d'ordre n ; comme le SEP associé a 0
est de dimension n — 1, (£ n), A n'est pas diagonalisable (cf. aussi ex. 3.3.12 p. 97).

Le SEP(A.0) a pour équation x1 + ...+ x,_1 + (1 —n)x, =0, donc admet pour base

1 1 1 1
-1 0 0 1
Vseo Vo Vi=| 0], Vo= -1|,...,V, 0= v =
\ : -1 1
0 0 0 1

1
0
n notant V,, = ,onalV, er car AV, =V,_ , donc s, Vy) est
E =] Vi & Ker(A) (car AV, = V,_1 # 0), done (Vj.....Vy)

0
une base de M, 1 (R).

Notons By = (eq,. - ..en) la base canonique de Mn,l(R), B=(Vy,....Va),

1 1 1 1
-1 0 01 0 0 00
N |
P = Pass(By,B) = ‘ \ 0 , T = 0 0
1
0 -1 1 0
0———o0 1 0 0 00

Onaalors: P eGL,R),T € T,s(R), A= PTP L.
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Vi=er—e

Enfin, la résolution du systeme

Vo =e1 — e,

Vi_1=e1+...+e

, d'ol

Vi =]
€] = Va
er=-Vi+V,
e 1=="Vy2+Va

en=Vi+...4V,_ 1 —@n—1V,

Exercices 3.4.1a3.4.17.

Un exemple d'utilisation de la trigonalisation
Soient n € N*, A € M,,(R) telle que 4 soit scindé sur R. Montrer :

3
(A +A+1) > 7".

Solution

Puisque x4 est scindé sur R, d'apres le Cours, A est trigonalisable dans M, (R).

Il existe donc P € GL,(R), T € T, (R) telles que : A = PT P~'. On a alors :
A+ A+1,=P(T*+T+1,)P .
En notant A, ...,A, les éléments diagonaux de 7', on a donc :
r(A2+A+L) =T +T+L)=) Af+Ak+D.

k=1
Ona:

2
V1 eR, A2+A+1=<A—|——> +
donc :

tr(A2+A+1,) >

Trigonalisation

donne
0 -1 1
N\
S
P = ‘0\—1 1
0 0——0 1
1 1—1 1—n
Conseils

Cf.§3.4Th.p.99.

Deux matrices carrées semblables ont la
méme trace.

On cherche la borne inférieure de
A2 4+ & + 1 lorsque A décrit R.

* Pour résoudre des exercices sur les matrices nilpotentes, on pourra utiliser les caractérisations de la nilpotence
d’une matrice obtenues dans I’ex. 3.4.1.

* Pour étudier une question dans un contexte de polyndomes de matrices carrées, penser, méme si I’énoncé ne
I’indique pas, a la possibilité de faire intervenir une trigonalisation (ex. 3.4.3, 3.4.7 2 3.4.17).



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3.4 - Trigonalisation

Pour résoudre des exercices portant sur la trigonalisation, penser a utiliser la CNS de trigonalisabilité du Cours
(A est trigonalisable si et seulement si x4 est scindé, th. p. 99) (ex. 3.4.4).

Pour déterminer les sev de R* stables par un endomorphisme donné f de R* (ex. 3.4.5), on pourra commen-
cer par diagonaliser ou trigonaliser f, en passant éventuellement par les nombres complexes. Les droites vecto-
rielles stables par f'sont les droites vectorielles engendrées par les vecteurs propres de f. Pour déterminer les plans
vectoriels stables par f, on pourra remarquer que, si P; et P, sont stables par f, alors P; N P, est stable par f.

Pour montrer que deux polyndmes caractéristiques sont égaux, il suffit de montrer, lorsque le corps K est infi-
ni, qu’ils coincident sauf en un nombre fini de points (souvent liés a des valeurs propres d’une matrice) (ex. 3.4.8).

Pour résoudre une question de trigonalisabilité, on pourra penser a faire un raisonnement par récurrence sur
I’ordre d’une matrice (ex. 3.4.13, 3.4.14) ce qui amene souvent a des calculs par blocs.

3.4.1 Soient n € N*, A € M,,(C). Montrer que les pro-
priétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

(1) A est nilpotente

(i) Spc(A) = {0}

(iii) X4 = (—1)"X"

(iv) A" =0.

3.4.2 Soient E un C-ev de dimension finie n, f € L(E).
Montrer que, pour tout k de {0,. .. ,n}, il existe un sev de E
de dimension k et stable par f.

3.4.3 Soient n € N*, A eM,(C), PeC[X],

n
XA = H(Ai — X) le polyndome caractéristique de A.

i=1

l n
Montrer X pay = | |(P(A;) —X), et en déduire :
i=1

Spc(P(A)) = P(Spc(A)).
3.4.4  Soient n.pe N, AeM,(K), BeM,(K),

A C
. M i-
0 B) Montrer que est tri

gonalisable si et seulement si A et B sont trigonalisables.
Généraliser a une matrice trigonale par blocs.

CeM, ,(K), M = (

3.4.5 Trouver tous les sev de R3 stables par I'endomor-

phisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique

6 —6 5
B=(ej,ep,e3)est: A= —-4 -1 10
7 —6 4

3.4.6 Soientn € N*, A € M,(R).

a) Montrer que, si X4 est scindé sur R, alors, pour tout k
de N, X 4« est scindé sur R.

b) Montrer que, si X 42 est scindé sur R et a zéros tous = 0,
alors X 4 est scindé sur R.

¢) Donner un exemple de A € M3(R) telle que X 4 ne soit
pas scindé sur R et que X 43 soit scindé sur R.

347 Soient n € N*, A e M,(C), Aq,...,A; €C les
valeurs propres de A. Montrer que les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) A1,-..,A, sont deux a deux distincts

(ii) det((tr(Ai+j72))1gi,j<n) #0.

3.4.8 Soientn € N*, A,B € M,,(C) telles que AB = BA
et B nilpotente. Montrer que A + B et A ont le méme
polyndme caractéristique ; en particulier :

tr(A 4+ B) =tr(A) et det(A + B) = det(A).
3.4.9 Soient n € N*, E un K-ev de dimension finie n,
f € L(E) nilpotent, v l'indice de f. Montrer :
v=n<$<=r1g(f)=n—1.

3410 Soient E un K-ev de dimension finie > 1,
f € L(E) trigonalisable, F un sev de E stable par f et tel
que F # {0}, g l'endomorphisme induit par f sur F.
Montrer que g est trigonalisable (utiliser I'ex. 3.2.1 p. 85).

3.4.11 Trigonalisation simultanée

Soient n € N*, E un K-ev de dimension finie n, I un
ensemble non vide, (f;)ie; une famille d'endomorphismes
trigonalisables de E et commutant deux a deux.

a) Montrer qu'il existe un vecteur propre commun a tous
les f; (on pourra faire une récurrence sur n).

b) En déduire qu'il existe une base de E dans laquelle les
matrices des f; sont toutes trigonales supérieures (on pour-
ra faire une récurrence sur n).

3412 Soient n € N*, A,Be M,(C) telles que
AB = BA.
Montrer :

Spc(A + B) C Spc(A) + Spe(B),
Spc(AB) C Spc(A)Spe(B).
(Utiliser 1'exercice 3.4.11).
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3.413 Soientn € N*, A,B,C € M,,(C) telles que :
AB—-—BA=C, AC=CA, BC=CB.
Montrer que A,B,C sont simultanément trigonalisables,
c'est-a-dire qu'il existe P € GL,(C) telle que P-lap,

p-1 BP, P~1CP soient trigonales supérieures. (On pour-
ra effectuer une récurrence sur n et utiliser 1'exercice
34.11 a)).

3.4.14 Soientn € N*, A,B € M,,(C) telles que AB = 0.
Montrer que A et B sont simultanément trigonalisables. La

z 1z

propriété s'étend-elle au cas de trois matrices ?

3.4.15 Soient n e N*, A,B e M,(C) telles que
p(A)p(B) < 1, ou p(-) désigne le rayon spectral :
p(A) = Max |[A].
A€Spc(A)

Montrer :

VC € M,(C),3!'X e M,,(C), AXB—X=C.

(Utiliser I'exercice 3.4.12 appliqué aux endomorphismes
a,b de M,,(C) définis par :

a:X+— AX, b:X+— XB).

3.416 Soient n € N*, A,B € M,,(C). Montrer que les
propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

(i) VC € M,,(C), 3'X € M,,(C), AX — XB =C
(i) VX € M,,(C), (AX = XB => X = 0)
(iii) Spc(A) N Spe(B) = 2.

3.4.17 Trigonaliser les matrices suivantes dans M3 (R):

5 —4 -3 7 -6 -2

agA=|2 -1 -1 p)A=[2 0 -1
1 -1 0 2 -3 2
0 2 -1

gA=|-1 3 -1
01 0

3.5 Polynomes d'endomorphismes,
polynomes de matrices carrées

Dans ce § 3.5, E désigne un K-ev ; on note ¢ = Idg.

3.5.1 Généralités

Soit P =ap+ a1 X+ ... +anX" € K[X].

1)Pourf € L(E),onnote P(f) =ape+ a1 f +...+an fV, et P(f) estappelé un
polynéme d'endomorphisme.

2)Pour A € M,(K) (n € N*),onnote P(A) = apl,, + @A+ ...+ aNAN, et P(A)
est appelé un polynome de matrice.

Autrement dit, pour obtenir P(f) (ou P(A)), on remplace la constante 1 par e (ou I,), X par f
(ou A), X* par f* (ou A%) pour k € N*.

Remarques :

1) Ne pas confondre 1(f) (qui vaut e) et X(f) (qui vaut f).

Ainsi dans le cadre de la dimension finie,
on pourra choisir le point de vue
«endomorphisme » ou le point de vue
matriciel.

Par exemple: (2 +3X)(f) =2e+3f.

2) Soient E un K-ev de dimension finie, 5 une base de E, f € L(E), A =Matg(f) ;ona
alors, d'apres Algebre PCSI-PTSI, 8.1.4 Prop. 1: Matg(P(f)) = P(A).



Cette proposition revient a remarquer
que les opérations loi externe,addition,
multiplication (ou composition)
s'effectuent formellement de la méme
facon sur X et sur fou A.

Autrement dit, si f, g.€ L(E)
commutent,alors,pour tous polynémes
P, Q0 € K[X]:

P(f)o0(g)=0(g)oP(f).
En particulier, pour tout f € L(E) et
tous P, Q € K[X]:

P(f)oQ(NH=Q(f)oP(f).

Utilisation de I'hypothese de récurrence
pour k puis pour 1.

3.5 » Polynémes d’endomorphismes, polyndmes de matrices carrées

1) Soit f € L(E). L'application P — P(f) est un morphisme d'algébres unitaires
de K[X] dans L(E), c'est-a-dire :

(@P +O)(f) =aP(f)+ Q(f)
Yo € K, VP.Q € K[X], {(PQ)(f) = P(f)oQ(f)
I(f)=e

2) Soit A € M;(K). L'application P —— P(A) est un morphisme d'algebres uni-
taires de K[X] dans M,,(K), c'est-a-dire :

(@P + Q)(A) =aP(A) + Q(A)
Va € K, YP,Q € K[X], { (PQ)(A) = P(A)Q(A)
1(A) =1,,.

Preuve

N N
1) Notons P = Zaka, 0= Zkak.
k=0 k=0

N N N N
«@P+Q)(f) = (Z(aak + bk>xk)<f> =) a+boff=a) af+) bift
k=0 k=0 k=0 k=0

=aP(f)+ 0.

* En notant de plus @y = by =0sik > N,ona:
2N , k 2N k N N
(PO)(f) = (Z (Zaibkﬂ-)xk)m =Y Y aibif'= (Zaif") o (Zb,»ff)
k=0 ~i=0 k=0i=0 i=0 j=0
=P(f)o Q).
2) Méme méthode.

On peut aussi se ramener a /) en passant aux matrices.

Remarque : Pour A € M,(K) (n = 2), l'application 0 : K[X] — M, (K) peut n'étre ni
P+—— P(A)

0 1
injective ni surjective. Par exemple,si K = Ret A = (1 0),en remarquant A% = I:

* 6 n'est pas injective, car : G(X2 - 1) = (X2 —D(A) = A2 — Ib=0

+ 0 n'est pas surjective car:  Im(0) = Vect {IZ,A,AZ,. ..} = Vect {Ip, A} est de dimension 2,
alors que M (K) est de dimension 4.

1)Sif,g € L(E) commutent, alors tout polyndme en f commute avec tout polyndme
en g.

2)Si A,B € M;;(K) commutent, alors tout polyndme en A commute avec tout poly-
ndme en B.

Preuve

1) Soient f,g € L(E) telsque go f = fog.

* Montrons, par récurrence : Yk € N, gko f=fogk

La propriété est triviale pour k =0 (car g0=e), et vraie pour k=1 par hypothese.
Si elle est vraie pour un entier k, alors :

dtlof=go(gof)=go(fog)=(gofogh =(fog)ogh=rfogth
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o Il en résulte, par linéarité :

V0O e K[X],

Q@of=[fo0().

o Le résultat précédent, appliqué a (Q(g). f) au lieu de (f,g), montre alors :
VP,0 € K[X], Q(g)o P(f)=P(f)o0(g).

2) Méme méthode.

On peut aussi se ramener a /) en passant aux matrices.

Exercice 3.5.1.

Etude du noyau et de 1'image d'un polynéme d'endomorphisme

Soient E un K-ev, f € L(E), P € K[X]. Montrer :

a)
{Ker(f) C Ker (P(/))
PO)=0 =
Im (P(f)) C Im(f)
b)
P(0) #0 = Ker(P(f)) CIm(f)
c)
K Ker (P
{ er (f) C Ker (P(f)) s PO =0
Ker (f) # {0}
d)
Im (P I
{ m (P(f)) C Im(f) . =0,
Im(f) # E
Solution Conseils

a) On suppose P(0) = 0. 1l existe alors Q € K[X] tel que : P = XQ.
* On a, pour tout x € Ker (f) :
(P(NH)@) = (2o f)x) = 2(/)H0) =0,
donc x € Ker (P(f)).
Ceci montre : Ker (f) C Ker (P(f)).
* Soit y € Im (P(f)). 1l existe x € E tel que y = P(f)(x). On a alors :

y=P(HHx) = (fo0(NH)) = f(Q(H ) € Im(f).

Ceci montre : Im (P(f)) C Im (f).

b) On suppose P (0) # 0.

Il existe alors Q € K[X] tel que: P =ap +XQ et ay#0.
Soit x € Ker (P(f)). On a alors P(f)(x) =0,

clest-a-dire apx + (f o Q(f))(x) =0, d'ol, puisque ay # 0 :
1 1
x=—-—f(Q(Hw) = f( = —Q(f)(x)> € Im(f).
ap ap

Ceci montre : Ker (P(f)) C Im(f).

Ona P =XQ = QX, donc
P(f)=foQ(f)=0(f)o f.

On écrit :

P=ay+a1X + - +asx¢

=ap+X (a1 4+ asX?h.

—
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3.5 « Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices carrées

Solution Conseils
¢) On suppose : Ker (f) C Ker (P(f)) et Ker(f) # {0}.
Raisonnons par 1'absurde. Supposons P (0) # 0.
Il existe alors ap € K, Q € K[X] telsque: P =ap+ XQ et ay #0. Comme en b).
Puisque Ker (f) # {0}, il existe x € Ker (f) tel que x # 0. On a :
0= P(f)(x) =apx + (Q(f) o f)(x) = aox + Q(/)(f(x)) f(x) =0 carx € Ker (f).

= ax + 0(/)(0) = apx,

contradiction avec ag # 0 et x # 0.

Ceci montre : P(0) = 0.

d) On suppose : Im (P(f)) CIm(f) et Im(f)#E.

Raisonnons par l'absurde. Supposons P (0) # 0.

Il existe alors ap € K, Q € K[X] telsque : P =ayp+ XQ et ay#0. Comme en b).
Puisque Im (f) # E, il existe y € E tel que y ¢ Im (f). En notant z = P(f)(y),
ona:z=apy+ (foQ(f))y),donc apy =z — f(Q(SHY)).

Comme z € Im (P(f)) C Im (f), il s'ensuit apy € Im (f),

puis y € Im (f), contradiction.
Ceci montre : P(0) = 0.

352

Pourf € L(E) :
fprojecteur <= f2 — f =0,

fsymétrie = f2 —e=0.

On a supposé ag # 0.

Polynomes annulateurs

1) Soient f € L(E), P € K[X]. On dit que P annule f (ou : P est un polynome
annulateur de f) si et seulement si : P(f) = 0.

2) Soient A € M,(K), P € K[X]. On dit que P annule A (ou : P est un polynome
annulateur de A) si et seulement si : P(A) = 0.

Exemples :
Soit f € L(E).
e f est un projecteur si et seulement si X2 — X est annulateur de I

e f est une symétrie si et seulement si X2 — 1 est annulateur de f.

Remarques :
1) Soient E un K-ev de dimension finie,n = dim(E),f € L(E).Puisque L(E) est de dimen-

sion finie nz, la famille (e,f,fz,. ... f™), qui comporte n2 41 éléments, est liée.

Il existe donc (ap.. . ..a,2) € K"+ — {(0,...,0)} tel que age +ay f + ... +a,» f"° = 0.
n2
En notant P = Zakxk,on adonc: P#0 et P(f)=0.
k=0
Ainsi, f admet au moins un polynéme annulateur autre que 0.
2) De méme, toute matrice A de M, (K) admet au moins un polyndme annulateur autre que 0.
3)Si E n'est pas de dimension finie, il se peut qu'un endomorphisme f de E n'admette que 0
pour polynéme annulateur (cf. exercice 3.5.2 p. 115).
4) Au lieu de « P annule f (ou A) »,on dit aussi: «f(ou A) annule P ».
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\
' Formules utiles en pratique.

) Utilisation deI'hypothese de récurrence
/ pour k puis pour 1.

" Autrementdit,toute vp de f(resp. A) est
\ / zéro de tout polyndme annulateur de f
~ (resp. A).

Un zéro d'un polyndme annulateur de f
n'est pas nécessairement une valeur

propre de f.

\ Théoreme important, surtout dans le
sens suivant :si fadmet un polynéme
annulateur scindé simple, alors f est
diagonalisable.

On peut abréger « scindé et a zéros
simples » en :scindé simple.

110

1) Soient f € L(E), A € Spg(f), x € SEP(f,1). On a alors :
VP e K[X], (P(f))(x) = PM\x.
2) Soient A € M, (K), A € Spg(A), V € SEP(A,L). On a alors :

VP € K[X], P(A)V =P(A)V.

Preuve

1) » Montrons, par récurrence : Yk € N, f k (x) = 2Kx.La propriété est triviale pour k = O (car f 0_,

et 20 = 1), et vraie pour k = 1 par hypothese. Si elle est vraie pour un k de N, alors :

0 = F(f @) = fakx) = 28 F () = akax = 26y

N
* On a alors, pour tout P = Z aka de K[X] :
k=0

N

(P(f)(x) = <Zakfk)(x) Zakf (x) = Zakxkx = P(M)x.

k=0

2) Méme méthode.

On peut aussi se ramener a /) en passant aux matrices.

1) Soient f € L(E), P un polyndme annulateur de f.
Onaalors: Spg(f) C P71({0}).

2) Soient A € M,,(K), P un polyndme annulateur de A.
Onaalors: Spg(A) C P~L({0}).

Preuve

1) Soit A € Spg (f);ona: P(M)x = (P(f)(x) =0(x) =0,
donc P(A) = 0, puisque x # 0.

2) Analogue.

Remarque : Les inclusions précédentes peuvent ne pas étre des égalités, comme le montre
I'exemple :
K=RA=0,P=XX-1).

1) Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E). Pour que f soit diagonalisable, il
faut et il suffit qu'il existe P € K[X] scindé sur K et a zéros simples, tel que

P(f)=0.

2) Soientn € N*, A € M,,(K). Pour que A soit diagonalisable, il faut et il suffit qu'il
existe P € K[X] scindé sur K et a zéros simples, tel que P(A) = 0.

Preuve
1) a) Supposons que f soit diagonalisable.

Notons N = Card(Spg (f)), A1,...,An les éléments de Spg (f) (ainsi, Aq,. .., AN sont deux a deux
distincts).
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Variante : utiliser les polyndmes
d'interpolation de Lagrange en les
Ayeneshy.

3.5 « Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices carrées

Il existe une base BB de E telle que la matrice A de f dans B soit :
Ml
! 0

A= ol Vke({l,...,N},di =dim(SEP(f,a0)).
0

Anlay

N
Considérons P = H(X — Ak), qui est scindé simple. On a :
k=1

N
P(A) =]]@A-mly) =

k=1
0 (A = An)]g

(A — A1, 0 (o —2nla, O

0 .
0 0

Ay = ADlay

Ainsi, il existe P € K[X] scindé simple et annulateur de f.
b) Réciproquement, supposons qu'il existe P € K[X] scindé simple tel que P(f) = 0.

Il existe donc @ € K — {0}, p € N*, &1,...,4, € K deux a deux distincts, tels que
P
P=a[X=n0).
k=1

Considérons, pour k € {1,...,p}, Ax = l_[ (X—=2;). Comme Ap,...,Ap sont deux a deux dis-
I<j<p
J#k
tincts, on a :
Vie(l,....pt, A0 = [] Ou—n)#0.
I<j<p
J#k
1

Notons, pour k € {1,...,p} : upy=——¢€K
P b A (i)

p
Le polyndme 1 — ZMkAk est de degré < p — 1 ets'annuleen Aq,...,A, car:
k=1
p
Vje{l,...,p}, (ZukAk>(/\j)=ujAj(xj)=1.
k=1

J4
Ceci montre : ZukAk =1.
k=1

P
En passant aux endomorphismes, on obtient : e = 1(f) = Z urAr(f).
k=1

Soitx € E;ona:

P P
x=e() = (Zumk(f))(x) =) u (A () ).
k=1 k=1
Notons, pour k € {1,...,p} : x; = uk(Ak(f))(x).

p
On aalors x = Zxk et, pour tout k de {1,...,p}:
k=1
(f = 2e) () = (X =20 () (e (AR ) () = @ (X = A AD () ()

= (@ 'u P)(f)(x) = 0(x) = 0.
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Pourtoutk € {1,...,p},

Ker (f — Are) estégala

SEP (f,Ar) (si Ay estvaleur propre
de f)

ou a {0} (si Ax n'est pas valeur propre

de f).

Pourtout p € L(E):
p projecteur <= p? = p.
Pourtouts € L(E) :

s symétrie <= 5% =e.

Exercices 3.5.2a3.5.14.

Ainsi: Vk e {1,...,p}, xx € Ker(f — Age).

Onen déduit: FE =

On

{1,...

Donc Yy SEP(f.A) =

P

Ker(f — iie).

k=1

a vu (cf. Cor. 1) p. 110) : Spg (f) C {Ay,...,Ap} ; dautre part, par définition, pour tout k de

,p}tel que Ay & Spr (f),ona: Ker(f — Are) ={0}.

p
Ker(f — ixe) = E,

1eSpg (f) k=1

et par suite (cf. 3.3 Prop. p. 87), f est diagonalisable.

2) Se déduit de /) en passant aux matrices.

Remarque : D'apres le théoréme précédent et le point 7) de sa preuve, f € L(E) est diago-

nalisable si et seulement si f annule le polynome 1_[ X=2).

1eSpg (f)

Exemples :

1) Soit E un K-ev de dimension finie. Tout projecteur p de E est diagonalisable, puisque p
annule le polyndme X(X — 1), qui est scindé simple.

2) Soit E un K-ev (ou K = R ou C) de dimension finie. Toute symétrie s de E est diago-
nalisable, puisque s annule le polyndme (X — 1)(X 4 1), qui est scindé simple.

3) Soit A € M((R) telle que A3 =74 — 61).

Le polynome X3 —7X+6= (X — D(X —2)(X + 3) de R[X] est scindé simple et annu-
lateur de A, donc A est diagonalisable.

0 1

N
4) Soientn € N—{0,1}, A = 0 ! e M,,(C), By = (eq,...,ey) labase

1 0

canonique de M,, 1(C), f I'endomorphisme de M,, (C) de matrice A par rapport a Bj.
Puisque f(e1) = en, f(e2) = e1,...,f(en) =¢,_1, il est clair que : f" =1dy (), et
donc A" =1,,. Ainsi, A annule le polyndme X" — 1, qui est scindé simple (ses zéros sont
les racines n°™S de 1), donc A est diagonalisable.

Remarques :

1) Soient A € M,,(K), P un polynéme annulateur de A tel que P # 0.0n ne peut pas affir-
mer que x4 divise P, ni que P divise x4. Par exemple, si A=1, (n > 2), alors
x4 = (—1D)*"(X — 1)" et, pour tout k de N*, (X — DX est annulateur de A.

2) D'apres le théoréme de Cayley-Hamilton (cf. plus loin 3.5.3 Th.p.116) :

VA € My(K), xa(A) =0.

Autrement dit, x4 est annulateur de A.

Diagonalisabilité d'un endomorphisme d'un espace de matrices

Soientn € N*, A,B € M,,(K) telles que tr (AB) # 0. On considere I'application

fiM,(K) — M,(K), M +— f(M)=tr(AM)B.

a) Montrer que f est un endomorphisme de M, (K).

b) Démontrer que f est diagonalisable. —
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3.5 « Polynémes d’endomorphismes, polynémes de matrices carrées

Solution

a) L'application f va de M,,(K) dans M, (K) et est linéaire car, pour tous o € K,
M,N € M,,(K) :

f@M + N) =tr (A(@M + N))B = tr (¢AM + AN)B
= (atr (AM) + tr (AN))B = atr (AM)B + tr (AN)B = af (M) + f(N).
b) On a, pour toute M € M, (K) :
(fo HM) =t (Af (M))B = tr (A(tr (AM)B)) B
= tr (AM)tr (AB)B = tr (AB) (tr (AM)B) = tr (AB) f (M),
donc:fo f=tr(AB)f.
Ceci montre que le polynome P = X?> — tr (AB)X est annulateur de f. Comme

P =X(X—1tr(AB)) etque tr (AB) # 0, P est scindé simple sur K.

D'apres le Cours, puisque f admet au moins un polyndme annulateur scindé simple,
f est diagonalisable.

Conseils

Linéarité de la trace.

On va former un polynéme annulateur
de f. A cet effet, on commence par calculer

£, clest-a-dire f o f.

§ 3.5.2 Théoreme p. 110.

Obtention de résultats portant sur det (A) a partir d'une équation satisfaite par A

Soient n € N*, A € M,,(R) telle que : A*> + A% + I, = 0. Démontrer :
0,8" < |det(A)] < 1,5".

Solution
Notons P = X* + X2 + 1 € R[X], qui est annulateur de A.
Etudions les zéros de P.

L'application P est dérivable sur R et : P’ = 3X? +2X =X (3X +2), d'ou le
tableau des variations de P :

o0 2 0 +0o0
X _ _z
3
P'(x) + 0 — 0 4F
P(x) —00 Vi >0 Ny >0 7 +00

(@) P 2 8+4+1 0 et PO=1>0
2 =4 =1>0.
na 3 719 > e

D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte monotonie de P par

intervalles, on conclut que P admet un zéro réel et un seul, noté «, et que o < 3

Comme deg (P) = 3, P admet aussi deux zéros complexes conjugués non réels,
notés 8,8.

Puisque a, 8,/ sont deux a deux distincts, P est scindé simple dans C, donc A est
diagonalisable dans M, (C) et : Sp:(A) C {a, B, Bl

Conseils

Penser a faire intervenir la notion de poly-
néme annulateur.

On peut aussi remarquer :

P<7 %) > P(0) > 0.

Cf. §3.5.2,Théoréme p.110.
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Solution Conseils

Puisque le polyndme caractéristique de A est a coefficients réels, il existe p,g € N
tels que :

Ainsi, A est semblable, dans M,,(C), a la matrice diagonale :

xa) = (D"X —a)’(X — B)I(X — B)*. Le cas p = 0 (resp. ¢ = 0) correspond au
cas ou « (resp. 8) n'est pas zéro de y4.Les
ordres de multiplicité de 8 et B dans x4

D = diag (a,...,a,ﬂ,...,ﬂ,B,...,E). sont égaux, car x4 € R[X].

p fois ¢ fois ¢ fois

Ona:n=deg(xs) =p+2q,et:

|det (4)| = |det (D)| = |a”B7B"| = laI”18BI".

D'apres les relations entre coefficients et racines, on a : aff = —1, Avec les notations habituelles :
o3 = —a—3.
1 1|7 “

3 N - 2
donc BB = T2 Diou: |det(A)| =af|—| =|a|". Il est clair que & # 0, puisque a < —-
Ona:

p—g<ncarpsnetqg =0,
n
p—q= —E,carpEOeth < n.

D'autre part : P(—1,5) = —0,125 <0 et P(—1,4) = 0,210 > O,
donc: —1,5< a < —1,4, puis 1,4 < |o] < 1,5.

On conclut :

|det (A)] < 1,5"

|det (A)| > 1,473 =<

Polynomes d'endomorphismes, polynomes de matrices carrées

Pour manipuler des polynomes d'endomorphismes ou des polynomes de matrices carrées, il est important
d'avoir assimilé les notations, et de les utiliser correctement.

N N
Si feLl(E)etP = Zaka € R[X], alors P(f) = Zakfk, ot fO=1Idg, et pour tout x € E, on a
k=0 k=0

N
(P(f) x) = Z akfk(x). La notation (P (f)) (x) peut étre allégée en P(f)(x) ; mais I'écriture P(f(x)) n'a pas
k=0
de sens.
Pour étudier une matrice A € M, (R) qui annule un polynéome P de R[X] scindé simple sur C mais non scin-
dé sur R, essayer d'utiliser une diagonalisation de A dans M,,(C), puis de revenir aux réels (ex. 3.5.3).

Pour montrer qu'un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie (ou une matrice) est diago-
nalisable, d’apres le Théoreme du § 3.5.2 p. 110, il (faut et il) suffit de trouver un polyndme annulateur de f (ou
de A) qui soit scindé simple sur K (ex. 3.5.4, 3.5.8, 3.5.10).

Pour obtenir des renseignements, par exemple sur la trace d’une matrice A de M,,(K) lorsque I’on dispo-
se d’un polynéme annulateur P de A, penser a utiliser : le spectre de Aest inclus dans 'ensemble des zéros de
P dans K (ex. 3.5.523.5.7).
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3.5.1 Soient E un K-ev, f € L(E), A € Spx (f),

P € K[X].

P@) € Spx (P())
Montrer :

SEP(P(f),P(A)) S SEP(£,1).
-3.-5.2 Soient E le R-ev RN, 7 : E— E

(xn)neN — (xn+1)neN
Vérifier f € L(E) et montrer que le seul polyndme annu-
lateur de f est le polynome nul.

3.5.3 Soient A € M3(R) telle que : A3 +A=0 et

0 0 0
A#0.Montrer: A~ |0 0 1
0 -1 0

3.5.4 Soientn € N*, f : M,(R) — M, (R).
Ar—ta
Vérifier que f est linéaire.
Déterminer les éléments propres de f ; f est-il diagonali-
sable ?

3.5.5 Soientn € N*, A € M,,(R) telle que A3 = A +1,.
Montrer :
det(A) > 0.

3.5.6 Soientn € N*, A € M,,(C) telle que

A% =743 — 1242,
Montrer :
tr(A) e N et tr(A) <4n.

3.5.7 Soientn € N*, A € M,,(R) telle que
A3 =42 et w(A) =n.
Montrer: A =1,.

3.5.8 Soient N € N*, ny,...,ny € N*, A; e M, (K)
(1<i<N).

Ay
0

Montrer que - est diagonalisable si et

0 Ay
seulement si Ap,...,Ay sont diagonalisables.

3.5.9 Soient N € N*, ny,...,ny € N¥,
N
n:an,Al,...,AN € K,
k=1

Ak
Ty = €Ty s(K) (1 <k < N),

= eT,s(K).

3.5 » Polynémes d’endomorphismes, polyndmes de matrices carrées

Montrer que 7" est diagonalisable si et seulement si :
Vk e {1,...,N}, Tk = Ay,

(Utiliser 1'exercice 3.5.8).

3.5.10 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E)
diagonalisable, F' un sev de E stable par f, f’ 1'endomor-
phisme induit par f sur F. Montrer que f” est diagonali-
sable.

3.5.11 a) Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E)
diagonalisable, Aq,....A, les vp de f deux a deux
distinctes, N; = Ker(f — A;Idg) (1 <i < p), F un sev
de E.

Montrer que F est stable par f si et seulement s'il existe
des sev N{,...,N;, de E tels que :

Vie{l,....,p}, N/ CN;
P

F=dw
i=1

(Utiliser 1'exercice 3.5.10).
En particulier, si les vp de f sont toutes simples, il y a exac-
tement 2" sev de E stables par f.

b) Exemple : Trouver tous les sev de R3 stables par l'endo-
morphisme f dont la matrice dans la base canonique
est :

3.5.12 Diagonalisation simultanée

Soient n € N*, E un K-ev de dimension finie n, I un
ensemble non vide, (f;);es une famille d'endomorphismes
diagonalisables de E et commutant deux a deux, c'est-a-
dire :

VG, j) eI?,  fiofi=fiofi

Démontrer qu'il existe une base de E dans laquelle les
matrices des f; sont toutes diagonales (on dit que les f; sont
simultanément diagonalisables). (On pourra faire une
récurrence sur 7).

En particulier, si deux matrices diagonalisables commu-
tent, alors elles sont simultanément diagonalisables.
3.5.13 Soient E un K-ev de dimension finie > 1,
f € L(E) tel qu'il existe A1,...,A, € K deux a deux dis-
tincts tels que :

(f —r1e)o...o(f —Ape) =0 (ot e =Idp).

Montrer qu'il existe vq,...,v, € L(E) tels que :

14
VP € KIX], P(f) =) P(u4)u.
k=1
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3.5.14 Soient n € N*, A € GL,(C) diagonalisable, 3.5.15 Soient n € N*, G un sous-groupe fini abélien de
p e N*, B e M,(C) telle que B” = A. Montrer que A GL, (C). Montrer que les éléments de G sont simultané-

et B sont simultanément diagonalisables, c'est-a-dire

3P €GL,(C), (P_lAPeD,,((C) et PIBP e D,,((C)).

3.5.3

Autrement dit : le polynéme carac-

| téristique de f (resp. A) annule f

(resp. A).

Cette preuve n'est pas exigible.

° 7 L'entier p, dépend de x.
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Cf.exercice 3.2.11 p.85.

Exercices 3.5.16 a 3.5.20.

ment diagonalisables, c'est-a-dire :

3P € GL,(C), YA€ G, P AP eD,(©).
(Utiliser 1'exercice 3.5.12).

Théoreme de Cayley et Hamilton

Dans ce § 3.5.3, E est supposé de dimension finie n, n > 1.
Théoréme de Cayley et Hamilton

1) VfeL(E), xp(f)=0 2) YAeM,(K), xa(A)=0.

Preuve
11 est clair que 2) est la traduction matricielle de /).
Soitx € E — {0}. La famille ( £¥ (X))0<k<n» ayant n + 1 éléments, est liée. Il existe donc un plus grand

entier p, dans N* tel que (x, f(x),. .. ,fpr‘*l (x)) soit libre. Comme (x, f(x),. .., fPx(x)) estliée, il
existe (a,. . .,a, _1) € K’ tel que:

pa—1
e =) aff .
k=0

Notons E (x) = Vect(x, f (x),.... [P~ 1(x)).

Puisque 7 (x) se décompose linéairement sur x, f (x),. .., fP*~1(x), il est clair que E 7 (x) est stable
par f.

Notons g 'endomorphisme induit par f sur Ef(x).

0 aop

0
La matrice B de gy dans la base (x, f(x),... ,fpx*l(x)) de Ef(x) est: B = 1\

0
0 1 a
On a, pour tout A de K : P,—1

—A ap

0 }
Xe,(4) = 1\ : =(_1)Px(xl’x —ap, AP —...—alk—ao)_
—A ap —2
;)\ Px
1

apx_l —A

Dod: (X, (f)E) = (=DP(fP(x) —ap 1 [P @) — ... —agx) = 0.
D'autre part (cf. exercice 3.2.1 p. 85): X, Ixf. Il existe donc Q, € K[X] tel que Xr = Qxng‘ On a
alors 1 Xy (f) = Qx(f) 0 Xg, (f), puis:

0 NG = 0x (N, (N = C(H(O) =0.

Ceci prouve: Vx € E, (Xf(f))(x) =0, c'est-a-dire : Xf(f) =0.
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3.5 » Polynémes d’endomorphismes, polyndmes de matrices carrées

Un exemple d'utilisation du théoreme de Cayley et Hamilton

Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E), r =rg (f). Montrer qu'il existe P € K[X] tel que :
P(f)=0 et deg(P)=r+1.

Solution Conseils
Notons n = dim (E).
1) D'apres le théoréeme du rang : dimKer (f) =n —r.

Le sev Ker (f) de E admet au moins une base (ej,...,e,—,). D'apres le théoréme de  Recherche d'une base de E dans laquelle f
la base incompléte, la famille libre (ey,...,e,_,) peut étre complétée d'au moins une  Soit représenté par une matrice assez

fagon en une base B = (ey,...,e,) de E. simple.
. 0 U . .
La matrice A de f dans B est de la forme : A = 0 s Les images par fdes n — r premiers
14 vecteurs de BB sont toutes nulles, puisque
ot UeM,_ (K),VeM(K). ces vecteurs sont dans Ker (f).
2) Montrons, par récurrence sur k : Pour conjecturer la forme de AX, on peut
0 Uvyk! d'abord calculer A2 :
Vi eN, Ak:( K ) 0 U\[/0 U 0 Uv
oY 2=(o v)(o v)=(o )
o v)\o v 0 v?

La formule est vraie pour k = 1, car VO =1,.

Si la formule est vraie pour un k € N*, alors :

0 UvE'\(0 U 0 UVt
A = AFA = =
(0 % )0 v)=( vih).

donc la formule est vraie pour k + 1.

Ceci établit la formule voulue, pour tout kK € N*, par récurrence sur k.

N
3) On a alors, pour tout polyndéme Q = Zaka e K[X] :

k=0
al al (AT

AQ(A) = ZakAk+l = Zak (0 it ) Combinaison linéaire par blocs.
k=0 k=0

N
0 aUV*
_ k2=(; _(O UQ(V))
N N “\0 vowW) )’
0 Zakvk+l
k=0

4) D'apres le théoréeme de Cayley et Hamilton, xv (V) = 0.
En notant P = X xy, onaalorsdeg (P) =1+deg(xy) =r+1 et:

0 U \% 0 O
P(A)=AXV(A)=(0 V;:EVD:(O 0>,

donc P convient.
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T

Les exercices 3.5.16 et 3.5.17 n'utilisent pas le théoreme de
Cayley et Hamilton.

3.5.16 Soient N € N*, ny,...,ny € N*,
AieM,,(K)(1<i<N),PeK[X],

A1 0

0 Ax
P(Ap)
Montrer : P(A) = .
0 P(AN)
-3.-5.17 Soient n € N*, A € GL,,(K). Montrer :
IP e K[X], A~ = P(A).

3.5.18 Soient n,N € N*,

Al,...,Ay € M,(C), Py.,...,Py € C[X].

3.54

On suppose que Aj,...,Ay n'ont, deux a deux, aucune
valeur propre commune. Montrer qu'il existe P € C[X] tel
que :

Vie{l,...,N}, P(A;) = Pi(A;).

3.5.19 Une démonstration du théoreme de Cayley et
Hamilton (lorsque K = C)
Soient n € N*, E l'ensemble des matrices diagonalisables
de M, (C).
a) Montrer: VA € E, x4(A) =0.
b) En admettant que E est dense dans M, (C), en déduire
le théoreme de Cayley et Hamilton (pour K = C) :

VA € M,,(C), x4(A)=0.

3.5.20 Soientn € N*, A,B € M,,(C) telles que
Spc(A) N Spe(B) = 2.
a) Montrer : X4 (B) € GL,(C).

b) Etablir: VX € M,,(C), (AX = XB =— X =0).
c) En déduire :

vC e M,,(C),3'X e M,(C), AX—-XB=C.
Cf. aussi ex. 3.4.15 p. 106.

Idéaux de K[X] (PSI)

On appelle idéal de K[X] toute partie J de K[X] telle que :

s J#0

e V(P,Q) € 7,

P+0ed

* VAeK[X], VPeT, AP €.

Remarques :

1) Si J est un idéal de K[X], alors en particulier :

J#+0
Y(P,0)eJ, P+QeT,
VPedJ, —PeJ

et donc J est un sous-groupe de (K[X],+) .
2) Soient Py € K[X] et PyK[X] l'ensemble des multiples de Py dans K[X], c'est-a-

dire:

PoK[X] ={PyA; A € K[X]}.

Il est clair que PyK[X] est un idéal de K[X].

On exprime ce résultat par :tout idéal de

/\  K[X] estprincipal,ouencore: K [X]

~estun anneau principal.
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Pour tout idéal J de K[X], il existe Py € K[X] tel que :
J=PK[X] = (P € K[X]; 3A € K[X], P = PyA}.



3.6 « Applications de la diagonalisation

Preuve

Soit J un idéal de K [X].

Si J = {0}, alors T = 0K [X].

Supposons J # {0}. L'ensemble {deg(P); P € T — {0}} est une partie non vide de N, donc admet un
plus petit élément, noté n), et il existe Py € T — {0} tel que deg(Py) = ng.

Nous allons montrer : J = PyK[X].

1) Puisque Py € J etquej estunidéal de K[X],ona: VA € K[X], PpA €T,

cest-d-dire : PoK[X] C J.

% Utilisation d'une division euclidienne. 2) Réciproquement, soit P € J. Par division euclidienne de P par Py, il existe (Q,R) € (K [X])2 tel
o que: P = PyQ + R etdeg(R) < deg(Py).

Comme R = P — PyQ, que P, P sont dans J, et que J est un idéal de K [X], on déduit: R € J.
Puis, par définition de Py, comme deg(R) < deg(Py), on obtient R =0, dou
P = PyQ € PyK[X].

Soient £ un K-ev, f € L(E). L'ensemble { P € K[X]; P(f) = 0}, c'est-a-dire I'en-
semble des polyndmes annulateurs de f, est un idéal de K[X].

Preuve

Notons J = {P € K[X]; P(f)=0}.
*J4£ T, carOel.

* Soient P,Q € J. Ona:

P+OOfHH=PH+0(f)=0+0=0,
donc P+ Q € 7.
*Soient A € K[X],P€J.Ona:

(AP)(f) = A(f) o P(f) = A(f)o0=0,
donc AP € 7.
On conclut que J est un idéal de K[X].

= 3.6 Applications de la diagonalisation

3.6.1 Calcul des puissances d'une matrice carrée

Soit A € M, (K).
Supposons A diagonalisable ; il existe P € GL,,(K), D € D, (K) telles que :

A=PDP7!,

Montrons, par récurrence : Vk € N, Ak = ppkp—1,
La propriété est triviale pour k = 0 (car A° = D° = I,,) et vraie pour k = 1.
Si elle est vraie pour un k de N, alors :
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ARt = AkA = (PD*P~')(PDP™") = P(D*D)P~! = PDF P,
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Al
0
D'autre part, en notant D = , on a clairement :
0 .
k
A 0
Vk € N, D¥ = .
0 Ak
On en déduit la valeur de AX.
Exemple :
0 —8 6
Soit A=| —1 —8 71 e M3(R).

1 —14 11

Montrer que A est inversible et calculer, pour tout « de Z, Ak,

Formons le polyndme caractéristique :

-\ -8 6
xAa)=]-1 —-8—2x 7
1 —14 11—2
Aprés développement. = —(A3 —322 -4 +12)

= =2 +2)(h—3).

Puisque A € M3(R) et que A admet trois vp distinctes (—2,2,3), A est diagonalisable.
On calcule les SEP :

X 2x —8y+6z2=0
eX=|y|eSEP(A,-2)<={ —x—6y+Tz=0<=x=y=2z.

z x—14z+13z=0

1
Donc SEP(A,—2) est de dimension 1 et admet pour base (V1) ou V| = | 1
1

—2x —8y+6z=0

X
=2
e X=1y | €SEPA,2) <= —x—10y+7z=0<:>{§ _)26‘
Z Xx—14y+97=0 Y=
1
Donc SEP(A,2) est de dimension 1 et admet pour base (V,) ou Vo = | 2
3
x —3x—-8y+6z=0 5y —3
*X=|y | €SEP(A,3) «— —x—11y+7z=0<:>{3i:2z.
Z x—14y+82=0 =
2
Donc SEP(A,3) est de dimension 1 et admet pour base (V3) ou V3 = | 3
5
11 2 -2 0 0 1 1 -1
On peut vérifier: Ennotant P=|1 2 3|eeD=| 0 2 0),onaP'=|-2 3 -1
A=PDP!. 1 35 0 0 3 I -2 1

etA=PDP L
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3.6 « Applications de la diagonalisation

Alors, pour tout k£ de N :

A* = ppkp!
(=% —2.2k 2.3k (—2)k 43.2k —4.3k  _(2k) k4 2.3k
Matrice obtenue par produit de trois = (—2)]‘ —4.2k 4 3.3k (—Z)k +6-2k_6.3k —(—2") —2.2k4 3.3k

matrices.

(=2)F —6-2F+ 5.3k (—2)k 9.2k —10.3%k —(=2%)—3.2k 4 5.3F
D'autre part, comme 0 ¢ Spr(A), A est inversible ; ainsi A-l , puis A¥ (k € Z*) existent.
Ona: VkeZ*,
A =@ h*=ppp~Hy"hZF=(pp P = pp~1)~Fp~! = pD* P~

Autrement dit, la formule Ak = pD¥P=1 est valable pour tout k de Z, et le résultat obtenu

. . plus haut pour A aussi.
Exercices 3.6.1 a 3.6.3.

Exemple d'étude des puissances d'une matrice carrée d'ordre trois

0 1 0
On note, pour toutz € C: M(z) = | 0 0 1 | € M3(C).
2 372 3z

Déterminer 1'ensemble £ = {z eC; (M(z))n — O}.

Solution Conseils

Calculons le polyndme caractéristique de M (z) : On commence par réduire M(z),
5 1 0 si possible, a la forme diagonale.

XMo@ =| 0 -4 1
2 322 3z—A
— )»2(32 =)k 2432 = A3 +3202+320+ 2 Développement par la regle de Sarrus, par
exemple, valable pour un déterminant
d'ordre 2 ou 3.
=0+2)7> =223 Remarquer les coefficients
1331

et penser au binébme de Newton.

Donc :
Mo =0 < (A + 2P —223=0

— A+z=+2x1 ou A+z=+2jr ou A+4z=+/2jA  Résolution del'équation a* = b> dans les
nombres complexes.

0 1 0
eSiz=0,alorsM(z)=M©O)={0 0 1],
0 0 0

0 0 I
donc (M@)*=[0 0 0], (M©@) =0, (M)" =0 pour tout n >3, et
00 0

donc : (M(z))" — 0.
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Solution Comnseils
e Supposons z # 0.
Alors M(z) admet trois valeurs propres deux a deux distinctes :
Z b4 b4
A1 PTT-r T HET
Puisque M (z) est carrée d'ordre trois et admet trois valeurs propres deux a deux dis-  Condition suffisante de diagonalisabilité.
tinctes, d'apres le Cours, M(z) est diagonalisable dans M;3(C).
En notant D = diag (A, X2, A3), il existe P € GL3(C) telle que : M(z) = PDP'.

Onaalors: Vn € N*, (M(z))" = PD"P~', donc

)\.]Z

(M@)" — 0 &= D" — 0 < Vke{l,23}, A} — 0

= Vke(l,..3}, M <1
— <|z|<€f2—1 et |zl <|v2j—1| et |z|<|3/§j2—1|).
Ona:

|x3/§j— 1‘2 = («3/51— 1)(3/5j2— 1) =Va-N2G+P)+1=v4+V2+1. Utilisation de :
>

j:] et j+j2=—1.

Par conjugaison : ’3/5]-2 — 1|2 = |\3/§] — 1|2.
Comme : 1 +v2+ 4 > 1> (/2 — 1)2, on obtient :
V351 = 925 1] > W3- 1]
D'ou :
M@)" — 0 & [zl <V2-1.

On remarque que cette condition contient le cas z =0 examiné au début de
I'étude.
Finalement, 1'ensemble cherché E est :

E={z€C; |z|<\3/§—1},

c'est-a-dire le disque ouvert de centre O et de rayon +/2 — 1.

Calcul des puissances d'une matrice carrée

* Pour calculer les puissances d'une matrice carrée A, on peut essayer d'utiliser une diagonalisation de A
(ex. 3.6.1). On peut aussi, dans certains exemples simples, décomposer A en A = «l,, + N,ou o € K et N est nil-
potente (ou les puissances de N sont de calcul aisé), et appliquer la formule du bindme de Newton.

* Pour I'étude de puissances entieres positives ou négatives d'une matrice carrée, la formule obtenue dans le
cas ou l'exposant est un entier naturel est souvent aussi valable dans le cas ou l'exposant est un entier relatif néga-
tif (ex. 3.6.1).
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3.6.1 Calculer A":

3.6 « Applications de la diagonalisation

Montrer qu'il existe deux suites (¢¢s),eNs (Bn)neN dans K

1 1 1 1 telles que :
1 1 -1 - Vn e N, f* = aye+ B, f,
A= eMyR),n eZ.

1 -1 1 -1 et calculer o, et B,.

1 -1 -1 1 -
- 3.6.3 Trouver une matrice B de M3 (R) telle
3.6.2 Soient a,b € K tels que a #b, E un K-ev 11 -5 5
de dimension finie, f € L(E) diagonalisable tel que que B2=A onA=|-5 3 _3

Spx (f) = {a.b}. 5 =3 3

| Récurrence immédiate.

3.6.2

Suites récurrentes linéaires simultanées
du 1€ ordre a coefficients constants
Soientn € N* A = (a,'j)ij e M, (K), (ay,...,0n) € K",

On considere les suites récurrentes linéaires simultanées du 1¢" ordre a coefficients
constants (X1 x)ken,- - -, (Xn k)ken définies par :

Vjie{l,....n}, xj0=uq;

n
(E) Viel{l,....n}, Vk e N, Xxjjy1 = Zaj,‘ka.
i=0

II s'agit de calculer les x; ¢.
o]
X1,k
L) Xo=
En notant X; = : , (E) se ramene a :
: @,

In.k Vk € N, Xk+1 = AXy
On adonc: Vk € N, X; = AKX,

et la détermination de X} se rameéne au calcul de Ak,

Exemple :
Soient (i,),,eNs (Un)neNs (Wn),eN les suites réelles définies par :
ug=0 v9g=22, wy=22

1
Upy] = Z(Zu,, + v, + wy)

|
Vn € N, Vpyl = i(un+vn+wll)

1
Wyl = Z(u,, + v, + 2wy)

Calculer u,, v,, w, et étudier la convergence de ces trois suites.

1 1 1
Tl o
Notons A=| - - — |et,pourneN, X,=1| v
303 3P S
1 1 1 "
4 4 2
= AX

Ona: VneN, X, ., donc: VmneN,X,=A"X,.
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¢ Réduction de A

Formons le polyndme caractéristique :

1 1 1 1 1
Z - - 1 - -
2 4 4 4 4
; 1 1 1 1
-3 Comme dans chaque ligne de A, la xa(h) = — ——X — =1=x1 —-=x — Ci —C1+Cr+C3
\ / somme est égale a 1, il est judicieux 3 3 3 3
= deffectuer Cy < Cy + Cy + Cs. 1 1 1 5 1 1 o i
4 4 2 4 2
1 1
1 — —
4 4
_ 1 1
"y Puisquela 14 colonne du déterminant =1-=-x00 ——2x — Ly —Lr—1L;
‘ / précédent n'est formée que de 1, on 12 12
= effectue des opérations sur les lignes, par 1
différence. 0 0 Z - Ly —L3z—L
gy 1 1
‘ / Déterminant d'une matrice triangulaire. =(1-=2x) T~ A i A

Puisque A admet trois vp distinctes et que A est d'ordre 3, A est diagonalisable.

On calcule les SEP. On obtient une base (V1,V>,V3) de ﬁ associés respectivement a

11 ! 1 3
Le—: vi=|1}va=| o) vs=/[-s
412 ] . 3
1 0 0
1 1 3 1
Ennotant P = |1 0 -8 et D=1]0 1 0 1.
- 1
1 1 3 o o L
12
1 6 8
On peut vérifier : ona P l=_—1|11 0 —11 et A=ppP-l
1 22
A=PDP™. | 2
eDol: VneN,X,=A"Xyg=PD"P X,
(L 3/ o0 0 8 6 8\ /0
"3 On effectue le produit de ces quatre — ﬁ _8 0 4-n 0 1 0 —11 »
/ matrices. A 3 0 0 - L ; -

U, =14 —11-47"-3.127"
etdonc: VneN,Jv,=14+8-127" .
wy,=14+11-47"-3.127"

11 est clair que (#y)n, (Vn)n, (Wy)n convergent vers 14.

3.6.3 Suites récurrentes linéaires a coefficients
constants
Soient p € N*, (ag,...,ap—1) € KP.On considere la suite récurrente linéaire a coef-

ficients constants (u,),en définie par :

(uo,.. .,up_l) € K?
p—1

VneN, upyp= Zai”nH =aop + ...+ ap_1Upyp—1.
i=0
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"y Parrécurrence immédiate :
/ VneN, X,=A"X.

/ Cf.ex.32.11 p.85.

Développement par la régle de Samus,
puis factorisation, par exemple en
remarquant que 3 est solution.

/ Apres calculs.

3.6 * Applications de la diagonalisation

11 s'agit de calculer u, en fonction de n pour tout n de N. Cette équation a été résolue

dans le cas particulier K = R ou C et p = 2, dans Analyse PCSI-PTSI, 3.4.2.

Notons A = \\ € M,(K), et, pour toutn de N :

ap ... p—2 ap 1
Up
Un+1
X, =
Un+p—1

On a, pour tout n de N :

Un+1 0 1 Un

0
Up+2 Un+1

ap ... ap,Z ap,I

Un+p Un+p—1

Ainsi, le calcul de u,, se ramene a celui des puissances de A.

Dailleurs, en notant uj , = u,; pour j € {0,...,p — 1} et n € N, on peut aussi se

ramener au § 3.6.2 p. 123.

Remarquons :

- 1

0
Xy (A) = O\A\l = (—-)P@AP —ap_ AP~ = ... —ap),

ap ... ap—3 Ap—1 — A

Exemple :
ug=1, ur =1, wupy=1
Calculer u, pour tout n de N sachant : {

0 1 0
Notons A=| O 0 1 ] et formons le polyndome caractéristique :
45 -39 11
—X 1 0
xa0) =0 —» 1 [==2341132-30a+45= - 32 —5).

45 =39 11—
Donc x4 est scindé sur R et les vp de A sont 3 (double) et 5 (simple).

On calcule les SEP et on obtient :

SEP(A,3) = Vect (V}), ouVi=|[3

SEP(A,5) = Vect (V3), ouVz=| 5

Puisque 3 est vp double et que dim (SEP(A,3)> =1, A n'est pas diagonalisable.

X
On va trigonaliser A. Cherchons Vo, = | y | pour que AV, =3V, + V.
Z

VneN, w3 =45, — 3%, 1+ llu,,+2'
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y=3x+1
Ona: AV, =3V, + V| < .
2 2+ V1 { L= 0r 46
0
On peut donc choisir Vo = | 1
6
1 0 31 0
Ennotant P=| 3 1 51etT=10 3 0],onadonc
9 6 25 0 0 5
| -5 6 —1
% Onpeut vérifier: pl= 1 =30 16 -2 et A=PTP L
/ A=PTP!, 9 -6 1
3 a3l o
Une récurrence immédiate montre : Vn e N, T" = | 0 3" 0
0 0 5"
—4n3n1 4 5
%y Apreés calcul du produit de quatre D'od, pourtoutn de N : X, = PT”P_1X0 = | 4@ + 13" + 57+
: / matrices. —4(n + 2)3n+1 + 5n+2
/ On peut controler les valeurs de g, Finalement: Vn eN, u, = —4p3n=1 4 5,
/ uy,up.
L'étude des systemes différentiels linéaires du 1°* ordre a coefficients constants est faite dans
Analyse PC-PSI-PT, § 8.3.6.
Exercices 3.6.4,3.6.5.
3.6.4 Soient ug > 0, u1 > 0 et (u,),cy définie par : 3.6.5 Soit (1), définie par :
2 = =
Vn € N, ”n-&-zzﬁ- ug 1, uj 2
+ — Vi e N* UDp] = U2y T U] .
Upil Un ’ upy = u, 1 +2up, 3
Calculer uy, puis ',,10‘2 Un. Calculer u,, en fonction de 7.
P 3.1 Rayon spectral 1) Propriétés élémentaires de p
Ce probléme P 3.1 étudie le rayon spectral d’une matrice carrée, son lien avec a) Montrer, pour tous o de C, k de N*, A, B de M,,(C) et
des normes sous-multiplicatives, et le comportement de la suite (A% ). pour P de GL,, (©) :
A € M,,(C) donnée. a) p(aA) = |a|p(A)
. " k
Soit n € N*. Pour A € M,,(C), on note B) p(Ak) = (p(A))

p(A) = Max |A|, appelé rayon spectral de A.
2€Spc(4) ¥) p(AB) = p(BA)
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8) p(P~1AP) = p(4).
b) A-t-on, pour toutes A, B de M, (C),
P(A+B) < p(A)+p(B) ? p(AB) < p(A)p(B)?
On rappelle (cf. Analyse PC-PSI-PT, 1.1.1 4) Déf.) qu'une

norme || - || sur M, (C) est dite sous-multiplicative (ou :
norme d'algebre) si et seulement si :

Y(A.B) € (Mn((C))z, [1AB|| < [IA]l [|B]I.

On dit aussi multiplicative, ou : matricielle, au lieu de
sous-multiplicative.
2) a) Montrer que, si || - || est une norme sous-multiplica-

tive sur M, (C), alors :
Vk € N*, VA € M,,(0), [|A|] < [|A]I%.

b) Montrer que l'application N : M,(C) —> R définie
par:

VA = (a;j)ij € M, (O),

1<i<n

N(A) = Max (Z |a,-j|)
j=1

est une norme sous-multiplicative sur M, (C).
c) Soient || - || une norme sous-multiplicative sur IM,, (C)
et P € GL,(C).
Montrer que l'application || - ||p : M,(C) — R
définie par : VA € M,,(C), ||Al|p = ||P*1AP||
est une norme sous-multiplicative sur M, (C).
3) Soit || - || une norme sous-multiplicative sur M, (C).
Etablir :
VA € M, (C), p(A) < ||A]l.

4) Soient A € M,,(C), ¢ € R*% . Montrer qu'il existe une

norme sous-multiplicative || - || sur M, (C) telle que :
Al < p(A) +&.

(Utiliser une trigonalisation A = PTP~! de A,
T = (4j)ij € Tus(C). Puis, pour ue€R%, soit
1Dy = diag(u,uz,. ..,u"™) ; calculer DL,TDM_1 et montrer
que, pour u assez grand : N(DL,TDM_1 < p(A)+e,0uN
est définie en 2) b).

Définir enfin || - || par ||M|| = N(D,P~'MPD; 1) pour
toute M de M, (C)).

En notant A l'ensemble des normes sous-multiplicatives
sur M, (C), les résultats précédents (3) et 4)) montrent :

VA € M, (C), p(A)= Inf [|A]l.
I-lleN
5) Démontrer :

VA € M,,(C), (A" — 0= p(4) < 1).

(Utiliser 3) et 4)).

6) Démontrer que, pour toute norme || - || sur M, (C) et
toute matrice A de M,(C) :

Problémes

1
[|AX||* —> p(A).
koo

(Commencer par montrer le résultat lorsque || - || est sous-
multiplicative, en utilisant 3) et 4)).

7) Déduire de 6) que, si A,B € M, (C) commutent, alors
P(AB) < p(A)p(B).

Autre méthode pour établir le résultat de 7) : utiliser I'exercice 3.4.12 p.105.

8) a) Soit (A)ren une suite dans M, (C). Montrer que, si
Ax —> 0, alors p(Ag) —> 0.
koo koo

b) Soient A € M, (C), (Bi)keN, (Pr)ken deux suites dans
M,,(C) telles que :

Vk € N, (Pk cGL,(C) et B = PkAPk_l)

B, — 0.
koo

Etablir que A est nilpotente.

9) Soient A = (a;j)ij € M, (C), M = (mij)ij € M, (R)
telles que :

V@i, j) € {l,....n2 laij| < mj.

Démontrer : p(A) < p(M).

P 3.2 Produit de Kronecker

K désigne un corps commutatif, n,n’, p, p’ des entiers > 1.
Pour A = (a;;)ij € M, v (K) et B € M), ,7(K), on défi-
nit le produit de Kronecker de A et B, noté¢ A ® B, par :

ainB ... ayB
A®B = € an,n/p’(K)-

a B ... awB

La (longue) partie | est facile ; ony expose les propriétés de calcul du produit
de Kronecker.

I Propriétés élémentaires du produit de Kronecker

a) Pour AeM, ,(K), BeM, ,(K), on note fa,p:
Mn’,p’(K) — Mn,p(K) .

M +— AM'B
Démontrer que A @ B est la matrice de f4 p dans les bases
canoniques (ordonnées convenablement).

b) Montrer les résultats suivants (on précisera le format des
matrices envisagées) :

. {(aA+a’A’)®B:aA®B+a’A’®B
A® (BB+B'B)=BARB+ B AR B’

2) (A® B)(A' ® B)) = (AA") ® (BB)

3) A B=(A®D(I® B)

4)Vk €N, (A® B)F = Ak @ BF
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5 )A®B=04<= (A=00uB=0)

6) En supposant A et B carrées, A ® B est inversible si et
seulement si A et B sont inversibles, et on a alors

A®B)l=algp!

7) A ® B est nilpotente si et seulement si A ou B est nil-
potente

) A®B) ='"A® B

A et A’ sont de méme format

9) Si { B et B’ sont de méme format |, alors :
A#0 et B#0
A =aA
ARB=A®B >3 ack—{0{, 1,
o

10) » Si A et B sont symétriques, alors A ® B est symé-
trique

*Si A ® Bestsymétrique et A # 0 et B % 0, alors A et B
sont symétriques ou sont antisymétriques

11) Si B # 0, alors : A ® B est triangulaire supérieure si et
seulement si A est triangulaire supérieure

12) Si A#0 et B # 0, alors : A ® B est diagonale si et
seulement si A et B sont diagonales

13) Si (A;)ier (resp. (Bj)jey) est une famille de matrices
commutant deux a deux, alors les A; ® Bj ((i,j) € I x J)
commutent deux a deux.
14) e tr(A ® B) = tr(A) tr(B)

e det(A ® B) = (det(A))P (det(B))".

I  On suppose ici K algébriquement clos (par exemple
K=0C).

Soient A e M,(K), BeM,(K),
n P
xa=[l-%, xs=]]w-%.
i=1 j=1
1) Etablir:  xagp = [ Ginj —X).

1<i<n
I<j<p

2) On suppose dans cette question K = C, et on utilise le
vocabulaire des matrices hermitiennes (cf. 5.1.2 2) Déf. 2
p- 191). Montrer que, si A et B sont hermitiennes, alors
A ® B est hermitienne.

3) Montrer que si A, B sont diagonalisables, alors A ® B
est diagonalisable.

On peut montrer réciproquement que, si A ® B est diago-
nalisable et si A # 0 et B # 0, alors A et B sont diagona-
lisables, en utilisant, par exemple, la décomposition de
Dunford (hors programme).
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Introduction

La notion de produit scalaire, vue en premiere année, est un cas particulier
de la notion de forme bilinéaire symétrique, dont nous allons effectuer une
étude élémentaire.

Dans un espace vectoriel euclidien, certains endomorphismes sont remar-
quables : les endomorphismes symétriques et les endomorphismes ortho-
gonaux.

Enfin, le théoreme fondamental de ce chapitre est le théoréme de réduction
orthogonale d’une matrice symétrique réelle, dont les applications sont
innombrables, en mathématiques et dans les mathématiques appliquées.

Prévequis

* Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices, déterminants et sys-
temes linéaires (Algebre PCSI-PTSI, ch. 6 a2 9)

e Trace, blocs (§ 1.4)

* Déterminants, systemes linéaires (ch. 2)

* Réduction des endomorphismes et des matrices carrées (ch. 3).

Objectifs

* Définition et propriétés élémentaires des formes bilinéaires symétriques

¢ Consolidation des acquis sur les espaces vectoriels euclidiens : produit
scalaire, inégalité de Cauchy-Schwarz, norme euclidienne, orthogonalité

e Définition et étude des endomorphismes symétriques et des endomor-
phismes orthogonaux

e Définition de la notion d’adjoint ; son lien, en dimension finie, avec la
transposition des matrices carrées
* Enoncé et utilisations du théoréme fondamental, en particulier pour

I’étude des matrices symétriques positives et des matrices symétriques
définies-positives.
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Chapitre 4 - Espaces préhilbertiens réels

=== 4.1 Formes bilinéaires symétriques,
formes quadratiques

Dans ce § 4.1, K désigne R ou C.

411 Généralités

Dans ce § 4.1.1, E désigne un K-ev.

1) Formes bilinéaires

= Il s'agit d'un cas particulier de la On appelle forme bilinéaire sur E x E toute application ¢ : E x E —> K telle
\ / Définition du § 2.2.1. que :

=

. Au lieu de « place », on dit aussi (i) Ya € K, V(x,x',y) € E3, p(ax +x",y) = ap(x,y) + o(x',y)

| «variable ». |
(¢ est linéaire par rapport a la 1 place)
(i) VB eK,V(x.y.y) € E, ox.By+Y) = Bpx.y) +¢(x.y)
(¢ est linéaire par rapport a la 2°™¢ place).
Nous notons L(E,E; K) I'ensemble des formes bilinéaires sur E x E (cf. § 2.2.1). Il est immé-
diat que L(E,E; K) est un K-ev.
Soient ® une forme bilinéaire sur E x E,(n,p) € (N*)?,
ap,....Qy, Br,....Bp € K, x1,...,. x5, ¥1,...,Yp € E.Onaalors :
n p
77\ Onditqu'on développe par bilinéarité. (p(Zaixi,Zﬁjyj) = Z a; Bio(xi,y;).
- i=1 j=1 1<i<n
I<j<p

Preuve

On a, par récurrence immédiate sur 72 :

n n
VY €E, ¢<Zaixi,Y) =) aip(xi,Y),
i=1

i=1

-

n )4 n )4

o PR SNApY 3 @ 0 > Sy Ly e . . e

= Ijln’ear.ltle parrapport? la 1f’e place, puis d’ou ) ( Z o X; ,Z ﬂ] y]> = Z o (x, ,Z Bi yj)
7 linéarité par rapport a la 2™ place. i=1 j=1 i=1 j=1

\

n P
= a,'( ﬂj(/)(xi,yj)>= Z o Bjp(xi,yj).
1 V=1 I<i<n
I<j<p

i=
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4.1 - Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques

2) Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques

Une application ¢ : E x E —> K est dite symétrique si et seulement si :

Y (x,y) € E%, o(y,x) = @(x,y).

On abregera forme bilinéaire symétrique en : tbs.
Nous notons S(E; K) l'ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E x E.
11 est immédiat que S(E; K) est un K-ev, sev de L(E,E; K).

La Proposition suivante est immédiate, et d'un usage commode.

Autrement dit, la symétrie et la linéarité

. par rapport a la deuxieme place . . . . .

" entrainent la linéarité par rapport a la Pour qu'une application ¢ : E x E —> K soit une fbs, il faut et il suffit que 1'on ait :
premiére place.

™y Cf.aussi Analyse PC-PSI-PT, 1.4.1 Déf. 1, ¢ est symetrique R
/ et Algebre PCSI-PTS,10.1.1, Déf. 1. @ est linéaire par rapport a la 2°™€ place.
Bien distinguer les ensembles de départ Soit ¢ une fbs sur E x E. On appelle forme quadratique associée a ¢ 1'application,
iy e e souvent notée ¢, de E dans K définie par :
¢9:Ex E— K,
¢:E — K. Vx € E, ¢(x) =¢px,x).

On abregera forme quadratique en : fq.

Exemples :

1) Le produit scalaire canonique sur R”, défini par R” x R" — R

(1 %) D15 3)) = D X

k=1

est une fbs et la fq associée est R*" — R
n

(X150 sXp) > Zx,?
k=1

2) L'application ¢ : R? x R? — R est une fbs et la fq associée
((r1,x2), (¥1,¥2)) = X1y2 + X2y
est ¢ : R2 R .
(x1,X2) > 2x1xp

La Proposition suivante est immédiate a partir de Prop.1 p. 130.

Soient ¢ une tbs sur E x E, ¢ la fq associée a ¢. On a :

I)Yn e N* Vay,...,ap € K,VYxq,...,xy € E,

¢(Z<¥ixz')=zot,-2¢(xz')+2 Z o p(xi,X;)

i=1 i=1 I<i<j<n

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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2)¥(@.p) € K2V (x.y) € E%,
$lax + By) = a’p(x) + 2 (x.y) + B2(y)

Laformule 3) oulaformule 4),exprimant 3)V(x,y) € E?, dx+y)=dx)+20(x,y) +¢(y)
¢(x,y) alaide de ¢, porte le nom
d'identité de polarisation.

1
4V (x,y) € E, p(x.y) = Z(¢(x +y) —px—y))

S)V(x,y) € EX, p(x +y) +¢(x —y) =2(d(x) + 6 ().

Remarque:

Les formules 3) et 4) précédentes montrent que ¢ détermine entiérement ¢ ; ¢ est appelée
la forme polaire de ¢.

/I En pratique, pour montrer qu'une

| application i .. . . .
’ 6 E— K Soit ¢ : E —> K une application. On dit que ¢ est une forme quadratique si et seu-
estuneforme quadratique,on construit lement s'il existe une fbs ¢ : E x E — K telle que ¢ soit la fq associée a ¢.
une forme bilinéaire symétrique
prEXE— K Remarque:
telle que: Notons Q(E) l'ensemble des fq sur E.

Vx e E, ¢(x) = ¢(x.3). Il est clair que l'application U : S(E; K) —> Q(E) qui, a toute fbs ¢ sur E x E fait

correspondre la fq associée a ¢, et l'application V : Q(E) — S(E; K) qui, a toute fq ¢
sur E associe la forme polaire de ¢, sont des bijections réciproques I'une de l'autre.

4.1.2 Interpreétation matricielle

Dans ce § 4.1.2, E désigne un K-ev de dimension finie, n = dim(E) > 1.

1) Matrice d’'une fbs dans une base

% La matrice Mats(p) est symétrique Soient ¢ une fbs sur E x E et B = (ey,...,e,) une base de E. On appelle matrice
/ TR G TS E e PR el de ¢ dans (ou : relativement 2) /3, et on note Matg (@), la matrice carrée d'ordre 7,

) el ) G .
symétrique, suivante :
w(ei.ej) = p(ej.ei).

Matg(p) = ((P(ei’ej))lgi’jgw

Exemple :
Considérons E = R? muni de sa base canonique B = (e1,e2), (a,B,y) € R3 et

: R*xR>— R .
((x1,%2),(V1,32)) V> axyy; + Bx1y2 + x291) + v X2y

Il est clair que ¢ est une fbs sur R2 x Rz, etona:

pler.e1) =a, pler.e) =g¢ler.e) =B, pler.en) =,

donc : Matg(p) = (‘; ﬁ).

Rappelons que la notation Matg(.) a été définie par ailleurs pour un vecteur de E
(Matg(x) pour x € E, cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.1.2 Déf. 1) et pour un endomorphisme de E
(Matg(f) pour f € L(E), cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.1.2 Déf. 3).
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Formule importante.

Développement par bilinéarité.

Rappelons (cf.Algebre PCSI-PTSI,8.3.1 1)
Déf) que I'on note S, (K) I'ensemble
des matrices symétriques d'ordre n a
coefficients dans K.

On confond ¢ (x, y),élément de K, et
la matrice de M (K') ayant pour seul
élément (x,y).

4.1 - Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques

Expression du produit scalaire dans une base quelconque

¢ une fbssur E x E

B une base de E

A = Matg(p)

x,y € E, X =matg(x), Y = matg(y).

Soient :

Onaalors: ¢(x,y) = 'XAY

Preuve
X1 Y1
En notant B = (eq,...,es), A = (a;j)ij, X = )Y = © |, ona:
Xn Yn
n n n n
p(x.y) = <P(in€i, Z)’j@) = Z xiyjplei.ej) = in<zainj)~
i= j= 1<i<n i=1 j=1
I<j<n

n
Yoy
=1

D'autre part: ‘X = (xl,...,xn), AY = : ,

" .
DY
j=1
n n
donc : Zx,-(Zaijy/) = 'XAY.
j=1

i=1

Soit B une base de E.

L'application Mats : S(E,K) —> S, (K) est un isomorphisme de K-ev.
¢ — Matg(p)

Preuve

On a vu (4.1.1 p. 131, et Algebre PCSI-PTSI, 8.4.1 1) Prop. 1) que S(E,K) et S;;(K) sont des K-ev.
Notons B = (eq,. . .,ex).

1) Soientx € K, 9,9 € S(E; K). Comme :
V@i, j) € (l,....n}% (ap+v)(eie) = aple;,e;) + P(eie;),
ona: Matg(ap+1) = aMatg(p) + Matg(1)), donc Matg est linéaire.

2) Soit A = (a;j)ij € S, (K) . Considérons I'application ¢ : E x E —> K définie par :

V(x,y) € E2, g(x,y) = XAY,

ot X = Matg(x), ¥ = Matg(y).
L'application ¢ est une fbs car :
V(x,y) € EZ, @(y,x) = 'YAX = 'Y 'AX = Y(XAY) = ¢(x,y)
*YaecK,Vx,y,y € E,
ex,ay+y) = XA@Y +Y) =a XAY + 'XAY = ap(x,y) + o(x,y).
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(Ex)1<k<n est la base canonique de
M, 1 (K).

Ce paragraphe n'est pas au programme,
mais éclaire la situation.

De plus, pour tout (i, ) de {1,... )2

p(ei.ej) = 'E;AE; = a;;

donc Matg(p) = A.

Ceci montre que Matg est surjective.

3) Soit ¢ € S(E; K) telle que Matg(¢) = 0.

Onaalors:V (i,j)e{l,... ,n}z, @(ej,ej)=0, d'ol par bilinéarité (cf. 4.1.1 Prop.1 p. 130) :
V(x.y) € B2 o(x.y) =0,

et donc ¢ = 0.

Ainsi, Matg est injective.

Remarque:
Onadonc:

V(A,B) € S,(K)*, ((V(X.,Y)eM, (K)’, XAY = XBY) = A =B).

1
En particulier, puisque dim (S,(K)) = nnt 1) (cf. Algébre PCSI-PTSI, 8.4.1 1)),0n a aussi :
1
dim (S(E; K)) = "("2;)

2) Notion de polynome quadratique, regle du dédoublement

Etant donné n variables x1,. . .,x,, on appelle polyndéme quadratique en x1,. . . ,x, toute appli-
cation ¢ : K" — K telle qu'il existe des éléments o;; (1 <i<n) eto;j(1<i < j<n) de K

tels que :

n
YV (x],...,xn) € K", (l)(xl,...,xn):Za[;xiz—l-Z Z o XiXj .
i=1

I<i<j<n
Par exemple, la « forme générale » d'un polyndme quadratique a deux variables x1,xp est :
_ 2 2
P(x1,x) = apxy + 201px1x7 + X5

Avec les notations précédentes, ¢ est une fq sur K" et la matrice de la forme polaire ¢ de ¢ dans
la base canonique de K" est :

oy o120 ... Oy
o1 Qa2 ... Oy
Ay, A, ... Opp

On peut, a partir de ¢, retrouver ¢ par la régle dite du dédoublement : connaissant

n
2
GOy X)) = Y Xl +2 Y axixy,
i=1

I<i<j<n

a;ixiyi + Z ij(xiyj +xjyi)

n
i=1 I<i<j<n

on obtient(p((xl,. e Xn)s (Ve ,yn)) =

xiz en x; y; (I<i<n)

en dédoublant :

2xixjenx;iy; +xjy; (1<i < j<n).
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3) Changement de base pour une fbs

¢ une fbs surE x E
B, deux bases de E
Soient
P = Pass(B,B)
A= MatB((p), A/ = MatB/ ((p)

? Formule de changement de base pour On a alors : A = '‘PAP.
| une fbs.

Preuve
Soient x,y € E, X = Matg(x), Y = Matg(y), X' = Matg (x), Y’ =Matg (y) ; on a donc:
X = PX'etY = PY’ (cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.2 Prop.).

D'une part : ox,y) = XAY.
D'autre part : ox,y) = XAY = (PX)A(PY)= X' 'PAP Y’ .
Par unicité de la matrice de ¢ dans B’ et puisque 'PAP € S, (K), on conclut: A’ = 'PAP.

Exercices 4.1.12a4.1.2.

Etude du déterminant de la matrice de terme général ¢(x;,y;)

Soient £ un K-ev de dimension finie, n = dim (E), ¢ une fbs sur E.

On note :
D (E"? — K. (1) (910 ) F— det((w(x,«,yj))lg,,_,g,,).

a) Soient B = (ey,...,e,) une base de E, S = Matg(p). Montrer que, pour tous (xi,...,x,),(y1,...,y,) de E”, en notant
A = Matg(xy,...,x,), B = Matg(y,...,y,), ona:

D((x1,...,x,,),(yl,...,yn)) = det (A) det (S) det (B).

b) En déduire, pour tous f,g € L(E) et tous (xy,....X,),(V1,-..,y,) de E":
D((f(xl),...,f(xn)),(g(yl,),...,g(yn))) = det (f) det (&) D (X1 %), (V11002 n)) -

Solution Comnseils

a) Notons A = (a;;);j» B = (b;j)ij» S = (si;);j. On a donc :

Vjiell,.,n}, x; = Zakjek et y = Zbkjek.
k=1 k=1

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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Solution

D'ou, pour tout (i,j) € {1,...,n}*:
by
ai)S| =
by

— Z (ﬂki Zsklblj> = ([A(SB))L/'
k=1 =1

E i Sk by

1<k, I<n

o(xi,y;) = (ay;

Il en résulte :

D((x1,eee%n), (V1see yn)) = det ((ASB)
= det (‘A) det (S) det (B) = det (A) det (S) det (B).

b) Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Notons F = Matgz(f), G = Mats(g),

S = Matg(p). Soient (xi,...,x,),(V1,...,yn) € E". Notons A = Matg(xy,...,X,),

B = Matg(y1,.... Jn)-
On a alors Matg (f (x1)..... f(x,)) = FA et Mats(g(»1).....¢(y»)) = GB.

On déduit de a) :
D((f(xl)v“-’f(xn))v(g(YI)v--‘sg(yn))> = det (FA) det(S) det (GB)
= (det (F)det (A))det (S)(det (G)det (B))
= det (F) det (G)(det (A) det (S) det (B))
= det (F) det (G) D((x1,.es %), (V1seves V) )

Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques

Conseils

Expression d'une fbs dans une base,
cf.§4.1.2 1) Prop. 1.

On reconnait le terme ligne i, colonne j du
produit de trois matrices.

Les matrices 'A, S, B sont carrées.
L'ev E admet au moins une base B.
La j-eme colonne de Matg (f (x1),..., f (x,))

est formée des coordonnées de f (x;)
dans B, donc est la j-éme colonne de FA.

Les matrices F,A,S, B sont toutes carrées et
de méme ordre.

Utilisation de a).

*  Pour simplifier par 'X ou par Y dans des expressions du genre "X AY ot X,Y sont des matrices-colonnes et A

une matrice carrée, essayer de faire intervenir le produit scalaire canonique (X,Y) —> ‘XY sur M, 1 (R), et de

faire apparaitre un vecteur fixe orthogonal a tout vecteur de M, 1 (R) (ex. 4.1.1 a)).

411 a) Soit (A,B) € (M, (]R))2. Montrer :

(Y1) e (M, 1(®)%, 'XAY = 'XBY)
< A =B.

b) Soit (A, B) € (S, (R))z. Montrer :

¢) Soit A € M, (R). Montrer :
(vx €M, | (R), XAX = 0) — A€ An(R).

4.1.2 Matrices congruentes

Dans M, (R), on définit la relation « étre congruente a »,

notée ici C, par :

(VX €M, 1 (®), KAX = XBX) <= A =B, ACB = (3P € GL,®), B = 'PAP).
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a) Montrer que C est une relation d'équivalence dans
M,,(R). Quels liens y a-t-il entre congruence, équivalence,
similitude ? On rappelle (cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.3 2)
Déf., et 8.2.4 Déf.1) que :

 deux matrices A, B de M, (R) sont dites équivalentes, et

4.2 - Rappels sur les espaces euclidiens

2) Montrer :
VA,BeM,[R), (ACB = 'AC'B).

¢) Soit M € GL, (R). Montrer :
YA,BeM,(R), (ACB = 'MAM C 'MBM).

on note A eq B, si et seulement si :

La propriété subsiste-t-elle si on suppose seulement
3P,0 e GL,(R), B=0Q'AP

M e M, (R)?

¢ deux matrices A,B de M,,(R) sont dites semblables, et
on note A ~ B si et seulement si :

1P € GL,(R),

d) Soient A,B € M,(R),A’,B’ € M, (R). Montrer :
ACB N A 0 c B 0
A'C B 0 A 0 B )’

e) Soient A,B € S, (R). Montrer que A et B sont

congruentes si et seulement si elles représentent une méme
fbs sur M, 1 (R) dans deux bases.

B=rlap.
b)1) At-on: Ya eR,VA,B A ,B' ¢ M,(R),

{ACB

wop = @A+A CaB+B?

= 4.2 Rappels sur les espaces euclidiens

L'étude des espaces préhilbertiens réels ou complexes figure déja dans Analyse PC-PSI-PT,
§ 1.4, et celle des espaces euclidiens dans Algebre PCSI-PTSI, §§ 10.1 et 10.2.

Pour le confort du lecteur, nous rappelons ici ce qui est nécessaire a la suite de notre étude.

Dans tout ce § 4.2, le corps utilisé est R, et £ désigne un R-ev de dimension finie.

421 Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur E toute fbs ¢ sur E x E telle qu'en notant ¢ la fq
associée a ¢, on ait :

OH)VxeE,p(x) =0
ii)Vx e E, (¢p(x) =0 = x =0).

Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note souvent (x|y) ou < x,y > ou x -y a la place de

Exercice 4.2.1. o(x,y).

On appelle espace euclidien tout couple (E,¢) ou E est un R-ev de dimension finie
et ¢ un produit scalaire sur E.

On note souvent E aulieude (E,@),le
contexte précisant ¢.

On abregera espace (vectoriel) euclidien en : eve.
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Ces deux exemples sont fondamentaux.

Revoir la définition et les propriétés de la
trace d'une matrice carrée, cf. Algébre
PCSI-PTSI, § 8.1.9 et ce volume, Algebre
et géométrie PC-PSI-PT, § 1.4.

Exemples :
1) Produit scalaire usuel sur R", n € N*

L'application ¢ : R” x R" — R définie par :

PUX1 %), (Ve 2n)) = D XYk
k=1

est un produit scalaire sur R” , appelé produit scalaire usuel (ou : canonique) sur R”.
2) Produit scalaire canonique sur M, ,(R)

L'application ¢ : (M,l, p(R))z — R est un produit scalaire sur M, ,(R), appelé produit
(A,B) —> tr('AB)
scalaire canonique sur M, ,(R).

Le produit scalaire canonique sur M, 1 (R) (ou My ,,(R)) est, a la notation prs, le produit
scalaire usuel sur R”.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient (E,¢) un eve, ¢ la fq associée a ¢. On a :

V) € EL (9(x,)’ < ¢ ().

Etude du cas d'égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient (E,¢) un eve, ¢ la fq associée a ¢, (x,y) € E?:ona:

(P, ) = 0B (y) = (x,y) lié.

Inégalité de Minkowski

Soient (E,¢) un eve, ¢ la fq associée a ¢ ;ona:

o —

1 1
V(x,y) € E% (p(x+3)2 < (¢(0))2 + (¢(1)2.

Etude du cas d'égalité dans l'inégalité de Minkowski

Soient (E,p) un eve, ¢ la fq associée 4 ¢, (x,y) € E*> ;ona:

1 1 1 x=0
(P(x+3)2 = ()2 + (¢(1))2 < |ou

dae e R4y, y =ax
On traduit cette derniere condition par :  (x,y) est positivement liée.
Soient (E,¢) un eve, ¢ la fq associée a ¢. L'application || - || : E — R est une

1
x — (¢(x))2
norme sur E, appelée norme euclidienne associée a ¢.
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Remarque:

Soient < .,. > un produit scalaire sur E, |[|.|| la norme euclidienne associée. Les formules
obtenues en 4.1.1 Prop. 3, 3),4), 5) pp. 131-132 peuvent étre récrites sous la forme suivante,

pour tout (x,y) de E2:
Il + 117 = 1l +2 < x,y > +IylI?
e+ 3112 = llx =yl =4 <x,y >
Il + Y112 + 1l = y112 = 201 1x112 + 1Iy11P).
L'inégalité de Cauchy-Schwarz (Th. 1) peut étre récrite :
(< x.y =) < |IxIPlyII?
et I'inégalité de Minkowski (Th. 2) peut étre récrite :

e 4+ yII < [1xl+ 11l

Exercices 4.2.2 a4.2.11.

Famille équiangulaire

Soient (E,( . .)) un eve, ||.|| la norme euclidienne associée, n = dim (E).
(u|v)
[l | [[v]]

On considere n + 1 éléments uo,...,u, de E, unitaires, faisant deux a deux un méme angle noté «, tel que o # 0.

Pour (u,v) € (E — {0})2, on définit I'angle de u et v par : Arccos

n
Montrer Z ur = 0 et calculer «.
k=0

Solution Conseils

Notons k = cosa € [—1; 1].
Par hypothese :
Vie{0,...n}, |lui]l=1
V@i, j)e{l,.n (i #j = wilu)=k).

Puisque dim (E) = n < n + 1, la famille (uo,...,u,) est liée.

Il existe donc (ag,...,a,) € R"' —{(0,...,0)} tel que : Zaj“j =0.
=0

On a, pour tout i € {0,...,n} :
0= (Lt,‘ Zajuj) =
Jj=0 J
= (a; —a;k) + (Z@/)k-

=0

aj(u; |uj) =a; + Z ajk
—0

0<j<n, j#i

Comme k # 1, on déduit :

n
Viel0,..n}, a; = b Zaf' En particulier, les a;, 0 < i < n, sont tous
k—14=" égaux.

—
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Solution

k
Notons ¢t = —1 ;aj.

Sit =0, alors ay = ... = a, =t = 0, contradiction.

n n n
Donc t # 0, puis: 0= Zajuj = tZuj,donc: Zuj =0.
=0 =0 =0

Ensuite :

n

2w

Jj=0
=m+ 1)+ ®m+ Dnk = m+ 1) + nk).

0=

2 n
=Dl + DD luy)
Jj=0

O<i#j<n

1 1
On déduit: k = —— et donc: a = Arccos < — —).
n n

On peut faire un schéma pourn = 1,2, 3

4y Uy Uy
27
® 3
i Uy i
)
&y
n=1 n=2 n=3
_ L) _2n 1
a = Arccos (-1)=  a = Arccos —5 = 3 a = Arccos 3

Produit scalaire

lité de Cauchy-Schwarz (ex. 4.2.2,4.2.8,4.2.11 a)).

Conseils

t ne dépend pas de i.

La sommation Z comporte (n + 1)n
0<i#j<n
termes, tous égaux.

i3

Pour établir une inégalité portant sur des produits scalaires ou des normes, a utiliser éventuellement 1’inéga-

Pour montrer qu’une matrice réelle M (a priori rectangulaire) est nulle, il suffit de montrer que sa norme eucli-

dienne usuelle est nulle, ¢’est-a-dire que tr((M M) = 0 (ex. 4.2.3, 4.2.4, 4.2.6).

(ex. 4.2.9). La ligne de calcul :

Le résultat de I’exercice 4.2.5, essentiellement 1’égalité rg(*AA) = rg(A), peut étre utile pour d’autres exercices

< X,'AAX >= X 'AAX = (AX)AX = ||AX||}

est importante.

Pour étudier une matrice H de rang < 1 (ex. 4.2.10), il peut &tre utile de se rappeler qu’on peut décomposer H

en H = U'V, ol U, V sont des colonnes (cf. Algebre PCSI-PTSI, ex. 8.1.30).
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4.21
sur E, (a,b,c) € R3, ¥ : E x E —> R définie par :

Soient E un R-ev # {0}, ¢ un produit scalaire

P(x,y) = ap(x,x) + bp(x,y) +co(y,y).

CNS sur (a,b,c) pour que v soit un produit scalaire sur E.

4.2.2 Soient n € N*, A,B € M,(R).X, Y e M, 1(R).
Montrer :

(X '"ABY)? < (X 'AAX)('Y ‘BBY).

4.2.3 Soientn,p € N*, A € M, ,(R). Montrer :
AA=0= A=0.

4.2.4 Soientn,p,q e N*, A e M, ,(R),B, CeM, ,(R).
Montrer :

BA'A=CA'A = BA=CA.

4.2.5 Soientn,p € N*, A € M, ,(R). Comparer noyaux,
images, rangs de A, 'A, 'AA, A 'A.

4.2.6 Soientn € N*, A € M,,(R) telle que :
AA=A'A et A*=242-1,.

Montrer : A2 = I

4.2.7 Soientn € N*, V e M, 1 (R) — {0},

0 W
A=<V 0 ) €M, 1 (R).

Quels sont les rangs de A et A%

4.2.2

Orthogonalité

4.2 « Rappels sur les espaces euclidiens

4.2.8 Soient n € N*, A,B € M, (R) tels que (A,B) soit
libre, et f : M,,(R) —> M,,(R) définie par :

VX e M,(R), f(X)=tr('AX)B —tr (‘BX)A.
L'endomorphisme f de M, (R) est-il diagonalisable ?
4.29 Soient n,p € N*,

rg(A) = p ;onnote B = 'AA.

AeM, [R) telle que

a) Montrer : B € GL,(R). (Utiliser 1'ex. 4.2.5).
b) Onnote C = AB~! 'A. Ftablir :

c? = C, Im(C)=Im(A), Ker(C) = Ker( tA).

4.210 Soient n € N—{0,1}, H € M,(R) non symé-
trique et telle que rg(H) = 1 ;onnote A = H + 'H.

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de A (dans M, ;(R)). On pourra montrer qu'il existe
U,v) e (M,,J(]R))2 libre tel que H = U 'V, puis expri-
mer les vp et les VP de H en fonction de U et V.

b) A est-elle diagonalisable (dans M, (R)) ?

4.2.11 Soit A € M, (R) telle que :

YV eM, (R), [AVII<IIVI,

ou || - [| est la norme euclidienne canonique sur M, | (R).
a) Montrer : YV eM, (R), 1AV <IIV]I.
b) Montrer :

YV eM, |(R), (AV=V & AV =V).

c) Etablir que Ker(A —I,,) et Im(A — I,;) sont supplémen-
taires dans M, | (R).

Soit (E, < -,- >) un espace vectoriel euclidien.

1) Soit (x,y) € E? ; on dit que x est orthogonal a y, et on note x Ly, si et seulement

Si: <x,y>=0.

2)Soient x € E, A € ‘B(E) ; on dit que x est orthogonal a A, et on note x_L A, si et
seulementsi: Va e A, < x,a >=0.
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"l Daprési)et7),si Aestunsevde E,
/ alors:

AN AL =0}

\ s . .
" Propriété souvent utile pour les exercices.

\ Le procédé d'orthogonalisation de
Schmidtintervient, par exemple,dans la
construction de suites de polyndmes
orthogonaux.
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3) Pour toute partie A de E, on définit I'orthogonal de A, noté AL:

AJ‘={er; YaeA, <x,a>=0}
4) Une famille (x;);c; d'éléments de E est dite orthogonale si et seulement si :
Vi, j)el’ (i#j= <xix >=0).

5) Une famille (x;);c; d'éléments de E est dite orthonormale si et seulement si :

{ (xj)ies estorthogonale
Viel, ||xj|| = 1.

Soit (E,< -,- >) un eve.

1) Pour toute partic A de E , AL estun sev de E.

2)V(A,B) € (B(E))*, (AC B= A+ > Bh).

3)VA € P(E), A+ = (Vect (A))".

4) Pour toutsev Fde E: F & Ft= E, et donc : dim(FJ-) =dim (E) — dim (F).
5)VA e P(E), AL = Vect (A).

6) EL ={0} et {0} =E.

7)YV A € P(E), An AL c {0}.

8) Pour tous sev F,G de E :

(F+G)t=FtnGt et (FNG)*=F++G*t.

Soient (E,< -,- >) un eve, (x;);jecs une famille dans E.

X;j);jes estorthogonale
i { (xi)ier & , alors (x;);ey est libre.

Viel x;#0

Théoréme de Pythagore
Soient (E,< -,- >) uneve, (x,y) € E2.Ona:

xly &= llx +yIP = 1xIP +IYIP <= llx = yI1? =[xl + 11yl

Orthogonalisation de Schmidt

Soient (E,< -,- >) un eve, p € N*, (ey,... ,ep) une famille libre dans E. Il existe
(V1,...,Vp) € EP tel que :

{Vl,...,Vp sont deux a deux orthogonaux
Vke{l,...,p}, Vect (V1,...,Vi) = Vect (ey,...,ex)

(etdonc: Vk € {1,...,p}, Vk #0).



4.2 - Rappels sur les espaces euclidiens

Remarque:
Enimposanta (Vy,...,V,) la condition :

Vke{l,....p}, < Vier >=1,

il'y a alors unicité de (V1,...,V)), et la matrice de passage de (ej,...,ep) a (Vy,...,V)) est
triangulaire supérieure a termes diagonaux égaux a 1:

1

N

On abrege base orthonormale (ou : orthonormée) en : b.o.n.
Théoréme de la base orthonormée incompléte

Pour toute famille orthonormale (e1,....ep) d'un eve E, il existe ept1,...,en € E
(ot n = dim (E)) tels que (ey,...,e;) soit une b.o.n. de E.

Tout eve admet au moins une b.o.n.

Si B = (ey,...,e;) estune b.o.n. de (E,< -,- >) alors :
n
?/ Décomposition d'un vecteur sur une VxeE, x= E < ej,x > ej.
b.o.n. i=1

Soient (E,<-,->) un eve, I3 une base de E, A = Matg(<-,->). Alors :

B est orthogonale si et seulement si A € D, (R)
B est orthonormale si et seulementsi A =1, .

Preuve
D'apres 4.1.2 1) Déf. p. 132: A = (< ei.ej >) 1< j<n -

—.  Expression dans une b.o.n., du produit Si B est une b.o.n. de E, on a, pour tout (x,y) de E? et en notant X = Matg(x),
/ scalaire de deux vecteurs. Y = Matg(y) :

<x,y>= XV

Exercices 4.2.12a 4.2.15.
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Déterminant de Gram et un exemple

Soient (E (. )) un espace préhilbertien réel, ||.|| la norme associée.

a) Pour p € N* et (xy,...,x,) € E”, on note :
Glrtry) = (@1 15)) 14, 1o, € ML ®)
y(x1,...,x,) = det (G(xl,...,xp)),

appelés respectivement matrice de Gram et déterminant de Gram de la famille (xi,...,x,).

1) Soit B = (ey,...,e,) une bon de X = Vect (xy,...,x,) . On note A = Matg(x1,...,x,). Montrer : G (xy,...,x,) ="AA.

2) Etablir :

18 (G(x1,....Xp)) = 1 (X1,...,%p).
3) Montrer :
{ (X1,...,xp) liée <= y(x1,....x,) =0

(X1,...,xp) libre <= y(xi,...,x,) > 0.
b) Soient p € N*, (uy,...,u,,) une famille d'éléments de E telle qu'il existe a € [=</25 /2] = {0} tel que :

Vie{l,.,p}, |lull=1
V(Q,j) € {1,,pl, (i #J = llui —u;l] = a).

Montrer que la famille (u,,...,u,) est libre.

Solution Comnseils

a) 1) L'eve X admet au moins une b.o.n. B = (ey,...,e,).
En notant A = Matg(x1,...,Xx,) = (a;;)ij € M, ,(R), ona:

Vjell,..,p}, x; = Zakjek,
k=1

donc, puisque B est orthonormale :

n

V(i j) € (Lol (i lx) =) aay.

k=1
n
Il en résulte : G(xy,...,.x,) = 'AA. Z”’“’ak-f est le terme, ligne i, colonne j, de
k=1
2)*Soit Y € Im(‘AA). la matrice 'AA.

Il existe X € M, | (R) tel que: Y = (‘AA)X.
Onaalors: Y = A(AX) € Im (‘A).

C'est un cas particulier de l'inclusion :

Ceci montre : Im ("fAA) C Im (*A), et donc, en passant aux dimensions :

Im(go f) ClIm(g),

pourf € L(E,f),g € L(F,G), E,F,G

rg (AA) <rg(‘A) =1g(A). K-ev.

D'apreés le Cours de MPSI, A et 'A ont le

« Soit X € Ker ("AA). On a alors ((AA)X = 0, donc : méme rang.

IIAX|3 = "(AX)(AX) = 'X(AAX) =0,
donc AX =0, X € Ker(A). sur M, ; (R).

[.]]2 est la norme euclidienne canonique

—
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Solution

Ceci montre : Ker ‘AA) C Ker (A), et donc, en passant aux dimensions :
dim (Ker (AA)) < dim (Ker (4)).

Il en résulte, en utilisant le théoréme du rang :

rg (‘AA) = p — dim (Ker (‘AA)) > p —dim (Ker (A)) =rg(A).

Finalement : rg (‘"AA) = rg (A).

D'apres /), on peut conclure : rg (G(xl,...,xp)) =1g (X1,..0,Xp).

3) e D'apres 2) :
(x1,...,xp) lide <= r1g(A) < p

> 12(G(x1,.0xp)) < p = y(x1,.x,) = 0.

* Si (x1,...,x,) est libre, alors, avec les notations de a) 1), p =n, A € GL,(R),
donc :

Y (X1,..5%,) = det (AA) = det (‘4) det (A) = (det (4))” > 0.
Réciproquement, si y (xi,...,x,) > 0, alors (xi,...,x,) n'est pas liée, donc est libre.
On conclut : (xy,...,x,) libre <= y(xy,...,x,) > 0.

b) On a, pour tout (i,j) € {1,....,n}*> tel que i # j :

a® = llui — il > = [l 1> = 20 Lup) + g |? = 2 = 2(u; | wy),

a2
dou: (u;|u;)=1-— R noté b.

Calculons le déterminant de Gram de (uy,...,u,) :
1 b ... b 1 b ... b
b '.. (b) . (b) o
y@ientty) = | - =(14+@®—-1b)|. .
() ) o (b) . b
b ... b 1, I ... b 1l
1 b b
0O 1I—-b 0 (0 0
= (1 + (n — l)b)
: 0) 0
0 . 0 1=0bly

=(1+@-1Db)1—b"".
Ona:

2 2
1+(n—1)b:1+(n—l)<l—%>=n—(n—l)%>n—(n—l)=l,

et:

a’ a*
1_b=1_<1_7)=37ﬁ0,cara7é0.

On déduit y (uy,...,u,) # 0, et, d'apres a) 3), on conclut : (u4,...,u,) est libre.

4.2 « Rappels sur les espaces euclidiens

Conseils

On applique le théoreme durang a A eta
TAA.

Attention : ne pas développer det (*AA)
en det (‘A) det (A), qui n'est pas défini
puisque A est rectangulaire.

Ici, les matrices A et 'A sont carrées.

Cl«—C1+(Cy+---+Cp).

L,' (—L,'—Ll, 2<1<n

Déterminant d'une matrice triangulaire
supérieure.

2

Car a € [—+/2 /2], donc % < 1.
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Orthogonalité

* Pour obtenir certaines inégalités portant sur des produits scalaires ou des normes, il peut étre intéressant d’in-
troduire un parametre A réel dans une inégalité liée a la notion de produit scalaire, puis de faire varier A et de choi-
sir A au mieux (ex. 4.2.12), cf. la preuve de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, Algebre PCSI-PTSI, § 10.1.2.

® Pour I’étude d’un espace vectoriel euclidien, songer a faire intervenir une base orthonormée (ex. 4.2.13).

* Pour montrer qu’un sev G d’un espace vectoriel euclidien £ est ’orthogonal d’un sev F de E (ex. 4.2.14), il

suffit de montrer :

{VxeF,VyeG, <x,y>=0
dim(F) + dim(G) = dim(E).

4.2.12 Soient (E,(:|-)), un espace préhilbertien réel, || - ||
la norme associée, F un sev de E, x € E. Montrer :

xe Fte= (Yy e F, ) <Ibyii).

4.2.13 Soient ¢, ¥ deux produits scalaires sur un R-ev E
de dimension finie tels que :

V) € B, (p(ry) = 0 = 4(xy)=0).
Montrer qu'il existe € R tel que :

YV (x,y) € E2, ¢(x,y) = ag(x,y).

4.2.14 On munit M,,(R) de son produit scalaire cano-
nique. Quels sont les orthogonaux de D,(R),
S, (R), Ay (R) ?

4.215 Soient n € N*,
Ae M, (R),XeM, 1 (R) — {0},
H={Y eM, |(R); XY =0}.

Montrer que X est vecteur propre de A si et seulement si
H est stable par A.

s 4.3 Endomorphismes remarquables
d'un espace vectoriel euclidien

Dans ce § 4.3, (E,< -,- >) désigne un eve, n = dim (E) > 1.

4.3.1

1) Généralités

Endomorphismes symétriques

Soit f € L(E). On dit que f est symétrique (ou : auto-adjoint) si et seulement si :

Y(x,y) € E2, < fx),y>=<x,f() >.



Ainsi, le vocabulaire est cohérent : les
endomorphismes  symétriques
correspondent, dans une b.o.n., aux
matrices symétriques.

Levecteur (A — 'A) X estorthogonal
a tout vecteur de M, ; (R), donc est
nul.

Cf.aussi ex.4.1.1 p.136.

Etudier un endomorphisme symétrique
revient a étudier une matrice
symétrique, a I'aide d'une b.o.n.

Rappel de notation :

S(E,K) est I'ensemble des formes
bilinéaires symétriques sur E.

Attention : le composé de deux
endomorphismes symétriques n'est pas,
en général, symétrique.

4.3 » Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien

Notons S(E) 'ensemble des endomorphismes symétriques de E.
11 est clair que S(E) est un sev de L(E).

Soient (E,< -,- >) uneve, Bune b.o.n.de E, f € L(E), A =Matg(f).Ona:

feS(E)<— AeS,R).

Preuve

Ona: Vx,y€eE, <fx),y>=<x,f(y) >

— VX,Y €M, (R), (AX)Y = 'XAY
< VX eM, (R), (VY e M, (R), '(A— 'A)X)Y =0)
& VXeM, R), (A-"'A)X=0

= A-—'A=0 & AcS,(R).

Remarques :

1) Soient (E,< -,- >) un eve, B une b.o.n.de E. L'application

Matg : S(E) — S, (R)
f— Matg(f)

est un isomorphisme de R-ev. En particulier, S(E) est de dimension finie et :

1
dim (S(E)) = dim (S, (R)) = @
2) On veillera a ne pas confondre :
S(E;K) et S(E)
fbs ¢ et endomorphisme symétrique f
Matg(p) et Matg(f).

Plus précisément l'application 6 : S(E) — S(E; K) qui, a chaque endomorphisme symé-
trique f de E associe la fbs ¢ définie par

V) € EX oly) =<x, f(y) >

est un isomorphisme de R-ev et, pour toute b.o.n. 3 de E :Matg(¢) = Matg(f), puisque, en

notant A=Matg(f)€S,(R), on a, pour tout (x,y) de en notant E2, X =Matg(x),

Y =Matg(y) :
<x,f(y) >= X(AY) = XAY.

Ona:
1) VfgeS(E), (gof €eS(E)<=gof=fog)
2) VfeSE)VkeN, fkeSE)

3) VfeS(EYNGL(E), VkeZ, fkeSE).
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Le vecteur

(fog)(y) —(go H)

estorthogonal a tout vecteur de E si
et seulement s'il est nul.

\ / Sik € Z_,alors—k € N.

Exercices 4.3.1a4.3.4.

Autrement dit, l'application
admet une borne

\ F—
Sy llx =yl
inférieure et celle-ci est atteinte en
pr(x) seulement.
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Preuve :

197 méthode

1) Soit (f,g) € (S(E))>.Ona:
gof €S(E) = (Y(x.y) € E2, < (g0 N(x),y > =< x,(80)() > )

V) € L < f(0.8() > =<x.(30 )y > )

V() € B2 <, (fog)(y) > =< x.(go/)() > )

= (YyeE fogy) =go /()

& fog=golf.

—

—

2) Résulte de 1) pour k € N*, par récurrence ; etfo =1Idg € S(E).
3) Soit f € S(E) N GL(E).

* On a, pour tout (x,y) de EZ.
<T@y >=< ST ON =< (W) o) >
=<x.f'(»>,
doncf*l e S(E).
* Appliquer 2) af_l et —k pour obtenir:  Vk € Z, fk = (f_])_k € S(E).

2¢me méthode

La Prop. est conséquence de la Prop. analogue sur les matrices symétriques réelles
(cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.4.1 1) Prop. 2 et 3).

2) Orthoprojecteurs, symétries orthogonales

Nous rappelons et complétons 1'étude vue dans Algebre PCSI-PTSI, § 10.2.2.

Pour tout sev F' de E, on appelle orthoprojecteur (ou: projecteur orthogonal)

sur F, et on note pr le projecteur sur F parallelement 2 F-. Pour x € E, pr(x) s’ap-
pelle le projeté orthogonal de x sur F.

On a donc :

{ propr=pr, Im(pp)=F, Ker(pp)=F*t
VxeE, (pr(x)eF, x—prp(x) e Ft).

Soient F un sev de E, x € E. On appelle distance de x a F, et on note d(x,F), le
réel défini par :

d(x,F)= Inf |lx—yll
yeF

Soient Funsevde E, x € E.Ona
{Vy €F, llx—=yll=llx —pr)ll
VyeF, (Ilx=yll=llx — pr@)I|l < y=pr)).



4.3 » Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien

Expression du projeté orthogonal de x Soient F un sev de E, (ey,...,ep) une b.o.n. de F. On a alors :
sur F alaided'une b.o.n.de F.

p
VxeE, prpx) = Z < ej,x > e;.

=l

—,  Caractérisation des orthoprojecteurs Soit p € L(E) un projecteur (po p = p). Alors p est un orthoprojecteur si et seule-
/ parmi les projecteurs. ment si p est symétrique.
Preuve

1) Soient p un orthoprojecteur et (x,y) € E2.Ona:

On remplace y par: <pXx),y>=<px),y —p(y) >+ < px),p(y) >=< px),p(y) >

O =pO»)+pQ»).

car p(x) € Im(p) et y — p(y) € Ker(p) = (Im(p))*.

Deméme: < x,p(y) >=<p(y),x >=<py).p(x) >=< px).p(y) >.

Onadonc: V(x,y) € E?, < p(x),y > =< (x,p(y) > (: < px),p(y) > ),

et finalement, p est symétrique.

2) Réciproquement, soit p un projecteur symétrique de £. On a :

~——™,  Puisque p estun projecteur,on a,pour VY (x,y) € Ker(p) x Im(p), <x,y >=<x,p(y) >=< px),y >=0,
/ touty € Im(p) :

() = y. donc p est un orthoprojecteur.

Soit p un projecteur orthogonal de E. Il existe une b.on. B de E telle que

I, 0 .
Mats(p) = (6 0>, ou r =rg(p).

Preuve
Il existe une b.o.n. B de Im(p) et une b.o.n. By de Ker(p). Comme Im(p) et Ker(p) sont supplémen-
taires orthogonaux dans E, B = 31 U B est une b.o.n. de E convenant.

Exercice 4.3.5.

Pour tout sev F de E, on appelle symétrie orthogonale par rapport a F l'endo-
morphisme sy de E défini par sp = 2pr — e, ou pr est le projecteur orthogonal
sur F,ete =1Idg.

« Ker(sp — e) est I'ensemble des SFOSF = ¢€
| invariants de s
g " ) 1l est clair que : Ker(sp —e¢) = F, Ker(sp +¢) = F*
‘Ker(sr + e) estl'ensemble des anti- 1
invariants de s . pr = =(e+sF).
2
Caractérisation des symétries Soit s € L(E) une symétrie (sos = e). Alors s est une symétrie orthogonale si et
orthogonales parmi les symétries. seulement si s est symétrique.

149



Chapitre 4 - Espaces préhilbertiens réels

Preuve
1
Notons p = E(e +5).

Comme Ker(p) = Ker(s + ¢) et Im(p) = Ker(s — e) (carx = p(x) < s(x) = x),
on a schématiquement, en utilisant la Prop. 5 p. 149 :

(s symétrie orthogonale) <= (p projecteur orthogonal)
<= (p symétrique) <= (s symétrique).

Remarque :

On notera l'incohérence du vocabulaire établi :endomorphisme symétrique et symétrie sont
loin d'étre synonymes.

Ne pas confondre I'entier p et un Soit s une symétrie orthogonale de E. Il existe une b.o.n. B de E telle que :
éventuel projecteur p.

Matg(s) = (Ié’ _(iq) , ot p =dim (Ker(s — e)), g = dim (Ker(s + ¢)).

On appelle réflexion (de E) toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
de E.

Un exemple d’endomorphisme symétrique sur un espace de polynomes

Soit n € N* fixé. On note E le R-ev R, [X] muni du produit scalaire (. |.) défini par :
1

PO eE (P10)= [ PwWOM A
0

Pour tout P € E, onnote T(P) = (X*> — X)P” + (2X — 1) P’. Montrer que T est un endomorphisme symétrique de (E,(. | .)).

Solution Conseils
1) Soit P € E. Tl est clair que 7(P) € R[X],eton a: Ne pas oublier de montrer que T va de E
dans E.

deg (X* —=X)P")=2+deg(P) <2+ (n—2)=n

et

deg (2X —1)P') =1+deg(P) <1+ @n—1) =n,
d'oul, par addition :

deg (T(P)) < Max(deg ((X2 — X)P”), deg ((2X — 1)P’)) < n.

Ceci montre :
VPeE, T(P)eE.
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Solution Conseils
2) La linéarité de T est immédiate, car, pour tout o € R et tous P,Q € E :
T@P+ Q)= =X)@P+ Q) + 2X - )(@P + Q)
=aX*=X)P'+X*—=X)Q" +a2X - P + (2X - 1)Q’
=a(X*=X)P"+(2X - DP)+ (X*-X)Q"+(2X-1)Q)
=aT(P)+T(Q).

3) Soit (P,Q) € E>.
Ona:

1
(T(P)| Q) =/ T(P)(x)Q(x)dx

0

1 o 2 _ 4 _ /
:/ ((¥2 = ) P"(x) + 2x — P'(x)) Q(x) dx. {” = 5 =P+ Gx = D)
0

v = Q0(x),
{u =(x2—x)P'(x)
v = 0'(x).

On intégre par parties :
1
(TP Q) =[G - X)P'(X)Q(X)](l) - / (* —x)P'(x)Q'(x) dx
0
1
—- [~ P mom
0

Dans cette derniere expression, P et Q ont des roles symétriques, donc, en appliquant
le résultat ci-dessus au couple (Q, P) ala place du couple (P, Q), on obtient :

Le produit scalaire est symétrique.

1
(TP |0 =/ (x> =x)P'(x)Q'(x)dx = (T(Q) | P) = (P | T(Q)).
0

Finalement : T est un endomorphisme symétrique de E.

Orthoprojecteurs

Soient (E G .)) un eve, ||.|| la norme euclidienne associée.
a) Soit p un projecteur de E. Montrer que p est un orthoprojecteur si et seulement si :
Vx e E, [lpIl < llx]l.
b) Soient p,q deux orthoprojecteurs de £.On suppose que p o g est un projecteur de E. Montrer que p o g est un orthoprojec-

teuretque: pog =gqgop.

Solution Comnseils

a) 1) Supposons que p est un orthoprojecteur de E.
Soitx € E. Ona:x — p(x) € Ker(p) et p(x) € Im(p), donc x — p(x) L p(x),

d'ou, d'apres le théoreme de Pythagore : Puisque p est un orthoprojecteur, Ker (p)

3 2 3 3 et Im (p) sont orthogonaux entre eux.
X1 = ||(x = p®) + pO)||” = llx — p@)II* + [1p)]I,

eton conclut : |[[p(x)|| < [|x]|.
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Solution

2) Réciproquement, supposons : Vx € E, [[p(x)|| < [|x]].
Soit (x,y) € Ker (p) x Im (p).

On adonc p(x) =0 etp(y) = y.

On a alors, d'apres I'hypothese :

Vi eR, |[p(y+r0)|? < |y + Ax| 2,

c'est-a-dire :
VA eR, [IYIP < IIyIP + 22 | y) + A%|1x] %,
Oou encore .
VA eR, |[x]PA%2+2(x|y)r = 0.
Il s'ensuit : 4(x | y)? < 0, donc (x| y) = 0.

Ceci montre que Ker (p) et Im (p) sont orthogonaux, donc p est un orthoprojec-
teur.

b) * On a, d'apres a) :
VxeE, l(pogIl =|lp(g@)|| < llgoIl < llx]l.

Comme p o g est un projecteur, d'apres a), il en résulte que p o g est un orthopro-
jecteur.

* Puisque p, g, p o g sont des orthoprojecteurs, ils sont symétriques, d'oll, pour tout
(x,y) € E*:

(x](@op)M)=(a®) 1 p(»M)=(P(g®)]|y)=(poqx)|y)=(x|poq®).
dou: VyeE, gop(y)=poq(y), etdonc: gop=pogq.

Remarque : En utilisant la notion d'adjoint, vue plus loin (§ 4.4 p. 158), on peut
donner une solution plus courte pour cette derniere question :

gop=q'op"=(pog)*=pogq.

Endomorphismes symétriques

Conseils

Puisque p est un projecteur et que
y €Im(p), ona:p(y) =y.

Penser a introduire un parametre réel,
comme dans la preuve classique de
I'inégalité de Cauchy et Schwarz.

Ona:p(y) =yetpx) =0.

Si un trinébme réel est 2> 0 pour tous les
réels, alors son discriminant est < 0.

On applique un sens de a) a p puis a ¢, qui
sont des orthoprojecteurs.

Le vecteur fixé g o p(y) — pogq(y) est
orthogonal a tout vecteur x de E, donc est
nul.

* Pour établir certaines inégalités, penser a I’intervention de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz (ex. 4.3.3 b)).

* Pour calculer le projeté orthogonal d’un élément x d’un espace vectoriel euclidien (£, < .,.
.,ep) de F (ex. 4.3.5), il suffit d’appliquer la formule de la Prop. 4 :

de E, si I’on connait une b.o.n. (e1,. .

P
pr(x) = Z < ej,x > e.

i=1

>) sur un sev F



4.3.1 Soient n € N*, A € M,,(R). Montrer que deux des
trois propriétés suivantes entrainent chaque fois la troisie-
me :

i A=A (i) 'AA=A (i) A% = A.
4.3.2 Soient n € N*, A = (g;j)ij € Sp,(R), A,;t deux vp
de A telles que A # 1, U (resp. V) un VP pour A associé
a A (resp. (). Montrer que 'VU = 0 et que U 'V est nil-
potente.

4.3.3 Soient n € N*, A = (g;)ij € M,(R) telle que
tA = A et A2 = A. Montrer :
a) 0< Z aij < n

1<i, j<n

b) Y laijl < ny/re(A)

1<i,j<n

3
c) Z laij| <n2 (sin>2).

1<i,j<n

4.3.2

4.3 » Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien

4.3.4 Soit n € N* ; déterminer le commutant de A, (R)
dans M, (R), c'est-a-dire :

{MeM,(R); YA € A,(R), AM = MA}.

4.3.5 Soitn € N* ; on munit M, (R) de son produit
0 1

0
scalaire canonique, et on note U = 0
1

1 0

1 1
F:Vect{Uk;0<k<n—1},A=( 0 )

a) Montrer que (U k)ogkg,,, | est une base orthogonale
de F.

b) En déduire le projeté orthogonal de A sur F.

Endomorphismes orthogonaux

Nous reprenons et complétons ici 1'étude figurant dans Algebre PCSI-PTSI, 10.3.

Dans ce § 4.3.2, (E,< -,- >) désigne un eve, n = dim(E) > 1.

1) Généralités

Un endomorphisme f de E est dit orthogonal si et seulement si f conserve le produit

scalaire, c'est-a-dire :

Le vocabulaire classique est ici
inconséquent, puisqu'un projecteur
orthogonal de E (autre que Idg), n'est
pas un endomorphisme orthogonal

eBI% de E.

V(x,y) € B2, < f(x),f(y) >=<x,y>.

On note O(E,< -,- >) (ou : O(E)) l'ensemble des endomorphismes orthogonaux

Soit f € L(E). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f € O(E)

Les éléments de O(E) sont aussi
appelés isométries vectorielles.

() Yx € E, |[f()Il = [Ix]].
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En pratique :
+Sif € O(E) etsiB est une b.on.
de E,alors f (1B) estune b.o.n.de E

+Sif € L(E) etslil existe une b.on.
BB de E, telle que f (B) soit une b.o.n.
de E,alorsf € O(E).

En particulier, si 2 € O, (R), alors

| R estinversibleet 27! = ‘2.

154

Lien entre endomorphisme orthogonal

| etmatrice orthogonale.

Soit f € L(E). Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :
() f € OE)

(ii) Pour toute b.o.n. B de E, f (BB) est une b.o.n. de E

(iii) II existe une b.o.n. B de E telle que f (1) soit une b.o.n. de E.

L'ensemble O(E) des endomorphismes orthogonaux de E est un groupe pour la
loi o, appelé groupe orthogonal de (E,< -,- >) (ou: de E).

Une matrice §2 de M, (R) est dite orthogonale si et seulement si 'endomorphisme
de R", représenté par £2 dans la base canonique de R", est un endomorphisme ortho-
gonal de R” muni de son produit scalaire usuel.

On note O, (R) 1'ensemble des matrices orthogonales de M, (R).

Soient 2 € M,,(R), E un R-ev de dimension finie n, < -,- > un produit scalaire sur
E. Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

1) 2 € 0,(R)
)RR =1,
3) 202 =1,

4) Pour toute b.o.n. B de E, I'endomorphisme représenté par §2 dans B est orthogo-
nal

5) 1l existe une b.o.n. de E dans laquelle I'endomorphisme représenté par §2 est
orthogonal

6) Les colonnes de £2 forment une b.o.n. de M, | (R) pour le produit scalaire ca-
nonique

7) Les lignes de §2 forment une b.o.n. de M, ,(R) pour le produit scalaire ca-
nonique.

0,,(R) est un groupe pour la multiplication, appelé groupe orthogonal (d'ordre n).

Remarque:
Soient B une b.o.n.de E, f € L(E), 2 = Matg(f).
Onaalors:f € O(E) = 2 € 0,(R).

L'application O(E) —> O, (R) est un isomorphisme de groupes (O(E) étant muni de la
[ —> Matg(f)
composition, et O, (R) muni de la multiplication).



Rappel de notation :

Pass(3,8") est la matrice de passage
delabase BB alabase 5.

Les « réciproques » sont fausses : une
' matrice de déterminant 1 ou—1 n’est
pas nécessairement orthogonale,
comme le montre I'exemple de la

. 1 1
matrice : .
(o 1)

Les « réciproques » sont fausses : une

"~ matrice carrée dont le spectre réel est

inclus dans {—1,1} n'est pas
nécessairement orthogonale,comme le
montre I'exemple de la matrice :

(o 1)

Exercices 4.3.6 2 4.3.13.

4.3 » Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien

Soient B une b.o.n. de E, B’ une base de E, P = Pass(13,’). Alors, B’ est une b.o.n.
de E si et seulement si P est orthogonale.

V2 € 0,(R), det(2) € {—1,1}
2)VY f e OE), det(f) e {—1,1}.

2) Endomorphismes orthogonaux et orientation

Soit f € O(E). On dit que f est un endomorphisme orthogonal direct (resp. indi-
rect) si et seulement si det(f) = 1 (resp. —1).

) | droit au lieu de direct
On dit aussi : ) o
gauche au lieu d'indirect.

L'ensemble des endomorphismes orthogonaux directs de E est un sous-groupe de
O(E), appelé groupe spécial orthogonal de E, et noté SO(E).

Soit £2 € O, (R). On dit que £2 est orthogonale droite (resp. gauche) si et seule-
ment si det(£2) = 1 (resp. —1).

L'ensemble des matrices orthogonales droites d'ordre 7 est un sous-groupe de O, (R),
appelé groupe spécial orthogonal, noté SO, (R) :

SO, (R) = {2 € 0,(R); det(2) = 1}.

Remarque:
Soient B une b.o.n.de E, f € L(E), 2 = Matg(f).Alors: f € SO(E) <2 € SO, (R).

L'application SO(E) —> SO, (R) est un isomorphisme de groupes, SO(E) étant muni de
[ Matg(f)
la composition, et SO, (R) muni de la multiplication.

DY feOE), Spp(f) C{-L1}

2)V 2 € O,(R), Spp(£2) C {—1,1}.

Preuve

11 est clair que 2) est la traduction matricielle de /).

Soient f € O(E), » € R, x € E — {0} tels que f (x) = Ax.

Ona: |lx||=11f®)]] =I|lrx]| = [A|||x]||, dou|r| =1, etdoncA € {—1,1}.

155



Chapitre 4 - Espaces préhilbertiens réels

156

Décomposition d'une matrice inversible
en produit d'une matrice orthogonale
et d'une matrice triangulaire supérieure.

3) Traduction matricielle du procédé d’orthogonalisation de Schmidt

VA eGL,(R),3(2,T) € 0,(R) x T, s(R), A= 8T.

Preuve

Notons Cfq,...,Cy les colonnes de A et C = (Cy,...,Cp) qui est donc une famille libre dans
Mn,l (R).

Dans I'eve M, 1 (R) muni du produit scalaire canonique, appliquons a C le procédé d'orthogonalisation
de Schmidt (4.2.2 Th. p. 142). Il existe V1,...,V, € M, 1(R) tels que :

V1,...,V, sontdeux a deux orthogonaux
Vke{l,....n}, [[Vkl| =1
Vke{l,...,n}, Vect(Vy,...,Vk) = Vect(Cq,...,Cg).
Ainsi, B = (Vq,...,Vy) estune b.o.n. de M, 1 (R).
Notons By la base canonique de M, 1 (R), £2 = Pass(By.B) € O, (R),
T; = Pass(C,B) € T, s(R) N GL, (R).
Alors (cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.1 Prop. 2) :

A = Pass(8B,C) = Pass(By,B)Pass(B.C) = 27T,

En notant 7 = T{l € T, s(R), on obtient finalement : A = 27.

Etude de rg(A + B) +1g(A — B) pour A, B orthogonales telles que (AB~")2 =1,,.

Soient n € N*, A,B € O,(R) telles que (AB~"? =1,,. Montrer :

Solution

rg(A+ B)+rg(A—B)=n.

Conseils

1) On a, pour tous K-ev E, F et toutes f,g € L(E,F) : On va établir I'égalité voulue en montrant

deux inégalités.

Im(f +g) CIm(f) +Im(g).

En effet, pour tout y € Im (f + g), il existe x € Etel que y = (f + g)(x), d'ou :
y=f(x)+g) € Im(f)+Im(g).

Ici, on obtient :

Im (2A) C Im (A 4 B) +Im (A — B).

On déduit, en passant aux dimensions :

1g (A) = dim (Im (A)) < dim (Im (A + B) 4+ Im (A — B)). Il est clair que : Im (24) = Im (A).

—
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4.3 » Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien

Solution Conseils
Mais, d'apres la formule de Grassmann :
dim (Im (A + B) + Im (A — B))
= dim (Im (A 4 B)) + dim (Im (A — B)) — dim (Im (A + B) N Im (A — B))
< dim (Im (A + B)) +dim (Im (A — B)) =1g (A + B) + 18 (A — B).

Ceci montre : 1g(A) <r1g(A+ B) +r1g(A — B).
D'autre part, comme A € O,(R), A est inversible, donc rg (A) = n.
On obtient : n < rg (A + B) +1g (A — B).

2)Ona: Puisque l'inégalité précédente a été obte-
nue en examinant les images, pour obtenir
I'autre inégalité, on va étudier les noyaux.

(A-—B)(A+B)=(A—B)(‘A+'B) Comme A,B € 0,(R), on essaie de faire
—AA+AB—BA—BB=AB"' — BA™ intervenir A'A = I,, et BB =1,,.
carAA=BB=1,etA=A"",'B=B""L
Par hypothése : (AB~")? =1,, donc AB~! est inversible et AB~! = (AB~!)~!
=BA!, dou: AB™' —BA™' =0.
Tlenrésulte: (A—B)(A+ B)=0,

dou: Im((A + B)) C Ker(A — B). Pour tous K-ev E,F,G et toutes

On déduit, en passant aux dimensions : i G/ 0p3 E Ll EEN e

dim (Im ((A + B))) < dim (Ker (A — B)). gof=0 < Im(f) CKer(g).

Mais, d'une part :
dim (Im ((A + B))) =g ((A + B)) = rg (A + B),
et, d'autre part, d'apres le théoreme du rang :
dim (Ker (A — B)) =n—r1g(A— B).

On obtient :

rg(A+B) <n—r1g(A—B),
ou encore :

rg(A+ B) +rg(A— B) < n.

On conclut finalement :
rg(A+ B)+1g(A—B) =n.

Endomorphismes orthogonaux

* Pour étudier un endomorphisme orthogonal f d’un espace vectoriel euclidien E, penser a utiliser, pour tout
(x,y) € E?, Iégalité < f(x),f(y) >=<x,y > (ex. 4.3.7).

* Pour étudier une isométrie f d’un espace vectoriel euclidien £, il peut étre commode de passer a I’aspect matri-
ciel (ex. 4.3.8) en faisant intervenir la notion de transposée d’une matrice.

* Pour étudier une matrice orthogonale dont I’un des termes est égal a 1 ou a —1, il est utile de remarquer que,
si A = (a;j)ij € 0,(R), alors tous les a;; sont dans [—1; 1], et, si I'un des g;; est égal a — 1 ou 1, alors tous les
¢léments de la i-eme ligne et tous les éléments de la j-eme colonne de A sont nuls, sauf a;; lui-méme (ex. 4.3.11).
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4.3.6 Déterminer le commutant de O, (R) dans M, (R),
c'est-a-dire :

(M eM,R); V2 €0,R), M2 =02M}.

4.3.7 Soient E uneve, f € O(E).
a) Montrer :

V(x,y) e Ker(f —e) x Im(f —e), <x,y>=0.

b) En déduire que Ker(f — e) et Im(f — e) sont supplé-
mentaires orthogonaux dans E.

4.3.8 Soient (E,(-|-)) un eve, f € L(E). Montrer que
deux des trois propriétés suivantes entrainent chaque fois
la troisieme :

(i) f estune isométrie
(i) fof =—-ldg
(i)Vx € E, (x| f(x)) = 0.

4.3.9 Soient (E,< -,- >) uneve, f € O(E). Montrer que
f est diagonalisable si et seulement si f est une symétrie
orthogonale.

4.3.10 On munit M, (R) du produit scalaire canonique.
Montrer que O, (R) est borné et calculer son diamétre.

4.3.11 Soient n € N*, X, l'ensemble des matrices sto-
chastiques de M, (R), c'est-a-dire

A = (aij)ij € Mp(R);

V(i,j) € (1,...,n)%, aij €[0;1]
En = 5

n
Vie(l...n}, ) aj=1
=il

= 4.4 Adjoint

4.4.1

IT, I'ensemble des matrices de permutation de M, (R),
c'est-a-dire 'ensemble des matrices A = (a;;);; de My (R)
telles qu'il existe o € &, telle que :
. L si j=o(@)
v 1L....n)%, aij =843, = :
@) €{l,...,n}*, aj; o (i), ] {0 si j s o)
Montrer : T, = ¥, N O, (R).

4.3.12 Soient n,p e N*, AeM,([R), BeM, ,[R),
C €M, ,(R), D € M,(R),

A B
M= (c D) € M, ,(R).

On suppose :
Me 0,1, () et (4 € 0,(R) ou D € O,(R)).
Montrer :
B=0, C=0, AcO,[R), DecO,R).

4.3.13 Soient A € A,(R), B € S,(R) telles que
AB = BA.
a) Montrer :
VX eM, | [R), (AX)BX =0.
b) Montrer :
VX eM, 1(R), [I(A+ B)X]|| = |[(A - B)X]l,
ou |[-|| désigne la norme euclidienne canonique sur

Mn,l(R) .

¢) On suppose de plus B inversible. Montrer que A + B et

A — B sont inversibles et que (A4 B)(A — 3)71 est
orthogonale.

Adjoint d'un endomorphisme

d’'un espace euclidien

Dansce §4.4, (E,< .,.
ciée est notée ||.||.

>) désigne un espace vectoriel euclidien, n = dim (E) ; la norme asso-



4.4 - Adjoint

Pour tout f € L(E), il existe g € L(E) unique tel que :
Vx,y) € E}, < f(x),y>=<x,g8(y) >.
Cet élément g de L(E) est appelé I’adjoint de f et noté f*.
Pour toute base orthonormale B de E, on a:
Mats(f*) = ‘(Mats(f)).
Preuve
Soient B une b.o.n. de E, f,g € L(E). Notons A = Matg(f), B = Matg(g). Ona:

Cf.aussila preuve de laProp.1 du§4.3.1 V(x,y) € E2, < fx),y>=<x,g() >
| p.147.

2

VXY e (MH,I(R)) . {Aax)y = X(BY)
2

=V e (M ®), XAy = XBY

(A —'B)X est orthogonal a tout = VXeM, R, <VY eM, |(R), t((A - tB)X)Y = o)

| vecteur de E,doncest nul.

= VXeM,(R), (A-"B)X=0

—A-'B=0 < B="A
Ceci montre I’existence et 'unicité de g et détermine la matrice de g dans B.

On a donc :

Y(x,y) € EY < f(x),y>=<x, f*y) >

Soientx € R, f,g € L(E). On a :

1) (af +8)* =af*+g*

2) (dp)* = Idg

3)(go f)F = f*og"

) (fH*=f

5)f € GL(E) <= f* € GL(E)

6)Y feGLE), (fH =N

7)rg (f*) =r1g(f), w(f*) =t (f), det(f*) =det(f), Spp(f*) = Spr(f).

Preuve

1%r¢ méthode : pour /) 4 6) : utilisation de la définition et de I'unicité de 1’adjoint.

1) On a, pour tout (x,y) € E2.

<(@f+9x),y>=a< f(x),y>+<gkx),y>
=a<x,f"O>+<x.80>=<x,af" M +g"O) >,

et donc, par définition et unicité de («f + g)*, on conclut :
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(af + ) =af*+g".
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/ Cf.Algebre PCSI-PTSI, § 8.1.8.
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2) On a, pour tout (x,y) € E2.

<Ildg(x),y>=<x,y>=<x,ldg(y) >,
donc :
(Idp)* = 1dg.

3) On a, pour tout (x,y) € E2.
<@o N,y >=<g(f0).y>=<f@.¢'W >

=< (g W) =<, (P ogH) >,

(go ) =frog™
4) On a, pour tout (x,y) € E 2 en utilisant la symétrie du produit scalaire :

<x, fM)>=<fO),x>=<y, ffx)>=<f"x),y>=<x,([)0Q) >,
donc :
f=uH"
5)et6) Soit f € L(E).
*Sif € GL(E), alors, d’aprés 4)

fro(f~H = (1o f)f = Udp)* = ldg
FH* o fr=(fof~1)* = Udp)* = 1dg,

done f* € GL(E) et (f*)~1 = (f~1*.
*Si f* € GL(E), alors f = (f*)" € GL(E), d’apres le point précédent, appliqué a f* a la place
de f.

2tme méthode : passer par les matrices dans une b.o.n.

L’espace vectoriel euclidien E admet au moins une b.o.n. 5. Soient o € R, f,g € L(E)
A = Matg(f), B = Matg(g). On a, en utilisant les propriétés de la transposition des matrices :

1) Y A+ B) =a 'A+ B, donc (af + g)* = af* + g*
2) Y, =1,, donc (Idg)* = Idg
3)YBA) = YA 'B, donc (go f)* = f*og*
4)' ({A) = A, done (f*)* = f
5)A € GL,(R) <= 'A € GL,(R), donc: f € GL(E) < f* € GL(E)
6)¥A e GL,R), (‘A)~1= A7), done: VfeGLE), (fH 1=
7) Avec les notations précédentes :
rg (‘A) =g (A), tr(*A) =tr(A), det(‘A) =det(A), Spr(‘A) = Spr(A),

d’ol les résultats analogues sur les endomorphismes.

Remarque:
Soit A € M, (R) ; bien que A et 'A aient les mémes valeurs propres, « en général » A et

R 0 1
LA n'ont pas les mémes vecteurs propres,comme le montre I'exemple:n = 2,A = (0 O) .
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4.4 - Adjoint

Etude d’adjoint
Soient (E,(. |.)) uneve, e = Idg, f € L(E) tel que f> = —e. Montrer :
ffof=foff & f'=-F

Solution Conseils

1) Supposons f* = — f.
Ona:

Commencer par le sens le plus facile.

frof=(fof=—f=e
fofr=fo(=H=-f=e,
donc: f*o f = fof*
2) Réciproquement, supposons f*o f = f o f*.
e Alors :
(ffof)ol(ffof)=(fTof)o(ffof)=f"o(fof)of
=fo(ffof)of=(f)Vof =(-eo(-e)=e.

Ceci montre : f*o f € O(E). Pour montrer f* + f = 0, on va établir

que, pour tout x de E :
* On a, pour tout x € E :

0 < I + HWIP = (f*@) + fFOIf* @) + f(0)
= (@) + (f@1f ) + (FD1f*0)) + (fO1f ()

ICF* + HN? = 0.

= (F(fr@)Ix) + (x| £ L)) + (FFDIx) + (fIf(x))
= (f*o f)Ix) — x> = xI>+ I £ )12
= 2|l fF(I* = 2[x]I.

VxeE, x| <If].

e Comme f* vérifie : (f*)? = (f2)* = (—e)* = —e

Ceci montre :

Utilisation de la définition de I'adjoint f*.
Onsait: fo f*= f*o fetf?=—c.

Utilisation de la définition de I'adjoint /™.

[* vérifie les mémes hypothéses que f.

et ffof=/fof* onaaussi: VyekE, [yl <If*MI.
e D’ou, pour tout x € E :
Xl < IfEON < NN =10 HEOI = lxll.
Ilenrésulte: Vx € E, |x| = [ f(x)],
puis:Vx e E, |(f*+ /H(x)| =0,
etdonc: f*+ f =0, f*=—f.

Onavu: f*o f € G(E).

Adjoint
* Pour calculer I’adjoint d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel euclidien (E.< ,- >), on peut essayer de :

* se ramener a la définition, c’est-a-dire, exprimer pour x,y € E quelconques, < f(x),y > sous la forme
< x,g(y) >, ou g est a trouver, indépendant de x et y (ex. 4.4.1)

* utiliser la matrice A de f dans une b.o.n B de E ; on a alors Matg(f*) = 'A.
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4.41 On munit M, (R) du produit scalaire canonique 4.4.2 Soient (E,<-,->) un eve, f € L(E) tel que

(X.,Y) — tr ('XY). fof*= f*of, Funsevde E stable par f, g 'endomor-

Soient A € M,,(R), ¢4 : M,(R) — M, (R). Montrer phisme de F induit par f ; on munit F du produit scalaire
X — 'AXA induit par < -,- >. Montrer :

©a € L (M, (R)) et calculer I'adjoint (p4)* de @4. gog* =g*og.

4.4.2 Endomorphismes remarquables
d'un espace euclidien

Nous reprenons en partie et prolongeons 1'étude vue en 4.3 et 4.4.1.

Soient E un eve, f € L(E).

1) Caractérisation des endomorphismes 1) f est symétrique si et seulement si : f* = f.
symétriques a |'aide de |'adjoint.

2) Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

2) Caractérisation des endomorphismes (i) f est orthogonal
orthogonaux a I'aide de I'adjoint.
(i) f*o f =1dg

(iii) f o f* = 1dg.

Preuve
I)f symétrique &= ¥ (x,y) € E2, < f(x),y>=<x,f() >

== =1
2) f orthogonal <=V (x,y) € E2, <f0), fO)>=<x,y>

&=V (x,y) € E2, <x,f*<f(y)> >=<x,y>

& f*o f=Idg.

2

D'autre part, puisque E est de dimension finie et que (f, f*) € (C(E)) ,ona:

ffof=ldg < fo f"=1dg.
Soient E un eve, f € L(E). On dit que f est antisymétrique si et seulement si :

La Proposition suivante est immédiate, grace au lien entre adjoint pour un endomorphisme et
transposée pour une matrice.

Caractérisation des endomorphismes Soient E un eve, f € L(E), B une b.o.n. de E, A = Matg(f). Ona:
| symétriques (resp.antisymétrique, resp.

~orthogonaux) a l'aide de leur matrice 1) f est symétrique si et seulement si: ‘A = A

dans une base orthonormée.

2) f est antisymétrique si et seulement si: 'A = —A
3) fest orthogonal si et seulement si: 'AA =1,.
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4.5 + Réduction des matrices symétriques réelles

Un endomorphisme symétrique f de E est dit :
1) symétrique positif si et seulement si :

VxeE, <x,f(x)>=0
2) symétrique défini-positif si et seulement si :

{Ver, <x,f(x)>=0
VxeE, (<x,f(x)>=0=x=0)

Remarques :

1) Un endomorphisme symétrique f de E est symétrique défini-positif si et seulement si :
Vxe E—{0}, <x,f(x) >>0.

2) Les qualificatifs « positif », « défini-positif » ne peuvent s'appliquer ici qu'a un

endomorphisme symétrique (et non a tout endomorphisme).

3) Un endomorphisme symétrique f de E est dit négatif (resp. défini-négatif) si et

seulement si — f est symétrique positif (resp. défini-positif).

4) Soit f un endomorphisme symétrique de E ;notons ¢y : E —> R .l est clair que
Toxr—<x, f(x) >

¢rest une forme quadratique sur E (appelée forme quadratique associée a f), et que f est
symétrique positif (resp. défini-positif) si et seulement si ¢rest une fq positive (resp. définie-
positive).

= 4.5 Réduction des matrices symétriques
réelles

4.5.1

Théoreme fondamental

Soient (E,< -,- >) un eve, f un endomorphisme symétrique de E. Alors les sous-
espaces propres pour f sont orthogonaux entre eux, c'est-a-dire : pour toutes vp A,u

de f'telles que A # 1 et tous vp x associé a A, et y associé a u : < x,y > =0.

Preuve

Soient A, it € Spr(f) tels que A # w, x € SEP(f,A), y € SEP(f,1t).On adonc :
x#0,y#0, f(x) =2Ax, f(y) = ny.

Dou: < Ax,y>=< f(x),y>=<x,f(y) >=<x,uy >,donc: (A — u) < x,y >=0,

et finalement : <x,y>=0.

Soit fun endomorphisme symétrique de E. Pour tout sev F de E stable par f, F Lest
stable par f.

Preuve

Soient F un sev de E stable par f, x € F-. Ona:Vye F, < f(x),y >=<x,f(y) >= 0,
(carx € Fretf(y) e F),dou: f(x)e Ft.
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Théoréme fondamental

N e e 1) Soient (E,< -,- >) un eve, f un endomorphisme symétrique de E. Il existe une
nom de théoréme spectral. b.o.n. de E dans laquelle la matrice de f est diagonale

2) VSeS,(R), 3(2,D) € 0,(R) x D,(R), S=02DR"!

My Le lecteur trouvera une autre Preuve
| démonstration « réelle » en exercice (ex.
~ 45.1p.169). 11 est clair que 2) est la traduction matricielle de /7).

Récurrence surn (n = dim (E))
La propriété est immédiate lorsque n = 1.

Supposons-la vraie pour un entier n de N*, et soient E un eve de dimension n + 1, f un endomorphisme
symétrique de E, B une b.o.n. de E, A = Matg, (f). Décomposons A en blocs :

a € N
A= c B ,ol w eR, CeM, (R), BeS,(R).

D'apres 'hypothése de récurrence, il existe 2 € O, (R), D € D, (R) telles que B = epe L.

1 0 1 0
) , il est clair que U est orthogonale et U -1 ( 0 o-! ) , d'oli, apres

En notant U = (0 o

t
. =1 o Cc2
produit par blocs : U™ AU = <.Q_1C )

D
1 1 o tG
\/ Ona: Notons G =2 'CetA'=U""AU = G p)
G=c)=c'e = ce,
car £2 est orthogonale. 1) Montrons que A’ admet au moins une vp et un vp.
a 8 --- &n
81
: . , g1 4
En notant G = : |, D =diag(dy,...,dy),ona: A’ = X .0
: 0"
& 8n dy
) Sigk = 0,alorslacolonnen® k + 1 S’il existe k € {1,...,n} tel que gx = O , alors dy est vp de A’ (et un VP associé est Eri1).
! / de A est drEg+1.

Nous pouvons donc supposer :  Vk € {1,...n}, gr#0.
SoientA € R,V e M, 11 1(R).

En décomposant V en blocs V = (;),oﬂx ceRetXeM, (R),ona:

t, t

G X X ax + 'GX = x
AV = AV & o =\ — .
V=2V (G D)(X) (X) {xG—i—DX:AX

On peut supposer d| = ... = dy. Supposons A > dj ; alors D — LI, est inversible, et donc :

X =—x(D—AL,)" G

;I xG+ DX =X
ax —x'G(D - M) G =x

\‘ AV =1V {
| = (D—M)X = —xG.

Ona:
gl

'G(D — AL, )_1G+A—a<:>2 S th=a
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Intervention de I'analyse dans un
contexte d'algébre.

Exercices 4.5.1a4.5.8.

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

L'application ¢ : ]dy; +oo[—> R est continue sur ]dj; +oo[, de limite —oo en dl+ et
no 2
8;
=
de limite +00 en 400, donc (théoreme des valeurs intermédiaires) il existe A €]dy; +ool tel que
o) =a.

On a ainsi montré que A’ admet au moins une vp et un Vp réels, donc £ admet au moins une vp est un vp.

2) En notant x un VP pour f, Rxq est stable par f, donc (cf. Prop. 2 p. 147) (Rxp)" est aussi stable

A O
par f. Dans une b.o.n. de E commencant par X0, la matrice de f est donc de la forme ( 0 ),

llxoll (U
o Ag € R, S € S,;(R). D'apres I'hypothese de récurrence, il existe £2] € O, (R), D; € D, (R) telles

I 0 A 0
queS:.QlDlQl_].Ennotant.ng(O (21>etD2=<(;) Dl>,ilestclairque:

A 0 _
2,€0,41(R), DyeD, (R, ( 0 ) = $2D)82, L

0o S

Ceci montre qu'il existe une b.o.n. de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Remarque:

L'existence d'une valeur propre réelle pour une matrice A € S,(R) peut étre démontrée
autrement, en passant par les nombres complexes, de la fagon suivante.

D'apres le théoréme de d'Alembert, A admet au moins une valeur propre complexe.
Montrons que les valeurs propres de A, a priori complexes, sont toutes réelles.
Soit A € Sp.(A). ll existe X € M, (C) tel que AX =AXetX #0.
On a alors, en utlisant la notion de transconjuguée (cf. plus loin, § 5.1.2 1) p. 190) :
X*AX = X*(AX) = X*AX = AX*X = A|| X[
X*AX = (A*X)*X = (AX)*X = A X)*X = A X*X = A[|X]|[3,
ou ||.]]> désigne la norme hermitienne usuelle sur M,, 1 (C).
D'ou: (x — A)[|X||3 =0. Comme X #0, ona||X|| #0, etdoncA —A =0, € R.
Ceci montre que toute valeur propre de A est réelle.
Finalement, A admet au moins une valeur propre réelle.

Remarques :
1) Le Th. précédent peut aussi s'énoncer sous la forme suivante : pour tout endomorphisme
symétrique f de E, E est somme directe orthogonale des SEP pour f.

2) En pratique, comme £2 est orthogonale, on pourra remplacer 2! par 2.
3) Une matrice symétrique complexe (d’ordre > 2) peut ne pas étre diagonalisable (ex.4.5.2).

Propriété des endomorphismes symétriques f tels que Spy(f)N]a; b[= 2.

Soient (E,(. | .)) uneve, f € S(E), (a,b) € R? tel que a < b.

On suppose :

Montrer :

et étudier le cas d'égalité en supposant Spp(f) N [a; b] = 2.

Spr(f)Nla; b= 2.

Vx €E, (f(x)—ax|f(x)—bx) >0,
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Solution Conseils

Puisque f € S(E), d'apres le théoreme fondamental, il existe une bon Lorsquiintervient un endomorphisme
B = (ey,...,e,) de E et une matrice diagonale D = diag (A4,...,A,) € D,(R) symétrique ou une matrice symetrique,

) . penser a utiliser éventuellement le
telles que : Matg(f) = D. théoréme fondamental.

Soitx € E.
X1
Notons X = Matg(x) =| : |. Ona:
Xn
f(&x) —ax = f(inei) = a(ine,)
i=1 i=1
n n n
= in)»iez - Zaxiei = Z()w —a)xe;. On a, par définition de D :
i=1 i=1 i=1

., Vi e {l,...,n}, f(ei) = Aie;.
De méme : f(x) — bx = Z(Ai = D)

i=1
Puisque (ey,...,e,) est une bon, il en résulte :

n

(f) —ax | f(x) = bx) =Y (4 —a)(h — b)x}.

i=1
Comme Spp(f)Nla;b[=T, ona:

Vie(l,..n}, (}; <a ou A =b),
donc :

Vie{l,.,n}, A —a)(k; —b) =0,
puis, par addition, puisque les x? sont tous > 0 :

(f(x) —ax]| f(x) —bx) > 0.

Etude du cas d'égalité :

Supposons Sp(f) N [a; b] = @.
Soit x € E tel que (f(x) —ax | f(x) — bx) =0.

Avec les notations précédentes, on a alors :
> i —a)hi — b =0
i=1

Vie{l,...,n}, A —a)(A; —b) > 0. Puisque Spp (f) N [a;b] =@, ona:

Dott: Vi € {l,...,n}, x> =0, etdonc x = 0. Viellwn) A ¢la;bl.

La réciproque est immédiate.
On conclut que, si Spp(f) N [a; b] = @, il y a égalité dans 1'inégalité de 1'énoncé
si et seulement si x = 0.

Racine cubique d’une matrice carrée symétrique réelle, exemple

a) Soient n € N*, S € S, (R). Montrer qu'il existe P € R,_;[X] tel que : S = (P(S))S.

| 0 7 7
b) CalculerunteleourS=§ 7 10 7

7 7 10 —
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Solution

a) D'apres le théoreme fondamental, il existe £ € O,(R),D =
diag (Ay,...,A,) € D,(R) telles que : S = 2D
Notons A = diag (JA1,...,5/A,) et R = QAL
Alors :
R=(QRA27H=02"'2A2 =242 '=R
et
R =AY =eAQ ' =eDe ' =5.
D'apres 'étude des polyndmes d'interpolation de Lagrange sur les A; qui sont deux
a deux distincts, il existe P € R,_[X] tel que :

Vie{l,...n}, Ja = P(\).

On a alors :
A = diag (VA1,....y/A) = diag (P(A1),.... P(1,))
= P(diag (A,....A,)) = P(D),
puis :

R=RAQ"'=QPD)27"' = P(R24A27") = P(9).
Ainsi, P convient.

b) Remarquer d'abord que S est symétrique réelle.

On détermine les valeurs propres de S en formant le polyndome caractéristique
de S:

10 7 7
_— _ — —
3 3 3
7 10 7
A) =det (S — AlL) = = e =
xs() ( 3) 3 3 3
7 7 10
Z - =
3 3 3
10 — 31 7 7
=5 7 10 — 31 7
7 7 10 — 32
1 1 7 7
:E(24—3)\) 1 10-3Aa 7
1 7 10 — 34
| 1 7 7 1
:§(S—A) 0 3-3a 0 |=-(B8-13-3132

0 0 3 -3
=@8-M1=21)7>=—h—-1D>0—29).

On en déduit les valeurs propres de S : 1 (double), 8 (simple).

On va déterminer un polyndme d'interpolation P envoyant respectivement 1 en 1
et 8 en 2.

En notant P = aX + b, (a,b) e R, ona:

{P(l)zl at+b=1
— {
P@)=2 8a+b=2

1 6
Le polynéme P = aX + 7 convient.

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

Conseils
Lorsqu'une matrice symétrique réelle inter-

vient, penser a utiliser éventuellement le
théoréme fondamental.

Pour tout (i, j) telque A; = A;, ona:

V5= .

1
Attention : Bien placer le coefficient 3

dans chaque terme de la matrice.

C](— C1+C2+C3.

{L2<—L2—L1
Ly<— L3 — L.

On controle :
1
I1+14+8=tr(S) = 5(104- 10 + 10).

On peut choisir P de degré 1, c'est-a-dire
n — 2,car S admet une valeur propre
double.
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Solution
Vérification :
Ona:
1 | 4 1 1
PO)=zS+6ly=3(1 4 1
1 1 4
et:
10 7 7
(P(S))3=% 7 10 7]=5s.
7 7 10

Comnseils

Par calcul du produit de trois matrices.

Etude de certaines matrices carrées réelles commutant avec leur transposée

Soient n € N*, A € M,,(R). On suppose que A'A = 'AA et que A'A admet n valeurs propres deux a deux distinctes.

Démontrer : ‘A = A.

Solution

Notons S = A'A = 'AA, qui est symétrique car :
S =YA4) ="AA=AA=25.

D'apres le théoreme fondamental, il existe

2 € 0,(R), D = diag (A,...,A,) € D,(R) telles que: S = 2D~

Notons B = 27 'AQ2, de sorte que : A = 2B~
Ona:

AS = A(AA) = (A'A)A = SA,
donc :
BD = (27 'A2)(27'S2) = 27 1(AS)R2
=021 (SA)2 = (R7'52)(27'4A2) = DB.

On a, en notant B = (b;;);; :
BD = DB < V(i.j) € {l,...n}’, bik; = by
= Y(,j) € {l,...,n}*, bj(h; — ) =0
&= V@i.j) e{l,..nf, (i#j = b;=0).

Ceci montre que B est diagonale.

On a alors :

A=(2BRH=02BR=02BR"=A.

Conseils

Lorsqu'une matrice symétrique réelle inter-
vient, penser a utiliser éventuellement le
théoréeme fondamental.

On utilise S = 'AA et S = A'A.

Autrement dit, comme A et § commutent,
par changement de base, B et D commu-
tent.

Lorsqu'une matrice diagonale intervient,
penser a passer éventuellement aux
éléments des matrices.

Car Aq,...,A, sont deux a deux distincts.



4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

Réduction des matrices symétriques réelles : théoreme fondamental

/ B estuneb.on.de(E,< .,. >).

Des qu’une matrice symétrique réelle intervient, penser a la possibilité d’appliquer le théoréme fondamental.
Si, dans le contexte considéré, une seule matrice symétrique réelle intervient (ex. 4.5.3 a 4.5.8), le théoréme fon-
damental permet souvent de se ramener au cas d’une matrice diagonale.

Voir aussi plus loin la rubrique « Les méthodes a retenir » p. 179.

4.5.1 Une démonstration du théoréme fondamental

Soient (E,< -,- >) un eve de dimension > 2,

S={xeckE; |Ix||=1},feSE), ¢:5S—R

X< x, f(x) > i
a) Montrer que ¢ est bornée et qu'il existe xp € S tel que
¢(xp) = Sup p(x).

xeS
b) Soit x| € E tel que (xg,x1) soit une famille orthonor-
male. En considérant cos6 xg +sinf x; pour 6 € R,
démontrer : < x1, f(xg) > = 0.
¢) En déduire que x(y est un vecteur propre pour f.

4.5.2 Trouver un exemple de matrice symétrique com-
plexe d'ordre 2 non diagonalisable.

4.5.3 Soit A € M,,(R). Montrer que, si A + A est nilpo-
tente, alors A est antisymétrique.

4.5.4 Soit A € M, (R). Montrer qu'il existe X € M,, 1 (R)
tel que :
XX =n et WAX =1tr(A).

4.5.5 Soient S € S,,(R), A =S +il, € M,(C).
Démontrer que A est inversible.

4.5.2

Xyx =1
4.5.6 Résoudre dans (M, (R))2 : { "

yxy =1,
4.5.7 Soient S € S;(R), A{,...,A, les valeurs propres de
S. Montrer :

a) Pour tout X de M, 1 (R) tel que Xx=1:

Min A; < 'XSX < Max A;

I<i<n I<i<n

Inf XSX

xeM, | (®)
Xx=1

b) Min Ai =

1<i<n

et Max A; = XSX.

1<i<n

Sup
XEanl (R)
txx=1

S

4.5.8 Soientn € N—{0,1}, dy,...,d, € R tels que
dj
1
A =

dy < -+ <dp,

dy

Montrer que A est diagonalisable dans M,, (R) et que ses
valeurs propres A{,...,A, Vérifient :

di—1<M<d—-1<...<t_1<dy—1<i<dp+n—1.

Réduction simultanée

Soient (E,< -,- >) uneve, ¢ une fbs sur £ x E. Il existe une b.o.n. de E dans laquel-
le la matrice de ¢ est diagonale.

Preuve

L'eve E admet au moins une b.o.n. /31 ; notons A| = Matg, (¢).

Puisque A est symétrique, d'apres le théoreme fondamental (4.5.1 Th. p. 164), il existe 2 € O, (R),
D eD,(R) telle que A} = 2D L.
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4.5.3

¢ est définie-positive si et seulement si :
Vx e E—{0}, p(x) > 0.

Exercices 4.5.9, 4.5.10.

Notons B la base déduite de B par la matrice de passage §2. Alors B est orthonormée (puisque B3] est
orthonormée et £2 orthogonale, cf. 4.3.2 Prop. 6 p. 155), et (cf. formule de changement de base, 4.1.2 3)

Prop. 3. p. 135): Matg(p) = ‘2412 = 2(2D2~1)2 = D.

Positivité

1) Formes quadratiques positives, définies-positives

Soient E un R-ev, ¢ une fq sur E.
1) On dit que ¢ est positive si et seulementsi: VYx € E, ¢(x) > 0.
2) On dit que ¢ est définie-positive si et seulement si :
VxeE, ¢(x)=20
{Vx eE, (p(x)=0= x=0).

Remarque :

Soient ¢ une fbs surun ev E, ¢ la fq associée a ¢ ; ¢ est un produit scalaire si et seulement si
¢ est définie-positive.

Inégalité de Cauchy Schwarz pour une fq positive
Soient E un R-ev, ¢ une fq positive sur E, ¢ la forme polaire de ¢.

On a, pour tout (x,y) € R? :

lo(x, ) > < p(x)p ().

Preuve
Comme pour 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour un produit scalaire (cf. Algebre PCSI-PTSI, § 10.1.2, Th.
1), 1a condition ¢ = 0 étant suffisante.

2) Matrices symétriques positives, définies-positives

Soient S € S, (R), ¢ la fbs sur R” dont la matrice dans la base canonique est S, ¢ la
fq associée a ¢.

1) On dit que S est symétrique positive si et seulement si ¢ est positive.

2) On dit que S est symétrique définie-positive si et seulement si ¢ est définie-positive.

On note - S,T I’ensemble des matrices symétriques positives de S, (R)

S:*’ I’ensemble des matrices symétriques définies-positives de S, (R).

La Proposition suivante est immédiate.
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* Ces propriétés sont souvent utiles dans

les exercices et problémes.

Attention :L'ordre < surS,, (R) n'est
pas total (sin = 2).

Attention :L'ordre < sur S, (R) n'est
pas compatible avec la multiplication
qui n'est dailleurs pas une loi interne
dans S, (R) sin > 2.

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

Soit S €S,(R).Ona:

+SeSf < (VX eM, (R), XSX >0)

t
iy XSX >0
«SeS, <:><VX€M11,1(R)’ {tXSX:0:>X=O

— (VX e M, ;(R) — {0}, 'XSX >0).

Remarques :
1) On déduit facilement de la Prop. précédente les propriétés élémentaires suivantes de S,J{
etSIt:

Ve eRy,VSeSH

n-

aSeS;k
QYo eRL, ¥VSeST, aseS
3)V(51.5) € SH2, S+ 5 eS8
4V S, €S xS, 51 +85 eS8
5)VA €M, (R), AA S
2) On munit S, (R) d'une relation, notée <, définie par :
V(A.B) € (Si(R)*. (A<B <= B—AcSH.

Cette relation < est un ordre sur S, (R) :
- Réflexivité: VA € S,(R),A—A=0e8S}
« Antisymétrie : Soient A, B € S, (R) tellesque A< Bet B<A.Onaalors B— A €S/ et
A—Be S,J[,d'ou VX eM, | (R), X(A— B)X =0, etdonc,comme A — B € S,,(R),
A — B =0 (cf.4.1.2 Prop.2 p. 133)
* Transitivité : On a, pour toutes A, B,C de S, (R) :

A<B B—AeS,“,L

= = C-A=(C—-B)+(B-A)eSH= A<C.

{B<C {C—BES:[ ( ) V€5 h
Mais,sin > 2 :

0 0
+ < n'est pas un ordre total sur S, (R). Par exemple, pour A = (0 O)

1
etB = (O _?),onn‘aniAaniBgA.

« < n'est pas compatible avec la multiplication (méme si les matrices qui interviennent sont

1 2 1
toutes symétriques). Par exemple, pour A = (0 g) etB = (1 5/4>,on aA<B

1 1 1 /64 52
B—A= HetA2 < B?(carB?2 - A2 = — ).
(car (1 5/4) eSz)et < (car els2 a1 gSz)

On note souvent < la relation définie dans S, (R) par:

V(A.B) € (Si(R)*. (A<B<=B—AecS™),

A< .
On prendra garde a ce que, lorsque n > 2, les relations { A+B n'entrainent pas A < B,
0 O 1 0
| I le: n=2,A= ,B= .
comme le montre I'exemple: n <O 0) (0 0)
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3) Soient E un eve, n = dim(E), B une b.o.n.de E, ¢ une fbs sur E, ¢ la fq associée a ¢,
A = Matg(p).Ona:

A symétrique positive <= ¢ positive
A symétrique définie-positive <= ¢ définie-positive.
Exercices 4.5.11 24.5.21.

3) Endomorphismes symétriques positifs, symétriques définis-positifs

Un endomorphisme symétrique f'de E est dit :

1) symétrique positif si et seulement si :

VxeE, <x,f(x)>=>0

2) symétrique défini-positif si et seulement si :

{Ver, <x,f(x)>=0
VxeE, (<x,f(x)>=0=x=0)

Remarques :

1) Un endomorphisme symétrique f de E est symétrique défini-positif si et seulement si :

Vx e E—{0}, <x,f(x)>>0.
2) Les qualificatifs « positif », « défini-positif » ne peuvent s'appliquer ici qu'a un
endomorphisme symétrique (et non a tout endomorphisme).

3) Un endomorphisme symétrique f de E est dit négatif (resp. défini-négatif) si et
seulement si — f est symétrique positif (resp. défini-positif).

4) Soit f un endomorphisme symétrique de E ;notons ¢ : E —> R lestclair que ¢¢
ToxbF—<x, f(x) > ’

est une forme quadratique sur E (appelée forme quadratique associée a f), et que f est symé-
trique positif (resp. défini-positif) si et seulement si ¢ est une fq positive (resp. définie-positive).

4) Caractérisation de la positivité par le spectre

2
N Tres utile. Soit S € S;;(R). On a :

1)SeSS < Spr(S) CRy 2)SeS T < Spp(S) CRE.

Preuve

1) ¢ Soient S € S:, A € Spr(S) ;ilexiste X € Mn,l(R) — {0} tel que SX = 1 X.

Ona: XSX>0, XSX = XX)=1xX, XX =|Xx|?>0,

d'ou : A >0.

* Réciproquement, supposons Spr (S) C R

D'apres le th. fondamental (4.4.1 Th. p. 164), il existe (£2, D) € O, (R) x D, (R) tel que S = [23Yo 2ty

|
Soit X € M,, | (R) ; notons D = diag(Ag,...,A,) €LY = 2 lx=
Yn
n
On a alors : Xsx = xepe~'x =YDy = ny?>o0.

i=1
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4.5 + Réduction des matrices symétriques réelles

Ceci montre : seS’.
2) En reprenant les notations précédentes :

cIXSX >0, doa A >0

n
cXSX =) ayE >0
i=1
car (A,...,An) € (RY)" et Y # O (sinon, X = 2Y =0, exclu).

Exercices 4.5.22 a 4.5.39, 4.5.42 a
4.5.52,4.5.56 2 4.5.75. Remarque :

Onaméme: Du Th.fondamental (4.4.1 Th. p. 164) et de la Prop. précédente, on déduit: S c GL,(R).

S+ =S NGL,(R).

Le Corollaire suivant se déduit immédiatement du Théoréme précédent.

Soit f un endomorphisme symétrique de E.
1) fest symétrique positif si et seulement si : Spp(f) C Ry

2) f est symétrique défini-positif si et seulement si : Spp(f) C RY.

Une caractérisation des matrices carrées réelles diagonalisables

Soient n € N*, A € M,,(R). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est diagonalisable dans M, (R)

({)3S S+, 'A=S"AS.

Solution Conseils

1) Supposons A diagonalisable dans M, (R). Il existe P € GL,(R), D € D,(R)
telles que : A = PDP~ .
Onaalors 'A = (PDP™') = 'P7'D'Pet D= P 'AP, dou:

‘A="'PI(PT'AP)'P = (PT'PTHA(P'P) = (P'P)'A(P'P).

En notant S = P'P, onadonc:'A = S~'AS.
La matrice S est symétrique car 'S = "P'P = P'P = S,et on a, pour tout
X eM, (R)— {0} :

2 [I.|> désigne la norme euclidienne usuelle
'XSX = X(P'P)X = (XP)('PX)= "(‘PX)'PX =||'PX||; > 0.

sur M,, 1 (R).
On conclut: S € S} 'PX #0 car'P € GL,(R) et X # 0.
2) Réciproquement, supposons qu'il existe S € SF* telle que : ‘A = S~1AS.
On a alors :
YAS) = 'S'A = S(ST'AS) = AS,
donc AS € S, (R). —
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Solution

D'autre part, comme S € S, d'apres un exercice classique, il existe R € S/ telle
que R* = S.

La matrice R~'(AS)R~! est alors symétrique, car :

(RTIASRT) = 'R(AS) R = R(AHR.

Il en résulte, d'apres le théoreme fondamental, que R~'(AS)R~! est diagonalisable
dans M, (R).

Mais :
RYAS)R™' = R"Y(ARH)R™' = R'AR.

Ainsi, A est semblable 2 R~'(AS)R™" et R~'(AS)R™! est symétrique réelle donc
diagonalisable.

On conclut que A est diagonalisable.

Convexité, inégalité de Hadamard

Soient n € N*, S= (a,'j),'j S S;f

Conseils

Racine carrée d'une matrice symétrique
définie-positive, cf. ex. 4.5.62 p. 184.

Si une matrice carrée est semblable a une

matrice diagonalisable, alors elle est elle-
méme diagonalisable.

a) On suppose ici S € SI™. On note Ay,...,A, les valeurs propres de S. Soit f :]0; +00o[ —> R une application convexe.

Montrer :

i:f(aii) < Xn:f()\k)-
i=1 k=1

b) En déduire l'inégalité de Hadamard :

det () < ]_[a,»,..
i=1

Solution

a) Puisque S €S+t CS,(R), dapres le théoreme fondamental, il existe
P € 0,(R) telle que, en notant D = diag (Ay,...,A,), on ait: S = PDP L.

En notant P = (p;;);j, on a, pour tout (i, j) € {1,...n)%:
ajj = Z DikMPjx = Z Dik PjkAk-
k=1 k=1
Soit i € {1,...,n} fixé. On a a;; = Zl’,-zk)»k et:
k=1

Yk e{l,..,n}, pl.zk >0
> ri=1
k=1

De plus, comme S € ST+, ona:Vk € {1,...n}, & >0,
etVi € {1,...,}’1}, a;; = II‘E,‘;S‘El‘.

Conseils

Lorsqu'une matrice symétrique réelle inter-
vient, penser a utiliser éventuellement le
théoréme fondamental.

Terme général du produit de trois matrices,
PD'P, dontl'une, D, est diagonale.

La matrice P est orthogonale, donc la
somme des carrés des termes de chaque
ligne est égale a 1.

E; est la i-eme matrice colonne de la base
canonique de M,, | (R).
—
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Solution

Puisque f est convexe, on a alors, d'apres 1'inégalité de Jensen :
flai) = f( > p?kxk) < PR
k=1 k=1

On en déduit, en sommant pour i allantde 1 an :

if(a,-,-) < iip?kf(xk)
i=1 i=1 k=1

n

= Z (ipi)f(m =Y fOw,
k=1 i=1

k=1

n
car: VYke({l,..,n}, prk =1l
=i

On conclut : Zf(a,-,-) < Zf(kk).

i=1 =1
b)*SiS ¢S, alors det (S) = 0 et, pour tout i € {1,....n}, a; > 0, donc :
0=det(S) < [ Jau

i=1

* Supposons S € S .
Onaalors: Vi € {l,...,n}, a; > 0.
Appliquons le résultat de a) a :

f:10; 400 — R, x — f(x) = —Inx,

qui est convexe sur ]0; +oo[, puisque f est deux fois dérivable et que, pour tout

1
x €10; 4oo[, f"(x) = ) = 0.

On a donc :

n n

Z —1In (ai,«) S Z —In ()"k),

i=l1 k=1

c'est-a-dire :
—In (l_[a,-,-) < -In (]‘[Ak) = —In (det (S)).
i=1 k=1

En passant aux opposés et en appliquant 1'exponentielle, qui est croissante, on
conclut :

det (S) < Ha,-,-.
i=1

Etude des matrices carrées réelles A telles que A +'A € S

Soient n € N*, A € M,,(R) telle que A + ‘A € S;". Montrer : Ker (‘A) = Ker (A).

4.5 + Réduction des matrices symétriques réelles

Conseils

Permutation de deux symboles Z

La matrice P étant orthogonale, la somme
des carrés des éléments de chaque colonne
estégaleal.

aj; = lE,’SE,' 2 0.

a; = 'E;SE; >0, car S € S},

Puisque S est diagonalisable,on a :

det (S) = HAk.
k=1
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Solution

Notons S =A+ A € S;.
1) Soit X € Ker (A), cest-a-dire AX = 0.
Ona:
XSX = X(A+ A)X = XAX + X'AX = X (AX) + (AX)X =0.

D'aprés un exercice classique, puisque S € S, il existe R € S;f telle que R? = S.

On a alors :

0=XSX = XR*X = (X'R)(RX) = (RX)(RX) = [|RX|[3,

d'ott RX = 0, puis SX = R’X = R(RX) = RO = 0.
Ensuite :

AX=(A+"'A)X-AX=0-0=0,
et donc X € Ker (‘A).
Ceci montre : Ker (A) C Ker (‘A).
2) En appliquant le résultat précédent a ‘A, on obtient :
Ker ("A) C Ker (*A) = Ker (A).

On conclut :

Ker (‘A) = Ker (A).

Etude du noyau et de I'image de A + B pour (A,B) € (S;)?

a) Soientn € N*, A € S},
Montrer :
1) pour tout X € M,, ;(R), 'XAX =0 < AX =0

2)Im (A) = (Ker (4))".
b) Soient A,B € S;. Montrer :

1) Ker (A + B) = Ker (A) N Ker (B)
2) Im(A+ B) =Im(A) + Im (B).

¢) En déduire que, en notant V, l'ensemble des sev de M, ;(R), les applications

Conseils

Existence de la racine carrée d'une matrice
symétrique positive, cf. exercice 4.5.62 p. 184.

Faire intervenir la norme euclidienne usuel-
le [|.]|2 dans M, 1 (R).

'A vérifie la méme hypothése que A, car :

A+ A)="A+A=A+"AeS;.

Ker: Sf—V, et Im: ST —V,

n

A +— Ker (A) A+— Im(A)

sont respectivement décroissante et croissante, lorsqu'on munit S; de 'ordre < défini par :

V(A.B)e(S)), (ASB < B-A€S))

et que 1'on munit V), de l'inclusion.
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4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

Solution Comnseils
a)l)*Ona: AX=0 — 'XAX = 'X0=0. On commence par le sens qui parait le plus
facile.

* Réciproquement, soit X € M,, | (R) tel que 'XAX = 0.

Puisque A € S, d'aprés un exercice classique, il existe R € S;" telle que A = R>.  Existence de la racine carrée d'une matrice

On a alors : symétrique positive, cf. exercice 4.5.62 p. 184.

0= 'XAX = 'XR’X = (‘X'R)(RX) = (RX)(RX) = ||RX||%, Penser a utiliser la norme euclidienne cano-
nique ||.||2 sur M, ; (R).
d'ou RX =0, puis: AX = R°X = R(RX) = R0O=0.

On conclut: 'XAX =0 < AX =0.

2) e+ Soit Y € Im (A). Il existe X € M,, ;(R) tel que ¥ = AX.
On a, pour tout Z € Ker (A) :

Une inclusion du type F C G+ revient a:
VfeF, VgeG, (flg=0.
'YZ = "(AX)Z = 'X'AZ = 'XAZ = 'X0 =0,

donc Y € (Ker (A))".
Ceci montre : Im (A) C (Ker (A))l.
* On a, en utilisant le théoréme du rang : Ayant établi une inclusion entre deux sev,
T on compare ensuite leurs dimensions.
dim (Im (A)) = n — dim (Ker (A)) = dim ((Ker (4))").
On conclut : Im (A) = (Ker (A))J'.
b) 1)+ On a, pour tout X € M,, ;(R) :

On commence par l'inclusion qui parait la

AX =0 plus facile.
X € Ker (A) N Ker (B) <— {
BX =0

— (A+B)X=AX+BX =0 <= X eKer(A+ B).
Ceci montre : Ker (A) N Ker (B) C Ker (A + B).
¢ Soit X € Ker (A + B).On a alors :
'XAX +'XBX = 'X(A+ B)X = 'X0 = 0.

Comme ‘XAX > 0et'XBX >0, il en résulte ' XAX =0 et ' XBX =0,
puis, d'apres a) 1) : AX =0 et BX =0, donc X € Ker (A) et X € Ker (B).
On obtient : Ker (A 4+ B) C Ker (A) N Ker (B).

On conclut : Ker (A + B) = Ker (A) N Ker (B).

2)Ona,dapresa)2)eth) 1) :
Im (A + B) = (Ker (A + B))L = (Ker(4) N Ker(B))L On peut appliquera)2) 3 A, B, A + B.
= (Ker (A))L + (Ker (B))l =1Im (A) + Im (B).

c¢) Soit (A,B) € (S:{)2 tel que A < B. Notons C =B —A. On a alors:
A,B,CeSfetB=A+C.
1)D'apres b) 1) :
Ker (B) = Ker (A + C) = Ker (A) N Ker (C) C Ker (A),
donc l'application Ker : S;” —> V), est décroissante.
2) D'apres b) 2) :
Im(B)=Im(A+C) =Im(A)+Im(C) D Im(A),

donc l'application Im : S} — V), est croissante.
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. Attention : il ne s'agit pas ici de
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" diagonalisation de matrices carrées :les

formules fontintervenir! P etnon P~ !,
et P n'est pas,a priori, orthogonale.

Exercices 4.5.40, 4.5.41, 4.5.53 a
4.5.55.

5) Réduction simultanée d’un produit scalaire et d’'une forme quadratique

Expression matricielle du théoréme de réduction simultanée

Soient A € S;T, B € S, (R). Alors il existe (P,D) € GL,(R) x D, (R) tel que :

A= 'PP et B= 'PDP.

Preuve

Puisque A € S,J{Jr, laftbs @4 : (Mn’ 1 (R))2 — R est un produit scalaire sur Mn, 1 (R). Notons ¢p la
(X,Y) — XAy
fbs représentée par B dans la base canonique By de M, 1 (R) .

D'apres le th. de réduction simultanée (4.5.2 Th. p. 169), il existe une b.o.n. B de (M,,,l (R),QDA) telle
que la matrice D de ¢p dans B soit diagonale. Notons P = Pass(3(, ).

Comme @4 est représenté dans B par A et dans I3 par I, (car B est orthonormale pour ¢4 ), on a (for-
mule de changement de base pour une fbs, 4.1.2 3) Prop. 3 p. 135): A = 'PI,P = 'PP. De méme
B='PDP.

Remarque :

Dans cette Proposition, les éléments diagonaux de D ne sont pas (« en général ») les valeurs
propres de B.

Inégalité portant sur des déterminants de matrices symétriques définies-positives

Soient n € N*, §,,5, € St*, ay,a;, € R tels que a; +a, = 1.

Montrer :

Solution

det (a1 S + a>S>) > (det (51))"' (det (S,)) .

Comnseils

Puisque S1,5, € S;*, ona: det(S;) > 0, det(S,) > 0.

D'autre part, puisque a;,a; € R, et §,,5, € St*, ona: 4,8, + S, € S, donc

det (a1S1 +612Sz) > 0.

Puisque Si,S, € S/, d'apres le théoréme de réduction simultanée, il existe D, (R}) désigne I'ensemble des matrices
P € GL,(R), D € D,(R%) tellesque: S; = ‘PP etS, = '‘PDP. diagonales de M, (R) dont les termes

On a alors :

diagonaux sont tous > 0.

a151 +02S2 = a lPP +02‘PDP = ‘P(alln +L12D)P,

d'ou, en notant (1) l'inégalité demandée :

(1) < det(‘'P(ail, +@D)P) > (det(‘PP))" (det(PDP))"

s (det(P))’det (L, + @ D) > (det (P))™ (det (P))**(det (D))" Rappel : aj +az = 1.

< det(a1l, + ;D) > (det (D))"“.
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4.5 + Réduction des matrices symétriques réelles

Solution Conseils

En notant D = diag (A4,...,A,), on a:

n n ay n
Les réels A1,...,A, sont tous > 0 car
(1) <= (a+a/\)>( A) =| | A2
E 1 21) 2 gk gk D € Dy(RL).
& Vke{l,..n}, a+ar =12 L'implication renversée traduit une
condition suffisante.
Considérons l'application f :]0; +oo[ — R, A —> f(A) = a; + axh — A2, Pour établir une inégalité & une variable

, L. .. réelle, on peut essayer d'étudier les
L'application f est dérivable sur ]0; +oo[ et : variations d'une fonction.
Vi el0;4ool, f(A)=a,—ar? ! =a(1 —r 1), Comme aj,ap € R etaj +a; =1, ona:
1—a;>0.
On en déduit le tableau de variations de f :

A 0 1 400
| - 0 I
S| 0 /!

Comme f(1) =a;+a, — 1 =0, onconclut: VA €]0; +oo[, f(1) =0,

d'ou I'inégalité voulue.

Réduction des matrices symétriques réelles, formes quadratiques positives,
formes quadratiques définies-positives

* Pour résoudre certains exercices portant sur les formes quadratiques positives ou les formes quadratiques
définies-positives, il peut suffire de revenir simplement a la définition du § 4.5.3 1) Déf. 1 p. 170 (ex. 4.5.9, 4.5.10).

* Pour étudier une question portant sur une matrice symétrique réelle, penser a utiliser éventuellement le théo-
réeme fondamental (ex. 4.5.25).

* Pour étudier des inégalités dans S, (R), on manipulera les symboles <, < dans S, (R) (cf. Remarque 2) p. 171)
avec précaution. De maniére générale, on rameénera, une inégalité dans S, (R) a I’intervention d’une matrice symé-
trique positive ou définie-positive ; si A,B € S,;(R),on a:

A<B<=B-AcS
et:
A<B&>B-AeSHt

(ex. 4.5.11 a4.5.14).
® Les propriétés vues en Remarque 1) p. 171 sont souvent utiles (ex. 4.5.12 a 4.5.14).
* Pour travailler sur une matrice symétrique positive, on dispose de deux points de vue :

* la définition : une matrice symétrique réelle S € S, (R) est symétrique positive si et seulement si :

VX eM, (R), XSX>0
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* e théoreme du § 4.5.3 4) p. 172 : une matrice symétrique réelle S € S, (R) est symétrique positive si et seule-
ment si :

Spp(S) C R

On dispose de résultats analogues pour caractériser, parmi les matrices symétriques réelles, celle qui sont définies-
positives.

Le deuxieme point de vue (utilisation du spectre) n’a d’intérét que si on a acces aux valeurs propres de la matrice
symétrique réelle considérée (ex. 4.5.22,4.5.24 4 4.5.27, 4.5.30 2 4.5.35, 4.5.37, 4.5.38).

L’existence d’une racine carrée symétrique positive pour une matrice symétrique positive donnée (ex. 4.5.25 b)) est
utile pour de nombreux exercices (ex. 4.5.37, ...).

Lorsqu’interviennent deux matrices symétriques réelles A, B (ex. 4.5.27, 4.5.37), on ne peut pas,
en général, les diagonaliser dans une méme base (car alors elles commuteraient). On essaiera de
diagonaliser 1’une des deux : A = 2D, D eD,(R), 2 € 0,(R), et on fera subir a I’autre matrice le chan-
gement de b.o.n. induit par £2 : B = 2C2~!, ot on montrera C € S, (R). L’étude qui portait sur A, B sera ainsi
ramenée a une étude sur D, C (et peut étre £2), qui a des chances d’étre plus simple.

Pour montrer que deux matrices commutent, il suffit de montrer que I'une est un polyndme de 1’autre
(ex. 4.5.35) ; on pourra, a cet effet, faire intervenir un polyndme d’interpolation a partir des valeurs propres d’une
matrice.

Lorsqu’interviennent deux matrices symétriques réelles A, B dont I’une est définie-positive (ex. 4.5.40,
4.5.41), on peut essayer d’utiliser I’expression matricielle du théoreme de réduction simultanée, § 4.5.3, Prop. 2
2)p. 171 ; si A€ ST et B €S,(R), alors il existe P € GL,(R) et D € D,(R) telles que : A= ‘PP et
B = 'PDP. On portera attention au fait que (si A # I,,), la matrice P n’est pas orthogonale, et donc P~! et 'P

sont distinctes.

Les exercices 4.5.9 a 4.5.21 ne nécessitent pas l'applica-
tion du théoreme fondamental

4.5.9 Soient E un R-ev, ¢ une fbs sur E, ¢ la fq associée
a ¢, (a,b) € E2.
On note ¥ : E — R l'application définie par :

Vx € E, V(x)=¢@¢pD)p(x) —pla.b)pla,x)pb,x).
a) Montrer que W est une fq et exprimer sa forme polaire ).

b) Montrer que, si ¢ est définie-positive et (a,b) libre,
alors W est définie-positive.

4.5.10 Soient E un R-ev, ¢ une forme quadratique sur E
telle que ¢ # 0.
Montrer :

a) ¢ est positive si et seulement si ¢ (E) = R
b) ¢ est négative si et seulement si ¢(E) = R_

c) ¢ n'est ni positive ni négative si et seulement si
¢(E) =R.

4.5.11 Montrer que < est compatible dans S, (R) avec
l'addition, c'est-a-dire : YV A1,A2,B1,By € S, (R),

A1 < By

A A> <B B>.
{A2<Bz — A} + A< bB] + by
Montrer de plus : VYV A{,Ap,B1,By,€ S, (R),

{AlgBl

A1+ Ay < By + B».
A2<32:>1+ 2 < B+ b

4.5.12 Soient n,p € N*, S1,...,5, € Sy(R),

P
s=) 2.
k=1
a) Montrer : S €S,

b)Montrer: S=0<«<= Vke{l,...,p}, Sk =0).

4.5.13 Soientn € N*, A € M,(R), S € S, (R). Montrer :
a)'ASA € S, (R)
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b)S eS8y = 'ASAeSS
. {SeS,;Hr

t St
— 'ASA e St
A € GL,(R) € n

4.5.14 Soientn € N*, A,B € S,,(R). Montrer :

AB+ BAeS,(R) et AB-+BA<A?+ B2

4.5.15 A-t-on:
V(A,B) € (S))>, AB+BA€SS?

4.5.16 Soientn € N*, A e ST, B € A,(R)
Montrer: A+ B € GL,(R).

4.5.17 Soient n,p € N*, A € M, ,(R). Montrer :
a)'AA € SF
b)'AA € S; = r1g(A) = p.

En particulier :

YAeM,(R), ('AAeSt < AeGL,(R)).

4.518 Soient N € N*, ny,...,ny € N*,
S1 €Sy R),...,Sy € S, (R),

Sl 0 N
S = €S, (R) oin =Y ny.
0 Sn k=1

Montrer :
a)SeSH < (Vke{l,.....N}, S €S})
b)SeStt « (Vke({l.....N}, S €S}T).

4.5.19 Soient p,q € N*, A € S;,*', B e S;H',

A U
UeM,,R),S = ( ) €Sp1gR),

W B

c=A-UB'W.
Montrer :

+ +
a)SeSP+q<:>CeSp

b)S eS8, = CeSit.

4.5.20 Soit n € N* ; montrer :
a) S, (R) est fermé dans M, (R)

b) S,'f est fermé dans S;,(R) et dans M, (R).

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

4.5.21 Soientn € N*, S € S, X e M, | (R).
SX>0

On suppose : {X<0 ,

ol «>» dans M, 1(R) signifie que les composantes

(dans la base canonique) sont toutes > 0.
Montrer : X = 0.

4.5.22 Soient (o,8,y) €10 ; 71[3,
8=14+2cosacosf cosy — (coszcx + 0052/3 + coszy),

1 cosa  CoSy
S=| cosa 1 cos 8
cosy cosp 1

. . ++
On suppose § > 0 ; montrer : § € S37".

4.5.23 Le produit de deux matrices symétriques réelles
est-il toujours diagonisable dans M, (C) ?

4.5.24 Soient E un R-ev de dimension finie, ¢ une fbs
sur E, ¢ la fq associée a ¢, B une base de E,

A = Matg(¢). Montrer :

a) si ¢ est positive, alors det(A) >0

b) si ¢ est définie-positive, alors det(A) > 0.

4.5.25 Soient n,p € N*. Montrer :
a) si p est impair, alors :
vVSeS,(R), 3R eS,(R), RP =S
b) sip estpair,alors: VS €SI, 3ReSH, RP=S5S.

+ RZ=35.

n>

En particulier: YS €S}, IR €S
(Pour 1'unicité, voir plus loin ex. 4.5.62 p. 184).

4.5.26 Soientn € N*, A = (a;;)ij € My(R), iy, .. Mn
les vp de ‘AA.
Montrer :
a)Vie{l,...,n}, u; >0
n
b)ZMi = Z aizj-
i=1 1<i,j<n

4.5.27 Soit n € N*. Montrer :
a)v(S,S) e (Sn+)2, tr(SS") < tr(S) tr(S)
b)V(S,S) e (S,er)Z, tr(SS") < tr(S) tr(S), sin>2.

4.5.28 Soit n € N*. Montrer :
V(A,B) € M,(R)?, ||ABII<|IAll lIBII,
ou || - || est la norme euclidienne canonique sur M, (R),
|
définie par ||A|| = (tr('AA))2.
(Utiliser 1'ex. 4.5.27).
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4.5.29 Soientn € N* p e N—{0,1},
Al..., Ay e My(R).

)4 )4
tr(]‘[A,-> <[Tna,
i=1 i=1

ou || - || est la norme euclidienne canonique sur M, (R).
(Utiliser 1'ex. 4.5.28).

Montrer :

4.5.30 Soient n e N*, Ae M, R), uy > ... >up =0
les vp de YAA ('AA € ST, cf. ex. 4.5.17 a).

n

Montrer :
a) Pour tout X de M, | (R) tel que || X|| =1:
Vi < |AX| < /1

b) /iin = Inf [|AX]]
X eM, 1(R)
Iix|1=1
et /1 = Sup [JAX]|, ou ||-|| est la norme
X e Mn,l(]R)

lIxii=1
euclidienne canonique sur M, (R).

(Utiliser l'ex. 4.5.7 p. 169).

4.5.31 Soientn € N*, ay,...,a, € R,

a)——ay
a a

S = e S.(R).
A1 AR « oo vvn v ap

Montrer: S €S/t <= 0<a; <ap <... < ay.

4.5.32 Soientn € N*, a,b € R,

@ p
S:( )GS,,(R).
b
a

CNS sur (a,b) pour que S € S (resp. S;7 1) ?
(Cf. § 2.7.2 4) Exemple).

4.5.33 Soientn € N—{0,1},e,B8,%1,...,x, € R,
o X1 ... Xp
x; B
s=1". 0 [eS.um.
Xn 0 B
CNS pour que S € S:jl?
4.5.34 Soientn € N*, a,b € R,
a b 0
s=| ? x €S, (R)
\ ,
0 b a

CNS pour que S € S; (resp. S, ") ?

(Utiliser l'ex. 3.3.7 p. 96).
2 -1 0

—1

0

Exemple : est symétrique définie-

-1

" -1 2
positive.

4.5.35 Soientn € N*, Se S, A € M,,(R). Montrer :

{ AS = SA = (Vk € N*, ASk = §kA)
AS = SA &= (Fk € N*, ASk = Sk A).

En particulier : AS = SA <= AS? = §2A.

4.5.36 Soient (E,(-|-)) uneve, (eg,...,e,) une base de E,
f € L(E) défini par :

Vx eE, f(x)= Z(€i|x)€i-
i=1

a) Montrer que f est symétrique défini-positif (c'est-a-dire :

[ est symétrique et la fq ¢y : E —> R est définie-
x —> (x| f(x))

positive).

b) En déduire qu'il existe u € L(E) symétrique défini-
positif tel que uou = f_1 (utiliser I'ex. 4.5.25 p. 181 ; si
on veut aussi l'unicité de u, utiliser 1'ex. 4.5.62 p. 184) .

c) Montrer que (u(¢;))1<i<n €St une b.o.n. de E.

4.5.37 Soientn € N*, A € ST, B €S,(R).

a) Montrer : Spc(AB) C R.

(Utiliser l'ex. 4.5.25 p. 165 et I'ex. 3.2.12 p. 86).

b) Montrer que, si B € S,J{, alors Spc(AB) C Ry.

¢) Montrer que, si A € S}, alors AB est diagonalisable
(dans M,,(R)).

d) Donner un exemple ot : A € ST, B € SH(R) et AB n'est

pas diagonalisable.

4.5.38 Soitn € N*.
a) Montrer : ST =S N GL,(R).
b) En déduire que S;" " est un ouvert de S;".

(On pourra utiliser : GL, (R) est ouvert dans M, (R),
cf. Analyse PC-PSI-PT, ex. 1.3.2).

c) Montrer que S;"* est dense dans S;.

4.5.39 Soient n € N*, (A,B) € (S;)2.

tr(A) < tr(B)
det(A) <det(B)

(On pourra utiliser I'ex. 4.5.24 p. 181).

Montrer: A< B — {
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4.5.40 Soient n € N*, A,B € St telles que A<B.
Démontrer: B~ ! <A™l

4.5.41 Soientn € N*, A € S,J{+, B eS,(R).
Montrer : det(A) < |det(A +1iB)],
et étudier le cas d'égalité.

4.5.42 Soient M e M,(R), A= '"MM —M'M. On
suppose A € S,f ;montrer : ‘MM = M M.

4.5.43 Soient E un eve, f € O(E) — SO(E) ; montrer :

—1 € Spgr(f).

4.5.44 Soient A = (aij)lgi,jgn € S, (R)
et D =diag(ajy,....ann).-

Montrer: A~ D — A= D.

(Rappelons que la notation A ~ D signifie que A et D
sont semblables, c'est-a-dire :

3P eGL,(R), D=PlAP,

cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.4 Déf. 1).

On pourra examiner le coefficient de A2 dans x4 (A).

4.5.45 Soientn € N*, (Ax)reN, (Bk)reN deux suites dans
S»(R) telles que A]% + Blg —— 0. Montrer :
koo

Ay — 0 et By —> 0.
koo koo

4.5.46 Soient n € N*, (Ag)rcn une suite dans S, (R).
a) Montrer: Vk €N, I, + A7 € GL,(R).
b) On note, pour k € N, By = (I, + A,%)_IAk-

On suppose (Ax)ren bornée et By — 0. Démontrer :
koo

Ay —> 0.
koo

4.5.47 Soient 2 € O,(R) et, pour tout k de N*,

k
1 .
Ay = 3 ; £2'. Trouver 1k1£ Ag.

4.5.48 a) Soit (A,B) € ;" x S, (R).
o) Montrer que AB est diagonalisable (cf. aussi
ex. 4.5.37 p. 182).

B) Etablir : Spr(AB) C R: = B e S;.

b) Soit M € M,,(R). Montrer que les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

() 3(A.B) € (SfH)2, M = AB
(ii) M est diagonalisable dans M, (R) et Spr(M) C R

c) En déduire que —I,, n'est pas le produit de quatre élé-
ments de S

Z;:l; Mineurs de Gauss
Soit A = (a;jj)ij € Sy(R) ; pour chaque p de {1,...,n}, on
note A = (aij)1<i,j<p € Sp(R).
a) ) Montrer :
AeSH= (vp ell,....n), det(Ap)>0>.

B) La réciproque du résultat précédent est-elle vraie ?

b) a) Démontrer :
AeSit < (Vp e (l.....n}, det(A,) > 0).
B) En déduire que S; est ouvert dans S, (R).

4.5.50 Soient A eM,[R), D € D,(R) telles que

'tAA = D%. Montrer quil existe 22 € O,(R) telle que
A = 2D (cf. aussi plus loin ex. 4.5.69 p. 185).

Rappelons qu'on a défini dans S, (R) les relations < et <
par (cf. 4.5.3 Rem. 2) p. 171) :

A<B<= B-AeS;
A<B&B-AeS;t.

4.5.51 Soient A,B € S,(R) telles que A<B, et
E ={S € S, (R); A<S< B}. Montrer que E est une par-
tie compacte de S, (R).

(On pourra utiliser l'ex. 4.5.25 p. 181).

4.5.52 Soientn € N—{0,1}, p € N tel que
l<p<nAeM,(R), BeM,, ,®R),

A B
CeM, ,,R),DeM, ,R), 2= <C D)'

On suppose : 2 € O,(R).

a) Montrer : |[det (A)| = |det(D)|. (On pourra utiliser 1'ex.
3.2.12 p. 86).

b) Etablir : |det (A)| € [0; 1].

4.5.53 Soient A,B € S, (R). On suppose A € S;ﬁ"" et AB
nilpotente. Montrer B = 0.

4.5.54 Soient n € N et ¢ une forme linéaire sur
Rp,+1[X] telle que :

VP eR,[X]— {0}, ¢@(P2)>0.
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a) Montrer qu'il existe n + 1 formes linéaires ¢,....¢,
sur R, [X] et n + 1 réels «,. . . ,0, tels que :

V(P,Q) € (R,[X])?,

9(PQ) =Y ¢i(P)pi(Q)

i=0
n .
P(XPQ) = aipi(P)¢i(Q)
i=0
b) En déduire qu'il existe n + 1 réels ag,. .. ,a, tels que :

V(P.0) € RaIXD? @(PQ) =) a?P() Q).
i=0

4.5.55 Soientn € N*; A € M,,(C) telle que :
A=A et A+AeS;t.

Montrer qu'il existe (f1,...,t,;) € R" et P € GL,(R) tels
que :
tPAP =diag (1 +ifq,....1+1it,).

4.5.56 Soientn € N—{0,1}, A € GL,(R),
U eM,; (R) tel que [|U]| =1 (ofl || - ]| est la norme
euclidienne canonique sur M, | (IR)). Montrer :

(det (A))

2 e —
IAUIF > G Ay

(n— 1"

(On pourra utiliser la comparaison entre moyennes arith-
métique et géométrique, Analyse PCSI-PTSIL, P 1.1).

4.5.57 Montrer :
VAeSH VR e0,®R), |tr(AQ)|<tr(A).

4.5.58 Soient n,p € N*, A e M,, ,(R). Démontrer qu'il
aeR,UeM, R),V eM, (R)
(pour la norme euclidienne usuelle |[|.[[; sur M, ;(R) ou
sur M, 1 (R)) tels que :

existe unitaires

AU =aV
AV = aU
VX e M, (R), [[AX]]2 < af[X]]2.

4.5.59 a) Soit S € S, (R).

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

S =0

(i1) Il existe une matrice symétrique A a éléments diago-
naux tous nuls et une matrice orthogonale §2 telles que
S=0A0 L

b) Soient (E,< -,- >) un eve, f € L(E) symétrique, ¢ la
fq définie sur £ par :

Vx e E, ¢(x)=<x,f(x)>.

Montrer que tr (f) = O si et seulement s'il existe une b.o.n.
de E formée de vecteurs isotropes pour ¢.

4.5.60 Soient (E,< -,- >) un eve, p,q deux projecteurs
orthogonaux de E, F = Im(p), G = Im(g) . Montrer que
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

) pog =qop

(ii) Les sev (F N G)~ N F et (F N G)* N G sont orthogo-
naux.

4.5.61 Soient E un eve,
A={fe€L(E); fof*of=/f}.

a) Soit f € L(E). Montrer que les propriétés suivantes
sont deux a deux équivalentes :
DHfeA
(ii) f* o f est un projecteur orthogonal
(iii) Y x € (Ker (/)*, [1f ()l = |Ix]].
b) Soit f € A. Montrer :

(Ker(/)* = {x € E; [If )] = |Ix]]}

=(x € E (f*o &) =x}

¢) Etablir que O(E) est ouvert et fermé dans A.

4.5.62 Racine carrée dans S,

Montrer: VS €S}, 3IR €S;, §=R2.
(Cf. aussi ex. 4.5.25 p. 181).

On dit que R est la racine carrée de S, et on note R = VS

1
ouR=S2.

4.5.63 a) Soient 2 € O, (R), S € S;". Montrer :
2~S—Q=S=1,

b) Soient £2 € O,(R),S € ;.

Montrer: 2S5 € S = Q2 =1,.

(Utiliser l'ex. 4.5.62).

4.5.64 Soient M € M, (R). Montrer que les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

@H3ISeSHt, M~S

(i) 3(A,B) € (S, )2, M = AB.

(Utiliser l'ex. 4.5.62 ; cf. aussi ex. 4.5.48 p. 183.)

1
4.5.65 Soient A €S}, R=A2 (cf. ex. 4.5.62),
M € M,,(R). Montrer :

AM = MA &< RM = MR.

(On pourra montrer que R est un polynéme en A).
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4.5.66 Soit A € A,(R) NGL,(R).
Trouver toutes les B € S; telles que :
AB = BA et (AB)? = —1,,.

(Utiliser les ex. 4.5.62 et 4.5.65).

4.5.67 a) Soient (E,< -,- >) un eve, f,g € L(E) tels
que: Vx € E, [[f) = llgx)Il

Démontrer qu'il existe 7 € O(E) tel que : f = hog.
b) Montrer, pour tout (A,B) de (M, (R))2 :

'"AA= BB < (32 € 0,(R), A= 2B).

4.5.68 Décomposition polaire dans GL, (R)
Montrer :

YA € GL,(R), 31(2,5) € 0,(R) x ST, A=0S.

(On pourra utiliser l'ex. 4.5.62).

On dit que A = 25 est la décomposition polaire de
A € GL,(R).

4.5.69 Décomposition polaire dans M, (R)

Soit M € M,,(R). Montrer qu'il existe (£2,5) €0, (R) x S}
tel que M = 28, et que S est unique.

On notera qu'il peut ne pas y avoir unicité de 2.
Application : Retrouver le résultat de 1'ex. 4.5.67 b).

4.5.70 Pour A € M,(R) donnée, résoudre 1'équation
XX + XA+ 'AX =0, d'inconnue X € M, (R).

(Utiliser 1'ex. 4.5.69).

4.5 « Réduction des matrices symétriques réelles

4.5.71 Soient (A,B) € (Sy(R))? tel que 0< B < A.
Résoudre le systeme d'équations
{ XX+ YY=A4A
XY+ 'YX=B"
d'inconnue (X,Y) € (M, (]R))2 . (Utiliser 1'ex. 4.5.69).

4.5.72 Soit A € M, (R). Montrer qu'il existe U,V ortho-
gonales, D diagonale a termes diagonaux >0, telles que :

A=UDV.
(Utiliser 1'ex. 4.5.69).

4.5.73 Orthodiagonalisation simultanée d'une famille
commutative de matrices symétriques

Soient / un ensemble non vide, (S;j)ie; une famille
d'éléments de S, (R) commutant deux a deux. Démontrer
qu'il existe £2 € O, (R) telle que :

Viel, 271502 eD,(R).

4.5.74 Soit (A,B) € (S;)2 (resp. (§71)?) tel que
AB = BA.

Montrer :
AB €S, (resp. S;).

(Utiliser 1'ex 4.5.73).

4.5.75 Soient A,B € S, (R) telles que
AB = BA.

Montrer: (0K A<B — A2<B2).
(Utiliser 1'ex. 4.5.73).

185



Chapitre 4 - Espaces préhilbertiens réels

186

P 4.1 valeur absolue d'une matrice symétrique
réelle

On se propose, dans ce probléme P 4.1,d'étendre aux matrices symétriques réelles
la notion de valeur absolue, déja connue sur les nombres réels.

1
Pourtoute S € S;7,on note S 2 l'unique élément de S;'" tel que :
1
($2)2=S8.
Dans plusieurs questions (1),4),5),6)), on utilisera le théoréme fondamental.

Manipuler précautionneusement la relation < dans S,, (R).

1
Pour A €S,(R), on note |A| = (A2)2 (cf. ex. 4.5.62
p. 184).

1) Montrer, pour toute A de S, (R) :
A<|A|, —A<I|A|, |A|=A <= A€eS;.
2)Montrer: Ya e R, VA € S,(R), |¢A| = || |A].

3) Calculer |A| dans les exemples suivants :

(3 2 4=t )on= )

4) a) Soient A,B € S, (R) telles que AB = BA.

A<B
—A<B

(Utiliser l'ex 4.5.73 p. 185).

Montrer : { < |A|<B.

b) A-t-on :
A<B

2
V(A,B) € (Sy(R))?, ({ _A<B

= |A|<B)?

5) a) Soient A,B € S, (R) telles que AB = BA.
Montrer : |A+ B|<|A| + |B].
(Utiliser 1'ex. 4.5.73).

b) A-t-on :
V(A,B) € $x(R)?, |A+ B|<|A|+|B|?
6) Montrer :

YAeS,(R), V2 e0,R), |RAQ| = 'Q/A|Q.
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On développe dans ce chapitre une théorie proche de celle vue dans le cha-
pitre 3, faisant intervenir le corps des nombres complexes au lieu du corps
des nombres réels. Les preuves analogues ne sont pas répétées.

Le corps utilisé ici est C.

Prévequis

* Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices (Algebre PCSI-
PTSL ch. 6 29)

e Trace, blocs (§ 1.4)

e Déterminants (ch. 2)

* Algebre bilinéaire (ch. 4).

Objectifs
* Définition et propriétés élémentaires des formes sesquilinéaires a
symétrie hermitienne

* Notion de produit scalaire hermitien ; inégalité de Cauchy-Schwarz,
norme hermitienne ; orthogonalité.
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=== 5.1 Formes sesquilinéaires

5.1.1

Bien noter la conjugaison sur le scalaire
relatif a la premiére place.

Au lieu de « place », on dit aussi
«variable ».

Développement par semi-linéarité par
rapport a la 1% place et linéarité par
rapport a la 2¢M place.

Généralités
Dans ce § 5.1.1, E désigne un C-ev.

On appelle forme sesquilinéaire sur E x E (ou : sur E) toute application
¢: Ex E—> C telle que :

(Ve e C,V(x,x\y) € B>, gplax +x',y) =d@p(x,y) + o(x'.y)
(¢ est semi-linéaire par rapport a la 1¥™¢ place)
({)VB eC,V(x,y,y) € E o(x,By +y) = Bp(x,y) + ¢(x,))

(¢ est linéaire par rapport a la 2¢™¢ place).

11 est immédiat que 1'ensemble des formes sesquilinéaires sur £ x E est un C-ev.

Soient ¢ une forme sesquilinéaire sur E x E, (n,p)e(N*)z, o,. .. ,0p,
Bi,....Bp €C, xi,....%,, Yi,...,¥, € E.Onaalors :

n P

90(20%)% Zﬁjyj) = > @Bjo (x.y))-
k=1 j=1 1<k<n
1<j<p

Preuve

On a, par récurrence sur 7 :

n n
VY €E. w(Zakxk,Y) =Y @G Y),
k=1

k=1
d'ou :
P
(Zaka,Zﬂjy;> = kW(be,Bij)
k= j=1
n p
0t_k< ,Bf(p(xkayj)) = B¢ (xk,yj)-
k=1 j=1 I<k<n 1<j<p

Une forme sesquilinéaire ¢ sur E x E est dite a symétrie hermitienne si et seule-
ment si :

Y (x,y) € E% o(y.x) = o(x,y).

Au lieu de forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne, on dit aussi forme sesquilinéaire her-
mitienne, qu'on abrege ici en fsh.
Nous notons SH(E) l'ensemble des fsh sur E x E. Il est immédiat que SH(E) est un
R-ev (pour les lois usuelles) mais (sauf si £ = {0}) n'est pas un C-ev ; en effet, si ¢ est
une fsh sur £ x E autre que I'application nulle, il existe (x,y) € E x E tel que

(i) (y,x) = ip(y.x) =i¢(x,y)

@(x,y) # 0, et on a alors { i . ,doncip & SH(E).
(lw)(xsy) = -1 (P(x’y)




5.1« Formes sesquilinéaires

La Proposition suivante est immédiate et d'un usage commode.

Pour qu'une application ¢ : E x E — C soit une fsh, il faut et il suffit que 1'on ait :
Autrement dit, la symétrie hermitienne AOYx,y)e EXE, ¢,x)=9px,y)

etlalinéarité par rapport a la deuxieme
place entrainent la semi-linéarité par (¢ est a symétrie hermitienne)

rapport a la premiere place. = , ;3 , ,
i) VB eC, V(x,y,y) € E’, ¢x,By+y) =P,y +ex,y)

(¢ est linéaire par rapport a la 2™ place).

La formule Soit ¢ une fsh sur £ x E. On appelle forme hermitienne associée a ¢ 1'application,
Vx € E, p(x) = o(x,x) souvent notée ¢, de E dans C, définie par :
permet d'exprimer ¢ a l'aide de ¢.

Vx e E, ¢(x)=¢p(x,x).

Remarque:
¢ est a valeurs dans R.

On dit aussi forme quadratique hermitienne au lieu de forme hermitienne.
On abrége ici forme hermitienne en fh.
Remarquer le parallélisme dans le vocabulaire :

en algebre bilinéaire : en algebre sesquilinéaire :
forme bilinéaire forme sesquilinéaire
forme bilinéaire symétrique forme sesquilinéaire hermitienne
forme quadratique forme hermitienne
4% Exemples :
' Exemple important. 1) Le produit scalaire hermitien canonique sur C", défini par :
C"xC'"—C

o
(1ot o)) > DT
k=1

(cf. Analyse PC-PSI-PT, 1.4.1, Exemple /)) est une fsh et la th associée est :

cC"—C

n

e Xn) — Y il
k=1

2) L'application ¢ : cZxc?—cC est une fsh et la th associée est
((X17X2),(y1,y2)) > X2 + 21

: c2 — C .
(x1,x2) > X1xp + X2

3) Notons E le C-ev des applications continues de [0; 1] dans C ; l'application
9:EXE—C est une fsh, et la fh associée est : ¢ : E—C

(ﬁg)HfOl?g f'—>/01|f|2
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La Proposition suivante est immédiate.
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"y Cetteformule4) permet d'exprimery a
/ l'aide de ¢.

— ™y En pratique, pour montrer qu'une
/ application
¢ . E—C

estune forme hermitienne, on construit
une forme sesquilinéaire a symétrie
hermitienne

¢ : EXE—C
telleque:
Vx € E, ¢(x) = ¢p(x,x).

512
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Soient ¢ une fsh sur E x E, ¢ la fh associée a ¢. On a :
1)VneN* Vai,...,a, € C,Vx1,...,.xn € E,
¢(Xn:am> = Xn: lelPp ) +2 Y Ré(@rejo(xg.x)))

k=1 k=1 I<k<j<n
2)V(a,B) € C?, ¥ (x,y) € E?,

¢ (ax + By) = la’¢(x) + 2 Ré (@Be(x,)) + I1BIH ()
3)V(x,y) € E?, ¢(x +y) = ¢(x) +2RéE(p(x,y)) + ¢ (»)
4V (x,y) € E, ¢(x,y) = %(¢(X+y) —ip(x +iy) —p(x —y) +ip(x —iy))
5)V(x,y) € E?, ¢(x+y) +¢(x —y) =2(px) + ().

Preuve

Pour 4), développer le second membre (cf. aussi Analyse PC-PSI-PT, ex. 1.4.1).

Remarque : La formule 4) précédente montre que ¢ détermine entierement ¢ (c'est-a-dire,
si ¢ est une fh, il existe une fsh ¢ unique telle que ¢ soit la fh associée a ¢) ; ¢ est appelée la
forme polaire de ¢.

Soit ¢ : E — C une application. On dit que ¢ est une forme hermitienne si et seu-
lement s'il existe une fsh ¢ : E x E — C telle que ¢ soit la th associée a ¢.

Dans cette Déf. 4, on peut remplacer ¢ : E —> C par: ¢ : E — R.

Notons H (E) 1'ensemble des formes hermitiennes sur E. Il est clair que H (E) est un R-ev, que
I'application U : SH(E) — H(E) (qui, a toute fsh ¢ sur £ x E fait correspondre la th asso-
ciée a @) et l'application V : H(E) — SH(E) (qui a toute th ¢ sur E associe la forme polai-
re de ¢) sont des isomorphismes de R-ev réciproques 1'un de 1'autre.

Remarque :
Si¢ estunefhsur E,alors: Vx € E, ¢(x) € R,
puisque : Vx € E, ¢(x) = p(x,x) = ¢(x,x) = ¢ (x).

Une fh ¢ sur E est dite définie si et seulement si :

VxeE, (p(x) =0=x=0).

On dit que la fh ¢ est positive si et seulement si :

VxeE, ¢(x) e Ry.

Cas de la dimension finie

1) Transconjugaison

Dans ce § 1), (1n,p) € (N¥)2.



7

Ainsi, la transconjuguée de A est la
transposée de la conjuguée de A.

Transposition et
commutent :

VAeM, ,(C), ‘A=1A.

conjugaison

Propriétés de calcul sur les trans-
conjuguées.

Autrement dit, pour transconjuguer une
matrice décomposée en blocs : on
échange les blocs (en les écrivant en
colonnes de blocs au lieu de lignes de
blocs, par exemple), et on transconjugue
chaque bloc.

Exercices 5.1.1a5.1.4.

Ainsi,pour toute A € M,,(C) :
AeH, < A* = A.

5.1« Formes sesquilinéaires

Soit A € M, p(C). On appelle t_ransconjuguée de A, et on note A*, la matrice de
M,, ,(C) définie par : A* = 'A.

En notant A = (a;;) 1<j<p-0na A* = (@) 1<j<p 5 A* est donc aussi la conjuguée de la trans-

I<j<p I<i<n
poséede A: A* = A,
Exemple :
1 2-i
1 i 0
SiA:(Z_H ; ]_i>,alorsA*= i 3
0 1+i1

La Proposition suivante est immédiate.

1)V (A,B) € M, ,(C))*, (A+ B)* = A* + B*
2)VAeM, ,(C), A¥ =A

3)YVa e C,YA eM, ,(0), (aA)* =aA*

4HYA eM, ,(C),VB eM,,(C), (AB)* = B*A*
5)VA € M,(C), (A eGL,(C) & A* € GL,(0))

6)V A € GL,(C), (A~H* = (A%)~!

7)YV A € My, p(0), rg(A*) =g (A)

8)VA e M,(C), (r (A*) =tr (A) et det(A*) = det(A))
9)V A € M, (C), Spe(A*) = Spc(A).

Transconjugaison par blocs

On a, pour toute décomposition en blocs :

Ay Ay AT A%

As Ast ATI A?t
Exemples :

Soient @ € C, V € M,, | (C), A,B,C,D € M,(C).

a\*  _ . A B A*
Ona: (V) =@V, (c D>=(B*

2) Matrices hermitiennes

C*
o)
Dans ce § 2), n € N*,

Une matrice A de M,,(C) est dite hermitienne si et seulement si :
A* = A.

On note H,, I'ensemble des matrices hermitiennes d'ordre 7.
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Remarques :

EnnotantA = (a;;)ij € M,(C),A 1) La condition A* = A impose a A d'étre carrée.
2) Si A est hermitienne, alors les éléments diagonaux de A sont réels.

est hermitienne si et seulement si :
V(i) €l,....n, @i =a,

d’ou en particulier : Exemples :
Viel{l,...,n}, a; = ai, 1 0 2 1+i N
etdonc: ° o —3)'\1-i _s sont hermitiennes

ViE{l,...,l’l}, aji € R. 1 0
. < 0 i) n'est pas hermitienne.

Attention : H,, n'est pas un C-ev, car Hn est un R-ev.
I, € H, etil, ¢ H,,.

Preuve
Montrons que Hj, est un sev du R-ev M, (C).
o Il est clair que H,, # @ (0 € Hy).

*SiH|,Hy € Hyeta € R,alors: (aHy + Hp)* = aH{ + Hy = aH| + H,

donc oHy + Hy € H,.

1)V (H\,H,) € H,)*, (HH, € H, & H\H, = H,H))

2)VH e H,NnGL,(C), H ' e H,.

Preuve

1)HHy e Hy <= (H\H))* = H|Hy <= H3;H{ = H| H, <= HyH| = H{ H,.

Exercices 5.1.5a5.1.8.

Exemple de calcul de transconjugaison

Soient n € N*, A € M,,(C) telle que :
AA*A+2A+ A" +1,=0.
Montrer que A est inversible.

Solution
Soit X e M, ;(C) tel que : AX =0.
On a alors, en utilisant I'hypothese :
0=(AA"A+2A+ A" +1,)X = AA*(AX) + 2AX + A*X + X = A*X + X,
dou: A*X = —X.
On déduit :
X*A*X = X*(A*X) = X*(=X) = —X*X
X*A*X = (AX)*X =0*X =0,
D'ou [|X[]3 = X*X = 0, puis X = 0.

Ceci montre :
VXeM, (C), AX=0= X=0

et on conclut : A est inversible.

2)(H Y* = (H*)~1 = H~1 ¢f. 1) Prop.1 6) p. 191.

Conseils

Pour montrer que A est inversible, on va
montrer, pour tout X € M,, 1 (C) :

AX=0= X=0.

Penser a faire intervenir une expression
du type X*AX ou X*A*X.

||.||2 désigne la norme hermitienne usuelle
surM,, 1 (C).
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5.2 < Espaces préhilbertiens complexes et espaces hermitiens

Formes sesquilinéaires : généralités, cas de la dimension finie

Pour simplifier par X* ou par Y (ex. 5.1.1), on se raménera au produit scalaire canonique (X,Y) —> X™*Y sur
M, 1 (C), et on fera apparaitre un vecteur fixe orthogonal a tout vecteur de M, ; (C) (ex. 5.1.1 a)).

Pour résoudre des questions portant sur des transconjuguées de matrices a coefficients complexes, il peut
suffire d'utiliser les formules élémentaires sur la conjugaison, la transposition et la transconjugaison, cf. § 5.1.2 1),

2) pp. 191-192 (ex. 5.1.2 2 5.1.7.).

5.1.1 a) Soit (A,B) € (M,,(C))2. Montrer :
(v (X,Y) € M, 1(C))?, X*AY:X*BY)<:> A=B.
b) Soit (A,B) € (H,,)2. Montrer :
(vx eM, | (C), X*AX = X*BX) > A=B.

5.1.2 Soit A € M,,(C). Montrer que deux quelconques
des trois propriétés suivantes entrainent la troisieme :

(i) A*= A, (i) A*A = A, (iii) A% = A.

5.1.3 Soient A € A,(R), A€ Spc(A)— {0},
(X,Y) € (M,,J(]R))Z tel que X +iY € SEP(A,)).
Montrer :

reiR, XY =0 et XX = lyy.

5.1.4 Soient X,Y €e M,,(R), A = X +1iY.
a) Montrer que, si A € GL,(C), alors :

A l(X?2+Y2) =4 < XY =YX.

b) Si A est n’est pas inversible, X 2 +Y 2 peut-elle étre
inversible ?

¢) Si A est inversible, peut-on avoir x2 +Y 2-07

5.1.5 Soient A,B € H,,. Montrer: x,p € R[X]
(on pourra utiliser X4 = Xpa, cf. ex. 3.2.12 p. 86) ;
en particulier : tr(AB) € R.

5.1.6 Montrer :

a) H, N T, s(C) = Dp(R)

b)YA eH,, (‘fAcH,etAcH,)
c)VAeH,, VP eR[X], P(A) e H,.

5.1.7 Soient H € H,, A, deux vp de H telles que
A # p, U (resp. V) un % pour H associé€ a A (resp. /).
Montrer que V*U = 0 et que U V™ est nilpotente.

== 5.2 Espaces préhilbertiens complexes

et espaces hermitiens

L'étude des espaces préhilbertiens complexes et des espaces hermitiens figure déja dans Analyse
PC-PSI-PT, dans un point de vue orienté vers 1'Analyse. Pour le confort du lecteur, nous rappe-
lons ici ce qui est nécessaire a la suite de notre étude.

Dans ce § 5.2, E désigne un C-ev (non nécessairement de dimension finie).

5.2.1 Produit scalaire hermitien

1) Définition

On appelle produit scalaire hermitien (ou : produit scalaire) sur E toute fsh ¢
sur E x E telle qu'en notant ¢ la th associée a ¢, on ait :

(1) Vx € E, ¢(x) = 0 (¢ est positive)
(i)Vx € E, (p(x) =0 <= x = 0) (¢ est définie).
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On note souvent E au lieude (E,p),le
contexte précisant ¢.

Exercices 5.2.8a5.2.11.
\ Cestrois exemples sontimportants pour
la pratique.

Exercices 5.2.2a5.2.5,5.2.12,5.2.13.

f_J D Ne pas oublier le module sur @ (x, y) ni
le carré sur [ (x,y)].

fa™
|

|_J‘ On veillera a ne pas confondre
1
B(x) et (p(x))2.
194

On abrege produit scalaire hermitien en psh.

Lorsque ¢ est un psh, on note souvent (x|y) ou < x,y > ou x -y ala place de ¢(x,y).

On appelle espace préhilbertien complexe tout couple (E,¢) ou E est un C-ev et ¢
un psh sur E.

On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien complexe de dimension finie.

On abrege espace (vectoriel) hermitien en evh.

Exemples :

1) Produit scalaire hermitien usuel sur C", n € N*

L'application ¢ : C" x C" — C définie par :

w((XL.-.,xn),(yh-nyn)) = ;Eyk

est un psh sur C", appelée psh usuel (ou : canonique) sur C".
2) Produit scalaire hermitien canonique sur M, ,(C), (n,p) € (N*)2

L'application ¢ : (M, p((C))z —> C est un psh sur M, ,(C), appelé psh canonique
(A,B) — tr (A*B)
sur My, , (C).

Le psh canonique sur M,, 1(C) (ou M ,(©)) est, a la notation pres, le psh usuel sur c".

3) Soient (a,b) € RZ, telque a < b, et E = CO([a; b], C) le C-ev des applications conti-
nues de [a; b] dans C.

L'application ¢ : E? — ((i est un psh sur E (cf. Analyse PC-PSI-PT, 1.4.1
(f.8) — / fs
a
Exemple 3).

2) Inégalités, normes hermitiennes

Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient (E,¢) un espace préhilbertien complexe , ¢ la fh associée a ¢.

Ona: Y(x,y) € E2, lp(x,y)|> <o) (y).

Etude du cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient (E,¢) un espace préhilbertien complexe, ¢ la th associée a ¢, (x,y) € E 2 Ona:

lo(x, > = d ()P (y) <= (x,y) lié.

Inégalité de Minkowski
Soient (E,¢) un espace préhilbertien complexe, ¢ la fh associée a ¢.

Ona:

o —

1 1
V(x,y) € E% (p(x+1)2 < (¢(0))2 + (¢(1)2.
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|_*_ Biennoterlaprésence de partiesréelles.

Exercices 5.2.1,5.2.6 2 5.2.13.

5.2 < Espaces préhilbertiens complexes et espaces hermitiens

Etude du cas d'égalité dans l'inégalité de Minkowski
Soient (E,¢) un espace préhilbertien complexe, ¢ la th associée a ¢, (x,y) € E 2

Ona:
x=0

(@ + )7 = (6@)? + (6(1)? <= |ou

Jdo e Ry, y = ax.

Soient (E,¢) un espace préhilbertien complexe, ¢ la fh associée a ¢. L'application
[|-]]: E— R estune norme sur E, appelée norme hermitienne associée a ¢.

xn—>(q‘>(x))

=

Remarque : Soient < -,- >un psh sur E, || - || la norme hermitienne associée. Les formules
obtenues en 5.1.1 Prop. 3 p. 190 et les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski peuvent

étre récrites sous la forme suivante, pour tout (x,y) de E2:
llx + yII? = l1x|I> + 2 Ré (< x,y >) + Iyl
llx + yII> = [lx — y|I> =4 Ré(< x,y >)
Ilx + y11% + [1x = y112 = 2(1x[1% + [1y11%)
<y = 1 (I yI =il iyl 11— 12 il —iy)12)
| <xy> 2 < 1xI? - [yl

o + Il < Hxll + 11yl

Une inégalité portant sur des normes dans un espace préhilbertien complexe

Soient (E (L .)) un espace préhilbertien complexe non réduit a 0, ||.|| la norme associée. Montrer :

V(x.y) € B x|l + Iyl < v2Max (J1x + yll. [1x — yI1)

et établir que V/2 est la meilleure constante possible.

Solution

1) Soit (x,y) € E%.

Ona: |lx +y|> = llx — ylI> = 4Ré (x| y).

Séparons en deux cas, selon le signe de Ré (x | y).

Conseils

Comme Max <||x + ¥l [|x —yll)

intervient, on essaie de comparer ||x + y||
et |[x — y||, et, puisque ||.|| est une norme
hermitienne, on compare plutot leurs

carrés. >
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Solution Comnseils
1¢cas :Ré(x]|y) =0
On a alors MaX(IIx + yll, ||x —y||) =|lx + y|| et:

(\/EHX + y||)2 - (||x|| + ||y||)2 On forme la différence des carrés des deux
3 ) 3 3 3 membres de l'inégalité demandée.
=2(|1x* +2RE (x | ) + IY11*) — (I1x11* + 2l [ Iy 1] + [y11%)
= [|x[]> + 4R (x | y) + [IylI> = 2llxI Iyl
2 p
= (Ilxll = lIyll)” +4Ré(x | y) >0,
donc :
eIl + 11y11 < V2[1x + yll = v2Max (11x + ylI, [1x — yII).
2éme cqg - Ré (x| y) <0
En notant y = —y, ona:Ré(x|y) = —-Ré(x|y) =0, On se raméne au 1 cas.
d'ou, en utilisant le résultat du 1°" cas, appliqué a (x,y’) :
X1+ 1= 1xI]+ Y11 < v2Max ([1x + ¥/ 1x — 1)
= Max (||x — ylI. [Ix + yI).

2) Puisque E # {0}, il existe xo € E tel que xo 7 0. Notons yp =ixp € E. On cherche (xg,yo) € E? vérifiant I'égalité
dans l'inégalité demandée, et tel que

s lx = 2||x : -
O allors & [l | el lIxol et le second membre ne soit pas nul.

Max (110 + yoll. [Ixo — yoll) = Max (1 +i [ l1%o]l, 11 = i I[x0ll) = v2Ixoll.
Si une constante C € R, satisfait
V(x,y) € E%, |Ix]] + [yl < CMax (||x + ylI, |Ix — ylI),
alors en particulier : 2|]xo|| < C~/2||x0ll, et donc, puisque ||xo|| > 0, on déduit :

C > 2.

On conclut que +/2 est la meilleure constante possible pour I'inégalité de I'énoncé.

Produit scalaire hermitien
* Pour établir une inégalité sur des produits scalaires hermitiens, penser a utiliser 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
(ex. 5.2.1, 5.2.15) ou l'inégalité de Minkowski.

*  Pour montrer qu'une matrice M (a priori rectangulaire) est nulle, il suffit de montrer que sa norme hermi-
tienne usuelle est nulle, c'est-a-dire que tr(M*M) = 0 (ex. 5.2.2,5.2.4,5.2.12, 5.2.13).

* Dans la résolution de l'exercice 5.2.3, la ligne de calcul :
< X, A*AX > = X*A*AX = (AX)*(AX) = ||AX||§
est importante.

*  Pour une étude dans un espace préhilbertien complexe, penser a utiliser le nombre complexe i (ex. 5.2.11) ; les
résultats relatifs au cas complexe peuvent différer sensiblement de ceux relatifs au cas réel.
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5.2.1 Soientn € N*, A,B € M;(C), X,Y e M, 1(O).
Montrer :

|X*A*BY|? < (X*A*AX)(Y*B*BY).

-5.2.2 Montrer :
VAEM, ,(C), (A*A=0= A =0).

5.2.3 Soientn,p € N*,; A e M, ,(C).
Comparer les noyaux, images, rangs de A, A*, A*A, AA*.

5.2.4 Résoudre I'équation (I, + A)A*™ = A, d'inconnue
A e M, (C).

5.2.5 Soient n,p,g € N*, A e M, ,(C)
rg(A) = p, B € M, 4(C) telle que rg (B) = g.
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

telle que

(X,Y) # (0,0)
AX = BY

(ii) B*B — B*A(A*A)_IA*B n'est pas inversible.

() 3X.Y) €M, 1(C) x M, | (©), {

Référence : Crux Mathematicorum, Probleme 863.
5.2.6 Etablir, pour tout X de M, 1(©) :
[IXllp, = Sup

YeM, 1 (C)
11Yl,=1

|Y*X|,

oo sip=1
oupe{l2ocletg=4 2 sip=2
1 sip=o0

Y1

On rappelle que, pour ¥ = €M, 1(C), on note

Yn

1
n 2
WYl =) Iyl Y]l =

=0
Dol .
k=1 k=1

[1Y|loo = Max |[yk|, cf. Analyse PC-PSI-PT, 1.1.1.
1<k<n

5.2.2 Orthogonalité

1) Généralités

Rappelons la Déf. suivante (cf. Analyse PC-PSI-PT, 1.4.3 Déf.1 et ce volume Algebre et géométrie
PC-PSI-PT, 4.2.2 Déf. p. 141).

5.2 « Espaces préhilbertiens complexes et espaces hermitiens

5.2.7 Soient E un evh, (x,y) € EZ ; montrer :

x4+ yIl 1x — vl < %I + 1y112,

et étudier le cas d'égalité.

5.2.8 Soient E un evh, (x,y) € E2 ; vérifier :
2 <x,y>

= llx + yI1 +illix + yII> = A+ DA + 1yl

5.2.9 Soient N € N, tel que N >3, E un espace préhil-
bertien complexe, (x,y) € £ 2 Montrer :

-1 . .

1 N ik 5 2ikn

<X, y>=— e N x+ e N .
y N kE_OII vl

5.210 Soient E un espace préhilbertien complexe,

(x,y) € E2. Montrer :
IR 5 s
<xy>= —f el x + y[|%e® d6.
27 Jo

5.2.11 Soient E un espace préhilbertien complexe,
feL(E).

Montrer que, si (VxeFE, < f(x),x >=0), alors f = 0.
Le résultat est-il vrai en remplacant C par R ?

5.2.12 Soientn € N*, A,B € M,,(C). Montrer :
A*AB=0=— AB =0.

5.2.13

Soient n eN*, AeM,(C) telle que
tr (A2) = tr (AA*). Démontrer : A € H,, .
(On pourra calculer ||[A — A*||2, ou || - || est la norme her-

mitienne canonique sur M, (C)).
5.2.14 Soient n € N*, (A,B) € (M, ((C))2 libre ; 'endo-
morphisme f de M,,(C) défini par :

VX e M;,(C), f(X) =tr (A*X)B —tr (B*X)A

est-il diagonalisable ?

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe.

1) Soit (x,y) € E? ; on dit que x est orthogonal a y, et on note x_Ly, si et
<x,y>=0.

seulement si :
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2) Soient x € E, A € P(E) ; on dit que x est orthogonal a A, et on note x LA
sietseulementsi: Vae A, <x,a>=0.

3) Pour toute partie A de E, on définit I'orthogonal de A, noté AL
At ={x€E;Vaec A, <x,a>=0}.
4) Une famille (x;);c; d'éléments de E est dite orthogonale si et seulement si :
V@, j)el’ (i #j= <xixj>=0).
5) Une famille (x;);ec7 d'éléments de E est dite orthonormale si et seulement si :

{(x,-)iel est orthogonale
Viel, ||x|| = 1.

Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe.
1) Pour toute partie A de E, A+ est un sev de E.

Bien noter, dans 2), le renversement de 2)V(A,B) € (‘B(E))z, (ACB— Al > Bl).

I'inclusion.
3)VA € P(E), A+ = (Vect(4))".
4) Si E est de dimension finie, alors pour tout sev F de E: FF & F+ = E,
etdonc : dim (F1) = dim (E) — dim (F).

5)[*VAePE), A D Vecr(A)
® Si E est de dimension finie, alors : VA € P(E), At = Vect(A).

6) EL=1{0} et {0}* =E.

7)YV A € B(E), ANA+ c {0}.
8) Pour tous sev F,G de E :

(F+G)t=FtrnGt et (FNG)*r>Ft+Gt

et, si E est de dimension finie : (F N G)J- =Flt 4Gt

Exercice 5.2.16.

Soient (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe, (x;);ec; une famille dans E.

X;)ies est orthogonale
. { ( Z)IEI g , alors (xi)iEI est libre.

Viel xi #0

Théoréme de Pythagore

II s'agit d'une implication et non d'une Soient (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe, (x,y) € E 2. Ona:
équivalence logique, cf. la Remarque

- 2 2 2

crapres. xly = [lx +y[I” = [IxII”+ IyII"

Remarque : La réciproque est fausse (si dim(E) > 1).En effet :

Attention: Ré(<x,y >) =0 [|x +y||2 = ||x||2 + ||y||2 = <x,y>+<yx>=0&=Ré(<x,y>)=0.
n'entraine pas < x,y >= 0.
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’ Bien noter la présencede < ey, x > et

non de < x,ex >, qui est son
conjugué.

X* = ' X estlatransconjuguée de X.

5.2 < Espaces préhilbertiens complexes et espaces hermitiens

2) Orthogonalisation

Orthogonalisation de Schmidt

Soient (E,< -,- >) un espace préhilbertien complexe, p € N*, (e1,....ep) une
famille libre dans E. Il existe (V1,...,V),) € EP tel que :

V1,...,Vp sont deux a deux orthogonaux
Vk e {l,...,p}, Vect(Vy,..., Vi) = Vect(ey,...,er).

Remarque: Enimposanta (Vy,...,V)) lacondition Vk e {l,...,p}, <er,Vik > =1,ilya
alors unicité de (V1,...,V)), et la matrice de passage de (ey,...,ep) a (Vy,...,V)) est trian-
1

gulaire supérieure a termes diagonaux égauxa 1: \

On abrege base orthonormale en b.o.n.

Théoréme de la base orthonormale incompléte

Pour toute famille orthonormale (ey,. .. ,ep) d'unevh E, il existe ep1,...,e, € E (0u
n = dim(E)) tels que (ey,...,e,) soit une b.o.n. de E.

Tout evh admet au moins une b.o.n.

3) Calculs dans une base orthonormale

Si B = (ey,...,ey) estune b.o.n. de (E,< -,- >), alors, pour tout x € E :

n
x=2<ek,x>ek.
k=1

En particulier, si B est une b.o.n. de E, on a, pour tout (x,y) de EZ et en notant
X = Matg(x), Y = Matg(y) :

<x,y >=X"Y.

4) Théoreme de la projection orthogonale
Théoréme de projection orthogonale sur un sev
de dimension finie

Soient (E,< .,. >) un espace préhilbertien, F' un sev de dimension finiede E, x € E.
Il existe un élément et un seul y de F tel que (x — y)LF ; il s'agit de

n

Y=< fix > fe
k=1
ou (fi,...,fn) estn'importe quelle base orthonormale de F. Cet élément y est appe-

1€ le projeté orthogonal (ou : la projection orthogonale) de x sur F.
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Rappel de notation : L(E) est
I'ensemble des endomorphismes de E.

Pour f € L(E)
|||f|||=I

Sup [f(Il.

lxlI<1

On peut méme écrire :
FOFt=E.

Soient (E,< .,.>) un espace préhilbertien, F un sev de dimension finie de E.
Onnote pr : E —> E l'application qui, a chaque x de E, associe 'unique élément y
de F tel que (x — y)LF.

Alors :
1) pF est un projecteur de E, c'est-a-dire : pr € L(E) et pr o pr = pF
2)Im(prp)=F et Ker(pp) = F+
3) pF est symétrique, c'est-a-dire :
Vx,x') e EX, < pr(x).x' > =< x,pp(x’) >
4)pr € LC(E) et, si F # {0}, [lIprlll =1

5) L'application F — R admet une borne inférieure, atteint celle-ci et
f = llx =1l

l'atteint en p (x) seulement.

L'application p g est appelé le projecteur orthogonal sur F.

F\ pr(x)

Pour tout sev F de dimension finie d'un espace préhilbertien E, on a :

FoF-=E.

Diverses caractérisations d'une base orthonormale

Soient (E,(. | .)) un espace préhilbertien complexe, n € N*, (ey,...,e,) € E"tel que : V p € {1,...,n}, |le,]| = 1.

Montrer que les quatre propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

(1) (ey,...,e,) est une base orthonormale de £

2)VxeE, x= Xn:(ep [x)e,

p=1

BV (,y) € B>, (xly) =) (e x)(e,|y)

@VxeE, [IxIP = l(e, |0
p=1
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5.2 « Espaces préhilbertiens complexes et espaces hermitiens

Solution

1= 2:

Supposons que (ey,...,e,) soit une base orthonormale de E.
n

Soit x € E. Il existe (x,...,x,) € C" tel que : x = queq.

q=1
On a, pour tout p € {1,...,n} :

(ep [x) = (ep

n n
queq> = qu(ep leg) = xp,
g=1 g=1

n
dol: x = Z(ep [ x)e,.
=

2= 0Q3):
On suppose : Vx € E, x = Z(e,, [ x)e,.
p=1

Soit (x,y) € E2. Ona:

&Iy = (Z(ep | x)e,
p=1

> ey y)eq)
q=1

= Y (e x)(eg|y)eple)) = (e, [X)(ep | ).

1<p,g<n p=1

Q= 4D:
On suppose : V (x,y) € E%, (x]y) = Xn:m(ep [y).
=1
En particulier, pour tout x € E :
x| = (x [x) = anm(ep |x) = Xn: |(ep | 0)I.
p=1 p=I

D= D:
On suppose : Vx € E, ||x|[> =" |(e, | x)I”.

p=1
e Notons F = Vect (ey,...,e,).
Soitx € E.
Puisque F est un sev de dimension finie de I'espace préhilbertien E, d'apres le théo-
reme de la projection orthogonale, il existe y € E tel que :

x=y+@&—-y), yeF, x—yeF™"
D'anre . 2 _ = 2 _ =
apres (4) : ||x —y||I” = Z [(e, | x — y)|” =0, car x — y est orthogonal a cha-
p=1
cun des e,.
Ilenrésulte x =y € F.
Ceci montre £ = F, donc (ey,...,e,) engendre E.

e Soit g € {1,...,n}. On a, d'apres (4) :

n
2 2 2 4
llegI? =D Iy le)P = Y Ileple) + llegll*,
p=1

I<p<n, p#q
d'ou :
2
[(ep leg)I” = 0.

2 4
P =llegll* =" >

I<p<n, p#q

lleg

Conseils

On va essayer de former un cycle
d'implications :

=02 = 03 =@ = ).

1 sip=g

0 sip#gq

(ep | eq) =

car (ey,...,e,) estune famille orthonormale.

Développement d'un produit scalaire
complexe par sesquilinéarité.

Intervention du théoréme de la projection
orthogonale.

Application de I'hypothése (4) a x — y.

En particulier, E est de dimension finie.

Application de I'hypothese (4) a e,.
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Solution

Mais, par hypothese, |le,|| = 1, d'ot |le, 1> — lle,||I* < 0.

Il en résulte ||e,|| € {0,1}, puis |[e,|| = 1.

De plus, comme Z

1<p<n, p#q

I(e, | €,)|* = 0, on déduit :

Vpell,..n}, p#qg = (e,le,) =0.

Ceci montre que (ej,...,e,) est une famille orthonormale.

Conseils

En particulier, comme (ey,...,e,) est une famille orthogonale a vecteurs tous non

nuls, (ey,...,e,) est libre.

Finalement, (ey,...,e,) est une base orthonormale de E.

5.2.15 Soientn € N, ag,. .. ,a, € C deux a deux distincts,
E =C,[X], ¢ : E x E — C l'application définie, pour
tout (P,Q) € E x E, par:

o(P,Q) = ) Plax)Q(ar).

n
k=0
a) Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) Trouver une base de E orthonormale pour ¢.

5.2.16 Soient (E,(. | .)) un espace hermitien,
n =dim(E), (ep,...,e;) une base orthonormale de E,
(uy,...,un) € E". On note, pour tout k € {1,...,n},

n
Vx = ug + ex. On suppose Z [luk|| < 1. Démontrer que
k=1
(v1,...,v,) estune base de E.



Geometrie

BN Plan Wy Jutroduction

6.1 Courbes Les étudiant(e)s de seconde année PT-PT* étudient les courbes obtenues
du plan 204 comme enveloppes de familles de droites du plan.
Exercices 210,219, Dans le plan, nous avons considéré des courbes (Géométrie PCSI-PTSI,
223,226 ch. 3). Dans I’espace de dimension 3, nous allons étudier les courbes (objets
« de dimension 1 ») et les surfaces (objets « de dimension 2 »).
6.2 Courbes
de l'espace 227
Exercices 234 pve"eq mis
*  Géométrie affine dans I’espace de dimension 3 (Géométrie PCSI-PTSI,
6.3 Surfaces 235 ch. 1)
Exercices 273 *  Géométrie affine euclidienne dans 1’espace de dimension 3 (Géométrie

PCSI-PTSI, §§ 2.1, 2.3)
e Courbes du plan (Géométrie PCSI-PTSI, ch. 3).

Objectifs
e Détermination de I’enveloppe d’une famille de droites du plan

e Détermination de la développée d’une courbe du plan et des dévelop-
pantes d’une courbe du plan

+ FEtude affine d’une courbe de ’espace : tangente en un point

* Acquisition de la notion de surface et des relations entre courbes et
surfaces

* Détermination du plan tangent en un point régulier d’une surface.
+ FEtude élémentaire des quadriques

* Etude des surfaces usuelles : cylindres, cones, surfaces de révolution,
surfaces réglées.
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204

s 6.1 Courbes du plan

6.1.1

La premiére équation traduit que M ()
estsur D;.
La deuxiéme équation traduit que le

vecteur x'(¢) i + y'(t) j ,quiest
tangenta I'en M (t),dirige D;.

| Cette solution dépend de 7

D'aprés 'hypothése précédente portant
surun déterminant d'ordre 2, ce systeme
admet une solution et une seule.

Enveloppe d'une famille de droites du plan

Ce § 6.1.1 est destiné aux étudiants de seconde année, PT et PT*.

1) Théorie

Soit (D;)ser une famille de droites du plan, indexée par un intervalle / de R (non vide ni réduit
a un point). On suppose qu'il existe des applications a,b,c : I —> R de classe C' sur [ telles
que, pour tout 7 de I, D; admette pour EC : a(t)x + b(t)y + c(t) = 0.

x =x(t)
y=y@)

sur / et que, pour tout ¢ de /, la tangente en M (¢) a I" soit la droite D;.

a(t)x(@) +b@t)y() +c(t) =0
a(t)x'(t) + b(1)y' (1) =0

1) Supposons qu'il existe un arc paramétré I” { (t € I) tel que x,y soient de classe C'

Onadonc: Viel, {

En dérivant dans la premiere égalité, puis en soustrayant, on obtient :

Vel { a(®)x (@) +b@)y@) + c() =0
o ld@Ox@) + P @)y + (1) = 0.
) at) b@)
Supposons : V¢ € I, 40 b0 # 0.

Alors, pour tout ¢ € I, le systéme de deux équations a deux inconnues

a(t)x +b(t)y +c(t) =0
(So) / / Iy —

at)x+b@)y+c@) =0
admet une solution (x,y) et une seule dans R?, que 1'on peut d'ailleurs calculer, par exemple, &
l'aide des formules de Cramer.

a(t) b()

40 b # 0, et considérons I'arc paramétré I”

2) Réciproquement, supposons : Vr € I,

x =x(t)

ol ol (x(t), y(t)) est la solution dans R? du systéme d'équations
y=y

représenté par {

s a(t)x +b(t)y +c(t) =0
! a'(Hx +b' 1)y +c'(1) =0.

On peut (en théorie) exprimer x(¢) et y(t) en fonction de ¢ a l'aide des formules de Cramer :

—c(t)  b@) at) —c()
=0 b _ld =@
=m0l PP o o
a@) b@) a() b'()

Supposons a,b,c de classe C? sur I ; alors x,y sont de classe C! sur I. En dérivant dans la
1€ égalité de (S;), puis en soustrayant, on obtient :

Viel, at)x'(t)+b@)y @) =0.

11 en résulte que, pour tout ¢ de I tel que (x’(l),y’(l)) # (0,0), la tangente en M (¢) a I" a pour
EC: a(t)x +b(t)y + c(t) =0, donc est D;.

Résumons 1'étude en une Définition et un Théoréme.



On peut montrer que la notion

| d'enveloppe d'une famille de droites

du plan ne dépend pas du choix du
repere.

Méthode :

+ On obtient une représentation
paramétriquex = x(t),y = y(t) de
I'enveloppe en résolvant le systeme
d'équations ci-contre.

+On obtient une équation cartésienne de

I'enveloppe en éliminant ¢ dans le
systeme ci-contre.

C'est le probléeme de I'échelle qui glisse
le long d'un mur.

| Choix d'un parametre.

On obtient D, en dérivant par rapport

| at dans'équation de D;.

6.1« Courbes du plan

Soit (Dy);e; une famille de droites du plan d'EC :

D |a(®)x +b(t)y +c(t) =0,

ou a,b,c : I —> R sont de classe Clet:

a(®)  b()

vVt e I, a0 b

£0.

On appelle enveloppe de (D;);c; toute courbe I” du plan telle que :
e chaque Dy est tangente a I”

e " admet en chaque point une tangente et celle-ci est une droite de la famille
(D)ser-

Soit (D;);e; une famille de droites du plan d'EC :

Dy la(D)x + b))y +c(t) =0,

ou a,b,c : I —> R sont de classe CZet:

a(t) b(r)

vVt e I, a0 b

#0.

x =x(1)
y=y(
tout ¢t de I, (x(t),y(t)) est la solution du systeme d'équations (d'inconnue

(x,y) € R?):

Alors (Dy)se; admet une enveloppe I, et I" est 1'arc paramétré { ol, pour

a(t)x +b()y +c(t) =0
a'(t)x +b(t)y +c'(t) =0.

(Onsupposeici: Viel, (x'(t),y' (1)) #(0,0)).

Pour tout 7 de I, le point (x(t), y(t)), solution du systeme d'équations précédent, s'appelle le

point caractéristique de D; (ou de I').
La droite dEC a’(t)x + b'(1)y + ¢/(t) = 0 est souvent notée D), et appelée droite-dérivée
de D[.

2) Exemples

1) Déterminer 1'enveloppe de la droite (AB), y
ouAecx'x,Beyy, AB=a > 0 (a fixé).
Paramétrons : A(a cost,0), B(0,a sint),t € R. B B
La droite (AB), notée D;, admet pour EC :
D; | x sint + y cost = a cost sint. 0 A 29

D’ou: D] |xcost—ysint = a(cos’t — sin’¢).
Par résolution du systeme de deux équations, on obtient :
X = a cost sin’t 4+ a cost(cos’t — sin’t) = a cos’t

y = a cos’t sint — a sint(cos’t — sin’*t) = a sin’t.

205



Chapitre 6 - GEéométrie

Ainsi, I'enveloppe I" de (AB) est l'astroide
(cf. Géométrie PCSI-PTSI, § 3.1.7 1))

a'<

— 3
deRP{x_aC,Osat.
y =asin’t

Le point caractéristique de Dy, de coordon-

nées (a cos’t,a sin’t) est le point en lequel o ¢ x
D; est tangente a I D,

2) Soit P la parabole d'EC y> =2px y
(» > 0 fixé). Un point M décrit P ; la

normale en M a P recoupe P en un M P
point N. Du milieu / de M N, on mene les ><

normales a P (autres que (/M)), qui

coupent P en deux points U,V. (0] 1 X
Déterminer 1'enveloppe de (UV).

[ 2
\ t
/ Choix d'un paramétre. Paramétrons : M (2—,t>, teR.

—
dM [t
Un vecteur tangent en M a P est : O <7,1>, ou encore, par colinéarité, (z,p).
p

D'ot une EC de la normale N;en M a P :
2
t<x_ _) F ol —n=0.
2p
On étudie alors N; N P :
2px
2
- 2—) +py—-0=0
14

2

¥ =
(x,y) e NN P t(x

Y
X = 2—
" t
y=0 (2—(y+t)+P) =0,
p
— %y Calcul,enfonction de7,des coordonnées d'o les coordonnées de N :
/ de NV, puis de celles de 7. ) ) 3 )
2p . o2 :
=————1, puis xy="+=—+2p+ —,
YN p p N 2 2 p 2

et enfin celles du milieu / de M N :

2

— Lo+ ==L
yl—zyM YN) = I.

Lty = L o
x1 = 5 ) = T Pt
2

A
") On va maintenant déterminer, en Soient A € R, W (—,A) un point de P ; une EC de la normale N, en W a P est (cf. plus
/ fonction de?,'équation cartésienne de 2p

la droite (U V). haut) :
)\.2
A(x——)—l—p(y—)n):O.
2p
P 2 22 P
Dol : IeN r = — = - —x)=0
ou €N, < <12+p+2p 2p)+p< p )

3
p A, 5
— —A—-1t)+—©"—1)=0
700+ (=)

= 2p* + A2t +1) =0, sit#A
206
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Puisque,dans une ECde (U V), u etv
jouent des roles symétriques, on essaie
de faire intervenir leur somme et leur
produit.

D; est obtenue en dérivant D; par
rapportat.

On obtient ainsi une représentation
paramétrique de I".

Exercices 6.1.12a6.1.13.

6.1« Courbes du plan

Ceci montre que les ordonnées u,v des points U,V sont les solutions de 1'équation du second

degré 1?A*+1t31 —2p* =0, d'inconnue A € R.
Le discriminant en est : 1% 4 8p*? > 0.

2p*
Ona: u+v=-—t et uv:—t—z.

Une EC de (UV) est (puisque u # v) :

2 2 2
x—u— S w>  u+tv
2p 2p 2p|=0<4=x——— (y—u)=0
2p 2p
y—u v—u

< 2px — (u+v)y+uv=0.

24
<=>2px+ty—%:0

Ainsi, la droite (UV), notée D;, a pour EC :
2p*
D, 2px—|—z‘y—t—2 =0.
On obtient une RP de l'enveloppe I"de (UV) en résolvant le systeme :

24
2px+ty—%:0 Dy

4p* ,
y+ t_3 =0 Dt'
1 (2p4 4p4) 3p?
XxX=— | — ) ==
2 2 2
Dot I': At !
4p*
y= PR
On obtient une EC de I"en éliminant 7 :  I":  27py? = 16 x°.
y r
M P
(0] 1 X
% N

Exemple d'enveloppe d'une famille de droites du plan

N

Dans le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (O ; 7,7)), on considere la demi-hyperbole H définie par :
xy =1, x > 0. Déterminer, pour a € R fixé, I'enveloppe de la famille des droites D du plan coupant H en deux points tels que

l'aire comprise entre D et H soit égale a a.

—
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Solution

D

v

0

u Vv X

Q <~

1 1
Soient u,v € ]0; +o0[, tels que u < v par exemple,P(u, —), Q(v, ;)
u

Une équation cartésienne de la droite (P Q) est :

X—u v—u X—u 1
1 1 1
-
u

=0 << (v—u) =0

voou u
1 1

= ——(x—uw—-|y—-)=0¢ —x+u—uvy+v=0
uv u

< x+uvy — (u—+v)=0.
La droite D = (P Q) et la demi-hyperbole H sont les courbes représentatives des

. Uu+v—x
fonctions x —> ————

uv
A:/”<M_l>dx:[”+”x_i_lnx]
" uv X uv 2uv

et x — — respectivement. D'ou :
X

Il 2 _ 2
=M+U(U—M)——(v2—u2)—1nv—|—1nu=U wo_ ng
uv 2uv uv 7
D, ol ot ?—1
Notons = — ; ainsi, ¢ décrit |1 ; +-00[. On a donc : A = — Int.
u

7

L'application ¢ :]1; 400 — R, > ¢(t) = — Int est dérivable sur
11; +oof et, pour tout r € ]1; +o0f :
1 1 1 142 =2
'‘BV==(1+=)—--=————>0,
a0 2(+t2> t 212 ~
donc ¢ est strictement croissante sur ]1 ; +00[.
Deplus: ¢(t) — Oete() — +oo.
t — 1 t — 400
D'apres le théoreme de la bijection monotone, ¢ est une bijection de ]1 ; +-00[ sur
10; +ool.
Ainsi, A est constante (égale 2 a) si et seulement si ¢ est constant (égal 2 ¢~ ! (a)).

Une équation cartésienne de D est :
x+uvy —(u+v)=0 & x+tu’y — (t+ Hu =0.

Le point courant de I'enveloppe C de la droite D (lorsque u décrit ]0 ; +o0l) est la
solution du systeme :

x+tu’y—(t+Du=0
2tuy — (t +1) = 0.

Conseils

Commencer par faire un schéma.

On se donne deux points P,Q de H,
distincts.

Mise en facteur de v — u dans la deuxiéme
colonne du déterminant.

On calcule l'aire A comprise entre D
et H.

Dans la zone considérée, D est située au-
dessus de H.

A=a+1=¢ Ya).

t est fixé et on choisit par exemple u
comme parameétre ; on remplace donc v
par tu.

Ce systéme est formé de I'équation carté-
sienne de D et de I'équation cartésienne
de la droite dérivée de D (par rapport au
parametre u).
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6.1« Courbes du plan

Solution Conseils

On obtient une équation cartésienne de C en €éliminant le parameétre u dans le sys-
teme précédent :

x+tuty —(t+Du=0
Ju €]0; 4-o00[
2tuy — (t +1) =0.
t+1
B= =
2ty
<= du €]0; +oo[, On a nécessairement y = 0, car sinon,
. t4+1\> (t+1)? 0 t +1 =0, contradiction avect €]l + ool.
X — =
2ty 2ty
y>0 y>0
= (t + 1) = (t+1)2
X — =0 Xy = .
4ty 4t
L'enveloppe C est donc une demi-hyperbole, ayant les mémes asymptotes que H, ¢+ 1)
située dans le premier quadrant, et au-dessus de H. On peut remarquer que > 1, car:
2 12
y (I-Ztl) 1= ( 4,1) - 0.
H
€
D
o X

Enveloppe d’'une famille de droites du plan

* Pour déterminer I’enveloppe d’une famille de droites D; { a(t)x +b(t)y 4+ c(t) = 0 du plan (ex. 6.1.1), appli-

quer le théoreme du § 6.1.1 p. 205 : on obtient une représentation paramétrique de I’enveloppe en résolvant le sys-
teme :

a(t)x +bt)y+c(t) =0

a®x+b@)y+c()=0

* Pour déterminer I’enveloppe d’une famille de droites définies géométriquement (ex. 6.1.2 a 6.1.13), choisir

un bon parametre ¢, former une équation cartésienne des droites en question, et se ramener au point précédent.
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6.1.1 Déterminer l'enveloppe de la famille de droites
(Dy)ter, dont on donne 1'équation cartésienne :

a)(l—)x +2ty—(1+12) =0

b) x ch’t + y sh’t —ch?2t =0

c)(t —2)x+ @Bt =2ty +13=0.

6.1.2 On donne un cercle C et une droite D. Un cercle I”

de rayon constant R se déplace parallelement a D.
Déterminer l'enveloppe de la corde commune a C et I

e

D

6.1.3 Soient H I'hyperbole d'équation xy =1, et A,B
deux points de H d'abscisses double l'une de l'autre.
Déterminer l'enveloppe de (AB) .

T H

6.1.4 Soient (a,b) € (R*)?, A(a,b), Pecx'x,0¢cyy
tels que (AP) L (AQ). Déterminer 1'enveloppe de la droi-
te (PQ).

0

0 \P x

6.1.5 Un point M décrit la parabole C d'équation
y2 =2px (p > 0 fixé) ; soient P la projection orthogona-

le de M sur y'y, I le milieu de O M. Déterminer l'envelop-
pe de la droite (/ P).

Y c
P M

I
O\X

6.1.6 Un point M décrit la parabole C d'équation
y2 =2px (p > 0 fixé) ; soient T la tangente en M a C et
T’ 1a droite symétrique de T par rapport a la parallele a y'y
menée par M, parallelement a x’x. Déterminer 1'enveloppe

de T'.
C
M
X
\ '

AN

6.1.7 Soient t € R, P(cost,0), Q(0,sint). Déterminer
I'enveloppe de la médiatrice de (P Q).

y /
0

'

6.1.8 Soient (a,b.d) € R} x R} x R et E l'ellipse d'équa-
X2 2

tion E + ﬁ =1,

Déterminer 1'enveloppe des cordes de E dont le milieu est

sur la droite d'équation x = d.

i
NI




-

6.1.9 Déterminer 1'enveloppe des tangentes communes a
deux cercles qui varient en passant par deux mémes points
fixes et en restant orthogonaux.

3t—13
6.1.10 On note, pour A € R, Cy : x= —
_1-32
=

a) o) Montrer que C; admet un point d'inflexion et un
seul ; on note D, la tangente a Cj en ce point d'inflexion.

B) Déterminer l'enveloppe de (D)) cr.
b) o) Montrer que C; admet une asymptote et une seule,
notée A;, en supposant A & {—\/§,O,«/§}.

B) Déterminer l'enveloppe de (A/\)/\emaf{f V303

6.1.11 Un point M décrit un cercle C de diamétre AB. La
droite (AM) (resp. (BM)) coupe la tangente a C en B

N
0

P

Zd N

A B
\_

6.1.2

6.1« Courbes du plan

(resp. A) en un point noté P (resp. Q). Déterminer 'enve-
loppe de la droite (P Q).

6.1.12 Soient a € R%, A(a,0), A'(—=a,0), D la droite
d'équation y = a. A tout point M de D, on associe le point
M’, intersection de la perpendiculaire en A a (M A) et de
la perpendiculaire en A" & (M A).

a) Quel est le lieu C de M'?

b) Déterminer l'enveloppe E de la droite (M M').

Ar

6.1.13 Soit C la courbe d'équation polaire p = .
cos 36

a) Tracer C.

b) Déterminer I'enveloppe des cordes de C vues de O sous
un angle droit.

Rappels sur I'abscisse curviligne

et le rayon de courbure

1) Abscisse curviligne

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

L'étude se situe dans le plan affine orienté, noté &,, éventuellement muni d'un repére orthonor-
PR - 7 . . . . .
mé direct R = (O; i, j ) ;le produit scalaire est noté (-|-) ou -, la norme associée est notée

[] -], et la distance de deux points A, B est notée d(A,B), ou ||I§||, ou AB.

1 désigne un intervalle de R, non vide ni réduit a un point (I'étude peut s'adapter au cas d'une
réunion de tels intervalles), et k désigne un entier > 1 ou = +00.

Classiquement, on identifie &, a R>.



Chapitre 6 - GEéométrie

Rappelons que I"est la trajectoire de la
représentation paramétrique

OM=FfDtel

Le contexte indiquera si les longueurs
d'arcs envisagées sont « algébriques »
(orientées), ou « arithmétiques » (positives
ou nulles).

Rappelonsque f : I —> &;,declasse
C!, estunereprésentation paramétrique
dela courbe I

Rappelons que le paramétrage fest dit
régulier si et seulement si :

VielLf£0.

f 1 —> & désigne un arc paramétré de classe C' (dans 4.1) ou de classe C? (dans 4.2),
I’ = f(I) sa trajectoire. Pour ¢ € I, on pourra noter M (¢) au lieu de f(¢). Pour ¢ € I, on note
(x(t),y(t)) les coordonnées de M (t) dans R ; ainsi, pour tout ¢ de / :

OM®) =x(1) T +y@) ] .

On appelle abscisse curviligne sur I” toute application s : I —> R de classe C!

sur / telle que :
viel, s'@)=If'Ol =yx2@) +y2®).

Soient s une abscisse curviligne sur I', a,b € I, A = f(a), B = f(b). On appelle :

* longueur (algébrique) de I'arc fﬁi’ sur I, et on note ici I(A_\B), le réel s(b) — s(a),
c'est-a-dire :

- b
wW)=/nfmmt

e longueur de l'arc ABde I , la valeur absolue de la longueur (algébrique) de AB
sur I

Additivité de la longueur d'arc

Soient I't, I'; deux courbes de classe C! telles que l'extrémité de I soit I'origine de
I». Alors la longueur de la courbe I obtenue par la succession de I et I3 est la
somme des longueurs de I} et 1.

Calcul de I'abscisse curviligne en polaires

Soit I" une courbe d'équation polaire p = p(f), ot p : I — R est de classe C I
Alors, en notant s une abscisse curviligne sur I, on a :

Vo el, 5@ = (0*®) + p’z(e))%.

2) Représentation paramétrique en fonction de I'abscisse curviligne

On appelle paramétrage normal de f tout paramétrage admissible g : J —> &> de

classe Cl de ftelque: YuelJ, |lgw| =1.

Si fest régulier, alors :

« pour toute abscisse curviligne s sur I', f o s~ ! est un paramétrage normal de f

* pour tout paramétrage normal g de f, il existe une abscisse curviligne s sur I” telle
que :

g=fos ! ou g=fo(-)7.

On dit plus simplement que s et —s sont des paramétrages normaux de /.



6.1« Courbes du plan

L'avantage de paramétrer une courbe I” Rappelons qu'une courbe I est dite réguliére si et seulement si I admet au moins un paramé-
| laide de I'abscisse curviligne réside trage régulier f. On peut alors paramétrer I” par l'abscisse curviligne (en choisissant une origi-
dans le fait que, pour tout M de I} le . - . - £ .
AN ne des abscisses curvilignes sur ) et on obtient ainsi un paramétrage normal s — M (s) de I'.
Nous supposons, pour la fin de ce § 2), que I” est paramétrée par une abscisse curviligne s.

dm .
vecteur tangent d_ est unitaire.
S

L'usage a consacré la confusion entre * On appelle vecteur tangent unitaire (orientant) de I" en M(s) le vecteur :
T, TG), T, et entre N
— dM
ﬁ(r),ﬁ(s),ﬁ. Le contexte permet j i p—
de rétablir, si nécessaire, les notations ds
correctes.

— —
*Onnote: N =R0t%(T)

% % 7z < ~
e (M; T,N) estunr.o.n.d., appelé repere de Frenet en M a I'.

Remarque : T,

Par un changement de parametre admissible % r
. . - = , N

direct (resp.indirect),s, T, N sont conservés

(resp.changés en leurs opposés). M

Soit f : J —> &> un paramétrage normal de classe CK (k >2) de I'. 1l existe une

application ¢ : J —> R de classe CF1 telle que :

— — . —
Vsed, T(s)=cosp(s)i +sing(s) j.

Remarques :
1) Avec les hypothéses et notations de la Prop. précédente, et avec des notations habituelles
abusives,ona:

—— y
- —
co=(i,T) [27]
\\ dx . dy
* Formules utiles en pratique. *cosp =— et smp=—
ds ds —
y J
s tang = — en tout point en lequel x’ ne s'annule -
dx o| 7 X
pas. :

2) Par un changement de parametre admissible direct (resp. indirect), ¢ est conservé (resp.
changé en son opposé).

Cas des coordonnées polaires

Soit I" une courbe admettant une équation polaire p = p(6), ott p : I —> R est de classe C2.

g On a noté : y

. i — "N\7

T=""0 ¢l que g=(7.T) 1. Ty

2} S . A

2 M u

% 7:0059_1')—{—sin07>.

g Onnote V = ¢ — 6. IR

B On a alors : 4 P

— o T x
—

E V=(uw,T)[2nr] et ¢=6+V [2x].

3

g : A p

g De plus, en tout point en lequel o’ ne s'annule pas,ona: tanV = ;

©
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On confond R et R(s),y ety (s).

3) Rayon de courbure

f 1 —> &, désigne un arc paramétré régulier de classe C2, I' = f(I) sa trajectoire, s une
abscisse curviligne sur I". On a vu (cf. 6.1.2 2) Prop. 1 p. 212) que I"admet s (ou: f o s~ ') pour
paramétrage normal.

-

-

Onnote T = o N= Rot%(?), o=(7.T) 27].
A
On appelle :
ds
e rayon de courbure en un point M (s) de I" le réel R défini par: R = 9o
'z

1
e courbure en M(s) a I"le réel y définipar: y = '

On admet que R ou y puissent prendre les valeurs 0, 400, —00.

Remarque :

Par un changement de paramétre admissible direct (resp. indirect), R et y sont conservés
(resp. changés en leurs opposés).

Calcul théorique du rayon de courbure

=x(
Supposons I" définie par un paramétrage régulier de classe C? { * xEt;' On a alors :
y=y

. S/ — (x/2 + y/2)%

,puis  x'y' —x"y =s"¢’, donc

s

x'=5"cosg

L]
y =s'sing
13,1 "y’

o= EY =y
(x/2+y/2)%

o [x=5"cosp — s sing ¢
dou "o / /
y'i=s"sme+s cCosQ ¢

3

e S @24y
- & - X'y _x//y/‘

Examinons deux cas particuliers fréquents.

1) Courbe représentative d'une fonction

Supposons que I”soit donnée par y = f(x) oll f : I —> R est de classe C>. Alors, I” est para-
métrée par le paramétre x, et, en tout point ot f” ne s'annule pas :

[T}

(1+r°w)
)

3
(1472

"

R =

’

ce qu'on peut écrire abusivement : R , les accents indiquant ici la dérivation par

rapport a x.
On peut admettre que R = 00 en un point ol f” s'annule.

2) Courbe tangente en O a x'x
Supposons que I” soit tangente en O 2 x'x, et y
notons Rp le rayon de courbure de I"en O.

La courbe I" admet une représentation paramé- \ I

. =x( . /
trique { X =x(1) , et le point O de I" correspond
y=y(
a une (plusieurs?) valeur(s) #, du parametre ¢.




1
\
\

\

C'est laméthode pratique pour calculer
le rayon de courbure en tout point d'une
courbe donnée par une équation polaire.

Formule hors programme, mais souvent
commode.

6.1« Courbes du plan

Supposons que O soit un point régulier de I, c'est-a-dire : (x’ (to),y’ (t0)> # (0,0). Comme I"
est tangente en O a x'x, ona alors : /(o) = 0 et x'(fp) # 0.

Au voisinage de f,, x est donc un C>-difféomorphisme, et on peut paramétrer localement I” par
y = f(x), ol fest de classe C? au voisinage de 0, et £(0) = f'(0) =0.
Supposons f(0) # 0 ; on a alors :

[T}

(1+720) |
7O o)

Ro =

D'autre part, d'apres le théoreme de Taylor-Young, on a, au voisinage de O :

2 2
FG) = £O0) +xf(0) + %f”(O) +o(x?) = %f”(O) +o(x?),

x? 1
d'ou : = Ro.
2f(x) x—=o f"(0)
%2
Ainsi: Rp = lim —.
) 2y

Calcul du rayon de courbure en polaires

Soit I" une courbe admettant une équation polaire p = p (), ou p est de classe C 2 On cal-
culera successivement :

1
e s pars’ = (p? + p?)2

etan V partan V = ﬁ/
o

» dV en différentiant tan V = -

L
Y

,0/2 _ ,O,ON
,0/2

p/z _ /0,0”

2 _
(1 +tan“V)dV = P

dg, dou dV = do

edpparp =60+ V,donc do =d6 +dV

R R ds
e Rpar R = —.
p iy

Calcul théorique du rayon de courbure en polaires

En reprenant et complétant 1'étude précédente, on a :

1
s’ = (p* +p?)2

P —pp
V=T
p2+2p/2_pp//
sdp=do+dV =" do
PP +p
3
d 2 /22
RS _ (p~™+p")

Tde 4207 —pp"
En particulier, si I” passe par O pour une valeur 6, de 6, alors :

3
/ 2
(e2@)" e
20700 2

Rop =

215
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Remarquer l'intervention d'une matrice
antisymétrique d'ordre 2.

6.1.3

Le cercle de courbure en M a I” est
tangent en M a I, puisqu'il est centré
surlanormaleen M a I

Formules de Frenet
dT N dN T
ds R’ ds R’

Remarque :
On peut retenir les formules de Frenet sous la forme abusive :

dT 1 —
— 0 — T
ds _ R

dN 1 0 N
- R

ds

Centre de courbure
On garde ici les hypotheses et notations du § 6.1.2.
1) Définition

On appelle centre de courbure en M de /" le point C de & défini par : MC =RN.

Remarque :

Puisque, lors d'un changement de paramétre admissible, R et N sont simultanément
conservés ou changés de signe, le centre de courbure est conservé :

Le centre de courbure C en M a I est situé dans la concavité locale en M de I'.

Preuve
La courbe I" admet un paramétrage normal f : J — &, par l'abscisse curviligne. D'aprés Géométrie
s—> f(s)

PCSI-PTSI, § 3.1.2 2), la concavité locale en M de I” est le demi-plan limité par la tangente en M a I" et

—
—_— — ——> dT 1 YRS

« contenant » " (s). Mais ici, f'(s) = T, () = & TR N et MC = RN , donc £/ (s) et

s

A S A .
M C sont colinéaires et de méme sens. On conclut que C est dans ce demi-plan.

On appelle cercle de courbure en M a I le
cercle de centre C (centre de courbure en M
aI')etderayon |R| (ou R est le rayon de cour-
bureen M a IN).




6.1« Courbes du plan

Exemple :
Déterminer le cercle de courbure (par son centre et son rayon) en M, correspondant a
. 2 4
L . T2 %
t= E,alacourbel de RP 5 .
E b= 2
. 3

On a, en tout point M (z) de I":

ox' =t—13, y =27

os? =x2 4y = t2<(1 — 2y +4t2) = 2(1 +12)2, d'ot (pourr > 0) 5" = 1(1 + 12)

- am AU et S S
. = —=— 1 —_ = — 1 —_— N
ds s’ s’ / 1+ 1+ ¢2 J
— — 2%t —» 1-1 =
N =Rotz(T)=——— 7 + ——

%( ) 142 : +H—t2 J

ox’ =1-32, y' =4, x'y" —x"y :2#(2(1 ——a —3:2)) —=222(1 + 1)

- S N
cOC=0OM+RN =Xi +Y j,ou:
ot by —21 5
On a déterminé le centre de courbure X=———4+-(1+1r) S =—5 = —
\ Centoutpoint M(7) de I'. 2 4 2 I+ 2 4
Y =28+ (1+t2)21_[2—t+ 3 A
32 1+2 2 3 2
- 1 .
En particulier, pour t = 3 on obtient :
17 0,0525 2 0,0247
x=—~0,0525, y=— ~0,0247,
324 Y78 )
8 2 Y
X =— ~029, y =2=~0,22, ¢
27 9
50 R
R = — ~0,200,
243
23 )
X=——2~-0071 ~N_ x| 0 l
c 324 0 * X
46
Y = — ~0,190.
243
V' L'étude suivante, qui est hors- 2) Notion de cercle osculateur
programme, permet d'appréhender la N
singularité du cercle de courbure en M ]\En se plagant \dans le rep\ ¢re de Frenet en M 3
4 I'parmiles cercles tangentsen M I a I', on se ramene au cas ou [ est tangente en O
a x'x, ce que nous supposons maintenant.
Alors, I” est, au voisinage de O, la courbe représen- r
tative d'une fonction f de classe C> au voisinage \ /
de 0. 0 i
Supposons f”(0) # 0, et méme f”(0) > 0, le cas

f”(0) < 0 s'y ramenant par une symétrie.

Soient A € R% , £2(0,1), C;. le cercle de centre £2 et passant par O. Une équation cartésienne
de C; est:

%, Equation cartésienne générale d’un
' / cercle tangenten O a Ox. X2+ y2 —2xy =0.
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«Au voisinage pointé de O » signifie :
lorque M est voisin de O mais distinct
de O.

Le schéma est peu convaincant, car I"et
Cg sont trés proches I'un de l'autre,
présde O :le contact estd’ordre > 3.

Le demi-cercle de C, passant par O est la courbe représentative de la fonction
8. 11— A A[— R définie par: g (x) = A — N/

Etudions la position relative et le contact de Cy et I"en O, c'est-a-dire le signe et le degré de la
partie principale, lorsque x tend vers 0, de f(x) — g (x).

On a, par un calcul de développement limité, lorsque x tend vers O :

2

X
o) =r—2x I_F
2 2
S - 2 _ X 2
=A A(I 2A2+xgo(x)>_2x+0(x)'

D'autre part, d'apres le théoreme de Taylor-Young :

2 2
f@) = f(O0) +xf'(0) + %f”(()) +o(x?) = %f”(o) +o(x?)

)C2

= 5z T ol

ou R est le rayon de courbure de I"en O.

On obtient ainsi : f(x) — g, (x) = (L — i) x> +o(x?).

2R 2A
Si A > R, alors I" est, au voisinage pointé de Y
0, strictement au-dessus de Cj,.
Si A < R, alors I" est, au voisinage pointé de c,al«r T G, A>R)
0, strictement au-dessous de Cj,. ~
0 X

Supposons maintenant & = R et que f soit de classe C3 au voisinage de 0.

x2
gr(xX) = — 4 o(x?)

On a alors : 22R 5
=+ 0 o)
fo =55+ 5 f :
ua
0
d'ol : f(x)—grx) = f 6( ) x4+ o(xd).
En général, c'est-a-dire si f/(0) # 0, ona: y

f/// (0)
6

3
X7,

F) —gr@) ~

ce qui montre que, au voisinage de O, Cg traverse I
On dit que Cpg et " est un contact d'ordre 3 en O, et Cg
est appelé le cercle osculateur en O a I'. Ce cercle Cg
est, parmi les cercles C; (A €]0; +o0o[) celui qui approche
« le plus » I" au voisinage de O.

En pratique, il est fréquent que I” admette y'y comme axe de symétrie, c'est-a-dire que f soit
paire. Supposons donc f paire et de classe C* au voisinage de 0. On a alors f”/(0) = 0 et :

_x2 0] 4
f) =g+ 0

x? 4
gr(x) = R + 0%,

d'ou : f(x) —grx) = 0(x*).
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6.1« Courbes du plan

Dans ce cas, Cg et I" ont un contact d'ordre > 4, et on dit que Cp est le cercle surosculateur

en Oarl.

Exemple : cercles surosculateurs aux sommets d'une ellipse

Soit I" l'ellipse d'équation cartésienne

X2y
4+ =1 (a>b>0), ABA.B |
a b | C |
ses sommets. ‘\ 5l Ho
On a déja calculé les rayons de courbure \\ r /
en ces points (cf. 4.2.1 Exemple p. 242) : \ g
Le tracé de I"est graphiquement trés A - ¢ A
| proched'un raccord d'arcs de ces quatre Rev — Rr — a? R Ra — b? / c. Jo C, \ x
" cercles. B = KB = B A= Rp = e / \
[ \
On en déduit les centres de courbure cor- “ B ol ‘
respondants Cp, Cp, Cyx, Cy, et le ' I

tracé des quatre cercles surosculateurs

aux sommets de I

On peut remarquer que, par exemple, C4 est le point d'intersection de (AA’) avec la per-
pendiculaire menée de H(a,b) a (AB).

Exercices 6.1.142a6.1.18.

Centre de courbure

* Pour déterminer le centre de courbure C en un point M d’une courbe _Z: (ex. 6.1.14 2 6.1.18), calculer d’abord
le rayon de courbure R de I' en M et le vecteur normal unitaire N en M, puis appliquer la formule :

— —
MC =RN .

6.1.14 Déterminer le centre de courbure C en A(1,0) ala

2

courbe [" d'équation polaire p = R

14 cos =
- - 2
6.1.15 Déterminer les centres de courbure en O a la cour-

; . . sin 260
be I" d'équation polaire p = ———.
2 cosf — 1

- 2
6.1.16 Un point M décrit l'ellipse I" d'EC XZ +y2=1;

soient C le centre de courbure en M a I', P le symétrique
de C par rapport a M. Déterminer le lieu de P.

6.1.17 On considere, pour A € R* , la parabole I, d'EC :
(y —rx)? — (y +Ax) =0.

Déterminer le lieu du centre de courbure en O a [},
lorsque A décrit R .

6.1.18 Un point M décrit une hyperbole équilatere H ; la
normale en M a H recoupe H en un point N. Soit C le

centre de courbure en M a H. Montrer : W = —ZATC) .
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6.1.4 Développée d'une courbe du plan

On appelle développée d'une courbe I" du plan I'ensemble des centres de courbure C
en M a I lorsque M décrit I'.

Exemple :
Développée de I'ellipse

. . X =acost
Soit " I'ellipse de RP { teR (a>0,b>0).

y =bsint’

On a successivement :

"y C'est la méthode pratique pour e x' = —asint, y/ = b cost
/ déterminer la développée d'une courbe 1 1
~ duplan. o5’ = (x"? +y?)2 = (a’sin’t + b’cos’t)?2
/
y b 5 b ab
stanp = — = —— cotant, (1 + tan“p)dp = - dt, dp = ——————— dr
= a VP = g sintt Y= Psint + bPcosit
3
R ds  (a®sin’t + b*cos’t)2
. = — =
de ab
— M ¥ — y — 1 — N
o T =— =" + = j = (a’sin’*t + b>cos’t) " 2(—a sint i +bcost j),
ds s’ s’
- =2 . _1 - e
N = Rot%( T ) = (a®sin’t 4 b*cos’t) " 2(—b cost i —asint j)
o
«OC=0M+RN =X1 +Y7,ou
3
(a®sin’t + b*cos’t)?2 —b cost
X =acost + R :
a (a?sin’t + b2cos?t)2
s b2 ) aZ _ bZ 5
=acost —cost(a sin“t + — cos t) = — cos’t
a a
3
2cin2 200245 ;
. a“sin“t + b*cos“t)2 —a sint
Y =bsint + ( b ) .
a (a?sin®t + b2cos?t)?
2 2 2
. .ooqa . a®—b" |
=bsint — smt(?smzt +b coszt) =— sin’z.
La développée C de I" admet donc comme RP : y
a’ - b’
aZ _ b2
On arrive a une représentation X = cos’t b
| paramétrique de la développée de I". ;Z 5
. —b
Y =— sin’t

X
et est donc affine d'une astroide.

La développée de I est aussi 1'enveloppe des normales a I.

Preuve :
Paramétrons I” par I'abscisse curviligne :

M:selJr— M(s)=0 +x(s)7) +y(s)7,
et notons N (s) lanormale a I"en M (s).
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On peut bien sar aussi déterminer la
développée d'une parabole en revenant
a la Définition p.251.

6.1« Courbes du plan

Une équation cartésienne de N (s) est (avec des coordonnées notées X,Y pour ne pas confondre avec les
coordonnées x,y du point courant M (s) de I') :

x'(s)(X — x(s)) + y’(s)(Y — y(s)) =0.

D'apres 6.1.1 Th. p. 205, on obtient une RP de l'enveloppe de la famille de droite (N (s)) en résolvant le
s

systeme d'équations (d'inconnues X,Y) :

{ N(s) | X' ()X + Y ()Y = x"(5)x(s) + ¥ ()y(s)
N'(s) | X)X + ()Y =x"()x(s) + y"($)y(s) + x(s) + ¥ (s).

Onsuppose: Vs e J, x'(s)y"(s) —x"(s)y' (s) #0.

x/2 + yl2 y, v — y N x/2 + y/2 ,

On déduit : X=x—m X'y

3
2y .
Comme R = % et N = x?+yH2 (—y’? + x’7) , on obtient, pour le point cou-
XyT =Xy
rant P de I'enveloppe :
H ﬁ
i

P=x 7 =om

+Y] =OM+RN =0C,
etdonc P =C.

Finalement, I'enveloppe des normales a I” est la développée de I'.

Remarque :

Le point caractéristique de la normaleen M a I M
est le centre de courbure Cen M a I.

Exemple : d o ¢

Déterminons, en utilisant le théoréme précédent, la développée d'une parabole.

2

t
La parabole I, d'EC y?> = 2px (p > 0 fixé) admet laRP: x = 25 y=t (t eR).
p

dM
Un vecteur tangent en M (¢) a ["est : O =

On en déduit une EC de la normale N () en M(t) a I":

t 12
—|(x=—= |+ OG-0 =0,
P 2p

3

t

ou encore : —X+y=——+1.

P 2p?
On obtient une RP de l'enveloppe C de (N (z)) . en résolvant le systeme (d'inconnues

te

x,y):

NOL ey =g

5 -
p YT o
1 312
N@)| —x=—+1.
() | FRETS +
y
3t? I
On obtient : x=2—+p, =-—. ¢ r
4 14 2[)\/5 I;
On peut préciser le tracé de C par rapport a I', en détermi-
nant ' N C.
ONP 4p X
C
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3t? I
Un point C (x =—+p,y= ——2> est sur I"si et seulement si y> = 2px, c'est-a-dire :
p

2p
z3>2 <3z2 )
—-—— | =2p|—+p)-
( p? 2p
Etona: 1°—3p*?—2p° =0 1>+ p»)>(t* —2p>) =0.

Donc I' N C est formée de deux points symétriques par rapport a x’x ; l'un d'eux, corres-
pondant  la valeur 1 = p~/2 du parametre ¢ sur C, a pour coordonnées :

x=4p, y= —2px/§.

Exemple de développée

Déterminer la développée C de la courbe I’ définie par:y = —In cos x, x €]0; 7/2[.

Solution Comnseils

On a, successivement :

1
ox' =1, y =tanx, s’ =+/x2+y2 =1+ tan’x =
CoS X
¥/ .y, s' tang.¢' R T, N.C.
_ /
etang = — =tanx, p =x [7], ¢ =1
5

On calcule avec les notations classiques :

ds 1
'R:—:

do cos x
= m = W= — . =
ol =—=—1i +=j =cosx i +sinx j,

5 s’ s’

]—V) = Rot,,/z(?) = —sinx? + cosx?

«OC=OM+RN =X7 +YJ,on

1
X=x+—(—sinx) =x —tanx
cos x

1
Y =—Incosx + cosx =1 — In cosx.
cos x
On conclut que la développée C de I est la courbe de représentation paramétrique :  (X,Y) sont les coordonnées du point cou-

t de la dével ée C et tl -
X =x—tanx, Y =1— Incosx, x €]0; /2. rant defa developpee & et x estle para

métre.
y
r
¢ C
On controle graphiquement que C semble
: bien étre la développée de I'.
M

Q
SIS
=
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6.1« Courbes du plan

Développée d'une courbe plane

Pour déterminer la développée C d’une courbe I définie par une représentation paramétrique (ex. 6.1.19

a) a e), 6.1.20), on calcule successivement x’, y/, sZ2=x2+y2% s (0), T == i+,
s

N =Rot z (T),Ctelque MC = R N , et on obtient ainsi une représentation paramétrique de C, qui est le lieu
des centres de courbure a .
La développée est aussi I’enveloppe des normales (cf. th. p. 220).

Pour déterminer la développée C d’une courbe I' donnée par une équation polaire p = p(6)
—>

dmM
(ex. 6.1.19 f) 4 i), on calcule successivement p’, 5’2 = p% + p'2, s’ (= 0), T = o @ ou ¢, N), C tel que
s

MC = R N , et on obtient ainsi une représentation paramétrique de C en fonction de 1’angle polaire 6 de M (atten-
tion : 6 n’est pas 1’angle polaire de C).

Dans certains cas (ex. 6.1.19 g)), il peut étre commode de passer par les nombres complexes.

6.1.19 Déterminer les développées C des courbes I sui- h)p =a(l +cosd), (a > 0) (cardioide)
vantes : i)p=ae, (a,)) e R¥ x R (spirale logarithmique).
a)y =¢e*
b) {x = a(r —sin1) . @ > 0l(cycloids) 6.1.20 Déterminer les développées successives
y =a(l —cosr) de Cy :
=2 .
c)= —==1,a>0,b> 0 (hyperbole) x =sint cht + cost sht
ar  b? .
y =sint sht —cost cht.
pl*= (1 + cos?t)sin ¢
— &P o
Y = sIncr cost 6.1.21 Soient I" une courbe, enveloppe d'une famille
¢) X=a cF)s33t’ a > 0 (astroide) de droites (Dg) d'équations normales
y=asmt x cosf + ysinf = p(f),oup : R —> R estde classe suf-
) p=+/cos26, (lemniscate) fisante, C sa développée, M € I', C; le centre de court?ure
" " en M a I, C, le centre de courbure en C; a C. Déterminer
X = p COS— — g COS — I" pour que la droite (M C,) admette une direction fixe.
8) tq, (p.g) €eR’2< p<gq
y = p sin — — g sin —
p

6.1.5 Deéveloppantes d'une courbe du plan

Soient y,C deux courbes de classe C 2 du plan.

On dit que y est une développante de C si et seulement si C est la développée
de y.
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Une courbe donnée admet une
développée et une seule (voir § 4.2.3), et
admet une infinité de développantes.

Soit C une courbe de classe C? du plan.

. . . dc
Notons s une abscisse curviligne sur C, C(s) le point courant de C, ?(s) = T le vecteur
s
tangent unitaire orientant en C(s) a C.

1) Soit y une développante de C (s'il en existe) ; y admet
une RP s € J —> M(s) de classe C?, et, pour tout s
de J, il existe A(s) € R tel que : M

— s —
OM(s) = OC(s)+ 1(s) T (s).

Comme M,C,? sont de classe C! et que ? est unitai- 4 ¢ ¢
re, A est de classe C! sur J. On a, pour tout s de J :

— — —

dmM  dC dT A

= O T @+ M) = (1420)) T @ + 25 T o),

ds ds ds R(s)

ou R(s) désigne le rayon de courbure en C(s) a C, et N)(s) = Rot% (7)(5)).

Ty .
Comme : Vseld, — L T (s),
ds
ona: Vseld, 1+X(s)=0,
etil existe doncsp e Rtelque: VseJ, A(s) =—s+ 0.
. ——— e —
On obtient : VselJ, OM(s)=0C(s)+(so—s)T (s).

2) Réciproquement, soient s, € R et y la courbe de RP :

s RN N
OM(s) = OC(s)+ (so—5) T (5).

11 est clair que y est de classe C' et que, si C est de classe C?, alors y est de classe C2.
On a, pour tout s de J :

— —.
am  dc dT  sy—s
KZE_?(S)_F(SO_S)K: R(S) ﬁ(s)v

ce qui montre que la normale en M (s) a y est dirigée par T (s).
Ainsi, la normale en M (s) a y est la tangente en C(s) a C, et C est I'enveloppe des normales a y.
Finalement, y est une développante de C.

Résumons I'étude :

Soit C une courbe de classe C3 du plan. On note s une abscisse curviligne sur C,

) — dC .. .
C(s) le point courant de C, T (s) = T le vecteur tangent unitaire orientant en
s

C(s) a C. Alors, les développantes de C sont les courbes définies par les paramé-

trages :

—s —— —
OM(s) = 0C(s)+ (so—s5) T (s),

pour 5o € R quelconque.

Exemple : Développantes de la chainette
La chainette est la courbe C d'EC y = a ch al (a > 0 fixé).
a

Déterminons ses développantes.
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6.1« Courbes du plan

=

|
Ona: s =G+ yH2 = <l+sh21> =ch f,
a a
. a¢  dx dC 1 (—,)_}_ hx—))
uis : - - = _ - (7 +sh= )
P ds ds dx chf a]
a

En choisissant pour origine des abscisses curvilignes sur C le point A(0,a), correspondant
X

ax=0,ona: s=ash-.
a

Les développantes de C sont les courbes y, (A € R) définies par les représentations para-

métriques :

1 1
X=x+()»—s)—x=x+()n—ash£)—x
ch= a7 ch -
a a

Y=y+(/\—s)thf:achf+(x—ashf)thf.
a a a a

En particulier, yy, appelée tractrice de chainette, admet pour RP :

X:x—athf
a

a
Y =
ch—
Yy
c
C
a
%
o X
Exemple de développantes
Déterminer les développantes de la courbe C de représentation paramétrique :
2
xzz—tshtcht, y = 2tcht — sht, t eR.
Solution Conseils
Ona:

o x' =t —shrchr — r(ch’t + sh’t) = —2¢ sh’t — shrchr
y =2cht+2¢sht —cht =2tsht +cht

o x> + y? = (2t sh’t + shtcht)? + (2t sht + chr)?
= (sh’t + 1)(2r sht + ch#)?> = ch®t (27 sht + ch1)?
s’ =%+ yHY2 =chr(2rsht + chr) = 2rshrcht + ch’r.
d
Onremarque : s' = 2t shrchr + ch’r = e (¢ ch?), donc une abscisse curviligne s

sur C est donnée par : s = ¢ ch’t.

On calcule successivement

Xy, ss, T,
puis on applique la formule du Cours don-
nant le point courant d'une développante.

Le calcul de s a partir de s’ est ici
particulierement simple.
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Solution Conseils
7) _ @ _ dr ﬁ
T ds  ds dr
1

“ —
= ——————((—2tsh’t —shzcht) i + (2t sht +chr) j
Cht(ZtSht+cht)(( S shrchr) i© + (2tsht 4+ chr) )

1 —_  —
——(—shz i
cht(S i+

* On en déduit les coordonnées (X,Y) du point courant M d'une développante  Formule du Cours :

de C: OM(s) = OC(s) + (so — 5)7,

r 2 —shz r? cf.§ 6.1.5 Théoréme
X =|—= —tshtcht )+ (so — tcht) = — —s5ptht o3 bllo :
2 cht 2

1 1
Y = 2t cht — sht) + (so — 7 ch’t)— = rchz — sh + so—.
cht cht

On conclut que les développantes de C sont les courbes I de représentations para-
métriques, pour sp € R :
2

X = 3 sotht La donnée de 59 détermine une dévelop-
t € R. pante de C.
1
Y =tcht —sht +so—
cht
y
I,
¢ C
M Représentation graphiqueme de la déve-
%) ~ loppante Iy de C, correspondant a sg = 0,
par exemple.

Développantes d'une courbe plane

* Pour déterminer les développantes d’une courbic)lu plan C (ex. 6.1.22, 6.1.23), calculer, sur la courbe C, 1’abs-
cisse curviligne s et le vecteur tangent unitaire 7'(s) ; les_>développantes sont les courbes définies par les repré-
sentations paramétriques : OM(s) = OC(s) + (so — s)T (s) ou sp € R est quelconque fixé, et M(s) décrit la
développante correspondant a s.

11 sera nécessaire, en pratique, de procéder a un calcul d’intégrale pour obtenir s a partir de s'.

6.1.22 Déterminer les développantes du cercle C d'EC 6.1.23 a) Déterminer les développantes de la courbe C
x2 4+ y? = R%, R > 0 fixé. Tracer celle passant par le point x = 3 sh’t
A(R,0). y =2 sh’t.

b) Reconnaitre celle qui passe par le point A(—2,0).



6.2 Courbes de I'espace

m—— (.2 Courbes de l'espace

6.2.1

Selon que f (¢) est considéré comme un
point ou un vecteur,on peut noter f (¢)

ou F .

Au lieu de courbe de l'espace, on dit
aussi : courbe gauche.

~“g  En particulier, f est un paramétrage
/ admissible (de classe C¥) de £, en
~ prenantJ = letp = Id;.

L'étude se situe dans l'espace affine euclidien de dimension 3, noté &;, éventuellement muni d'un
N P - > . . ,
repere orthonormé R = (O; i , j, k) ; le produit scalaire est noté (-|-) ou -, la norme asso-

., ’ . . z H
ciée est notée || - ||, et la distance de deux points A, B est notée d(A,B) ou ||AB|| ou AB.
Classiquement, on identifie & a R?.

On peut généraliser, avec peu de modifications, I'étude des §§ 6.2.1 et 6.2.2 au cas d'un espace
vectoriel normé de dimension finie, et celle du § 6.2.3 au cas d'un espace euclidien.

I désigne un intervalle de R, non vide ni réduit a un point (I'étude peut s'adapter au cas d'une
réunion de tels intervalles), et k désigne un entier > 1 ou = +-00.

7/ /7 ] 7/
Généralités
L'étude est analogue a celle du § 3.1.1 de Géométrie PCSI-PTSI.

1) Arc paramétré

On appelle arc paramétré (de classe C) toute application f: ] —> &, declasse C k,
t—> f (1)

Soit f: 1 — & un arc paramétré. On appelle trajectoire de f la partie

F) ={f(@);tel}de&.

On dit aussi que f (/) est une courbe (de I'espace) admettant f pour représentation
paramétrique (en abrégé : RP).

Soit f : I —> &3 un arc paramétré (de classe Ck).

1) On appelle changement de paramétrage (de classe C k) de f toute application
¢ 1 J —> I, ou J est un intervalle de R, telle que :

¢ est de classe C¥ sur J
@ est bijective
¢~ ! est de classe Cksurl.

2) On appelle paramétrage admissible (de classe C*) de f toute application
g :J —> &3, 0ou J est un intervalle de R, telle qu'il existe un changement de para-
métrage (de classe ch e de ftel que g = foog.

Les remarques de Géométrie PCSI-PTSI, 3.1.1 4), sont ici aussi valables, en repc-psilacant &,
par &;.

Une courbe de l'espace peut aussi étre définie par un systeme d'équations carté-
F(x,y,z2) =0

siennes (en abrégé : SEC) : { G(x,y,2) =0

En pratique, on passe d'une RP d'une courbe I" de I'espace a un SEC de I en éliminant
le parametre.
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Exemple:

Un SEC de lacourbe I"'de RP (x =1¢, y =12, z =17) est: {y
=X

= x?

3"

On admet le théoreme suivant, appelé théoreme des fonctions implicites.

Soient V un ouvert de R3, A = (a,b,c) e V, F,G : V — R deux applications.
e F(A)=G(A) =0
On suppose : e F,G sont de classe C! sur V
. ‘ F;(A) FZ’(A)
G’y (A) G;(A)

Alors, il existe un intervalle ouvert v de R centré en a et des intervalles ouverts wq,
wy de R centrés en b,c respectivement tels que :

e X W Xw, CV

e il existe un couple unique d’applications ¢ : v —> wy, ¥ : v —> wy
F(x,0(x),1(x)) =0

G(x,0(x),9(x)) =0

e ¢ et ¢ sont de classe C! sur v.

telque: Vx e, {

De plus, si F,G sont de classe ck (k > 1) sur V, alors ¢, sont de classe Ck sur v.

2) Projections d'une courbe de I'espace sur les plans de coordonnées

x = x(t)
Soit I" une courbe de l'espace, de RP : { y=y@)|,t el
z=2z(1)

Il est clair que la projection I de I" sur le plan x Oy

x =x(t)
(parallélement a z'z) admet pour RP : { y = y(t)
z=0.

Résultats analogues pour les deux autres projections
de I

Exemple:
Déterminer et tracer les projections orthogonales sur les trois plans de coordonnées de

x = cos’t
la courbe I" de RP : = cost sint, t € R, appelée

y

= sin ¢
fenétre de Viviani.
e La projection I, de I' sur xOy, parallelement 2 7'z, '
X = cos’t r
admet pour RP : { y = cost sint |, ou encore : /\f
N
— l l 2t
x = > + 2 cos
— l in 2t
y = > sin
z=0



Projection I'y de I'surx Oz.

Projection Iy de I'sur y Oz.

Schéma représentant I et ses trois

| projections I, I'y, I'y sur les plans de

coordonnées.

6.2.2

Tout point birégulier de I"est régulier.

6.2 « Courbes de I'espace

Donc I7 est le cercle (dans le plan z = 0) de centre z

1 1
<§,0,0> et de rayon 7

* La projection Iy de I" sur x Oz, parallelement a y'y,

X = cos’t
admet pour RP : § y =0 . Par élimination de #, on

z = sint

x=1-7%
obtient un SEC : y=0

-1<z<1 Z

Ainsi, Iy est un arc de parabole.

R

e La projection Iy de I" sur yOz, parallelement a x'x,
x=0
admet pour RP : { y =cost sinz, et pour SEC : o

|—

z = sint

x=0
y=z22(1-23.

Tangente en un point
L'étude est analogue a celle de Géométrie PCSI-PTSI 3.1.2 1).

Soient f: [ — & un arc paramétré de classe C!, I' = f(I) sa trajectoire,
t—>M(@)=f(t)
M(t) un point de I'.

. . . v ar-d
On dit que M (¢) est un point régulier de I" si et seulement si f'(z) # 0 .

Si fest de classe C2, on dit que M (t) est un point birégulier de I si et seulement si

la famille (f/(t),f”(t)) est libre.

Un point non régulier de I” est aussi dit stationnaire.

Remarque : Les notions de point régulier et de point birégulier sont invariantes par chan-
gement de paramétrage (de classe C' ou C? respectivement).
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Tout arc paramétré birégulier est
régulier.

VF
A
r
r
A A
Le vecteur dérivée-premiere dirige

la tangente.

Ainsi, I"admeten A () un plan normal
et un seul, et une infinité de plans
tangents.

On dit qu'un arc paramétré f: [ —> &, de classe C! (resp. C 2) est régulier
1—M(n)=f(1)

(resp. birégulier) si et seulement si, pour tout # de 7, M (¢) est un point régulier (resp.

birégulier) pour f.

Les remarques de Géométrie PCSI-PTSI, 3.1.2 1) sont ici aussi valables, en remplagant &,
par &;.

Soient f: [ — &, un arc paramétré de classe C 1, I' la trajectoire de f, 79 € I,
t—>M(t)=f(1)
A = M(ty), aussi noté A(ty) .

1) On dit que I" admet une demi-tangente en A(t(;r ) (resp. A(f,)) si et seulement

. O AMGD . N
si le vecteur unitaire ————— (s'il existe) admet une limite lorsque 7 tend vers 7
[HAM (1)]]

(resp. 1y ).
Dans ce cas, on appelle demi-tangente en A(t(;r ) (resp. A(t,)) a I' la demi-droite
d'origine A et dirigée et orientée par cette limite.

2) On dit que I" admet une tangente en A(fg) si et seulement si /" admet deux demi-
tangentes égales ou opposées en A(taL ) et A(t, ). Dans ce cas, on appelle tangente
en A(fy) a I"la droite passant par A et portant les deux demi-tangentes.

Remarque : L'existence d'une demi-tangente ou d'une tangente en un point de I" est inva-
riante par changement de paramétrage.

Soient f : I —> &3 un arc paramétré de classe C I I'sa trajectoire. En tout point

—
régulier A(¢) de I', I admet une tangente, et celle-ci est dirigée par f’(1).

Soient f : I —> &3 un arc paramétré de classe C I I'sa trajectoire, A(#) un point
régulier de I', T'(¢) la tangente en A(¢) a I'.

On appelle :
e plan normal en A(7) a I"le plan passant par A(¢) et perpendiculaire a 7'(¢)

e plan tangent en A(7) a I tout plan contenant 7'(¢).

(1)

[T

W



\/ Il est clair que :
\ —_—
T @) =1.

/ cos(?,m) est constant.

Exercice 6.2.5.

6.2.3

R=(0: 7.7 .K)estunrepere
orthonormé fixé de £3.

6.2 Courbes de I'espace

Soient f : I —> &3 un arc paramétré de classe C I I'sa trajectoire, A(¢) un point
régulier de I". On appelle vecteur tangent unitaire (orientant) de I"en A(t) le vec-

— — .
teur, noté 7'(¢) (ou: T ) défini par :

I(t)=
Nous terminons ce § en examinant un type particulier de courbes de I'espace, les hélices.

On appelle hélice toute courbe I” de I'espace, de classe C, régulidre, telle qu'il exis-

te un vecteur unitaire fixe K tel que l'angle (K ,T(t)) soit de mesure constante

(modulo 27).

Exemples :

1) Hélice circulaire a pas constant

z
Soient r € R%, h € R*, I' la courbe de RP : \‘
X =rcost r
y=rsint,t € R.
z=ht (
x' = —rsint
Ona, pourtoutsde R : { y/ =rcost |,dou: 0
X
—
K-Tw h
— — 2 2" !
1K - 1T @ Ve +h !
X
P - T2 s
Ainsi, l'angle ( k ,T(t)) est constant, I”est une hélice, appe-
1ée hélice circulaire a pas constant.
x =¢e 'cost .
2) De méme, la courbe I"de RP : { y = e~ 'sins,
z=¢”’
t € R, est une hélice, tracée sur le cone d'EC : ‘r |.--.
¢ :_
24y -2 =0.
o y
X

Abscisse curviligne

f 1 —> & désigne un arc paramétré de classe C!, I' = f(I) sa trajectoire. Pour ¢ € I, on
pourra noter M (¢) au lieu de f(¢). Pour ¢ € I, on note (x(#),y(t),z(¢)) les coordonnées de M (r)
dans R ; ainsi, pour tout ¢ de [ :

oM@ =x() T +y(0) ] +z2(0%.
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En général, le contexte précise s'il s'agit
de longueur algébrique (= 0 ou < 0)
ou de longueur (= 0).

Rappelons que le paramétrage fest dit
régulier si et seulement si :

—
vVt eI, f(t) #0.

On appelle abscisse curviligne sur I toute application s : I — R de classe C!
sur / telle que :

/ o
Viel, s'@)=I1f®ll.

Les remarques de Géométrie PCSI-PTSI, 4.1.1 sont ici aussi valables, en remplacant &, par &;.
Avec les notations de la Définition 1, on a :

Viel, s'*0)=x"*0)+y*0)+7 %),

ce qu'on écrit quelquefois abusivement :

(ds)* = (dx)* + (dy)* + (d2)*.

Soient s une abscisse curviligne sur I, a,b € I, A = f(a), B = f(b). On appelle :
* longueur (algébrique) de 1'arc fﬁ? de I, et on note ici l@), le réel s(b) — s(a),
c'est-a-dire :

— b
sz>=/ 17Ol dr

* longueur de l'arc ABde I’ , la valeur absolue de la longueur (algébrique) de AB
sur I'.

Remarque :

Il'y a « additivité » de la longueur d'arc, comme dans la Prop. 1 du § 4.1.1 de Géométrie PCSI-
PTSI.

Exemple :

Calculer la longueur L de la courbe I" de 1'espace de RP :

x=cost, y=sint, z=—In cost, IE[O;%].
Ona: x' = —sint, y =cost, 7 =tant,
dou: s§?=x?+y?+72=1+tan’ = >

cos?t

1
donc: s = —,

cost

£ % d 1 1+ulys

u u

puis : L:/ s'(ydt = fﬁ—: —In V2 (W2 41) ~0,881.

o u=sint] J, 1 —u? 2 l—-u],

On appelle paramétrage normal de f tout paramétrage admissible g : J —> &; de
classe C! de ftel que :

/
Yuel, |lgwll =1

Si fest régulier, alors :
« pour toute abscisse curviligne s sur I', f o s~ ! est un paramétrage normal de f

* pour tout paramétrage normal g de f, il existe une abscisse curviligne s sur I telle
que :
g= fos_1 ou g= fo(—s)_l.
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6.2 Courbes de I'espace

On dit plus simplement que s et —s sont des paramétrages normaux de f.

Remarque : Supposons f régulier, et soit s une abscisse curviligne sur I". Alors, en tout point

M (s) de I, le vecteur tangent unitaire (orientant) 7'(s) est: T'(s) = S
Exercices 6.2.6,6.2.7. s

Exemple de courbe conditionnée
On munit & d'un repére orthonormé direct R = (O; ?,7,7).
Pour f :]0; +0o[ —> R de classe C', on note Cy l'arc paramétré :
t3+ 1 f@) t t €10; +o0[
x=_—+, = [, =1, ; +ool.
6 2t Y ¢

E4
Déterminer les applications f telles que la tangente en tout point de Cy fait un angle de 7 avec la droite (y'y).

Solution Conseils
En notant M (¢) le point courant de Cy, on a:
—
dm 12 1 \— = =
—=l=-—-=i "(t) j k .
dr <2 2t2)l+f()J+
oy —

M — . . dm
Comme, pour tout ¢ € ]0; o0, 3 # 0, latangente 7'(¢) en M(z) a Crexiste La3°™ coordonnée de Ty estégaleal,

T m —
et est dirigée par O S ar 7 s
Ona:
—
, b4 — dM b4
2. T®) = iz 7] < 2 j, e iz [7] Angles de droites, défini modulo 7.
<ﬁ m> I
< coss|l j,— )|=£—
t V2
—
dM 1 dM
— 7 o :|:—||7||H— ‘ Utilisation de I'expression du produit
dr ‘/E dr scalaire de deux vecteurs non nuls de &3 :
 amM\® 1 L||aM | UV =WV |lcos 2, ).
= \J 5= EH J O

p 2 1 tz 1 2 p 2
= (f'0) =5<<5—ﬁ) + (f'() +1>

—_~~
\
~

<
N
SN—
(i)
Il
/N
[
|
—
[ o)
—
N~
+

2
s—Id—JdLd=x <_ + _) (1).  Dansl'énoncg, les coefficients ont été
choisis pour obtenir ici un carré parfait.
Sinon, on n'aurait pas pu exprimer f(¢) a
I'aide des fonctions usuelles, sans symbole

de primitivation. —
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Solution

2

Conseils

t 1
Comme l'application # €]0; +00[ —> — + —— ne s'annule pas, il en résulte

2 212

que f’ ne s'annule pas. D'apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, puisque f”
est continue sur l'intervalle ]0; +o0[ et ne s'annule en aucun point, f” est de signe

strict fixe sur 0 ; +oo[. Ainsi :

(1) <= Fee{-1,1},Vt €]0; o0, f’(t):s(z

=+

1
212 )"

puis, en primitivant, on conclut que I'ensemble des applications f convenant est :

3

6 2t

{f :10; +o0o[ — R, f+—— a(t— — l) + C; (¢,C) € {—1,1} XR}.

Courbes de l'espace

¢ Pour montrer qu’une courbe de I’espace, donnée par une représentation paramétrique x = x(t), y = y(¢),

- =z(1),t € I, est plane (ex. 6.2.1), déterminer (a,b,c,d) € R* tel que (a,b,c) # (0,0,0) et que :

Vt e l,

On peut aussi, dans certains exemples (ex. 6.2.2), trouver un point A et une famille libre formée de deux vecteurs

ax(t) +by(t) +cz(t) +d =0.

fixes 0, U tels que, pour tout t € I, AM(t) se décompose sur O

AMO =XOW + Y0V,

ce qui montre que la courbe est incluse dans le plan passant par A et dirigé par W, et permet éventuellement

de reconnaitre la courbe.

racines d’une équation algébrique.

1
§ = (x/2 + y/2 + Z/Z)j_

6.2.1 Soient P,Q,R € R,[X]. Montrer que la courbe I" de
RP:
P () R(1)

= L,y = , 7= ,t eR,
Tl Tyt T 1w e
est plane.

6.2.2 Soient a,b,c € R. Montrer que la courbe I"de RP :
x=ch(t+a), y=ch(t+b), z=ch(t+c¢), t € R, est
plane et reconnaitre /.

Pour résoudre des questions portant sur la coplanéité de points d’une courbe unicursale, c’est-a-dire admet-
tant une représentation paramétrique rationnelle (ex. 6.2.5), on fera intervenir les fonctions symétriques des

Pour calculer une abscisse curviligne sur 7" ou la longueur de I" (ex. 6.2.6, 6.2.7), utiliser la formule :

6.2.3 Reconnaitre la courbe I :
%
x2+xy+y2—z =0
2 2 Y _ g
x“+xy+z =0
4
6.2.4 Soient D la droite x = y = z, I" la courbe repré-
sentée paramétriquement par (x =¢, y =12, z =13).
Former une équation cartésienne de la surface réunion des
droites A ne passant pas par O, rencontrant D, et rencon-
trant " en deux points distincts (de I).



6.3 « Surfaces

6.25 Soit I': x=1t* y=03+1, z=1% 6.2.7 Soient I" un arc paramétré de classe C', L sa lon-

a) CNS sur les fonctions symétriques élémentaires de gueur, /y,l,13 les longueurs des projections orthogonales
11,1y, 13,14 pour que les quatre points de I" de paramétres ; de I"sur les trois plans de coordonnées.
(1 <i < 4) soient coplanaires. Montrer: 2L <L +bL+15 < L6,

b) a) En déduire les plans bitangents a I'.

B) Montrer que ces plans bitangents passant par un point
fixe ou sont paralleles & y'y.

y) Former une équation cartésienne de la surface réunion 1

des cordes joignant les deux points de contact des plans -

bitangents a I". /(
(@)

- l
6.2.6 Calculer la longueur L de l'arc paramétré : T y
cos at sin at et e R R* fixé
= ,y=—",z=tht,teR,ae ixé.
cht " cht ¢ “ +
(On fera intervenir une intégrale de fonction intégrable !

sur R). %

= 6.3 Surfaces

U désigne un ouvert de R?, et k désigne un entier > 1 ou = +00.

6.3.1 Geéneralités

On appelle nappe paramétrée (de classe C) toute application ¢ : U —> & de
classe C* sur U.
Si¢ : U —> &3 est une nappe paramétrée, on appelle image de ¢ la partie ¢ (U) de

&3. On dit aussi que ¢ (U) est une surface admettant ¢ pour représentation para-
métrique (en abrégé : RP).

Une surface peut donc étre définie par Soit S une surface admettant ¢ : U —> &3 comme représentation paramétrique (de
|| une Eg (avec deux paramétres) ou par classe CK), (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) les coordonnées de ¢ (u,v) dans R. On obtient
uneEs une équation cartésienne (en abrégé : EC) de S en éliminant (u,v) dans le systeme
d'égalités
x = x(u,v)
y = yu,v).
7 =z(u,v)
Exemples :

X =1U COS v
=usinv|, (uv)eR?

= ll4

1) Former une EC de la surface de RP y

En éliminant (u,v), on obtient une EC : (x> + y?)> —z = 0.
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Etude de la réalité de u, v ;a priori, t, v,
solutions d'une équation du second
degré, pourraient étre complexes non
réels.

Un SEC d’une courbe I revient a la
donnée de deux surfaces dont
I'intersection est 1.

Exercices 6.3.1a6.3.9.

X=u-+v
2) Former une EC de la surface de RP : { y = u? + v?, (u,v) € R>.
z=ud+?

Ona:
XxX=u-+v X=u-+v
y=u?+v> = (u+v)>—2uv = {y=x%-2uv
2=+ v =w+v)> =3+ vu z=x>—3xuv
Uu+v==x
2
XT =y
V=
=" 2 .
_ s 32—y
2

Puisque u,v sont ici déterminés par leur somme o et leur produit 7z, donc sont les zéros du
polyndme X?> —ocX 4+, ona:

u+v==x -y
I(u,v) € R?, {uv_xz—y):)xz—ét >0=2y—x*>0.
2
x3=3xy+2z=0
Ainsi, une EC de S est : 2
yz =
2
Autrement dit, S est la surface dEC x> —3xy +2z =0, « limitée » par la condition
> Xt
y =z >

Réciproquement, la recherche d'une RP d'une surface d'EC F(x,y,z) = 0 est souvent délicate.

On admet le théoreme suivant, appelé théoreme des fonctions implicites.

Soient V un ouvert de R3, A = (a,b,c) € V, F: V — R une application.

e F(A)=0
e F estde classe C! sur V
° FZ/(A) # 0.

On suppose :

Alors il existe des intervalles ouverts vq,v; de R centrés respectivement en a,b et un
intervalle ouvert w de R centré en c tels que :

eV Xy xwCV
e il existe une application unique ¢ : v] X vy —> w telle que :

V(x,y) € vi X v2, F(x,y,0(x,y)) =0

e ¢ est de classe C!sur vy x vs.

De plus, si F est de classe ck (k = 1) sur V, alors ¢ est de classe C* sur v X V3.

Remarques :

1) L'intersection de deux surfaces est « en général » une courbe. Par exemple, l'intersection
d'une sphere de centre O et de rayon R (> 0) et d'un plan (situé a une distance < R de O)
est un cercle.

2) Toute courbe peut étre considérée (d'une infinité de facons) comme intersection de deux
surfaces. Par exemple, la courbe I'de RP (x =13,y = t*,z = °,¢ € R) est l'intersection des
deux surfaces dEC: y3 =x*,y3 =74
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6.3 « Surfaces

Exemple de détermination d'une équation cartésienne de surface définie géométriquement

On munit & d'un repére orthonormé R = (O; 7,7)7) Soientm € R — {—1,0,1}, h € R*, D, D’ les droites :
y =mx y = —mx
D { D {
z=h z = —h.

Former une équation cartésienne de la surface S réunion des droites d'intersection de deux plans P, P’ contenant respectivement
D, D’ et orthogonaux entre eux.

Solution Conseils

Soit M (x,y,z) € &;. Partir des coordonnées (x,y,z) d'un

Le point M est sur S si et seulement s'il existe deux plans P, P’ tels que : point M de espace et traduire M € S.
MePnP, DcP, DcCP, PLP.

Formons I'équation générale d'un plan P contenant D.

Soit P |ax+by+cz+d =0 un plan quelconque de &, (a,b,c,d) € R*, Ici (x,y,z) désignent les coordonnées d'un
(a,b,c) # (0,0,0). Ona: point quelconque de &;3.

DCP < VxeR, ax +bmx+ch+d=0

<— VxeR, (a+bm)x+(ch+d) =0

a+bm=0 a=—bm
=
ch+d=0
Ainsi, I'équation générale d'un plan P contenant D est :
P|—bmx+by+cz—ch=0, (bc)eR>—{(0,0).

De méme, 1'équation générale d'un plan P’ contenant D’ est : On remplace (m,h) par (—m,—h) dans

Y , , , ;o 2 le résultat précédent.
P\ bmx+by+c'z+ch=0, (b,c')eR —{0,0)}.

— {
d = —ch.

Ensuite :
—bm b'm
PlP — b Ay | =0 & —bbm>+bb +cc =0. Deux plans sont orthogonaux si et
. & seulement si un vecteur normal a I'un est
orthogonal a un vecteur normal a l'autre.
Ainsi :
M(x,y,z) € S
—bmx +by+cz—ch=0
<« 3(b,D), (c,c)) e R* —{(0,0)}, { bmx+by+cz+ch=0 Pour obtenir une équation cartésienne

p— , de S, on va éliminer b,b’,c,c’.
(1 —m=)bb' + cc’ =0

(y—mx)b+(z—h)c=0 @))
<~ 3A(b,b), (c,c) e R —{(0,0)}, { v +mx)b' + (z+h) =0 2)
(1 —m?)bb' +cc' =0 3).

Siz—h#0etz+h+#0, onexprime c et ¢’ des équations (1) et (2), on reporte
dans (3), et on simplifie par bb’ car, si, par exemple, b = 0, alors, d'apres (1),
¢ =0, exclu.

On, obtient 1'équation :

y —mx y+mx
1—-m)+ | - - =0.
(1 =m) ( z—h )( z+h )
Siz—h=0etb=0, alors ¢ # 0, donc, d'apres (3), ¢’ =0, puis b’ # 0, donc,
d'apres (2), y +mx =0. —
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Solution

reporte dans (3).

ou encore :

Comnseils

Siz—h=0etb#0, alorsy —mx =0, z+ h # 0, on exprime ¢’ de (2) et on

Finalement, une équation cartésienne de S est :

S| =m>)z—=h)(z+h)+—mx)(y+mx)=0
S| —m* x4+ y P+ (1 —mH2 =1 —mPh>.
Comme m” # 1, on peut écrire cette équation sous la forme :
2 2 2
Y z .
S| — W + 2 + n = Il On verra plus loin, cf. § 6.3.3 3), que, d'aprés
son équation, S est un hyperboloide.
m2(1 — m?2) 1 —m?

6.3.2

Plan tangent en un point

1) Plan tangent en un point d'une surface définie par une représentation
paramétrique

Soient ¢ : U— & une nappe paramétrée de classe C', S = ¢(U),
(u,0)—Mu,v)=¢ u,v)
M (u,v) un point de S.

On dit que M (u,v) est un point régulier de ¢ (ou : de S) si et seulement si la famil-

PN

le (—(u,v), —(u,v)) est libre.
ou v

On dit que ¢ est une nappe paramétrée réguliere (ou que S est une surface régu-

liere) si et seulement si, pour tout (u,v) de U, M (u,v) est un point régulier de S.

Remarque : En définissant une notion de changement de paramétrage admissible (utilisant
la notion de C*-difféomorphisme d'un ouvert de R? sur I'ouvert U de R?), on peut montrer
que la notion de point régulier est invariante par changement de paramétrage admissible, ce
qui justifie la définition de point régulier de S, au lieu de ¢.

Soient ¢ : U— & une nappe paramétrée de classe C!, S = ¢(U),
(u,v)—M (u,v)=¢ (u,v)
M (u,v) un point régulier de S. On appelle plan tangent en M (1,v) a S le plan pas-

.
sant par M (u,v) et dirigé par (E(u,v), a—v(u,v)> .
S
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Méthode pratique pour déterminer le
plan tangent en un point régulier d'une
surface donnée par une RP.

Les vecteurs (1,2,1) et (2,1,1) ne
sont pas colinéaires.

Ainsi, S admeten M :

+une normale et une seule

« une infinité de tangentes (dont la
réunion est le plan tangenten M a S).

6.3 « Surfaces

Remarque : On peut montrer que le plan tangent en un point régulier de S estinchangé lors
d'un changement de paramétrage admissible.

Exemple :
x=u+v?

Montrer que le point A de parameétres (u = 1,v = 1) delasurface SdeRP { y = u?> + v

Z=uv
est un point régulier de S, et former une EC du plan tangent /7 en A a S.
L'application ¢ : R — &, est de classe C!, et, pour tout («,v) de R? :
(u,v)—> (u+v2,u?+v,uv)
09 39
— (u,v) = (1,2u,v), — W, v) = 2v,1,u).
ou dv
— — — —
0 el ad 0
En particulier : —¢(1,l) = (1,2,1), —¢(1,1) = (2,1,1), —¢(u,v),—¢(u,v) est libre,
ou dv ou Jv

et donc A est un point régulier de S.

Une EC de IT est :

X-2 1 2
MX.YZ)eD <> |Y—-2 2 1|=0X+Y-3Z—-1=0.
Z—1 1 1

Avec les notations et hypotheses de la Proposition précédente, on appelle :

* (droite) normale en M a S, la droite orthogonale en M au plan tangent en M
as

* (droite) tangente en M a S, toute droite passant par M et incluse dans le plan tan-
genten M a S.

¢ @

2) Plan tangent en un point d'une surface définie par une équation cartésienne

Soient V un ouvert de R®, F : V — R de classe C' sur V, S la surface dEC F(x,y,z) =0,
A(a,b,c) € S.

Supposons d'abord :  F/(A) # 0.

D'apres le théoreme des fonctions implicites (cf. 6.3.1 p. 236), il existe deux intervalles ouverts
v1,v, de R centrés en a,b respectivement, et un intervalle ouvert w de R centré en ¢ tels que :

e XUy XxwCV

e il existe une application unique ¢ : v; X v, —> w telle que :

Y(x,y) € vy X v, F(x,y,0(x,y) =0

e ¢ est de classe C! sur v; x vs.
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| permet de passer d'une ECde S a une

\/ Le théoréeme des fonctions implicites
RP de S, de paramétre x, y.

Obtention des dérivées partielles de ¢
| enfonction des dérivées partielles de F.

EC du plantangent en un point d'une
| surface elle-méme donnée par une EC.

Méthode pratique pour déterminer le
plan tangent en un point régulier d'une
surface donnée par une EC.
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La surface S admet donc, au voisinage de A,1aRP ¢ : v, x v, — &

(0, )= (x,y.9(x,y))
Comme : ¢ (x.y) = (10,9 (x.y)) et @ (x.y) = (0,1.9,(x,y)), il est clair que
(¢;(a,b),¢,(a,b)) estlibre, et donc S admet en A un plan tangent /7, et IT a pour EC :

X —a 1 0
P(X.Y,Z)ell <= |Y —b 0 1 =0
Z—c ¢ ab) g¢iab)

= —¢, @b (X —a)—¢ @b —b)+(Z—-c)=0.
Comme : V(x,y) € v X v2, F(x,y,0(x,y)) =0,
on obtient, en dérivant par rapport a x et par rapporta y :

Fi(x,y,0(x,y) + F.(x,y,0(x,y)¢,(x,y) =0
V(x,y) € v; X vy, , .
Fi(x,y,0(x,y) + F.(x,y,0(x,y)e, (x,y) =0

Puisque Fz’(A) # 0 et que (x,y) —> Fz’(x,y,go(x,y)) est continue en A, on a, au voisinage de
(a,b) : Fl(x,y,p(x,y)) #0.
Quitte a modifier v, et v,, on peut donc supposer :
Y(x,y) € vi X va,  F/(x,y,0(x,y)) #O0.
On obtient :

Fl(x,y,¢'(x,y)) Fl(x,y,0(x,y))

Y(x,y) € vy Xy, @L(x,y) =— et @ (x,y)=— :
A FI(x.y,9(x,7) ’ FI(x,y,9(x,)
Fl(A F(A)
En particulier : ¢/ (a,b) = — Fz EA; et <p; (a,b) = — Fi’ @’ et donc, en reprenant 'EC

de IT obtenue plus haut :

P(X,Y,Z) € IT <= F(A)(X —a) + Fy(A)(Y —b) + F,(Z —¢) =0.
En permutant les roles des variables, ce dernier résultat est encore valable dés que Fy(A) # 0
ou Fi(A) #0.

Rappelons qu'on appelle gradient de F 1'application g_;a_ziF :V — R3 , et
Mi— (Fy (M), Fy,(M), F/(M))

résumons 1'étude.
Détermination du plan tangent en un point d'une surface
définie par une équation cartésienne

Soient V un ouvert de R3, F : V —> R une application de classe C Usur v, § la sur-
face dEC F(x,y,z) =0, A(a,b,c) € S.

Si gr—ac)lF (A) # 0 , alors A est un point régulier de S, le plan tangenten A a S est

—
normal a gradF (A) et admet pour EC :

(X —a)F[(A) + (Y — b)F)(A) + (Z — ©) F}(A) = 0.

Exemple :
Former une EC du plan tangent en A(1,1,—1) a la surface S d'EC :
X2y 4y 4+ 223 - 1=0.

3
Notons FF : R — R . Il est clair que F(1,1,—1) =0, F est de classe
(x,y, 20— x2y34y223 42203 -1

C'" sur R? et, pour tout (x,y,z) de R :

Fl(x,y,2) = 2xy’ +32%x%,  Fj(x,y.,2) =3x7y* +2y2°,  F/(x,y,2) =3y’2" +22x°,



g

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

—

grad F(A) = (5,1,1).

Les points M et P ontlaméme abscisse
x etont laméme ordonnée y.

|

=l

(zm — ZP)? .

6.3 « Surfaces

d'ou : Fl(A) =5, Fy/(A) =1, FJ(A=1,
et donc : gr—aaF(A)yéﬁ.

Ainsi, S admet en A un plan tangent /71, et une EC de IT est :
SX-D+F-D+(Z+1)=0,

ou encore : 5X+Y+Z-5=0.

3) Position d'une surface par rapport a un plan tangent

Considérons une surface S dEC z = ¢(x,y), ol ¢ : U —> R est de classe C' sur un ouvert U
de R?. Nous avons vu en 2) que le théoréme des fonctions implicites permet, sous certaines
hypotheses, de se ramener a ce cas.

Soient (a,b) € U, ¢ = ¢(a,b), A(a,b,c), Il le plan tangent en A a S ; I1 est dirigé par

T4 p? et 7) + q?, olton a noté p = ¢ (a,b), ¢ = ¢ (a,b) (notations de Monge).

Nous allons étudier la position de S par rapport a I7 z
au voisinage de A.

A cet effet, pour (x,y) € U, notons h=x —a,
k =y — b, et considérons le point M (x,y,zy) de S et
le point P(x,y,zp) de IT.

Onadonc: zy =¢(x,y) =@(a+hb+k),

h 1 0
et, d'autre part : k 0 1]=0,
p—C p 9 y
d'ou: zp=c+ ph+qk. a

'x/\’

La position relative de S et IT est donnée par le signe de zyr — zp.
Supposons que ¢ soit de classe C? sur U, et notons (notations de Monge) :

r= ga)’('z(a,b), s = wgy(a,b), t= gogfz(a,b).

On sait (cf. Analyse PC-PSI-PT, 8.3.3 1)) que ¢ admet un développement limité a l'ordre 2 au
voisinage de (a,b), de la forme :

1
o(a+h,b+k) =opa,b) + ph+qk + E(rh2 + 2shk + tk*) + b )(hz +K£%).
,k)— (0,0

1
On déduit : M —Ip = E(rh2 + 2shk + tk*) + o(h*> + k7).

Comme dans 1'étude des extremums des fonctions de deux variables réelles, Analyse PC-PSI-
PT, 8.3.3 2) b), on conclut :

. { s2—rt <0
*si

0 , alors S est située, au voisinage de A, au-dessus du plan tangent I7 a Sen A
r >

2
fsT=rt <0 . . N
°si { , alors § est située, au voisinage de A, au-dessous du plan tangent I7 a S

r<0

en A
e sis? —rt > 0, alors S traverse son plan tangent /7 en A.
4) Intersection de deux surfaces

Soit " une courbe de l'espace, définie comme intersection de deux surfaces R, S. Supposons que
R et S admettent des EC :

R: F(x,y,z) =0, §:Gx,y,z) =0,
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"5 La courbe I"admet une RP dont le
/ parametre est x.

La tangente en A a une courbe I”
intersection de deux surfaces R, S est
la droite intersection des deux plans
tangentsen A a R eta S.

Exercices 6.3.10 2 6.3.16.
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oll F,G:V — R sont des applications de classe C! sur
un ouvert V de R3.
Soit  A(a,b,c) € I Supposons que la famille

(gr—ac)l F(A),gr—a()iG(A)) soit libre. Alors, R et S admettent
en A des plans tangents notés respectivement [1g, ITg, et
ona: [lg # Ilg.

Nous allons montrer que /" admet en A une tangente 7', et que :

T =TIIgNIlg.

’ / !
Par hypothese : rg ( Fe(4)  Fy(4) - F(4) )

G.(A) GlL(A) GL(A)
F)’,(A) FZ’(A)
G\(4) GL(A)
théoréme des fonctions implicites (cf. § 6.2.1 p. 228), il existe un intervalle ouvert de v de R
centré en a et des intervalles ouverts w;,w, de R centrés en b,c respectivement, tels
que :

Quitte a permuter les roles de x,y,z, on peut donc supposer # 0. D'apres le

eV XU, XwCV

e il existe un couple unique d’applications ¢ : v —> wy, ¥ : v —> w; tel que :
Fx,p(x),9(x)) =0

Gx,e(),¥(x) =0

e ¢,7) sont de classe C' sur v.

Vx € v, {

Autrement dit, /" admet, au voisinage de A, la RP :
X =x, y =), 7 =Y(x).
Un vecteur tangent 7 en A A I" a donc pour coordonnées (1,¢'(a),?/'(a)), et est non nul.
Enfin :
7 — ’ ’ ’ / ’ d
-gradF (A) = Fi(A)+¢'(a) Fi(A)+y (@) F/(A) = (aF(x,w(X)ﬂ/f(X)))(a) =0,

donc 7 € H_)R, et de méme 7 S 17;

Résumons I'étude.

Soient R,S deux surfaces, ' = RNS,AeI.

On suppose que A est un point régulier de R et de S, et que les plans tangents I1g,
ITgen A a R,S sont distincts. Alors A est un point régulier de I” et la tangente en A
alestllgNIlg.

Exemple:

Déterminer un vecteur tangent en A(—2,—1,3) a la courbe I":
Remarquer d'abord: A eI
Avec les notations de 1'étude précédente :

« F(x,y,2) = x>+ + 22 — 18, gradF(x,y,2) = 322, 32, 32%), gradF(A)=(12,3,27)
*Gx.y,z)=xy+yz+zx+7, g—réziG(x,y,z) =(y+zz+x, x+y),

gradG(4) = 2,1,-3)

« grad F(A) A gradG(A) = (~36,90,6) # 0 .

D'apres le théoreme précédent, I admet une tangente en A, et celle-ci est dirigée par

grad F(A) A grad G(A), donc par: 617 +157 + k.
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Etude de plan tangent

- = —
On munit & d'un repere R = (O i, j, k). Soient a € R*, §},5, les surfaces d'équations :

Sy | x2+ 92 =22 =ad?, Sy | (x —2a)? —y* + 22 =d>.

Déterminer S; N S, et montrer qu'en tout point de S; N S,, les surfaces S, et S, sont tangentes (c'est-a-dire
tangent).

Solution Conseils

1) Détermination de S; N S,
Soit M (x,y,z) € &. Ona:

x2+y2—12:612
MESI ﬂSz —
(x_za)z_y2+Z2=a2

2 22 _ 2
Ay -r=a Ly« L+ 1L,
x* 4+ (x —2a)? =242
Et:
22+ (x —2a)* =2a* < 2% —4dax +2a*=0
— 2(x—a)’=0 < x =a.
Donc :
xX=a xX=a xX=a
MeS.ﬁSz<:>{2 2 <:><{ ou { )
y —z2=0 y=z y=-z

Ainsi, S; N S, est la réunion de deux droites.

2) Etude des plans tangents en un point de S; N S,

Soit M € §; N S,. Il existe alors € € {—1,1} ett € R tels que : M(a,t, et).

e En notant F : (x,y,2) —> P y2 — 72 —a?, F estde classe C! sur R? et, pour
tout (x,y,z) € R?:

gr—a()iF(x,y,z) = (2x,2y, —2z), donc gr—aaF(a, t,et) = 2a,2t, —2¢t).

On en déduit une équation cartésienne du plan tangent P; en M a S; :

6.3 « Surfaces

: ont le méme plan

2a(x —a) +2t(y —t) —2¢et(z —et) =0, Cf.§ 6.3.2 2), Théoréme.
ou encore : ax +ty — etz = a’.
» De méme, une équation cartésienne du plan tangent P, en M a S, est : On pouvait aussi remarquer que les deux
vecteurs gradients sont colinéaires, donc
2(a —2a)(x —a) —2t(y —t) +2¢t(z — et) =0, les plans tangents sont confondus.

ou encore : —ax —ty + etz +a* = 0.

On constate, d'apres leurs équations : P; = P;.
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6.3.3

Se donner une direction de droites A
revient a se donner un vecteur (non
nul) dirigeant A.

Rappelons que I" admet la RP
t —> m(t) etque i dirige A.

Comment reconnaitre un cylindre sur
son EC.

Surfaces usuelles

1) Cylindres

Soient A une direction de droites et I" une courbe.
On appelle cylindre (ou : surface cylindrique) de
directrice I et de direction des génératrices A
la réunion S des droites de &3 de direction A et
rencontrant I.

Pour tout point M du cylindre S, on appelle géné- A
ratrice de M (sur §) la droite passant par M et de
direction A.

On appelle section droite du cylindre S l'intersec-
tion de S avec un plan orthogonal a A.

Sauf cas particuliers que le lecteur décelera facilement, un point d'un cylindre admet une géné-
ratrice et une seule, et le cylindre admet une infinité de directrices.
Soient % un vecteur dirigeant A etm : I —> &, une RP
t—>m(t)
de I'.
Alors, une RP du cylindre S de directrice I” et de direction
des génératrices A est :

A
I xR— &
(t,k)l—)m(t)—l—)»?
Exemple :
Une RP du cylindre de directrice I" (x = t,y = t*,z = t>,t € R) et & génératrices paralleles
x =142
AW (2,1,-3) est: y=1t*+xr, (1) €R%
z=1>—=3x

Soit S un cylindre, de directrice I', de direction des génératrices A. Considérons un repere

R = (0; _1)77()) tel que T() dirige A. Le cylindre S admet, dans R’, une EC de la forme :
f(X,Y) = 0. Dans le repere initial R, S admet donc une EC de la forme f(P,Q) =0, ou P,Q
sont des « (premiers membres d'EC de) plans ». D'ou la regle pratique :

On reconnait qu'une surface S est un cylindre lorsqu'elle admet une EC de la forme
f(P,Q) = 0,00 P,Q sont des plans sécants. De plus, dans ces conditions, les génératrices de

P=0
S sont paralleles a la droite d'EC .
0=0
Exemple:
La surface S d'EC : ex Y (x + z)e">% =0 est un cylindre puisque, en notant

P=x+zetQ=y,Sadmetpour EC: e’+Q’_p=0.

. N Nrded
Les génératrices de S sont parallelesa i — k .

Le plan tangent en un point régulier d'un cylindre contient la génératrice de ce point.



Rappelons que I" admet la RP
t —> m(t).

6.3 « Surfaces

Preuve :
Le cylindre S admet une RP ¢ : I xR — & , ou
t—mO)+2 7
m : I —> Restune RPde I', de classe C', et 0 dirige les géné-
ratrices.
—

a9 — . .
Comme a(l,k) = u , le plan tangent en M (z,A) a S contient

la droite passant par M et dirigée par 7", c'est-2-dire la génératri-
cede M.

Remarque :
Soit S un cylindre, de directrice I', de direction des génératrices A. Supposons que I” soit
plane et réguliére, et que A ne soit pas parallele au plan P de I'.
Ennotantm : I — & uneRPde IuneRPde Sest: ¢: I xR — &,
(t,k)r—)m(t)-i—)»?

Alors ¢ est de classe C', et, pour tout (t,A) de I x R :

— —
¢ _ ¢ _—
5(1,)») =m (1), a(t,)») =u.

Par hypothése: m/(t) # 0, Me P, @ & 7.

— —
a d
Il en résulte que (a—(f(t,k), %(r,k)) est libre, et ainsi, tout point de S est régulier.

De plus, le plan tangent en M a S est le plan passant par M et contenant la génératrice de M
etlatangenteenmar.

2) Cones

S de sommet §2 et de directrice /' la réunion des
droites passant par §2 et rencontrant .

Soient §2 un point de £3, I une courbe. On appelle cone (27N

Pour tout point M du cone S, sauf £2, on appelle géné-
ratrice de M (sur §) la droite (2M).

Remarques :
1) On impose souvent la condition £2 & I',ou, si I" est plane dans un plan P, 2 & P.

2) Le sommet £2 du cone S n'a pas de génératrice.

3) Sauf cas particuliers que le lecteur décélera facilement, un céne admet un sommet et un
seul, et une infinité de directrices.

Soitm : I — & une RP de I'. Q
t—>m(t)
Alors, une RP du cone S de sommet £2 et de directrice I”
est:
¢ IxR— & , C'est-a-dire, en notant M (f,A) le
—
(1, )—>2+182m(t) I

. m
point courant de S :

QM0 = 12m().

Le sommet §2 est obtenu pour A = 0 (et r quelconque).
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Comment reconnaitre un cone sur
son EC.

Exemple:
Le cone de sommet £2(1,—1,1) et de directrice I" (x = ¢,y = 12,z =13,t € R) admet pour
RP:

x=14+Art—-1)

y=—1+10*+1), (.1 R

z=1+2E+1)

Soit S un cone, de sommet £2, de directrice I". On suppose
que I est plane et que §2 n'est pas dans le (un) plan P de
I' 11 existe un repere (orthonormé direct)
R = (£2; _1),7,73) tel que le plan P admette pour EC
dans R’ :

Z=h (heR}).

La courbe I"admet un SEC :

X, Y)=0
Z=h.
On a, pour tout point M (X,Y,Z) de & tel que Z # 0 :

MeS e @merl, I cR", QM=i2m)

:»(a(xl,yl,x)eRxRxR*, X =AX,, Y =AY, Z = Ah, f(xl,y1)=0)
SN
z'z)
D'ou la regle pratique :

On reconnait qu'une surface est un cone lorsqu'elle admet une EC de la forme

R'R
conditions, le sommet £2 de S est définipar: P =0,0 =0,R=0.

P
f < g) =0, ou P, Q, R sont des plans (sécants en un seul point). De plus, dans ces

Exemple:

Reconnaitre la surface SA'EC: 7> —xy —2z+1=0.

Il est clair que cette équation peut s'écrire :
—xy+(z—1)>=0.

Pour diviser par (z — 1) (par exemple), considérons la surface S’ obtenue en enlevant a S

=0 =0
les deux droites de SEC {ch—l’ {i—l’ Ainsi, S’ admet pour EC
P
_zil zil +1=0, quiestdelaformef(ﬁ,%> =0, avec:

P=x, O0=y, R=z-1, f:,v)+— —uv+1.

Donc S’ est un cone, de sommet §2(0,0,1).

On obtient une directrice de " en coupant " par un plan ne contenant pas §2, par exemple
xy=1

le plan xOy ; d'ott une EC d'une directrice I" de S’ : { 0
z=0.

Le plan tangent en un point régulier d'un cone contient la génératrice de ce point.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

En pratique, le sommet d'un cdne est
souvent le seul point non régulierde S.
Ceci permet, sur des exemples, de
trouver ['éventuel sommet d'un éventuel
cOne a partir d'une équation cartésienne.

6.3 « Surfaces

Preuve
Le cone S admet une RP ¢ : I x R —> &, ol
—
t,)— Q2+12m(t)

m : I —> & estune RPde I, de classe C!, et £2 le sommet
de S.

—>
d

Comme %(t,)\) = 2m(t) et que 2m(t) dirige la généra-

trice de M (on supposera £2 ¢ I'), le plan tangent en M a S

contient la génératrice de M.

Remarques :
1) Soit S un cone, de sommet £2, de directrice I'.

Supposons que I soit plane et réguliere et que §2 ne soit pas dans le plan P de I'.
Ennotantm : I — & une RP de I',une RP de S est:
¢ I xR— &
—
(t,)—> 2+12m(t)

Alors, ¢ est de classe C! et, pour tout (¢,1) de I x R*:

3¢ —— 3 ——
/ —_—
SR =@, () = 2mD).

— —
Par hypothése: A0, m'(1)#0, m'()e P, Qmi) & P.

— —
d a
Il en résulte que <a—?(t,k),£(1,k)) est libre, et ainsi, tout point de S, sauf £2, est

régulier.

De plus, le plan tangent en M (# £2) a S est le plan passant par M et contenant la généra-
tricede M etlatangenteenmal.

2) Le sommet £2 du cone S est un point non régulier de S.

Exemple :

Montrer que S: x> +xy —xz+y*+z>2+x+3y—2z+3=0 estun cone, et trou-
ver son sommet S2.

En notant F'(x,y,z) le premier membre de 1'équation donnée, on cherche un point £2(x,y,z)

de S non régulier, donc (cf. 6.3.2 2) Th. p. 240) en lequel gr_ac)iF s'annule :

F,é(x,y,z)=0 2x+y—z4+1=0 x=1
Fy(x,y,2) =0 = { x+2y+3=0 = iy=-2.
Fl(x.y.2) = 0 —x+27-1=0 z=1

On vérifie que le point §2(1,—2,1) est sur S.

- = —
Prenons comme nouveau repere R’ = (2; i , j , k).
xr=X+1
Les formules de changement de repere sont : y =Y —2, et, en reportant, on déduit
z=7Z+1

une EC de S dans R’ :
X+ +X+DY =2 =X+ D(Z+ D)+ -2

+Z4+1D)+ X+ D430 -2)—(Z+1)+3=0,
cest-a-dire: X*+ XY —-XZ+Y>+22=0.
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Le tore est donc une surface du
quatriéme degré.

Sur cette derniere équation, on voit que, si un point m (X,Y,Z), distinct de §2, est sur S, alors
la droite (£2m) est incluse dans S.

Finalement, S est un céne, de sommet £2(1,—2,1).

3) Surfaces de révolution

On appelle surface de révolution la surface S
obtenue en faisant tourner une courbe I autour
d'une droite A.

On dit que A est I'axe de S.

On appelle méridienne (ou : demi-méridienne)
de S l'intersection de S avec un demi-plan limité
par A.

On appelle paralleles de S les cercles d'axe A et
rencontrant /.

Remarque :
1) Le lecteur montrera que, « sauf exceptions », une surface de révolution a un axe unique.

2) Avec les notations de la Définition, S est la réunion de ses paralléles.

Exemple :

Former une représentation paramétrique et une équation cartésienne du tore, qui est
la surface S obtenue en faisant tourner un cercle autour d'une droite du plan de ce
cercle.

Dans R, considérons le cercle I" d'équations

x=0
—aP+2=r

pour (a,r) € (R*Jr)2 fixé, et faisons tourner I” autour

de 7'z.

On obtient une RP du tore S :

X =acosf +r cosb cosa
y=asinf +rsinf cose |, (,a)e[-m;7]* (ouR?).
z=rsina

A partir de cette RP, on peut obtenir une EC de § en éliminant (¢,a) :

x = (a+r cosa)cosb
30,@) eR*, { y = (a+r cosa)sing | <= (Ela eR, {

x>yt = (a—|—rcosa)2>
z=rsina

z=rsina

(Ela cR, {x2 —l—yz —a*— (? =7 =2ar coso{)

z=rsinu
2
((x2+y2—|—z2)—(a2+r2)) + 4a272 = 4q22
(2 4+ + 222 2@ + )2 + ) + 2@ — D)2 + (@ —r)? =0.

Soient A une droite, I" une courbe, S la surface de révolution obtenue en faisant tourner I”
autour de A, P un plan orthogonal & A, @ un point de A, X une sphere de centre w.

Un cercle d'axe A, étant intersection d'un plan parallele a P et d'une sphere de centre w, admet
P=
X=pn

un SEC { ,oll (A,;) € R2. Ce cercle rencontre I" si et seulement si (A,z1) satisfait une
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6.3 « Surfaces

relation du genre f(A,u) = 0. On en déduit que S admet une équation de la forme f(P,X) =0,
ol P et X sont (les premiers membres des équations d') un plan et (d') une sphere.
D'ou la regle pratique :

Comment reconnaitre une surface de On reconnait qu'une surface S est de révolution lorqu'elle admet une EC de la forme
révolution sur son EC. f(P,X) =0, ou P estun plan et X une sphere. De plus, dans ces conditions, 1'axe de
S est la droite passant par le centre de X et orthogonale a P.

Exemple :
La surface S dEC  xy+yz+zx+x+y+z+1=0 estde révolution puisque, en
notant P = x + y +zet ¥ = x? + y? + z%, S admet pour équation :

P?— X 4+2P+2=0.

L'axe de S est la droite passant par O et dirigée par 7 + 7 + .

Représentations paramétriques et équations cartésiennes de cylindres, cones, surfaces de révolution

o . ) - By -3xy-1=0 _ R
a) 1) Former une équation cartésienne du cylindre S de directrice I” et a génératrices paralleles au vec-
z=0
teur 0 (2,3,1).

2) Reconnaitre la surface S d'équation cartésienne : In (1 + (y — Z)z) +2x+y+z=0.

b) 1) Former une représentation paramétrique du coéne S de sommet £2(1, 1, 1) et de directrice
(x2+y2)2_x2+y2:0

I
z=0.

x(In(x?+y») —2Inlx]) si x#0
2) Reconnaitre la surface S d'équation cartésienne : z =

0 si x=0.
. . . . . x = 1
¢) 1) Former une représentation paramétrique de la surface de révolution S obtenue en faisant tourner la droite I autour
z=0
y=x
de la droite D {
7=X.

2) Reconnaitre la surface S d'équation cartésienne :

(cy +xz2+y2)@*+y*+ 22 +xy +xz+yz) — 1 =0.

Solution Comnseils

a) 1) Un point M (X,Y,Z) est sur S si et seulement s'il existe m(x,y,z) € I" tel que

mM soit colinéaire 2 @ (2,3,1).

R
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Solution
Ainsi :

MeS < 3(hx,y.2) eR?
<X—x:2A,Y—y:3A,Z—z:k,x3+y3+3xy—1:0,z:0>

= (X =272+ (Y =32 +3(X —22)(Y —32) — 1 =0,
ce qui donne une équation cartésienne de S.

2) 1" méthode

Ennotant P = x + y, O = x + z, I'équation cartésienne de S donnée dans 1'énon-
cé devient :

In(1+(P—-0?°)+P+0=0,
donc est du type f(P,Q) = 0.

Il en résulte que S est un cylindre, de génératrices paralleles a la droite

x+y=0 ) s . .
D c'est-a-dire paralleles au vecteur # (—1,1,1), et de directrice
x+z=0
. { In(1+y)+2x+y=0
z=0.

2¢ méthode :
En notant

F:R— R, x,y,2) —> F(x,y,2) = ln(l + (y —z)z) +2x+y+z

ona:
2
2(y — 2) 2 0
grad? (x,y,2) =] 14+ (y—2)? € Vect 11,1 1
1 —1
2 -2 L1
L+ (y —2)?

Il en résulte que le plan tangent en tout point de S est parallele au vecteur
o) 0 —2 x+y=0
LAl 1 =1 2
1 -1 2

Ceci justifie alors le groupement de termes de la premicre méthode, et on termine

comme dans la premiere méthode.

, c'est-a-dire est parallele a la droite D {
x+z=0.

b) 1) Un point M(X,Y,Z) est sur S si et seulement s'il existe un point m € I tel
que mM soit colinéaire 3 $2M . Ainsi :

MeS < 3I(rx,y,z) € R,
(X—l:k(x—l), Y—1l=iy—1), Z—1=az—-1)

(2 +y)2—x*+y*=0, z=0

Conseils

Ona:

On remarque que l'on peut grouper
convenablement les termes de I'équation
cartésienne de S. Les deux plans choisis
peuvent étre aussi naturellement :
y—2=0,2x+y+2z=0.

Cf.§63.31)p.244.

Une directrice I'de S est obtenue en
coupant S par un plan non paralléle a D,
par exemple le plan d'équation cartésienne
z=0.

On recherche I'éventuelle direction des
génératrices de S (si S est bien un cylindre)
de maniére indirecte, a I'aide de plans tan-
gentsa S.
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Solution

(20

)5

c:(@—Xf+@—yﬂﬁuz—nmz—mqu_mﬂ:Q

ce qui donne une équation cartésienne de S.

2)OnaS=S UE, ot §={xy2€eR;z=x(In(x>+y?) —2In|x|) et

x #0} et E = {0} x R x {0}.
Pour x # 0 :

. " Z
Une équation cartésienne de S est donc de la forme f (L,) =0, donc § est un
X X

z=x(In(x*+y*) — 2In|x])

X

xIn(x>+y?) —2lnx =1

cone de sommet 0(0,0,0) et de directrice I’

c) 1) Un point M (X.Y,Z) est sur S si et seulement si le cercle Cy, d'axe D et pas-

sant par M rencontre I

Une équation cartésienne du plan P passant par M et orthogonal a D est :

z=1.

=X+ -V+e-2)=0.

Ce plan coupe D en un point m(x,y,z) défini par :

x=X+0-"+E-2)=0

y==x

=X

Ce point m est sur Cy si et seulement si d(m,D) = d(M,D) :

—

—

—

—

d(m,D) = d(M,D) <= (d(m,D))’ = (d(M,D))’

WAm A TP = [|AM A 7|
x—1 0\ |? X -1 0\ |
y |all = Yy |af1
Z V4 0

(2’ + @ —1)>=(=2+X -1

(

X4+Y+2) 4+ X+Y+Z-3)2-922-9X—1)2=0
2X+Y+Z2)P?—6(X+Y+2)+9-92>—9(X>—2X+1)=0

—TX?42Y>— 77> +4XY +4XZ +4YZ + 12X —6Y —6Z =0,

X+Y+2Z

X+Y+2)\°
3 +

2
5 1>=ﬁ+w—m

ce qui donne une équation cartésienne de S.

2 2
<:>£:lnx —|;y :1n(
X

6.3 « Surfaces

Comnseils
On calcule :
z=0, A=—(Z—1),
1 Y —1
x=l-g—p y=l-773

On peut laisser I'équation cartésienne sous

cette forme, la forme développée étant
plus lourde a écrire.

Comme on se propose de diviser par x, on

écarte le cas x = 0.

Cf.§ 6.3.3 2) p. 246.
On obtient une directrice I"du céne S en

coupant S par un plan ne contenant pas le

sommet §2 de S, par exemple le plan
z=1

Z
D
M
2
7,
2 m A
X
Rappel :
T =
A
dm.py = 1AM~ L
117 ||

ol A € D et i estun vecteur directeur
de D.

) )

Onremarque: O € S.
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Solution
2)Ennotanto; =x +y+zeto, =xy+xz+yz, ona:
M(x,y,2) € S <= oy(0f —02) — 1 =0.

Ennotant ¥ =x?>+y>+z2et P=x+y+2z, ona:o; = P et P2 =X + 20,
P —%

donc 0, = , d'ou :

PP—%( , P-%
MeS &= ——(P-——)-1=0

— (PP=2)(P?+3X)—4=0 < P*'—3>—4=0.
Cette équation cartésienne est de la forme f(P,X) =0, ou P est (le premier

membre de I'équation cartésienne d') un plan et X est (le premier membre de 1'équa-
tion cartésienne d') une sphere, donc S est une surface de révolution.

L'axe de S est la droite D passant par le centre de X et orthogonale & P, donc D
passe par O et est dirigée par le vecteur (1,1,1), c'est-a-dire que D a pour systeme
d'équations cartésiennes x = y = z.

Une méridienne " de S est obtenue en coupant S par un (demi-)plan contenant D,
par exemple le plan d'équation cartésienne y = z :

@y +xz+y20)@2+y2+ 22 +xy+xz+yz)—1=0
y=z
2xy +y) (x> +3y* +2xy) —1=0

y=z

6.3.4 Quadriques

1) Généralités

Conseils
Remarquer que x,y,z jouent des roles

symétriques dans I'équation cartésienne
de S.

Cf.§ 6.3.3 3) p.249.

On appelle quadrique toute surface d'équation cartésienne F(x,y,z) =0, ou F est

un polyndme de degré total 2.

Remarques :
1) Une quadrique admet une EC de la forme :

La présence des coefficients 2 sera Ax? 4+ 2Bxy +2Cxz + Dy* + 2Eyz 4+ Fz> +2Gx +2Hy + 21z + J =0,

justifiée plus loin, lors de I'utilisation N
J s A ol el (12 [ OUA,...,J €R.
d'une forme quadratique ou d'une

matrice symétrique. 2) Onsuppose (A,B,C,D,E,F) # (0,...,0) ;le cas d'égalité correspond a un plan,ou @,ou &;.
3) Toute sphére (cf. Géométrie PCSI-PTSI, § 2.3.3) est une quadrique.

4) La réunion de deux plans est une quadrique.

5) On peut montrer que l'intersection d'une quadrique et d'un plan est &, un plan, ou une

conique.

2) Recherche d'un éventuel centre de symétrie

Soit S une quadrique, d'EC :

(D) Ax?> 4+ 2Bxy+2Cxz+ Dy* + 2Eyz 4+ Fz> +2Gx +2Hy +2Iz+ J = 0.

Cherchons un éventuel centre de symétrie de S.

Soit £2 € &, (x0,Y0,20) ses coordonnées dans R.



‘R est déduit de R par changement
d'origine.

© / Ji = Ax3 + 2Bxoyo + 2Cxo20
7 +Dy? +2Eyoz0 + Fz3
+2Gyozo +2Hyo + 2170 +J.

Pour la pratique, on remarquera que ce
systéme revienta:

(2) <= gradF (x0,y0,20) = 0 .

Lamatrice Q estlamatrice du systéme
linéaire (2) précédent.

" Utilisation du théoréme fondamental sur
/ les matrices symétriques réelles.

On peut se ramener au cas d'une b.o.n.d.
| (directe), par exemple, en changeant

éventuellement ? en —?.

6.3 « Surfaces

Considérons le repere R’ = (£2; ?,7,7). Les formules de changement de repere sont :
x=xo+X
y=y+Y
z=z0+72

pour un point quelconque M de &, de coordonnées (x,y,z) dans R, (X,Y,Z) dans R'.

En reportant dans (1) et en développant, on obtient une EC de S dans R’ :

(AX*>4+2BXY +2CXZ + DY? +2EYZ + FZ*) +2(Axo + Byo + Czo + G)X
+2(B)C0—|—Dy0+EZ0+H)Y—|—2(CX0+Ey0+FZ0+I)+J1 =0.

Le point £2 est centre de symétrie de S si :
Axo+ Byy+Cz0+G =0

(2) B)C0+Dy0+EZO+H=0
CXO+Ey0+FZO+I:O.

A B C
Considérons lamatrice Q = | B D E | de M3(R), qui est symétrique.
C E F

1) Si Q est inversible, alors le systeme d'équations (2) admet une solution unique (xo, yo,20) , €t
donc S admet un centre de symétrie, le point £2(x¢,yo,z0). On dit, dans ce cas, que S est une
quadrique a centre. Nous allons approfondir cette étude dans le § 3).

2) Si Q n'est pas inversible, le systeme d'équations (2) n'admet pas de solution, ou bien en admet
une infinité.

Par exemple : * la quadrique d'EC x> — 2y = 0 (cylindre parabolique) n'admet pas de centre
de symétrie

e la quadrique dEC x> + y? = 1 (cylindre de révolution) admet une infinité de
centres de symétrie.

3) Quadriques a centre
Nous poursuivons 'étude commencée dans le § 2), dans le cas ou Q est inversible.
Dans R’ = (£2; ?,7,7), S admet comme EC :

AX>+2BXY +2CXZ + DY*>+2EYZ+ FZ*+ J, =0,

ouJ; € R.
A B C

Lamatrice Q=| B D E | estsymétrique réelle, donc diagonalisable a l'aide d'un chan-
C E F

gement de b.o.n. (cf. 4.5.1 Th.) ; il existe P € O3(R), D € D3(R) tellesque: Q = PDP™".

Notons ¢ la forme quadratique de matrice Q dans la base (?,7,?). Pour M € &;, de coor-
X

données (X,Y,Z) dans R,notons U = | ¥ |,V =P 'U.Ona:
z
MecS< 'UQU+J, =0
«— W'PT'DPU+J, =0
< 'UDU + J, =0.

Notons (7,7,?) la b.o.n déduite de (?,7,?) par la matrice de passage P ; autrement

dit, par exemple, les composantes de 7 dans (?,7),?) forment la 1°® colonne de P.

A 0 O
NotonsR”:(Q;_I),7,7()) eteD=|0 un O
0 0 v
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Utilisation du théoreme fondamental sur
les matrices symétriques réelles.

Une des valeurs propres de Q estnulle.

On peut se ramener au cas d'une b.o.n.d.
(directe), par exemple, en changeant

éventuellement ? en 7?‘

" Onneretiendra pas par coeur les résultats

254

obtenus dans ce paragraphe sur les autres
quadiques, mais on adoptera, dans
chaque exemple, le plan de calcul ici
développé : groupement de termes,
comme pour une mise sous forme
canonique de trindbme.

La quadrique S admet pour EC dans R” :
3) MR+ pg? v + i =0,

en notant (£,¢,n) les coordonnées du point courant.

Apv # 0.

En multipliant éventuellement dans (3) par —1 et en permutant éventuellement les roles de

Puisque Q est inversible :

X,y,z,onseramene aucas: A > 0etpu > 0.

Ainsi, S admet une EC de la forme :

52 ;2 772 /
atptea=e

ou (a,b,c) € (R,

Selon I'usage courant, utilisons (x,y,z) au lieu de (£,¢.7).

e ef{-1,1}, & €{-1,0,1}, appelée équation réduite de S.

Voir tableau des quadriques a centre p. 256.

4) Autres quadriques

Nous poursuivons 1'étude commencée dans le 2), dans le cas, maintenant, ou Q n'est pas inver-
sible.

Ainsi:  rg(Q) < 2.
D'autre part, puisque (A,...,F) # (0,...,0) : rg(Q) > 1.

Puisque Q € S;3(R), il existe P € O3(R), D € D;(R) telles que Q = PDP~'. Et, comme
rg(M) € {1,2}, on peut, quitte a permuter les roles de x,y,z, se ramener au cas ou :

A 0 0
D=0 u 0], L2eR* uek.
0 0 O

En notant (7,7,7()) la b.o.n déduite de (?,7,7) par la matrice de passage P, et

R = (0; 7,7,?), une EC de S dans R est de la forme :

4) AX2 4+ uY? +2G, X +2H,Y +21,Z+J =0,

ou (G],H],I]) € Rs.

a) Casrg(Q) =2

Ici, w # 0, et S a pour EC dans R, :
G1\? H )\’ G} H?

AMx+2) +u(r+=2) +2nz- - yy=o.

A w A )%

o) Cas T #0

sz . . G, H, G% H, 12
Considérons le point A de coordonnées | — -

A 2a,

J
+ — ) dans Ry, et le
2/;(11 211

ro.n. Ry, = (A; 7,7,7()) . Une EC de S dans R, est :
AE® + g 426 =0.
En multipliant éventuellement par —1 et en échangeant éventuellement les roles de &,¢, on peut

se ramener au cas ou A > 0.

Ainsi, S admet une EC de la forme :

£ ¢ Z
a—2+8ﬁ—8?,

ou (a,b,c) e RL)?, eef{-11}, ¢ ef{-11}.
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6.3 « Surfaces

Par symétrie par rapport (par exemple) au premier axe de coordonnées, on peut se ramener aux
casoue =1.

Selon l'usage courant, utilisons (x,y,z) au lieu de (£,¢,7). On obtient ainsi deux quadriques :

2 2 2
x_z + % = —Z, paraboloide elliptique
a c
%2 2
Y Z . .
PR il paraboloide hyperbolique.
a

B) Cas I =0

L . . G, H
Considérons le point A de coordonnées _T’__’O dans R, et le r.o.n.
“w

R, = (A; 777()) . Une EC de S dans R, est :
G} H}

A§2+u§2—7'— p +J=0.

Comme plus haut, on peut se ramener au cas ou A > 0.

Ainsi, S admet une EC de la forme :

S
;—Fé‘ﬁ:a,

ol (a,b) € (Rj)z, ce{—1,1}, ae{-1,01}.

Selon I'usage courant, utilisons (x,y,z) au lieu de (£,¢,n). On obtient ainsi deux quadriques :

PRI
=+ i 1, cylindre elliptique

a

2y

il 1, cylindre hyperbolique
a

les autres cas étant triviaux : ¢, droite, réunion de deux plans.

b) Casrg(Q) =1
Dans R, S admet pour EC :

G\’ G}
A(X+Tl> +2H1Y+ZIIZ—TI+J=O.

Si (H,,1,) = (0,0), alors S est vide, ou est un plan, ou la réunion de deux plans paralleles.
Supposons donc (H,,1;) # (0,0).

G
Par changement de repere par translation (nouvelle origine de coordonnées (— TI’O’O>

dans R), puis par rotation convenable autour du nouveau premier axe de coordonnées, et enfin
par translation, on se rameéne a une EC de la forme :

A2+ 2H, . =0, ou H, € R*.
Selon I'usage, courant, utilisons (x,y,z) au lieu de (§,¢,n). On obtient 1’équation :
x* —2py =0, cylindre parabolique

Le tableau p. 257 donne les quadriques non a centre, les cas triviaux ou § est un plan ou une
réunion de deux plans étant omis.
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Quadriques a centre

Equation réduite allure nature, nom
2 y2 Z2
-+ +=5=0 2. singleton {2
a? * b? * c2 . 12}

NS}
NS}
[\8)

x_2 + Y _* _ 0 cone (du second degré),
a b2 2
de sommet §2
2 2 2
X y z
S B A N B 1]
a? + b? * c2
z
2 2 2
Z_z + % + i_z =1 § % ellipsoide
X
Zz
2 2 2
x y z° N
= + A= 1 hyperboloide a une

nappe Hi

hyperboloide a deux
nappes Hp
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Autres quadriques

6.3 « Surfaces

Equation réduite allure nature, nom
z
2 2
2
i + Ca— paraboloide elliptique
a? b2 c
0
¥
X
Z
2 2 9)
CHNE / paraboloide hyperbolique
a2 b2 G o b
2 2
X Y
a_2 + ﬁ =-1 %)
Z
LI A lindre ellipti
a_2 + ﬁ = cylindre elliptique
>y lindre hyperboli
il i cylindre hyperbolique
x2=2 Py cylindre parabolique
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5) Exemples de recherche de droites tracées sur une quadrique

Nous allons envisager les cas de I'hyperboloide de révolution a une nappe et du paraboloide
hyperbolique.

a) Droites tracées sur un hyperboloide de révolution a une nappe
H; = hyperboloide & une nappe. Considérons un H; de révolution S, d'équation réduite :
Ky o=
. Soit D une droite de 1'espace.
/ Un cercle ne contient aucune droite. Si D est horizontale, dans un plan z = h (h € R), alors, comme l'intersection de S avec le plan

2y =140

A , il est clair que D n'est pas incluse dans S.
Z =

z = h est le cercle {

X=az+p
y=bz+gq

Supposons donc D non horizontale ; D admet un SEC { ,(a,b,p,q) € R*.

Ona: DCS<:>(VZER,(az+p)2+(bz+q)2—zz—1=0)
(E)(az—l—bzzl, ap +bg =0, pz+q2:1).

. . a
Considérons les inconnues a, b, p, q Considérons la matrice 2 = < b P ) de M,(R) ; on a donc :
comme formant une matrice carrée q

d'ordre 2.

D C S & 2 € O,(R).

D'apres 1'étude du groupe orthogonal en dimension 2 (cf. Algebre PCSI-PTSI, 10.4 Prop. 1) :

| Description du groupe O, (R). 0,(R) = 0956 —sinf ;0 eRU C(,)S(p smg ; peRY.
) sin @ cos 6 sing  —cos g

En notant, pour 8,9 € R :

X =z cosf —sinfd X =zcosg+sing
Dy . > A(p . s
y =z sin6 + cos @ y=2zsing —cosg

on conclut que les droites tracées sur S sont les Dy (6 € R) etles Ay (¢ € R).

Soit M(xo,Y0,20) € S. Il existe une droite Dy et une droite A, uniques passant par S. En effet,

ona:
L=z cosf — sinf X020 4+ yo = (1 + z2)cos 6
Yo = 2o $in® + cos f xo — yozo = (1 + z5)sin6’

et ce dernier systéme d'équations admet une solution ¢ unique (modulo 27), puisque :
(x020 + ¥0)* + (X0 — 3020)> = (x5 + y)(1 +25) = (1 + z5)*

L xo=20 cos @ + sing x020 — Yo = (1 + zg)cos @
Yo = 2o Sing@ — cos @ X0+ yozo = (1 + zg)sing’

et, de méme, ce dernier systeme d'équations admet une solution ¢ unique (modulo 2r).

On dit que S est une surface
doublement réglée : S est, de deux
fagons, une réunion de droites.
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Remarques :
1) Puisque S est de révolution autour de z'z, les deux droites Dg, A, tracées sur S et passant
par M, sont symétriques l'une de l'autre par rapport au plan contenant 7'z et M,.
2) En notant I7 le plan tangent en M a S, et Dy, A, les deux droites tracées sur S et passant
par My,ona: IINS=DyUA,.
3) Pour tout (6;,6,) de R? tel que 6, # 6, [27], Dy, et Dy, ne sont pas coplanaires. De méme,
pour tout (¢1,¢,) de R? tel que ¢; # ¢, [27], Ay, et Ay, ne sont pas coplanaires.
4) On peut retrouver les deux familles de droites précédentes par le calcul classique et élé-
gant suivant:
Astuce permettant de retrouver les Wy —d=le= h+d0—2) =0+ -y
droites tracées sur S. x4+z=2(1+y)
AMx—z)=1-y
x+z=pl-y
ux—z)=14y/)"

<:>(3AER, {
<:><3M€R, {

b) Droites tracées sur un paraboloide hyperbolique

PH = paraboloide hyperbolique. Considérons un PH S, d'équation réduite :

x2—y*—2hz=0, h>0fixé.
1l - - 1 - - —
— (i — j),—C(i -|—j),k),obtenué artir de R par la

. c L - y \ .
rotation d'axe passant par O, dirigé et orienté par k , d'angle -7 S admet I'EC suivante, plus

permet de remplacer x —y2

\/ Ce changement de repére par rotation Dans le rond. R = (0;
e par2xy.

commode ici :
xy —hz=0.

En raisonnant comme dans a) (le calcul est ici plus simple), les droites tracées sur S sont celles

= :h
d'équations : {x b ,PER, {qx S qeR.

Exercices 6.2.17 4 6.2.30. py = hz

Détermination de la nature et d'une équation réduite pour une quadrique donnée par son équation cartésienne
On considere la quadrique S, d'équation cartésienne, dans un repere orthonormé R = (O; _1)77) :
5x2 4 2y% 4+ 1122 + 20xy + 16xz — 4yz — 42x + 24y — 24z = 0.

Déterminer un repere orthonormé dans lequel S admet une équation réduite, former cette équation réduite, et préciser la nature de S.

Solution Conseils
) 5 10 8
@ Notons Q la matrice symétrique associée : Q = | 10 2 -2 |. Cf.§ 6.3.4 2).La matrice Q est la matrice,
E 8§ -2 11 dans la base canonique de R?, de la forme
f quadratique qui, au triplet (x,y,z) de R3,
2 1) Détermination des valeurs propres de Q associe :
% On forme le polyndme caractéristique de Q : 5x2 +2y% + 112% + 20xy + 16xz — 4yz.
=
=]
2 5-1 10 8
é xXoA) =| 10 2—A -2
% 8 -2 11-=2x
<
;‘- =0-MN2-2)A1-2) —320—-64(2 - 1) —4(5 — ) — 100(11 — A) Développement d'un déterminant
% (10— 72 )\2)(” A) & 168 — 1568 d'ordre 3 par la regle de Sarrus, par
= — + — —
8 exemple. —
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Solution Conseils
=23+ 1822 4+ 811 — 1458 = (—A> + 81A) + 18(A% — 81) 1458 = 81 - 18.
=— =8 —18)=—(L+ 9 — 9 — 18).

On obtient : Sp (Q) = {—9,9, 18}.

En particulier, O n'est pas valeur propre de Q, donc Q est inversible. D'apres le  Pour montrer que Q est inversible, on
Cours (cf. § 6.3.4 2)), S est une quadrique a centre. pouvait aussi passer par le déterminant :

det (Q) = —1458 # 0.
2) Recherche du centre de S

Soit £2 € &, (x0, Yo, 20) ses coordonnées dans R. Considérons le repere Méthode :cf.§ 6.3.4 2) p.252.

R = (£2; 777) Les formules de changement de repére sont :
x=x0+ X, y=»-+Y, z2=20t+Z,

pour un point quelconque M de &;, de coordonnées (x,y,z) dans R, (X,Y,Z)
dans R'.

En reportant dans I'équation de S dans R, on obtient 1'équation de S dans R’ :

5(X4x0)>+2(Y +y0)>+ 11(Z420)* +20(X +x0) (Y + y0) + 16(X +x0) (Z +20)
—4(Y + Yo)(Z + 20) — 42(X + x0) + 24(Y + yo) — 24(Z + z9) = 0.

L'annulation des coefficients des termes du premier degré en X,Y,Z équivaut au
systeme :

10x0 + 20yy + 1679 —42 =0
20x0 +4yo — 470 +24 =0
16x9 — 4yo + 2279 — 24 = 0.

Par résolution de ce systeme linéaire, on obtient les coordonnées (xo,Yo,Z0),
dans R, du centre £2 de S :

Xo=-1, y=1 z=2.
En remplacant x¢, 0,20 par leurs valeurs dans lI'équation vue plus haut, on obtient

une équation de S dans R’ :

5X2 4272+ 112> +20XY + 16XZ —4YZ +9 = 0. 5x3 + 23 + 1122 + 20x0y0 + 16x020

. . . —4yoz0 — 42x0 + 24y9 — 2470 = 9.
3) Obtention de l'équation réduite de S

On cherche une base de R* formée de vecteurs propres de Q.

X
eU=|y | eSEP(Q,-9) < QU =-9U
z
S5x + 10y +8z = —9x
x=-=-2z
— 10x +2y —2z=-9y < o Résolution facile, par exemple, par
y =2z N 02 q
8x — 2y + 11z = —9z combinaison d'équations.
2
. . — — 1
Donc SEP (Q,—9) est de dimension 1 et admet pour base (/),ou I = 3 =2 |0 T comemd
-1
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Solution Conseils

X
«U=|y|eSEP(Q,9 < QU=9U
Z

5x + 10y + 8z = 9x

= —2x
— 10x +2y — 2z =9y <+— . Résolution facile, par exemple, par
y=2x combinaison d'équations.
8x — 2y + 11z =9z
. . — = 1 ! 5
Donc SEP (Q,9) est de dimension 1 et admet pour base (J),ou J = 3 2 |. 7 estnormé.
-2
X
eU=|y | €SEP(Q,18) <= QU = 18U
Z
S5x 4+ 10y + 8z = 18x
x =2y
— 10x +2y — 2z = 18y <— X Résolution facile, par exemple, par
z=2y combinaison d'équations.
8x —2y+ 11z =18z
2
. . — = 1
Donc SEP (Q,18) est de dimension 1 et admet pour base (K), ou K = 3 1]. X estnorme.
2

Remarquons que 1'on pouvait calculer K autrement. Puisque Q est symétrique réel-
le, les sous-espaces propres de O sont deux a deux orthogonaux, et on peut donc
prendre pour troisieme vecteur :

- = - 1 e l 1 6 1 z
—1 -2 6 2

D'apres le Cours, une équation cartésienne de S dans le repere orthonormé (direct)

N Cf.§ 6.3.4 3) p. 253.
R'=(2; I,J,K)est:
—9£2 4922+ 1872 +9 =0,

et on obtient 1'équation réduite de S, dans R”, avec les notations usuelles :

2
%
x2_y2__=1

On conclut : S est un hyperboloide a deux nappes.

6.3.5 Surfaces réglées, surfaces développables

Ce § 6.3.5 est destiné aux étudiants de seconde année PT, PT*.

1) Surfaces réglées

6.3 « Surfaces

Une surface de classe C¥ (k > 1) est dite réglée si et seulement si elle admet une

représentation paramétrique de la forme
¢: I xR— & ,
—
(u, V) —mu)+vG(u)

oum:I —> &z et ?}) .1 — R3 — {(0,0,0)} sont des applications de ¢
sur un intervalle 7 de R.

lasse CK
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Les cylindres et les cones sont des
| surfaces réglées.

Graphiquement, on voit que I'hélicoide
droit est une réunion de droites
s'appuyant d'une part sur 7'z, d'autre
part sur une hélice.

262

Comme, pour u € I fixé, R — &, est une RP d'une droite D, on voit que, plus
v—>m(u)+vG(u)
simplement, une surface S est réglée si et seulement si elle est réunion d'une « famille »

de droites, S = U Dy,. On dit alors que (Dy),e; est une famille de génératrices de la sur-
uel

face réglée S, et que, pour (u,v) € I x R, D, est la génératrice (dans la famille précé-

dente) du point ¢ («,v) de S, pour tout v de R.

Le plan tangent en un point régulier d'une surface réglée contient la génératrice de ce
point.

Preuve
Notons ¢ : I xR — & une RP de la surface réglée S, ot m:I — & et
(u,v)n—)m(u)-‘rvG—(_)u)

8 : 1 — R?* —{(0,0,0)} sont de classe C' sur I. Soit (u,v) € I x R un point régulier de S, c'est-
—_

. T . 09 —
a-dire tel que W (u,v),a— (u,v) | soit libre. Commea—(u,v) = G(u), le plan tangent en ¢ (1, v)
u v v

a S contient la droite passant par ¢ (u,v) et dirigée par G (u), c'est-a-dire la génératrice de ¢ (#,v) (ou :
de (u,v)) sur S.

Exemple : Hélicoide droit
La surface S de RP :

&
X =V COoSu

y=vsinu (h € R* fixé),
z=hu ]

appelée hélicoide droit, est réglée.

X

En effet, en notant m : R — &, et E) ‘R — ]R3 , S admet la RP
ur—>(0,0;hu) u—> (cosu,sinu,0)

¢ RxR— & etonabien: VueR, G(u);é_O).

(u,v)}—)m(u)-i-vG—()u)

Puisque, pour tout (z,v) de R? :

— _

0 B
—¢(u,v) = (—vsinu,v,cosu,h), —¢(u,v) = (cos u,sinu,0),
du v

— N

ad a

—¢(u,v),—¢(u,v) est libre.

ou dv

Ainsi, tout point M (u,v) de S est régulier.

Pour tout v de R*, la courbe I, de RP ¢(-,v), c'est-a-dire u € R — (v cosu,v sinu,hu)
est une hélice circulaire a pas constant (cf. 6.2.2 Exemple 1) p. 231), et le plan tangent en
M (u,v) peut étre défini par la génératrice de M et la tangente en M a I,.



6.3 « Surfaces

2) Surfaces développables

% Les surfaces développables sont des Une surface réglée S est dite développable si et seulement si, pour toute génératrice
/ surfaces réglées particulieres. G de S, le plan tangent 4 S en tout point régulier de G est le méme.
—
Notons ¢ : I xR — &, une RPde S,oum:I — E et G : I — R>—{(0,0,0)}

—
(u,v)—mu)+vGu)
sont de classe C¥ (k > 1).

Une génératrice de S est formée des points ¢ (u,v) ou u € I est fixé et v décrit R. Soit donc
u € I fixé.

7 = o
Supposons que (m (u),G(u)) soit libre.

Pour que le plan tangent en tout point régulier de la génératrice m(u) + R G(u) soit le méme,
il faut et il suffit que, pour tout v de R (tel que (u,v) soit régulier) :

Vect(rn/—(l,:) +v C;’—(14>),(}—(14))) = Vect(m/—(t,s,m).

On voit alors que, si la génératrice admet au moins un point régulier :

/ /
G'(w) € Veet(m'0),GW)).
La réciproque est évidente.

Résumons 1'étude.

Soit ¢ : I xR — & une RP d'une surface réglée S, oum : I — &3 et
(u,v)—mu)+v G—(I/_l))
Gl — R~ {(0,0,0)} sont de classe C!. On suppose que, pour tout u de I,

(m' (), G () est libre.

. . =
=, Clestlaméthode pratique pour savoirsi Alors, S est développable si et seulement si, pour tout u de I, (m'(u),G(u),G'(u))
/ une surface réglée est développable. i e
Exemples :

1) Les cylindres et les cones (de classe C') sont des surfaces développables.

X=1u-+v cosu
2) La surface Sde RP { y =v sinu , (u,v) € R?, est développable.
z=sinu-+v

En effet, avec les notations précédentes :
. = . £ 14
em(u) = (u,0,sinu), G(u) = (cosu,sinu,1), donc S est réglée

e m’(u) = (1,0,cosu), donc (m’(u),G(u)) est libre pour tout u de R. Tout point de S est

régulier.
1 cosu —sinu
/ =rad / .
edet _5 5 (m ).G),G (u)) —| 0 sinu cosu
i k)
cosu 1 0

= cos’u + cosu sinu — cosu = 0,

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

donc (m (u),G(u),G (u)) est liée, pour tout u de R.
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Remarque :

Toute surface développable est (par définition) réglée.

La réciproque est fausse ; par exemple, I'hélicoide droit (cf. 7) Exemple p. 262) est une surface
réglée non développable, puisque, avec les notations précédentes, pour tout u de I :

0 cosu —sinu
_ . —
det — —y (m’(u),G(u),G’(u)) =0 sinu cosu|=h=#£0.
7T W o 0

3) Surface engendrée par les tangentes a une courbe gauche

Soit I" une courbe gauche, de RPm : I —> &, de classe C?, T.
ur—>m(u)

biréguliere. m'(u)

Considérons, pour tout # de I, la tangente en m(u) a I, qui

est la droite passant par m(u) et dirigée par m’ (u) .

Considérons la surface réglée Sde RP ¢ : I x R — &, , c'est-a-dire la réunion des tan-

—
(u,v)—>m(u)+vm’ (1)
gentes a I ; on dit que S est engendrée par les tangentes a la courbe gauche I

On a, pour tout (u,v) de I x R :

— —
%(u,v) — ) + v m @), %(w,v) s

/ " . . . .
Comme, pour tout u de I, (m (u),m (u)) est libre, le point M (u,v) de S est régulier si et seu-

lement si v # 0. Autrement dit, I'ensemble des points non réguliers (i.e. stationnaires) de S
est I'.

) — = ——> )
Pour tout (u#,v) de I x R*, la famille (m’(u),m’(u),m’ (u)) est liée, donc, d'apres le théoreme

précédent, S est développable.
De plus, pour tout (u,v) de I x R*, le plan tangent en ¢ (u,v) a I" est le plan passant par ¢ (u,v)

—_—
et dirigé par (m/(u),m”(u)) ; c'est le plan osculateur a " en m(u) (cf. 5.1.3 p. 267).

Résumons I'étude.

Soit I" une courbe gauche de classe C2, biréguliére. La surface engendrée par les
tangentes a I est une surface développable.

Exemple :
X=u
La courbe I"de RP { y = u” (u € R) est biréguliere, et la surface développable engendrée
3
z=u

X=u-+v
par les tangentes 4 I" admet pour RP { y = u? + v - 2u |, ou encore :
z=u+v-3u’

X=u-+v
y =u(u+2v) |, (u,v) € R%.
7z =u*(u + 3v)

N\ L . s . 2 N s 2

' Cette réciprogue n'est pas au programme. Nous allons étudier une réciproque du théoreme précédent.
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6.3 « Surfaces

Soit S une surface développable, de RP ¢ : [ xR — & ,oum:I — & et
(1.0 —>m () +vG (W)

5) : I — R —{(0,0,0)} sont supposées de classe C.

— s —> —_
Supposons que, pour tout u de 7, (G(u),G/(u)) et (m/(u),G(u)) soient libres.

_
Puisque S est développable, pour tout u de 1, (m’ (u),G(u),G’(u)) est liée. Il existe donc des
applications A, : I —> R telles que :
— - —_—
Yuel, m'@w) =iu)Gu)+puw) G ).

En passant aux coordonnées dans R, par exemple, on voit que, puisque m’,G,G’ sont de classe
C'sur I, A et  sont de classe C' sur 1.

Soit u € I. Nous allons montrer que la génératrice de m(u) sur S admet un point non régulier et

. -
un seul. On a, pour tout v de R, en notant S(u) = (G(u),G/(u)) :

— —
0 0 —_— —_— —
dets) <a—i’<u,v>, %(u,v)) = dets) (') +v G'(0),G W) )

RN —_—> —
= detsg) (MG + (1w +v)G'w).GwW))
= —(u(u) + v).
Ainsi, le point (u,v) de la génératrice de m(u) sur S n'est pas régulier sur S si et seulement si
v=—u(u).
La courbe I" de RP u € [ — d)(u,—u(u)), qui est tracée sur S, est appelée l'aréte de

rebroussement de la surface développable S.

Notons n : I —> &; 1'application définie par :
—
Vie I, n(w) = ¢ (u,—p0) = m@w) — p(w) G@).
On a, pour tout u de I :
7 7 ’ . 7 / .
1 @) = m' @) = 1 @) G — 1) G'w) = (1) = 1/ @) G @),
Supposons que tout point de I” soit régulier sur I, c'est-a-dire :
Yuel, Mu)—p(u)#0.

Une RP de la surface développable X' engendrée par les tangentes a I” est :

- / 2
,vy) € I x R —> n(u) 4+ v n' () = m(u) + (— ) + vl(k(u) —u (u)))G(u).

Comme l'application v; — —pu(u) + v, <A(u) — u/(u)) est (pour u fixé) un C'-difféomor-
phisme de R sur lui-méme, une autre RP de X est :
I xR— &, ,
—
(u,w)—m(u)+wGu)

etdonc: X =3S.

En résumé :

Si S est une surface développable de classe C 2 il existe une courbe I tracée sur S,
appelée aréte de rebroussement de S, telle que S soit la réunion des tangentes a I”
(aux hypotheses pres signalées dans 1'étude précédente).
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Exemple:
X =u-+vcosu -

On a vu p. 263 que la surface S de RP { y = v sinu , (u,v) € ]0; E[ x R, est déve-
z=sinu+v

loppable.

Avec les notations de 1'étude précédente, m(u) = (1,0,sinu), G(u) = (cosu,sinu,1),d'ou

/ / .

m'(u) = (1,0,cosu), G'(u) = (—sinu,cos u,0) .

On obtient alors :  A(u) =cosu, w(u) = —sinu, dou: A(u)— u'(u) =2cosu #0.

L'aréte de rebroussement de la surface développable S admet pour RP

X =u-+sinu cosu
uelr— ¢(u,—u(u)) , c'est-a-dire : y = sin’u
z =2 sinu.

Reconnaitre, sur une représentation paramétrique, si une surface est réglée, développable

Les surfaces S suivantes, dont on donne une représentation paramétrique, sont-elles réglées, développables ?
a)x =64+uv, y= 2u + uPv, 7z =3u*+u’v, (u,v) € R?

b)x =shu+vchu, y=chu+vshu, z=u*>+v, (u,v)ecR>.

Solution Conseils

a) * S admet la représentation paramétrique : ¢ : (u,v) € R? — m(u) + vG (), Cf.Cours§6.3.51) p.261.

6 u
ot m(u) = | 2u® |,G@w)=| u* |, donc S est réglée.
3ut u?
* Pour voir si S est développable, on calcule, pour tout u € R : Cf.Cours § 6.3.5 2) p. 263.
0 u 1
— —— =
[m' ), Gu), G'w)] =| 6u®> u> 2u
3 3 2
126w 3u Développement par la regle de Sarrus, par
=u’ 4240’ — 12u° — 18u”° = 0. exemple.

On conclut que S est développable.

—
b) » S admet la représentation paramétrique : ¢ : (u,v) —> m(u) + vG(u), ou Cf.Cours§6.3.51)p.261.

shu chu
m(@u) = | chu | et G(u) = | shu |, donc S est réglée.
u? 1
* Pour voir si S est développable, on calcule, pour tout u € R : Cf.Cours § 6.3.5 2) p. 263.
chu chu shu
—_ s ——>
[m'(w), Gw), G'(u)] = |shu shu chu

2u 1 0
= 2u ch®u + sh®u — 2u sh’u — ch’>u = Qu — 1)(ch’u — sh’u) = 2u — 1,
qui n'est nul que pour u = 1/2.

On conclut que $ n'est pas développable.
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6.3.6 Exemples de recherche de courbes tracées
sur une surface et satisfaisant une condition
différentielle

Ce § 6.3.6 est destiné aux étudiants de seconde année PT, PT*.

1) Trajectoires orthogonales

Soient S une surface, (I'3),ea une famille de courbes tracées sur S. On appelle tra-
jectoire orthogonale de (I)yca (sur ) toute courbe C, tracée sur S, et coupant
orthogonalement chacune des I') (A € A).

Examinons le cas particulier ou S est un plan ; on peut, par un changement de r.o.n.d., se rame-
ner au cas ol S est le plan xOy.

Soit (I3 )ren une famille de courbes du plan, indexée par un intervalle A de R. Supposons qu'il
existe un ouvert V de R? et une application F : V. — R de classe C' sur Vtelle que, pour tout
A de A, I, admette pour EC  F(x,y,A) =0.

Supposons qu'en tout point de '), le théoreme des fonctions implicites s'applique, et que I3 soit
la courbe représentative d'une fonction d'une variable réelle, de classe C'.

F(x,y,A)=0

FY(x,y,3) + Fy(x,y,0)y" =0
f(x,y,y") =0, appelée équation différentielle (du 1°* ordre) de la famille de courbes
(I3)2en-

Soit C une trajectoire orthogonale de (17} );e . Supposons que C soit la courbe représentative

L'élimination de A dans { donne une relation de la forme

\ o y d'une fonction yc d'une variable réelle, de classe C'. Puisque C coupe orthogonalement
" La menée rigoureuse de I'étude

précédente serait délicate.

chaque I, on a, en tout point (x,y) d'une I : y’C(x) =— , et donc C satisfait

Y, ()
1

I'équation différentielle : f (x,y,——/) =0.
y

On en déduit la regle pratique suivante :

Soit (I))ea une famille de courbes du plan, admettant une équation différentielle
% Méthode pratique pour déterminer les f(x,y,y") = 0. Une équation différentielle de la famille des trajectoires orthogonales

\ trajectoires orthogonales d’une famille

/ 1
~  de courbes du plan. de (I)zen est: f<x’y’_ /> 0
y

1
Autrement dit, on remplace y’ par —— dans I'ED de (I)en-
y

Exemples :

1) Déterminer les trajectoires orthogonales de y
la famille des droites du plan passant par 1'ori-

gine.

L'EC générale des droites D; passant par O (sauf

yy)est: y=aix.

Une ED de la famille (D, ), cr est obtenue est éli- e
=
minant A dans { y/ "
y=a

Cestdonc: y—xy =0.
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! 1
\ / On remplace y’ par —— dans
-7 y

I'équation différentielle précédente

Une ED de la famille des trajectoires orthogonales de (D; ))er est alors :

X
y+—= =0, ouencore: yy +x=0.

Les trajectoires orthogonales ont donc pour EC :

Xy =pn (LeRy);
ce sont les cercles de centre O.

2) Déterminer les trajectoires orthogonales de la famille (I} );cz+ d'hyperboles équila-
teres d'EC :
x> =y 4+ 21y =0.

On obtient une ED de (I))jer+ en éliminant A
x> =y 41y =0

2x = 2yy + 2y’ =0’ ce qui donne :

dans {

2xy — (x? + yz)y’ =0.

Une ED des trajectoires orthogonales de (1) er*

1
est obtenue en remplacant y’ par —? :

2xyy' + (* +yH) =0.

Le changement de fonction inconnue z = y* raméne a I'ED xz’ + z + x* = 0, dont la solu-
tion générale est :

XX
Z:x+— ——+—, pneR.
3 X

On en déduit une équation cartésienne des trajectoires orthogonales (C,)er :

x(x2+3y?) —3u =0.

2) Lignes de plus grande pente

Soit S une surface.

On appelle lignes de niveau de S les sections de S par les plans horizontaux. On
appelle lignes de plus grande pente de S les trajectoires orthogonales de la famille
des lignes de niveau de S.

Exemples :

1) 1l est évident, graphiquement, que les lignes de plus
grande pente de la sphere S de centre O et de rayon R
(> 0) sont les cercles diamétraux passant par les deux
«poles » de S.

2) De méme, les lignes de plus grande pente d'un

cone de révolution de sommet O et d'axe 7'z sont ses
génératrices.
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Imaginer que I'on regarde S, I'ceil étant
al'infini dans la direction A.

6.3 « Surfaces

3) Déterminer les lignes de plus grande pente du paraboloide hyperbolique S d'EC

x? — y2 = 2z.

x2—y2 =21

, A ER.
z=)»’

Les lignes de niveau I de S ont pour EC {

Un vecteur tangent non nul en un point (x,y,z) de Iy a pour coordonnées (y,x,0).

Une ligne de plus grande pente C admet une RP: x =x(1), y = y(A), z=2z( ), et un

vecteur tangent en un point (x()»),y()»),z()»)) de C a pour coordonnées

(x/ ),y (V)7 (A)). L'orthogonalité des vecteurs tangents a I et C se traduit par :

x'y+xy =0,dou: xy=pu (u€R).

Les lignes de plus grande pente de S ont donc pour EC :

2 _ 2=2
S ‘, neR,
xy=p
X =t
i
y==
et pour RP : ! , eR"
_1 12 IS
) 12

3) Contour apparent cylindrique dans une direction donnée

Soient S une surface, A une direction de droites. On
appelle contour apparent cylindrique de S dans la

direction A la courbe I" formée des points M de S en A W

lesquels la droite passant par M et de direction A est
tangente a S.

Le cylindre X, réunion des droites de direction A et tangentes a S est appelé le
cylindre circonscrit a S dans la direction A.

On dit aussi que I" est la courbe de contact de S et X.

Ona: ['C SN X, etsouventen pratique, I’ = SN X.

Exemple :
Former une EC du cylindre ¥ circonscrit i la surface S d'EC x* + y* + z* = 1, dans
la direction d'équations { f f (\) - 0.
. L. - = y=—x+A ) N
Une droite Dy, dirigée par i — j , de SEC , (A,u) € R, est tangente a
Z =

S si et seulement si 1'équation
A+ +ut—-1=0,
d'inconnue x € R, admet (au moins) une solution double.

=0+ ut—-1=0 (D)

A cet effet, on élimine x dans : { 40 140 — 1) =0 ).
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A
Comme: Q)<=x*=0Q—-x)P¢<=x=r—x<=x= 5 D;. ;. est tangente a S si

et seulement si :
A4 4
—+u —1=0.
3 123
y=—-x+A
I=u
4
— tut=1=0,

On obtient une EC du cylindre X' en éliminant (A,xt) dans :

cequidonne: X | (x+y)*+8z*—-8=0.

4) Contour apparent conique issu d'un point donné

Imaginer que I'on regarde S, I'ceil étant Soient S une surface, 2 un point (souvent, on suppo-

ens2. sera : £2 € §). On appelle contour apparent conique
de S issu du point §2 la courbe I" formée des points M
de S en lesquels la droite (£2M) est tangente a S.

Le cone X, réunion des droites issues de £2 et tan- Q
gentes a S est appelé le cone de sommet 2 circons-
crita S.

On dit aussi que I est la courbe de contact de S et 2.
Ona:I' C SN X, etsouvent en pratique : [' = SN X.

Exemple :

Former une EC du cone ¥ de sommet $2(0,2,0) et circonscrit a la surface S
d'ECx?+y* -2 = 1.

Un point M (x,y,z) est sur X si et seulement si la droite (£2 M) est tangente a S. Une RP de

X = Ax
(2M)est§ Y =2+ A(y —2) |, A € R. Cette droite (£2M) est tangente a S si et seulement
Z =Az

si I'équation :
()2 + (2 FAly — 2))z 02’ =1=0

admet (au moins) une solution double en A, c'est-a-dire si et seulement si :
(20-2) —3(x*+ o -27-2) =0,

Ainsi, ¥ apour EC: —3x*+ (y—2)2+3z>=0.

Surfaces

* Pour déterminer une représentation paramétrique d’une surface donnée par une équation cartésienne
(ex. 6.3.1), il n’y a pas de méthode générale. Si une somme de carrés intervient, on pourra essayer de faire appa-
raitre des fonctions trigonométriques.
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6.3 « Surfaces

Une représentation paramétrique locale pourra provenir du théoréme des fonctions implicites.

Pour former une équation cartésienne d’une surface donnée par une représentation paramétrique (ex.
6.3.2), éliminer les parametres.

Pour former une équation cartésienne de la réunion des droites de I’espace satisfaisant des conditions impo-
sées (ex. 6.3.3, 6.3.4, 6.3.7), déterminer les droites en question par un systeme d’équations cartésiennes
{ x=az+p

y=bz+gq
Géométrie PCSI-PTSI, § 1.2.3). On peut aussi essayer de faire intervenir une représentation paramétrique d’une
droite de la famille (ex. 6.3.5, 6.3.6).

Pour déterminer toutes les droites tracées sur une surface S d’équation cartésienne donnée (ex. 6.3.9), cher-

‘ par exemple, puis éliminer (a,b,p,q) (cf. également la rubrique « Les méthodes a retenir » de

xX=az+p

y=bztql| par exemple, si elles ne sont pas

cher ces droites par un systeme d’équations cartésiennes du type {

paralleles a xOy.
Le plan tangent en un point régulier M (u,v) d’une surface S de représentation paramétrique x = x(u,v),

—
oM oM
y=y(u,v),z=2z(u,v) (ex.6.3.10,6.3.11), est le plan passant par M (u,v) et dirigé par 8—(u,v), E(u,v) R
u

cf. § 6.3.2 1) p. 238.

Le plan tangent en un point régulier A(a,b,c) d’une surface S d’équation cartésienne F(x,y,z) =0 (ex. 6.3.12,
6.3.13), est le plan d’équation cartésienne :

(X —a)F.(A) + (Y — b)F;(A) +(Z—-0o)F/(A)=0
cf. § 6.2.3 2) p. 240.
Etant donné un vecteur " non nul et une courbe I de représentation paramétrique  —> m(f), une représenta-
tion paramétrique du cylindre S de génératrices paralleles 2 U et de directrice " est :

t2) — M) =m@) + 27V

cf. §6.3.3 1) p. 244.
On obtient une équation cartésienne de S (ex. 6.3.17 a)) en éliminant (z,A).

F(x,y,2) =0

G(x.y.2) =0 (ex. 6.3.17 b)), on obtient une équa-

Si I' est donnée par un systeme d’équations cartésiennes {

tion cartésienne de S en éliminant A,x,y,z dans :

X—x=i, Y—y=A8, Z—-—z=2ry, F(x,,20=0, G(x,y,2)=0,
ou on a noté m(x,y,z), M(X,Y,Z), v = (o, B8,7).
Pour reconnaitre qu’une surface S est un cylindre (ex. 6.3.19), mettre son équation cartésienne sous la forme
f(P,0) =0, o0u P,Q sont des plans sécants (cf. § 6.3.3 1) p. 244).
Si I’énoncé demande de plus une section droite du cylindre, on sera amené a effectuer un changement de repere
orthonormé.
Etant donné un point £2 et une courbe I" de représentation paramétrique ¢ —> m(r), une représentation para-
métrique du cone S de sommet $2 et de directrice /" est :

(t,A) — M(t) = 2 + 12m(t)

cf. § 6.3.3 2) p. 245. On obtient une représentation cartésienne de S (ex. 6.3.21 a)) en éliminant (#,1).
F(x,y,2) =0

Glx.y.2) = 0‘ (ex. 6.3.21 b), 6.3.23), on obtient une

Si I" est donnée par un systeme d’équations cartésiennes {

équation cartésienne de S en éliminant A,x,y,z dans :
X_a:)"(x_a)’ Y_b:)\’(y_b)’ Z_C:)"(Z_C)’ F(-xﬂyﬂz):()’ G(xvy7z):O

1
ou on a noté m(x,y,z), M(X,Y,Z), §2(a,b,c). 1l peut étre commode de considérer 3 plutdt que A.
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Pour déterminer le sommet 2 d’un cone S, remarquer que £2 est un point non régulier de S (ex. 6.3.22).
Etant donné une droite D et une courbe I de représentation paramétrique 1 — m(z), une équation cartésienne
de la surface de révolution S obtenue en faisant tourner I” autour de D (ex. 6.3.26) est obtenue en éliminant
m dans :

{ d(m,D) =d(M,D)

M e P,

ou Py, est le plan passant par m et orthogonal a D.
Pour reconnaitre qu’une surface S est de révolution (ex. 6.3.29), mettre son équation cartésienne sous la forme
f(P,X) =0 ou P estun plan et X une sphere (cf. § 6.3.3 3) p. 249).
Une méridienne, souvent souhaitée, est alors 1’intersection de la surface avec un plan contenant 1’axe. L’ obtention
en est aisée si 1’un des plans des coordonnées contient 1’axe ; sinon, un changement de r.o.n.d. s’impose.

Pour obtenir une équation réduite et déterminer la nature d’une quadrique S dont on donne une équation
cartésienne F(x,y,z) = 0 (ex. 6.3.32, 6.3.33), former la matrice Q de la forme quadratique dans la base cano-
nique de RR3 et calculer les valeurs propres de Q ou le polyndme caractéristique xg.

— Si 0 n’est pas valeur propre de Q, alors S est une quadrique a centre. Le centre £2 de S est obtenu en résolvant
le systeme d’équations :

Fi(x,y,2) =0, Fy(x,y,2) =0, Fl(x,y,2) =0.
Appliquer ensuite la méthode développée dans le § 6.3.4 3) p. 253 et la liste des quadriques a centre, tableau
p- 256.

— Si 0 est valeur propre de Q, appliquer la méthode développée dans le § 6.3.3 4) p. 254, consistant essentielle-
ment en des groupements de termes dans des trindmes, et le tableau des « autres » quadriques p. 257.

Pour trouver toutes les quadriques contenant une (ou des) courbe(s) donnée(s) (ex. 6.3.42 a 6.3.44), partir de
I’équation cartésienne générale d’une quadrique.

Certaines quadriques peuvent aussi étre des cylindres (ex. 6.3.31, 6.3.32) ou des cones, ou des surfaces de révolu-
tion (ex. 6.3.34 2 6.3.37), ce qui peut faciliter leur étude.

Pour montrer qu’une surface donnée par une représentation paramétrique est réglée (ex. 6.3.50 a 6.3.52),
mettre cette représentation paramétrique sous la forme :

¢ (u,v) — m(u) + vG—(u>)

cf. § 6.3.5 1) Déf. p. 261.

Une surface réglée S de représentation paramétrique ¢ : (u,v) —> m(u) + vG(u) est développable (ex. 6.3.50 a

6.3.52) si et seulement si, pour tout u, la famille (m’(u),G(u),G’(u)) est liée, cf. 6.3.5 2) Th. 1 p. 263.
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Généralités sur les surfaces, exercices 6.3.1 a 6.3.9

6.3.1 Trouver une représentation paramétrique de la sur-
face S d'équation :

V3?2 + (I + (o) =4
6.3.2 Former une équation cartésienne d'une surface S
contenant la surface admettant la représentation paramé-
trique :
y = u? +v* + w?,

3
z=u®+ v +uw

XxX=u-+v+w,
uvw =1, (u,v,w) € R3,

6.3.3 Former une équation cartésienne de la surface S
réunion des droites A de &; rencontrant les trois droites :

y:—] x=1 x=-—1
D D D .
S O R

6.3.4 Soient (a,h) € (Rj_)z, H T'hyperbole d'équations
2
Xy =a y=0 , |x=0
, D , D .
{ z=0 { z=~h { z=—h
Former une équation cartésienne de la surface S réunion
des droites A de &; rencontrant H, D, D’.

6.3.5 Soient 7 le plan d'équation y = z, et les deux para-
y2 = Zx’ P/ {Z2 = 3x.
z=0

Former une équation cartésienne de la surface S réunion

bolesP{
y=0

des droites A de &; paralleles a 7 et rencontrant P et P’

6.3.6 Soient (a,b,c) € (R*)* et I' la courbe représentée
paramétriquement par :

z=c@*+1), teR.

Former une équation cartésienne de la surface S réunion
des cordes de I” paralleles au plan xOy.

x=at, y=bt,

6.3.7 Former une équation cartésienne de la surface S
réunion des droites de & qui coupent la courbe I” de RP :

x=12, y=t2—t, z=t'—1t, teR,

en trois points.

2_xy—1=0
6.3.8 Montrer que la courbe I” { @y

est un
x+y—2z=0
cercle.

6.3.9 Déterminer les droites tracées sur la surface S
d'équation :

a)xy+yz+zx +xyz =0

b)x(x* +y*+z) —yz=0

6.3 « Surfaces

¢) 25— 3x2y 72 =10

d)y’(*+25) - x> - 1) =0.

Plan tangent a une surface, exercices 6.3.10 a 6.3.16

6.3.10 Pour les surfaces S suivantes, déterminer les points
réguliers et former une équation cartésienne du plan tan-
gent en tout point régulier :

X=u-+v
a)ly=uv ,(u,v)eR?

z=u’+?

X=u-+—

u

D] y=vi, ) e ®).

2=—+=
v u

6.3.11 Soit S la surface de RP :

u v 1
X = y: = — 70,
u? + 02’ u? + 2

u? +v?’
(u,v) € R? = {(0,0)}.
Déterminer I'ensemble des points de S en lesquels le plan

tangent est parallele a 7(1, 1,1).
6.3.12 Former une équation cartésienne du (des) plan(s)
tangent(s) a la surface S d'équation x? + y*> +2z> =1 et
perpendiculaire(s) a la droite D d'équations x = % = —%.
6.3.13 Déterminer les plans tangents a la surface S d'équa-
tion z>—xy =0 et contenant la droite D d'équations
w=72
y=3z+3"
6.3.14 Soient I" la courbe représentée paramétriquement
par (x =t, y =13, z =t> + 1) et S la surface réunion des
droites paralleles au plan xOy et rencontrant I” en deux
points.

a) Former une représentation paramétrique et une équation
cartésienne de S.

b) Quel est l'ensemble des points de S en lesquels le plan
tangent contient O ?

6.3.15 Soient (a,b,c) e R telque 0 <a < c < b, et les
deux surfaces :
Sl . yZ(xZ +22) — b2x2 +02Z2,

2 2 2

y z
+c_2+c2—b2

X

Sz: = 1.

2 — a2

Montrer que S; et S, se coupent orthogonalement suivant
quatre droites.
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6.3.16 Etudier la position locale de la surface
S: zcosx —ysinx =0 par rapport a son plan tan-
gent en 0(0,0,0).

Cylindres, exercices 6.3.17 a 6.3.20

6.3.17 Former une équation cartésienne du cylindre S de

génératrices paralleles 3 U et de directrice I" dans les
exemples suivants :

a)7(1,0,1), I': x =uacost, y = a sint,

z=asint cost, t €R, aeRY fixé
b) v (0,1,1), I:

6.3.18 Former une équation cartésienne du cylindre S de

xyz = a’

x+y+z=a

ytz=1x"+y" =z

section droite I": { , a € RY fixé.

6.3.19 Reconnaitre la surface S, dont on donne une équa-
tion cartésienne :

1 1 1
a) o+ + =0
xX—y y-z

1 1 1
b) + -+ =1,
X—y y—z z-x

et déterminer une section droite

¢) 287V 97 227 _ 1 =0,

6.3.20 Soient a,b,c €]0; +o0[,

.)C2 y2 x2 ZZ

S] o
a) Reconnaitre S et S;.
b) Montrer que S; NS, est la réunion de deux courbes
planes, dont on précisera la nature.
¢) CNS sur (a,b,c) pour que S; N S, soit la réunion de deux
cercles.

Cones, exercices 6.3.21 a 6.3.25

6.3.21 Former une équation cartésienne du cone S de som-
met §2 et de directrice I” dans les exemples suivants :

a) £2(0,0,0), I :
b) 2(1,—1,0), I :

6.3.22 Pour quelles valeurs de A € R la surface S d'équa-
tion

x=t,y=t>z=1=1,t €R*

y+z=1,x2+y" =z

A=Y +yrh—2)+zh—x) =1 =0

est-elle un cone? Dans ces cas, préciser le sommet et une
directrice.

6.3.23 Déterminer le lieu des sommets des cones du second
degré qui passent par une parabole donnée et par un point
donné.

6.3.24 Montrer que le plan P d'équation2x + 3y — z =0
coupe le cone S d'équation x* + y? — z2 = 0 suivant deux
droites D, D/, et calculer < (D,D’).

6.3.25 Etablir qu'il n'existe aucune droite de &3, ne passant
pas par O, et tangente aux trois cones :

Si:xl+y' =2 S+ =57 S+ =)

Surfaces de révolution, exercices 6.3.26 a 6.3.31
6.3.26 Former une équation cartésienne de la surface de
révolution S obtenue en faisant tourner la courbe I”

(x =cos’t, y = sin’t, z = cos2t,t € R) autour de 7'z.

6.3.27 Soit R € RY.

a) Former une équation cartésienne du cylindre de révolu-
tion S de rayon R et d'axe D d'équations

x=z+2
y=z+1
b) CNS sur R pour que 7'z soit tangente a S.

6.3.28 Former une équation cartésienne du cone de révo-

lution S d'axe O + ]R(? + 7 + 7) qui contient les axes
de coordonnées.

6.3.29 Montrer que la surface
S: x4yt —dxyzx+y+z)—1=0
est de révolution et préciser son axe.

- _ 2
6.3.30 Soit I" la courbe d'équations {x =< 2+ 21.
y=2z"—z

a) Montrer que I est une parabole. Trouver son plan, son
sommet, son axe.

b) Former une équation cartésienne de la surface de révo-
lution obtenue en faisant tourner /" autour de son axe.

6.3.31 On considere trois cylindres de révolution, de méme

rayon R (R > 0) et d'axes respectifs x'x, y'y, z'z. Calculer
le volume intérieur a ces trois cylindres.

Quadriques, exercices 6.3.32 a 6.3.49
6.3.32 Pour chacune des quadriques S suivantes, préci-
ser :

e un repere orthonormé direct dans lequel S admet une
équation réduite

e une équation réduite de S

¢ la nature de S

a) x>+ y*+ 22 —2xy +2x7+3x —y+z+1=0

b) Tx* — 2y 4+ 4z + 4xy + 20xz
+16yz —36x + 72y — 108z +36 =0

x> +y>+722+2xy—1=0

d)x*—4x —3y+4z—-2=0.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

6.3.33 Soient a,b,c,h € R} . Déterminer la nature de la
surface S d'équation cartésienne :
b* + A+ (A +ad)y* + (@* + bH)7Z

—2abxy — 2bcyz — 2cazx —h = 0.
6.3.34 Soit S une quadrique (non réduite a des plans), de
matrice, dans la base canonique, notée Q. Montrer que S

est de révolution si et seulement si Q admet une valeur
propre (au moins) double et non nulle.

6.3.35 Trouver une CNS sur (a,b,c) € R® pour que la
quadrique S d'équation :

a(x* +2yz) + b(y* +2zx) + c(z> + 2xy) = 1

soit de révolution. (Utiliser 1'exercice 6.3.34).

6.3.36 Soient (a,h) € (R%)?,

= = =0
D y 0’ D' x=0 ’ H Z .
z=nh z=—h xXy=a
a) Former une équation cartésienne de la surface S engen-
drée par les droites de I'espace rencontrant D, D', H.

b) CNS sur (a,h) pour que S soit de révolution. (Utiliser
I'exercice 6.3.34).

6.3.37 Démontrer que toute équation du second degré
symétrique en x,y,z représente une quadrique de révolu-
tion.

6.3.38 Quelle est la nature de la quadrique S d'équation :
(x =2y +Qy—32)’+ Bz —x)* =17

6.3.39 Soit S la surface d'équation

x+y+2?—2x+2y+47—1=0.
a) Reconnaitre S.
b) Quel est le plan de symétrie P de S ?
c) Déterminer le plan tangent 7 a S le long de P N S.

6.3.40 Soient D une droite et P un plan tels que D )} P.
Montrer que I'ensemble S des points de & équidistants de
D et P est une quadrique dont on précisera la nature.
6.3.41 Soient D, D’ deux droites non coplanaires.
Montrer que 1'ensemble S des points de & équidistants de
D et D’ est une quadrique dont on précisera la nature.

6.3.42 Trouver toutes les quadriques contenant la courbe I":

-1 B+1
x=10, y= . B= +, t € R*.
t t
6.3.43 Soient p € RY,
P{ . . pl¥ 2+Z.
y =2px y=p.

6.3 « Surfaces

Déterminer les quadriques contenant P,D, et tangentes
en O auplan yOz.

- . _
6.3.44 Soient h € R*., P {y—x D {Z—”.
Z:O x=0

Déterminer les quadriques contenant P et D.

6.3.45 Former une équation cartésienne de la surface S
z=0

engendrée par la rotation de la droite D {
y=x+1

y=0

autour de la droite A { .
FT=7

6.3.46 Soit (a,b,c) € (Rj_)3. Trouver les plans tangents a

2 2 2
X y z

S: S+=+==1
a* b ?

données en trois points P, Q, R respectivement, tels que :

—_— = = = = —>

OP-i =0Q-j =0R- k.

qui coupent les axes de coor-

6.3.47 Soient (p,q) € (R”jr)z,
Sy : x>+ y? = —2gz.
a) Reconnaitre S et S,.

St :x2+y* =2pz,

b) Déterminer les courbes I” de classe C! tracées sur S,
telles que la tangente en tout point de I” soit aussi tangen-
te a S, (et ne passant pas par O).

6.3.48 Soient (A,B,C,D,E.F) € R®—{(0,...,0)}, S
le cone d'équation :

Ax? + 2Bxy +2Cxz + Dy2 +2Eyz + F72=0.
Montrer qu'une CNS pour qu'il existe trois génératrices
de S deux a deux orthogonales est :

A+D+F =0.
(Utiliser I’ex. 4.5.59).

6.3.49 Soient a,b,c,a’,b’,c’,a”,b",c" € R, O, et O, les
deux quadriques :

Q1: (ax+by+c2)*+ (@x+b'y+cz)?
+@'x +b"y +c"2) =1
0,: (ax+dy+ad'z)>+ (bx+b'y+b"z)?
+(cx + c’y + c”z)2 = .
Montrer que Q; et O, sont isométriques.

Surfaces réglées, surfaces développables, exercices 6.3.50
a6.3.52

6.3.50 Montrer que la surface S de RP :
y =sinu + v cosu,

(u,v) € R?

X =cosu — v sinu,

z = u(u + 2v),
est développable.
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6.3.51 Montrer que la surface S de RP :
x =3u+v, (u,v) € R?

est développable et préciser 'aréte de rebroussement.

y = 2u? 4+ 2uv, z=uv,

6.3.52 Montrer que les surfaces suivantes sont réglées et
non développables :

a)x:uu—jv, y=u4+v}, z=u? 41,
w,v) eR?>etu+v#0
b) x*z2 — (x* 4+ y?) =0.
;).-3.53 Former une équation cartésienne du cylindre cir-
conscrit 2 S : x> + y? = z dans la direction de la droite
D: x=y=z

6.3.54 Former une équation cartésienne du cone de som-
met A(—2,—2,0) et circonscrit a

S: xy+yz+zx=1.
6.3.55 Soient (a,k) € (Rj)z, Si: x2+y:=a?
Sy x>+ y?>+ 272 = (1 +k?»a’. Trouver les courbes I’
tracées sur S et telles que la tangente en tout point de I
soit aussi tangente a S;.

6.3.56 Soient f : R? — R,

=

(xayvz) [ f(xvy,Z) =|Z

=
N R <
=< N

ci §= [M(x,y,z) € &; f(x,y,2) = l].

1) Montrer que S est une surface de révolution ; en déter-
miner l'axe et une méridienne en vraie grandeur.

2) Pour tous M(x,y,z), M'(x",y’,z’) de &, on définit un
point P(X,Y,Z) de & par:

Y =xy + yx' + 27,
Z =x7 +yy +zx'.

X =xx' +y7 +zy,

a) Montrer que, si (M,M') € S2, alors P € S. Ceci permet
de définir une loi de composition interne * dans S.

b) Montrer que (S,%) est un groupe abélien.
3)Onnote U = {u € C; |u| = 1}.
a) Montrer que, pour tout (¢,u) € R x U, le point de & dé-
fini par
1/ _ _ 1/ .
X = §(e 2 —|—e’(u+u)), y= §<e 4 el(ju +]2u)),
1
2=z (e*Z’ +e'(ju —|—jzﬁ)> estsur S.

b) Etablir que 1'application ® : R x U — S ainsi définie
estun C*°-difféomorphisme de R x U sur S, et un isomor-
phisme de R x U (ou R est muni de + et U est muni de -)
sur (S,*).

c¢) Vérifier que le point M; de coordonnées

<1+e3 s 1_263> t sur S et calcul tout
9 5 estsur o et calculer, pour ou
3e2 3e2 3e2

n € 7, les coordonnées du point M,, de S défini par :

Vn € Z, Mn+1=Mn*M1.
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Solutions des exercices

Chapitre 1

1)Soitx e (A+ B) N C.
Ilexiste a € A,b € Btelsquex =a+b, etx € C.

Ona:a=x—-b,xeC,be BCC, donc a € C. Ainsi,
x=a+b,aec ANC,be B, doncxe(ANC)+ B.

Cecimontre: (A+B) N C C (AN C)+ B.
2) Réciproquement, soit x € (A N C) + B. 1l existe
yeANCetbe Btelsquex =y +b.
Ona:ye ANCCAethbe B,doncx € A+ B.
Dautre part: ye AN CCCetbe BCC,
doncx =y+beC.
Dou:x e (A+B) N C.
Cecimontre: (AN C)+BC(A+B)NC.
Onconclut: ( A+B)NC=(ANC)+B.
Considérons I'application

u:Ker(f+g — F, x+— ux) = f(x),
restriction de f a Ker (f + g) au départ.
11 est clair que u est linéaire.
e Déterminons Ker (u).
On a, pour toutx € E :

K
x € Ker (u) <— {x S e)

f(x)=0
[f(X)=0
gx) =0

<= x € Ker (f) NKer(g),
d'ou :
Ker (u) = Ker (f) N Ker (g).
¢ Etudions Im (u).

Soit y eIm(u). Il existe x € Ker(f +g) tel que
y=u(x) = f(x). Onaalors: y = f(x) € Im(f).
D'autre part, (f + g)(x) =0, donc :

y=fx)=—gkx) =g(—x) € Im(g).
Ceci montre :
Im () C Im(f) N Im(g).

* En appliquant le théoréeme du rang a u, on obtient :
dim (Ker (f + g)) = dim (Ker (1)) + dim (Im (u))
< dim (Ker (f) N Ker (g)) + dim (Im (f) N Im (g)).

a) 1) Supposons Idr — f o g injective.
Soit x € Ker(Idg —g o f).
On a donc (Idg—go f)(x) =0 clest-a-dire g o f(x) = x.
D'ou :

(ddp — fog)(f(x) = f(x) = f((go fHx)

= f(x) - f(x) =0.

Puisque Idr — f o g est injective, il s'ensuit f(x) = 0, puis
x=go f(x) =¢g(0)=0.
Ceci montre : Ker (Idg — g o f) = {0},
et donc Idg — g o fest injective.

2) La réciproque s'obtient en appliquant /) au couple (g, f) a
la place de (f.g)-

b) Supposons Idr — f o g surjective.

¢ Montrons :
Im (g) C Im (Idg — g o f).

Soit y € Im (g). Il existe x € F' tel que y = g(x). Puisque
Idr — f o g est surjective, il existe t € E tel que :

x={dr — fog)t)=1t— fog().
D'ou :
y=g(x) =gt —(fog)t) =g()—go fog()

= (ldg — g o f)(g() eIm(dg — g o f).

*Soitz € E.
Ona:
z=(dg — g o /)(2) +8(f ().
Et:
(Idg —go )(z) € ImUdg — g o f)
{ g(f(2) eIm(g) CIm(Idg —go f),
d'ot

zelm(dg —go f).
On conclut que Idg — g o fest surjective.

2) La réciproque s'obtient en appliquant /) au couple (g, f) a
la place du couple (f,g).



c) En utilisant a) et b) :

Idr — f o g injective
Idr — f o g bijective <=
Idr — f o g surjective

Idg —g o f injective
<= Idg—go f bijective.

Idg —g o f surjective

(i) = (ii) :

On suppose f € GL(E).

Soient A, B deux sev de E supplémentaires dans E.
Alors :

fA) + f(B)= f(A+ B) = f(E) = E,
et, puisque f est injective :
fA) N f(B)= f(AN B)= f({0} = {0}
Donc f(A) et f(B) sont des sev supplémentaires dans E.

(i) = () :
On suppose que, pour tous sev A,B supplémentaires
dans E, les sev f(A), f(B) sont supplémentaires dans E.

¢ Puisque {0} et E sont supplémentaires dans E,

f{0}) et f(E) sont supplémentaires dans E, d'ou :
E = f({0}) + f(E) = {0} + f(E) = Im (f),

et donc f est surjective.

e Puisque f € L(E) est surjective et que E est de dimension
finie, on conclut f € GL(E).

(1) = (i) :
Supposons qu'il existe deux projecteurs p,g de E tels que :
f=p—q et Im(p)=Im(q).

On a, pour tout x € E, ¢g(x) € Im(g) =Im(p), donc
p(q(x)) = q(x), ce qui montre p o ¢ = p.

De méme, g o p = p.

On déduit :

fA=p-9*=p*—pog—qop+q*=0.
(i) = (1) :
Supposonsfzzo.

Puisque E est de dimension finie, le sev Ker (f) de £ admet
au moins un supplémentaire dans £ ; il existe donc un projecteur
p de E tel que Im (p) = Ker (f).

Notons ¢ = p — f, de sorte que f = p —q.
*Onalm(p) C Ker(f), doncfop=0.

e Comme f2 =0, on a, en notant e = Idg,
Im (f) C Ker (f) = Im(p) = Ker (e — p),
donc (e —p)o f =0, doupo f=f

* On a alors :

7 =p-*

=p’—pof—fop+fi=p-f=q.
donc g est un projecteur de E.
e Soit x € Im (p).
Ona:

x = p(x) € Im(p) = Ker (f),

donc f(x) =0, puis :

q(x) =(p— Hx)=pk) — fx) =x,
d'ou x € Im (g).
Ceci montre : Im (p) C Im (q).
e Soitx € Im(g). Ona:

x=qx) =pk) — fx),

p() = p?(x) — po f(x) = p(x) — f(x),
donc f(x) =0, puis :
x =qx)=pkx)— f(x) = px) € Im(p),

ce qui montre : Im(g) C Im (p).

Finalement, p et g sont des projecteurs de E, f = p — q et
Im (p) = Im (g).

a) Puisque Im(f) = Ku et u # 0, pour tout x deE, il existe
Ax € K unique tel que f(x) = Ayu, ce qui permet de définir
une application ¢ : £ —> K.

X —> Ay
Sir ek, (x,y) € E2, alors :
X +y)u=fx+y) =rf(x)+ f()
=rp(X)u + o(y)u

= (e + o) )u,
donc  @(Ax +y) = Ap(x) + @(y).
Ainsi: ¢ € E*.
b)eVx € E,

£2@) = plpuu= p)p)u = pu) f (x).
En notant « = ¢(u), on a donc :f2 =of.

* Si (@, 8) € K2 vérifie f2 = af = B, alors @ = B, puisque
f#0.

¢ Chercher un éventuel inverse de f — e sous la forme
Af +ue, (hp) € K2 (e =1d).
Réponse :

Va € K — {1}, (f —1dg)~! :%f—ldg.
o _
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(K[XD* — KN est
@ —> (@X")peN

1) Vérifier que l'application u :
linéaire.

2) Pour (x;),eN € KN, considérons I'application linéaire
¢ : K[X] — K définie sur la base canonique (X"), <y par :
VneN, oX") =x,. Il est clair que l'application

v: kKN — (K[X])* ainsi définie est linéaire.
(xn)neN — 9

3) Vérifier:  vou = Idgxy- et uov =Idgn.

D'abord, F N H est bien un sev de F.
Puisque F' ¢ H, il existe a € Ftelque a ¢ H.

Comme a ¢ H et que H est un hyperplan de E, d'apres la
Remarque du § 1.3.2,0ona: E = H ® (Ka).

Montrons : F = (F N H) ® (Ka).
eFNHCFetKacCF,donc(F N H)+ (Ka) CF.

*(FN H)N (Ka)=F N (H N (Ka))=F N {0}={0}.
e Soitx € F.

Commex € F C E=H ® (Ka), ilexistey € H, > € Ktels
que:x =y + Aa.

Ona:y=x—Aa,x € F,a € FetF estunsev de E, donc
yeF.

Alors: x =y+Xia,ye F N H, ha € Ka,
donc:x € (F N H)+ (Ka).

Cecimontre : (F N H) + (Ka) C F.
Onobtient : (F N H) ® (Ka) = F,

donc F' N H estun hyperplan de F.

Réponse : La base préduale de (¢1,¢2,¢3) est (V1,V,V3),
ou :

1 1 1
Vi=5(=332),V, = 5(17—1,2), V3= 1(55—1,—6)

K
1 o B

a)lae o2 1|=—-(1-ap)?.
B 1 o2

Réponse : 1 —aff # 0.

b) Réponse :
La base préduale de (¢1,¢2.93) est (V1,V2,V3),0u:

__ ! 4,3
Vl—m(l—a o —/3, —a(l—aﬁ)),
__ ! 3_8 82 o2 1—
Vo= @ Rt 1= ap),
1
Vi= o5 l0).

1) Puisque (Vj € {0,. .. ,n},deg(ej) = Jj), (eg,....e,) estune
famille de polynomes a degrés consécutifs, donc est une base
de C,,[X] (cf. Algebre PCSI-PTSI, 5.1.4 Rem).

2) Soit (i,j) € {0,...,n}%. Ona:
i J - 1 ¢
i<j=e;)=ﬁ(xfa)f :><p,-(ej)=ﬁej(-)(a)=0

. 1 .
i=j= e/ =il = gi(e)) = ~el’ (@) = 1
il

i (i)_O . ,_l(i) _
J :>€j = :>‘/71(ej)— i‘ej (a) =0.
Ainsi: VG,j) €1{0.,....n)2 vi(ej) = 8;j.
n
Soit (@, ...an) € K" tel que Y i = 0.

i=0
Alors, pour tout j de {0,...,n} :

n n
0= <Zl¥i‘ﬂi)(€j) =D by =a,
i=0 i=0

ce qui montre que (¢g,. . .,¢,) est libre.

Comme dim(E*) =dim(E) =n+1, on conclut que

(¢0,- - -,¢n) estune base de E*.

3)Puisque : V(i,j) € {0,...,n)2, @i(¢;) = 8ij, (¢i)0<icn €5t
la base duale de (€j)0< j<n-

4) Pour tout P de E:

Y ¢ Ry .
Pziée?(P)ei=X3¢5(P)ei=z(;EP(')(a)(X—a)',

ce qui redonne la formule de Taylor pour les polyndmes
(cf. Algebre PCSI-PTSL, 5.1.7 Th.).

1) Soit Ae M,(K). On a: VA e K, VX, Y e M,(K),
tr (ALX+Y)) = tr(AAX + AY) = Ar(AX)+tr(AY).

Ainsi, l'application M, (K) —> K est linéaire, c'est-a-dire
X — tr(AX)

appartient a (M, (K))*.
Ceci permet de définir une application
0 : M, (K) — (M, (K))*.
Ar— (X — tr(AX))

2)Soienta € K, A,B € M, (K).Ona:VX € M,,(K),

0(@A + B)) (X) = tr (A + B)X)
= atr(AX) + tr(BX) = a(8(A)(X) + (0(B))(X)
= (af(A) +0(B))(X),

donc: 6(axA+ B) =ab(A)+0(B),

et ainsi 6 est linéaire.

3) Soit A € M,,(K) telle que 8(A) = 0, c'est-a-dire :

VX € M, (K), tr(AX)=0.



Soit (i,j) € {1,... ,n}2 ;onadonc tr(AE;;) = 0. Mais, en no-
tant A = (ag))i -

ati
AEj =10 : o

Ani

d’ou tI‘(AEij) = ajj.

™€ colonne

Ceci montre A = 0, et donc 6 est injective.

4) Puisque 6 : M,(K) —> (M,,(K))* est linéaire injective,
etque M, (K) et (M, (K))* sont de dimension finie et de méme

2

dimension n<, on conclut que 6 est un isomorphisme de K-ev.

P
a) ll existe (. ..,0p) € KP tel que g1 = Zaﬂpi.
i=1

J4
Soit x € ﬂKer(gai).
i=1
Onaalors: Vie{l,...,p}, ¢i(x) =0, dou:

P
Opy1(xX) = Zaiq); (x) =0, etdonc x € Ker(g,1).
i=1

P
Ceci montre ﬂ Ker(gp;) C Ker(q;p +1), et donc
i=1
p+l p

() Ker(gi)= [ Ker(¢:).
i=1 i=1

b) Quitte a permuter ¢j,...

((pl,...
néairement sur ¢1,. . .,Q,.

,@g, ON peut supposer que

.¢r) est libre et que @, 1,...,94 se décomposent li-

q r
D'apres a), ona: ﬂ Ker(¢;) = ﬂ Ker(¢;).
i=1 i=1

Puisque (¢1,...,¢,) est libre, le théoréeme de la base
incomplete montre qu'il existe ¥,,,...,¥, € E* tels que

((ﬁl,‘. .

Considérons sa base préduale (eq,. ..

@ Wy q1s- - - 1,) sOit une base de E*.
.€n).

n
Soient x € E, (x1,...,x,) € K" tel que x = Zx,'ei.

i=1
Ona:

xe hKer((pi) — (Vi e(l.....r} ef(x) = 0)
i=1
— (Vi e(l,....r} xi :o).

,
Ainsi, m Ker(¢;) = Vect(e,1,...,e,), etdonc:
i=l

dim (ﬂ Ker(<p,<)> =n-—r.
i=1

,¢n) libre <= rg(¢y,...,¢,) =n

N Ker(«p,-)) =0

i=1

C) (§01,...

<:>dim(

— () Ker(g) = {0}.
f=il

1) Soit X convenant. On a :

3X +2'X =tr (X)1s,
d'ot, en transposant :

3 42X =tr (X) 15,
puis, en combinant pour éliminer 'X :

5X =tr (X)Is.

Il existe donca € R tel que: X = als.
2) Réciproquement, soient o« € R, X = « I5. On a alors :

3X +2'X =5als

et
tr (X)Is = 5o Ts.

Réponse: S = [aIS; o ER}.

Ona:

N N N
0= tr(zaipi) = Zai tr(pi) = Zai rg (pi).
i=1 i=1 i=1

Comme les «; sont tous > 0, et les rg (p;) sont tous > 0, il
en résulte :

Vie{l,.,N}, 1g(pi) =0,
et donc :
Viel{l,.,N}, pi=0.

Ona:
Vie{l,..n}, fiofi=fi,

donc f1,..., fn sont des projecteurs de E.

n
Notons f = Zf,-. Ona:
i=1

(£0)-(£)- 5 o

1<i,j<n

fof

Y. &ifi=) fi=f
i=1

1<i,j<n
donc f est un projecteur.

On a alors :

rg (f)ztr(f)ztr(Zﬁ)=2tr<ﬁ)=2rg(ﬁ).
i=1 i=1 i=1

Mais les f; sont tous # 0, donc :
Viell,..n}, rg(fi) =21,
et, d'autre part :
rg (f) < dim (E) = n.

I1 en résulte que, dans la chaine d'inégalités vue plus haut, il y
a égalité partout, donc :

Viell,..n}, rg(fi)=1.
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Un calcul direct sur une matrice carrée A d'ordre 2 quelconque
montre que :

A% —tr (A)A + det (A) I, = 0.

(On peut aussi utiliser le théoreme de Cayley-Hamilton, voir
plus loin § 3.5.3).

Comme tr (A) # 0, on déduit A en fonction de I et A2

1

- m( 2+det(A)12).

Puisque AZ et I> commutent avec B, il en résulte que A com-
mute avec B :

AB =

- (A2 1 det(A) IZ)B

= (IA) (AZB T det (A)B)

= - (IA) (BA2 + det (A)B)

—B ﬁ(/ﬁ +det(A)12> — BA.
Notons plus simplement / pour I,,.
Si (X,Y) convient, alors il existe (a,b) € K2 tel que :
X=1+aA
{ Y =1+bB.
En reportant dans le syst¢éme de 1'énoncé, on a :
{X:I—Hr(Y)A {I+aA:I+tr(I+bB)A
—
Y =1+tr(X)B I+bB=1+tr(I +aA)B

aA:(n—l—btr(B))A a=n-+btr(B)
— {

bB:(n—l—atr(A))B b=n+atr(A)

et on résout ce systeme de deux équations a deux inconnues
scalaires, qui est un systeme de Cramer, puisque I'énoncé sup-
pose 1 —tr (A) tr (B) # 0.

Réponse : 11y a une solution et une seule :

n(l i tr(B))

X = N
1—tr(A)tr(B)

n(l 4 tr(A))
1—tr(A)tr(B)

Notons H = AB — BA. Par hypothése, rg (H) < 1. D'apres
l'exercice 8.1.30 b) du volume Algebre PCSI-PTSI, on a alors :

H? = tr (H)H. Mais :

tr(H) =tr(AB — BA) =tr(AB) —tr (BA) = 0.

D'ott H2 = 0 et donc Im (H) C Ker (H).

a) Soit N € G. Puisque G est un groupe, l'application
M +—— MN estune bijection de G dans lui-méme, donc :

PN:(1 > M)N:% > mn=1 >

L2 MeG MeG 2 M'eG

M =P.

Ensuite :

P2:P(%ZM):%ZPM

MeG MeG
1 1
=->) P=-vP=P.
L MeG v

b) D'apres a), P est une matrice de projecteur, donc :

1 1
rg(P)=tr(P)=tr<; Z M>:E Z tr (M) =0,

MeG MeG

dott P =0, puis Y M =vP =0.
MeG

D'apres 2.7.5 Prop. 1 :
A B
det ( 0 C) = det(A) det(C) £ 0,

donc M € GL,, 1, (K).

D'apres 1.4.2 3) p. 31, M~1 est de la forme

Al
M=
(%

w1 —1 A BY(Al X\ (L 0
=ln+p 0 C 0 C71 —\o Ip

= AX+BC =0 e x=-a"lpc !

X
C_1>,0t1X €M, ,(K).Ona:

Al —A‘lBC_]>

Réponse : M~ =( 0 c-!

1) Montrons que G est un sev de L(F,E).
°0eG.
*Sil e Ketgy,g € G,alors

{(/\g1+g2)0f=kglof+g20f=0
fog+g)=rfog+fog=0
donc Ag1 + g2 € G.

2) D'apres le théoréme du rang :
dim (Ker(f)) — dim(E) —re(f) = p —r.

Le sev Ker(f) de E admet au moins une base (¢, 1,...,ep)

et, d'apres le théoreme de la base incomplete, il existe
e,...,er € Etels que B = (eq,...,ep) soit une base de E.

Le sev Im(f) de F admet au moins une base (fi,...,fr) et,
d'apres le théoreme de la base incomplete, il existe
fratlseo-sfn € FtelsqueC = (f1,..., fu) soitunebasede F.



On a, pour tout g de L(F,E):

g€G<:>{gof:O {Im(f)CKer(g)

fog=0 Im(g) C Ker(f)
IMeM K),M = UL
— E pfr,nfr( ), atc,zs(g) =\o wm 9

etdonc: dim(G) = dim (M,_,,—-(K)).

Réponse : dim(G) = (p —r)(n—r).

D'apres Algebre PCSI-PTSI, 8.2.3 2) Prop. 2, il existe
P,0 € GL,(K) telles que C = Q~1J, P, ou r =1g(C) et

L 0
5= :

1 0
En notant P’ = < "

0 P) € GLn+p(K)

et Q' = (I(;’ g) eGL,;,(K),ona:

(1, B\ .,_1 I, 0\(L, B\ (I, O
P~ =
Q(o c) o o0J\o c)\o p!
(1, BP!
—\o U ’
donc (cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.1.6 Prop. 4) :
(1,, B)_ (1n BP-1>
lo ¢/)7%\o 1,

0
0\1‘

0

a) Remarquer :
I, —A\(L, A\ (L,—-AB 0
0 I, B 1,) B I,
. L, A\ (L. —-A\ (L 0
¢ B ,)\o 1,)7\B 1,-8B4)"

I, —A

0 I,
(cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.1.6 Prop. 4) :

o(h=AB O\__ (L A\_ (L 0
]\ s 1,)7®\B 1,)T®\B 1,-BA)

Comme ( >eGLn+p(K), on en déduit

D'autre part (exercice 1.4.10) :

— AB
g b 0 =p+rgl, — AB)
B I,
I, 0
et rg(B Ip—BA>_n+rg(Ip_BA)'

b) rg(l, — AB) =n — p <=rg(I, — BA) =0
< 1,—BA=0.

D'apreés Algebre PCSI-PTSI, 8.2.3 2) Prop.2, il existe
P,0 € GL,(K), R,S € GL,(K) telles que

A=0715,,P et B=51J,,R,

I. 0O

our =1g(A),s =1g(B), Ju,= <0 0

)eMn(K),
I, 0
J,,,S=<O 0) e M, (K).

On a alors (g 0) € GL,4,(K),

R

0
(g S) € GL,;,(K) et:

A 0\ _ (0 O\ '(J., 0\/P O
o B)"\o s 0 J,sJ\o r)

I 0 0 0

done (A OO0 0 0 0,

Bl g)T®lo 01, oY
0 0 0

Ona:

A 0 L, X\ (A AX
0 0 0 I, —\o 0 )’
I, O A AX\ [ A AX
Y 1, 0 0 /) \vAa vaAx )’
donc :

A AX )\ _ (L, 0\/A 0)\(I, X
YA vYAx) \y 1,)J\o o/\o 1,/

L tri L0 t L
€S maltrices y Ip (& 0

termes diagonaux tous non nuls (car égaux a 1), donc sont in-
versibles.

puis :

X . fon B
| sont triangulaires a
P

D'apres § 1.2.3 prop. p. 11, on conclut :

wl( A AV (A O
Elvya vax)~"\o o)7Y

(i) = (ii)

On suppose rg(f + &) = 1g(f) +18(8).

11 est clair que (sans hypothese sur fet g) :
Im(f + g) C Im(f) + Im(g).
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Ona:

rg(f + g) = dim(Im(f + g)) < dim(Im(f) + Im(g))
=rg(f) +rg(g) — dimIm(f) N Im(g))
<rg(f) +rg(g) =rg(f +g).

Les inégalités précédentes sont donc toutes des égalités.

Il en résulte :
Im(f) NIm(g) = {0} et Im(f) + Im(g) = Im(f + g).
(ii) = (iii)
On suppose :
Im(f) 4+ Im(g) = Im(f + ¢) et Im(f) NIm(g) = {0}.
11 est clair que (sans hypothese sur fet g) :
Ker(f) N Ker(g) C Ker(f + g).
Ona:
dim(Ker(f + g)) = dim(E) — dim(Im(f + g))
= dim(E) — dim(Im(f) @ Im(g))
= dim(E) — dim(Im(f)) — dim(Im(g))
= dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) — dim(E)
= dim(Ker(f) + Ker(g))
+ dim(Ker( f) N Ker(g)) — dim(E),
d'ou :

0 < dim(Ker(f + g)) — dim(Ker( ) N Ker(g))

= dim(Ker(f) + Ker(g)) — dim(E) < 0.

Les inégalités précédentes sont donc toutes des égalités.

Il en résulte :

Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g) et Ker(f)+ Ker(g) = E.

(iii) = (i)

On suppose :  Ker(f) + Ker(g) = E
et Ker(f) N Ker(g) = Ker(f + g).
Ona:

rg(f +g) = dim(E) — dim(Ker(f + g))
= dim(E) — dim(Ker(f) N Ker(g))
= dim(E) — dim(Ker(f)) — dim(Ker(g))
+ dim(Ker(f) + Ker(g))
= (dim(E) — dim(Ker(f)))
+(dim(E) —dim(Ker(g)))
=1g(f) +rg(g).
(ii) = (iv)
On suppose :
Im(f) +Im(g) = Im(f + &)
et Im(f) N Im(g) = {0}; on a donc (cf. ci-dessus) :

Ker(f) + Ker(g) = E et Ker(f) N Ker(g) = Ker(f + g).

Notons n = dim(F), p = dim(E), r =rg(f), s =rg(g).

Le sev Im(f) de F admet au moins une base C; = (f1,. .., f)
et le sev Im(g) de F admet au moins une base

C2 = (fr+19~ .- vfr+s)~
Comme Im(f) N Im(g) = {0}, C; Uy est libre.

D'apres le théoreme de la base incomplete, il existe

C3 = (frgstls--nSn) € F'77°
tel que C = C1 U Cy U C3 soit une base de F.

e Soit i € {1,...,r}. Il existe x; € E tel que fi = f(x;),

puis, comme E = Ker(f) + Ker(g), il existe u; € Ker(f) et
e; € Ker(g) tels que x; = u; 4+ ¢;. On a alors :

e; € Ker(g) et f(e) = f(xi) = fi.
Notons By = (eq,...,e).
e Soit i ef{r+1,...,r +s}. Il existe x; € E tel que

fi = g(xi), puis il existe ¢; € Ker(f), v; € Ker(g)tels que

X; = e; + v;. On a alors :
ei € Ker(f) et glei) =g(xi) = fi

Notons By = (€,41,---,€r4s).

Comme dim (Ker (f) N Ker(g)) = dim (Ker (f + g))
=p—1g(f+g) =p—r—s, le sev Ker (f)NKer (g)
de E admet au moins une base B3 = (€, 511, ..,€p).

Montrons que B = B U By U B3 est une base de E.

P
Soit (A1,....,Ap) € KP tel que Y _ Aje; = 0.
i=1
En appliquant f et g, on obtient :

P r 14 r+s
0= nifle)=) Aifi et 0=) higlen= Y Aifis
i=1 i=1 i=1 i=r+1

d'ou A; =0 pour tout i de {1,....,r +s}.

p
Alors Z Aie; = 0 et donc (puisque C3 est libre) A; = 0
i=r+s+1
pourtout i de {r +s+1,....p}.

Ainsi, B est libre dans E et a p éléments, donc 3 est une
base de E.

1l est clair que, par construction :

I, 0 0
Matgc(f)=( 0 0 O
0O 0 O

et Mate p(g) = (

oS O O
o & o
S O O
SN————

(iv) = (i) : Immédiat.

T30T12(2) =3 et TpoT3(2) =1,

donc T13 0 T2 75 T2 O T13.



1" méthode

Le nombre d’inversions de
1 2 ... n—1 n

Uz(n B=1 oo 2 1>est:

(n—Dn

m—1D+m—2)+...+1,d0ou o) = (1) 2 .

2'me méthode
On décompose o en transpositions :
e n pair,n = 2p (p € N¥),
0 = T12p0T22p-10...0Tp pt1,d’0U (0) = (=1)°
enimpair,n =2p +1 (p € N),

O =T12p+10T22p ©...0Tp pt2,

d’ou e(o) = (—1)”.

n(n—1) E(Z)
e(o)=(=1)"2 =(=1)"2’, ou encore :
1 sin=0oul [4]

[4].

Réponse :

e(o) = {

—1 sin=2o0u3

On compte les inversions de o ; ce sont les couples :
(2,1),41),(4,3),6,1),(6,3),6,5), ..., (2n, 1), (2n, 3),
..., (2n,2n—1).llyenadonc 1 +2+3+... +n.

n(n+1)
Réponse : (o) = (—1)" 2 .

a) Réponse : [(0) = 27, o est impaire.
b) Réponse : 0 = Tj(,12 0 Tg.11 © Tg.10 © T2,90T4.8

0T2,7 ©T3,6 © T35 © Ty 2.
¢) Réponse : o =(1,7,9,2) 0 (3,5,6) o0 (4,12,10,11,8),
£(0) = (=D (D= = -1

a)

J
Tii

i 1 J
) iy,

i j 1
Tii

1 i i

Comme les transpositions engendrent S, et que toute trans-
position se décompose sur les Ty, (2 < i < n), on en déduit que

{r1:;2 <i < n} engendre S,,.

b)
1 i j
) Tii
i 1 j
)
i Jj 1
d’ou Ty1j 0Ty = (l,l,j)
Soit o€ A,. D’aprés a), il existe N € N*,
i1,...,iy €1{2,...,n} telsqueo = Ty;, o... 0 Ty;,. Puisque o

est paire et que toute transposition est impaire, N est pair. En
groupant les 7y;, (1 < k& < N) deux par deux, on conclut que

o se décompose sur les 3-cycles (1,i,7), (i,j) € {2,... )2,
i#j.

c) D’apres b), Ty o T = (1,2,k)

et T1p oty = (1,k,2) = (1,2,k)2.

Dou:y; o VJ-Z = (11; 0 T12) 0 (T12 0 T1 ;) = TY; © TY .

On déduit alors de b) que toute o de A, se décompose sur les
vi B<i<n).

|det(A)| = Z £(0)as(1)1 - - - O (mn
7e6,

g Z |ao(1)1| cco |ar7(n)n|

0e6,
n n
< Z |ai,1|--~|aiun|=H<Z|aij|>’
=

(i1seein)€{l,....n}" j=1

en reconnaissant le développement du produit de n sommes
de n termes.

a) AB=—BA — det(AB) = (—1)"det(BA)
<= det(A)det(B) = (—1)"det(B)det(A)
< 1= (—1)" &< n pair.

. 0 1 0 -1
b)Reponse.A-(l 0),3—(] O)'

a)*SL,(K) c GL,(K),

car det(A) =1 = det(A) #0.
«Si A,B € SL,(K),

alors det(AB) =det(A)det(B) =1-1=1,

donc AB € SL,,(K).
1, € SL,(K) car
*Si A € SL,(K),

det(I,) = 1.

alors det(A™") = (det(4)) ' =171 =1,
donc A~! € SL,,(K).
b) Soit A € GL,(C).

1
Il existe o € C* tel que " = det(A) ; en notant B = —A, on
o

a alors :

det(B) = L det(A) = 1, donc B e SL,(C).
an

Soit A convenant.

e En prenant M = A, on obtient 2"det(A) = 2det(A), d’ou,
puisque n = 2, det(A) = 0.

VM € M,,(C), det(A + M) = det(M).

¢ Notons Cy,...,C, les colonnes de A.

On a donc :
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Supposons A # 0 ;ilexiste j € {1,...,n} tel que C; # 0.

D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe des colonnes
Vl,...,Vj~_1,ij~+1,...,Vn de Mn,l(C)
(V5. V;21,C}.Vii1,. .., V) soit une base de M, 1(C).

telles que

En notant M la matrice dont les colonnes sont Vi,...,
Vie1,=Cj.Viy1,...,Vn, onaalors:

det(A+ M) =0 (carla j°™€ colonne est nulle) | ,
det(M) # 0

contradiction.
Donc A =0.

Réciproque évidente.

Réponse : {0} .

a) Puisque AB = BA,ona:
A2+ B2 =(A+iB)(A—iB),dou:
det(A% 4+ B%) = det(A + iB) det(A — iB)
= det(A +iB)det(A + iB) = |det(A +iB)|2 > 0.

b) Réponse : ¢ oui, sin =1 enon,sin > 2 ;

exemple : Az(g _(2)>, B=<(l) 2)

L’application P : R — R

est polynomiale, donc
X —> det(A + xB)

continue.
Puisque P(x) —— P(0)=det(A) # 0, il existe ¢ > 0 tel
x—0

que: VxeR,

(x| <e = P(x) # 0 => A+ xB € GL,(R)).

a) Récurrence sur k.

* Evident pour k = 0.
*Si ABF = B¥(A +k1,), alors :

AB*t! — AB*B = B¥(A +k1,,)B
= B¥(AB + kB) = B¥(BA+ B + kB)
=Bl (A + (k + DI,).

b) Raisonnons par 1’absurde : supposons det(B) # 0.
On déduit alors de a) :

Vk € N, det(A) = det(A + kl,).

Mais R — R
x —> det(A + xI,)

polynome de degré n et de coefficient dominant 1 (le seul terme
en x" provient du développement du déterminant faisant in-
tervenir la permutation identité).

est, par développement, un

Donc det(A + kI,) —— + oo, contradiction.
koo

dettM) 0 _— O
0
Réponse : com(A) = ‘ 0

0

Puisque A? =1, et p € N*, A est inversible, d’ou :

(com(A))” = (det(A) 'A™")"= (det(A))” (A~1)P
= det(A?) "(AP)"! =1,.

Puisque A est inversible :

com(A~!) = det(A™!) (A1) "= (det(A) A~1)~!

= (com(A))_I.
12 2 32 n?
22 32 42 (n+1)?
a) .

n> (m+1D> (n+2)7? 2n — 1)?
12 3 5 2n — 1
22 5 7 2n + 1
n> 2n+1 2n+3 4n —3

par C_/ < Cj — Cj—l pOLlI'j 2 2

12 3 2 2
n* 2n+1 2 2

par C; «— C; — C;_; pour j > 3.

0 sin>3

Réponse : S? 7=
-7 sin=2
1 sin=1.

b) Opérer simultanément : C, «— C, — Cy,

C3<— (C3—Cy,...,C,«— C,—C,_;
(ce qui revient a opérer successivement :
Co<— C—Cyop,...,.C3 «— C3 — Cy,
C2 <— C2 — C[) o
S S S — S
S S S — 5
S % S5 — 85
S 8% 8 S,
S 0 _ 0
S — S
= 0
Sl SQ—SI Sn _Sn—l



Réponse : n!.

¢) Opérer simultanément C, «— C, — Cy,

C3 (——C3 —Cz,..., Cn <~ Cn_cnfl’
puis développer par rapport a la derniere ligne.
Réponse : a;(a; —ay)" .

d) En développant par multilinéarité et alternance :

a; + b] aj cao a
ay a + b2 coo ay
aﬂ a)'l aﬂ + bn
0
b o
! 0 ay by 0
= . T
0
bn an O by
b] ap 0 b
0 ay 0 1 ap
+ bk 0 4y 0
0 bnfl :
a,
0 a, ¢ b, "

Réponse : by ...b, +a\b, ...b, +biaxbs ... b,
++b1 ...bn_lan.
Sib;...b, # 0, on peut écrire le résultat sous la forme :

ap a,
[ oooltly || 19 = dAF 000 aF = |)o
1 ( +bl+ +bn>

e) En notant A, le déterminant proposé, et en remplacant C,
par C, 4 ...+ C,, on obtient :

ag —daj . 0
o e 0 ‘
1Loarta e
Ag=| e el T —an+2 =dapAp-1.
0 —ap—2 ‘.'an—Z +ap-1 0
0 —anp—1 An
n
Réponse : l_[ ay.
k=1
a b O
@ \
f)Notons A, = \ "
O @ a [n]

Pour n > 3, on obtient en développant d’abord par rapport a
la 1% ligne :

a b O
. \\\
An = \ b .
o C a [n]
Utiliser ’étude des suites récurrences linéaires du 2" ordre a

coefficients constants (Analyse PCSI-PTSI, 3.4.2).

L’ équation caractéristique est 7> — ar + bc = 0, de discrimi-
nant § = a®> — 4bc.

1% cas:6 #0
L’équation caractéristique admet deux solutions distinctes
71,12, et il existe (A1,A2) € C? tel que :

Vn e N*, A, = Air{ + Aoy

Remarquons qu’on peut poser Ay = 1 pour que la relation

Ay, =ad,_y —bcA,_, soit aussi vraie pour n = 2.
Alors :
Ay =1 M+r =1
Alza k1r1+A2r2:a
r
A= —
ry—r
= by,
)\.2 =
r,—n
< 1 n+1 n+1
Dou: A,=——@F" —r3").
ry—nr

peme €as i 5 — ()
L’équation caractéristique admet une solution « double » va-

lant %, et il existe (A,u) € C? tel que :

VneN, A, = (n +u)<%> .
Alors :

{A():l

u=1
— A=u=1.
A—a _a=h=n

a+m§—

Réponse : * Si a’> — 4bc # 0, en notant 7,7, les deux zéros
de X*> —aX + bc dans C,ona:

1

ry—rnr

n+l)

VneN, A,= P — 7]

eSia?>—4bc=0,alors: VneN, A, =+ 1)(%) .

On peut réunir les réponses de ces deux cas sous la forme :

n
A, = E r{‘ré”k.
k=0

g) En notant A, le déterminant proposé :

Cc o _— 0
¢ ..o
A, = Cg C; C:+l
C. C, Coci
par C; «— C; — C;_, pourj =2
Cc o _ o0
o ¢ ... C
- Cy c
o Cp, Cos
parL; «— L; — L, _jpouri >2
=41
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Réponse : 1.

h) Notons A,, le déterminant proposé. En développant par rap-
port a la derniere ligne :

=1

a\& =ad,—1 +ay.
0 [

=1

Ap=a Ay + (_1)”+lan

n
Réponse : Zakan_k (en notant ag = 1).
k=0

i) Notons A, le déterminant proposé. On a, en développant par
rapport a la derniere ligne :

Ay =bpAy—1 + (_1)n+2‘1n

b1 0 i
= by An—t + (=" Pay (=) (=a)by ... by
anAn,]—I—b]...bn,]ag.

Sommer, apres multiplication par les coefficients :

Ap=byA,_1+ b ...bn_la,% 1
Ay 1=b,_14,_2+Db1... bn,2a5_2 by,
A, 2=b, 2A, 3+b;... b,1,3a372 by_1bn
Ay =bj +a} by...b,

Réponse : by ...b,_ja? +by...b, pa>_ by +
.+alby...by.
Siby...b, # 0, on peut écrire le résultat sous la forme :
2 2
a a
1 n
by...by|1+—+...+—).
: n( by bn)

2

J) Montrer la relation A, = zA,_| —xyz"~~.

Réponse : a1 —(m— l)xyz”*z.

k) En notant A,, le déterminant proposé, on a :

~@+h 1. g —a
a 0

A, = \ ) )
0 a .—(a +n—-1) 0
0 0 a —n

parC, «— C,+...4+C,

= (= l)n+1 (_a)an—l —nd,_q
par développement par rapport a la derniere colonne.

(=n"

En notant D,, = A, , on obtient :

n

VneN—{0.1}), Dy="+D,
I

(etD; = —(a+1)).

n_ k
Réponse : (—1)"n! Z 6;(—‘.
—0

Comme A2 =

E = {xI +yA+2z4% (x,y,2) € Q).

11 est clair alors que E est le sev de M3(Q) engendré par
(1,A,A).

D’autre part, comme A3 =211e produit de deux éléments de

E se décompose Q -linéairement sur 7, A, A2 . On en déduit que
E est un sous-anneau de M3(Q).

Il reste 2 montrer que tout élément de £ autre que O admet un
inverse dans E .

Nous allons d’abord établir :

VM € E, (det(M) =0 =—> M = 0).

Soient (x,y,z) € Q3, M =xI + yA +zA? | et supposons
det(M) =0,

c’est-a-dire apres développement :

x4+ 2y3 +423 — 6xyz = 0.

1l existe (,8,y) € Z> et g € N* tels que x = g, y= é,
q q
= Z,d’Oil:
q

a3 +283 +4y3 —6apy = 0.
Nous allons montrer, par la méthode de descente infinie, que

cette équation d’inconnue (o, 8,y) € Z3, n’admet que (0,0,0)
pour solution.

Soit («,5,y) une solution.
Alors 2|3, donc 2|« , etil existe donc o’ € Z tel que o = 20/,
d’ou :

40 + 83 +293 —6a/By = 0.
De méme, 2|8 et il existe donc B’ € Z tel que B =28/,
d’ou :

20 + 487 + 93 —6a/ply =0.
Encore, 2|y et il existe donc y’ € Z tel que

y =2y, dou:

06/3 + Zﬂ/3 +4J//3 —6a'B'y’ =0,

c’est-a-dire que (’,8’,y’) est solution.

Ainsi, pour tout solution («, 8,y ) , les trois entiers «, B,y sont
divisibles par 2. En réitérant, on en déduit que «, 8,y sont di-
visibles par toute puissance 2" (n € N*), et donc



Soit M € E — {0} . D’apres I’étude précédente, det(M) # 0,
etdonc M € GL3(Q) .

L’application f : E — E
PP f N +— MN
M estinversible dans GL3(Q)) , et E est de dimension finie,

donc f est bijective.

est linéaire, injective (puisque

Commels € E,ilexistedonc N € E telleque M N = I3, c’est-

adire: M~ eE.

abc <0
def <0 = abcdefghk <0,
ghk <0

a)

adg >0
beh >0 = abcdefghk > 0.
cfk >0

aeh >0
bfg > 0 = abcdefghk > 0,
cdh >0

—ceg >0

—afh >0 = abcdefghk < 0.
—bdk > 0

et

Remarquer d’abord que f est linéaire.

Rappelons que S, (R) (ensemble des matrices symétriques
réelles d’ordre n) et A, (R) (ensemble des matrices antisy-
métriques réelles d’ordre ) sont deux sev supplémentaires dans
M,,(R) (cf. Algebre PCSI-PTSI 8.3.1 2) Prop. 2).

Dans une base de M, (R) formée d’une base de S,,(R) suivie
d’une base de A, (R), la matrice de f est :

n(n—1)

d’ou: det(f) = (—1dimA,®) — (1)~ 2
On pouvait remarquer au départ que, puisque f est une invo-
lution :  (det(£))% = det(f2) = 1.

nn—1)
Réponse : (—1) 2

a) ¢p(x + 1) —gp(x) :

1 0 0 (14+x)-x
2 0 . 1+ x)? — x?
— 33 :
0 -,C£—1~.._(1+x)p_xp

CZ;; (1 +x)p+l — xbH1

La derniere colonne se décompose :

1
(I+x)—x
14+ 2x
1 2.2
(e x). * 1+ 3x +3x2
(1 +x)? —xP P k
(14 x)p+! — xp+] > Cpprxt
k=0
1 0
2
= +x 3 +
11
1 Cp+l
(‘) 0
+xP! R R :
CP . 0
pP— '4
Cp+l Cp+1
d’ou, par multilinéarité et alternance :
op(x + 1) — p(x)
1 0 0 0
2 0
— 3 3. 0
. . c. ... p—1
P Gt o
p— 14
1 G U Gp-H Cp-i—lxp
Réponse : (p + 1)!1x?.
b) ¢p(n+1) —ppn) (p+ Dn?

(/’p(”)_(/’p(n_l) (p+ D! —1P

ep(2) — pp(1) (p+DNP
@p(1) = 0

(p+ DY kP,
k=1

(ﬂp(”+1) =

" 1
o)1) k= P10+ D
k=1 ’

_l 1 n+1 | nn+1)
T2 D2 2
@ | | 1 0 n+1
2)21<2=§(pz(n+1)=6 1 2 (m+1)2
k=1 ' 13 413
n+1 1 (2) 0 n(n+1)Q2n+1)
= n =
6 |1 3 n242m 6
1 00 n+l
n 1 11 2 0 m+1?
Y KB =— )= —
)1; a0 tD=21 3 3 w413
1 4 6 m+D*
1 0 0 0
_n—|—1 1 2 0 n
2 |1 3 3 n?+2n
1 4 6 n3+3n2+3n
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2 0 1
1
_"(”2: M3 3 42
4 6 n?+3n+3
n2(n +1)2
4
n
1
Réponse : Zk = w,
k=1

n

i"z _nn+D@n+1) S0 = n%(n +1)2
k=1 - © , k=1 - 4 .

En développant par multilinéarité et alternance (comme dans
la solution de I’exercice 2.7.1 d), on obtient :

det(A) =x1...x, +x2...%; +X1X3...%,+
500 AP & oo odp=il = @p IF Tp=1l»

ol oq,...,0, sont les fonctions symétriques élémentaires de
X1,...,%n (cf. Algebre PCSI-PTSI, 5.3.2 Déf. 2).

Comme xi,...,x, sont les zéros de X" — X+ 1, on a
(cf. Algebre PCSI-PTSI, 5.3.2 Prop.) :  o,_1 = (=" et
on = (=1D)".

Réponse : 2(—1)".

L’application ¢ : E" — K définie par :
Y(Vi,...,V,) € E",

Vi, V) =Y dets(Vi,....f(V}).....Vy)
j=1

est clairement une forme »n -linéaire alternée.
D’apreés 2.3.2 Prop. 1 p. 44, 0ona:
Y(Vi,...,Vn) € E",

o(Vi,...,Vy) =detg(Vy,...,Vi)e(B).

D’autre part, en notant A = (a;;);; lamatrice de f dans 5,ona:

1 0 4;
N 0
pB)=3" U g 1
j=1 :
0 N\
Anj 0 1

=Y _ajj =tr(A) =tr(f).
j=1

Puisque det(A) s’exprime comme somme de produits d’élé-
ments de A, on obtient, en passant modulo 2 :

1

det(A) = O\O =1, etdonc det(A) # 0.
1

De méme que dans la solution de l’exercice 2.7.8, on
obtient, modulo 2 :

1
det(A) =
1\0 [n]

11 1

0 0
Et: 1\1 =mn-1) \1
0] 1
1 0

par C1<— C1 +...+Cy

Comme n est pair:  (n — 1)(—1)"‘1 =1 [2].

l— 1
0 —1
=n-1 O
( ) ‘ AN
0 0 —1
parL; < L;—Ljpouri >2
=(n— (="

Autre méthode : montrer qu’on peut appliquer I’exercice 2.7.8
a A2, d’ol det(A2) # 0, puis det(A) £ 0.

Par manipulation de colonnes, puis de lignes :
A B A+iB B
det(—B A>_det<—B+iA A)

A+1iB B
=det( e

0 A iB) = det(A + iB)det(A — iB)

= det(A +1B) det(A + iB) = |det(A +iB)|*> € R.

Pour tout ¥ de M,,(K),on a:

I, 0 A B\ /L 0
Yy I,)J\c DJ\Xx 1,
_ A+ BX B
" \YA+C+¥B+D)X YB+D)’

Choisissons ¥ = —(C + DX)(A + BX)_1 , de sorte que :
YA+C+ (YB+D)X=Y(A+ BX)+(C+DX)=0.

Comme

L 0) I
det(Y In>_det(x

on obtient alors :

A B A+BX B
det(c D>_det( 0 YB+D)

—det(A + BX)det( —(C+ DX)(A+ BX)*13+D>.

IO> - (det(I,l))z -1,

En particulier, si A € GL,(K), on obtient (en choisissant
X =0):

A B i
= A —CA "B+ D).
det ( c D) det(A) det(—C + D)



1) Sirg(A) < n — 2, alors tous les cofacteurs de A sont nuls,
puisque ce sont des déterminants de matrices carrées d’ordre
n — 1 extraites de A, cf. 2.9 Th. p. 66.

2) Sirg(A) = n, alors det(A) # 0

1
et, comme (m tA) com(A) = I,

com(A) est inversible, donc rg(com(A)) = n.
3) Supposons rg(A) =n — 1.
Puisque A 'tom(A) = det(A)I, =0,

ona Im(t com(A)) C Ker(A) et donc :

rg(com(A)) = rg (‘com(A)) < dim (Ker(A)).
Mais, d’apres le théoreme du rang,
dim (Ker(A)) = n —1g(A) = 1.

D’autre part, d’apres 2.9 Th. p. 66, il existe une matrice car-
réed’ordre n — 1 extraite de A etinversible, et donc au moins
un des cofacteurs de A est = 0, d’otu com(A) # 0.

On conclut: rg(com(A)) =1.

Pour p € N*, notons com, (A) = com(. .. (com(A))...), ou
com est itéré p fois.

a) Commencons par déterminer comy (A) .

1) Sirg(A) < n—2,dapres I’exercice 2.9.1, com(A) =0,
donc comp(A) =0.

2) Supposons rg(A) = 1.
Alors :  com(A) = det(A) A~!, dou:
det (com(A)) = (det(A))" (det(A)) !

= (det(A))" ! #0,

et donc com(A) est inversible (cf. aussi exercice 2.6.3
p- 54). Puis :

comy(A) = com(com(A))
= det (com(A)) {(com(A))~!
= (det(4))" " t(det(a) A=)~
= (det(A))"2A

3) Supposons rg(A) =n — 1.

D’apres I’exercice 2.9.1, rg(com(A)) = 1,doncsin > 3, en
appliquant 1’exercice 2.9.1 a com(A) au lieu de A :
comp(A) =0.

Sin=2, A:(“ b), det(A) =0,
c d

com(A) = <_Z _2> S

= (det(A))"sz, puisque 00 =1.

comy(A) = (i

b
=A
:)

On a ainsi prouvé :

VA € M, (K), comy(A) = (det(A))" 2A.

b) On déduit :
com3(A) = com(( det(A))" 2 A)
= (det(A)) "2~ Deom(a),
grace a la formule évidente :

Vi e K, com(LA) = )»"*lcom(A) .

Puis comy (A) = (det(A)) "2 =D%com, (A)
_ (det(A))<”—2)<1+<"—1>2)A.

Montrer le résultat par récurrence.
Réponse :
(det(A)) =2 a=DA+a=172+.+n=D*2) 4

sip estimpair >3 ,p =2k + 1,k € N*
(det(A))(n—Z)(H-(n—1)2+...+(n—1)2k’2)A

si p est pair, p = 2k, k € N*.
Ona: AB =0=— Im(B) C Ker(A)
= 1rg(B) < dim (Ker(A)) =n —rg(A) = 1.
Si B =0, alors y = 0 convient.
Supposons B # 0. Comme rg(B) = 1, d’apres I’exercice
8.1.30 a) d’ Algebre PCSI-PTSL, il existe U,V € M,, 1 (K) tels
que B=U'V.
Alors - {AB:O {(AU)tV:O

BA =0 UVA) =0

Si I’un des éléments de la colonne AU était # 0, comme la

ligne 'V est # 0 (sinon : B = 0), I’un au moins des éléments

de la matrice carrée (AU) 'V serait non nul, contradiction.
Donc AU =0 ; de méme 'VA =0, donc 'AV = 0.

Comme dim (Ker(A)) = 1 et dim (Ker(*A)) = n — rg(‘A)
=n —r1g(A) = 1,ondéduitque U (resp. V) engendre Ker(A)
(resp. Ker('A)) .

Le méme raisonnement est applicable 2 ‘com(A) au lieu de
B.

Il existe donc Up,Vp € M, 1(K) , a,p € K — {0}

tels que : ‘com(A) = Uy Vg, U = alUy, V = BV}, et donc
B = apUy 'Vy = af tcom(A) .

1) Déterminons rg(A) .

On peut d’abord remarquer que la somme des colonnes de A
est nulle, donc det(A) = 0.

X1
Pour tout X = deM, 1(K) :
Xn
(I=mx;+x3+...+x, =0
X € Ker(A) <—
X1+...+x,1+0A—-n)x,=0
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X1 +...+x, =nx
— 3 X =...=Xp.
X+ ... +x, =nxy
dim(Ker(A)) =1,

Donc rg(A)=n-—1.

2) D’apres I’exercice 2.9.1, on a donc rg(com(A)) = 1.
1 1

En notant B = ’ 1 ‘ € M,,(K), on a clairement
1 1

AB=BA=0.

D’aprés Iexercice 2.9.3, il existe § € K tel que ‘com(A) = 8B.
Autrement dit, tous les termes de com(A) sont égaux. Le

(1,1)®M€ terme de com(A) est :

1—-n 1
1 1—n [n—1]
—1 1 _ 1
} 1—n 1
\

I=nlp-1
par C1<——C1+...+C”,1

-1 1
_ T < 0
0

parL; «— L; —Ljypouri >2

0 —n [n—1]
— (_l)n—lnn—Z

1 1
Réponse : com(A) = (—1)”’1;1"*2 ’ 1 ‘
1 1

a) Par exemple, en tirant z de la 1% équation et en
z=2x4+3y+1
Ix+11y+1=0

7 1 8
Réponse:{(x,— rhloxd );xe(C}.

reportant, le systeme équivaut a : {

11

b) En tirant 7 de la 2°™° gquation, le systéme se raméne 2 :

z=—-mx—y+1
m—1(C2m+ 1)x+2(m—1)y —2(m — 1)) =0.
—m)x+m—1)y—-3m—-—2=0

—2m — 1 2 5
Sim # 1, tirery = %etreporterdans la 3°Me
équation.
Réponse :
2 3m 1 PHNUIE FR
— , ,— m#—=etm
m—1 m—1 m—1 2
X . 3
{(JC,x—I—l,E),xe(C} 51m_—5
& sim = 1.

c) Par différence entre les lére et 3eéme équations,
déduire : m(x +2y +z) = 0.Sim # 0, le systéme se ramene
z=—x—2y
a: 3 Cm+S)x+m+3)y=m-—1
x+y=-m-—1.

Tirer y et reporter.

Réponse :

m—+2 ’ m+2 m—+2
sim#0etm # —2
g sim=-2

{(x,—x—1,7x;_8>;xe((3} sim=0.

d) Réponse :

(12

{(=Ly,—y);yeC}
(%) sim=0

m2+5m+2 2m2+8m+4 3m2+11m+6>}

sim ¢ {—1,0,1,—i,i}

sim = —1

{(1,y,y); y € C} sim=1

{(x,—ix,—1);x € C} sim=1i

{(x,ix,1); x € C} sim = —i.
¢) Réponse :

‘ %] sia+b#3
{2—a,y,y+5—3a);yeC} sia+b=3.
/) Par soustraction d’équations, le systeme se ramene 2 :

ax+b—-1)y+2z=1
b—-2)y+z=0
bz =2b—4

Réponse :

b—6 22b—-4
ab '’ b b

sib#£0,b#2,a#0

{(x,1 —ax,0); x € C} sib=2
14 .
x,——,= );xeC sia=0,b=6
33
[} sinon.

g) Le systeme formé par les 3 premieres équations admet une

solution et une seule, (2,2a — 2,2a) . Reporter dans la 4eme

sia #b
sia =b.

Réponse : | <
{(2,2a —2,2a)}

Les trois plans considérés contiennent une méme droite vec-
torielle si et seulement si le systeme linéaire

(1—m)x —2y4+2z=0
3x —(14+m)y—2z=0
3x—2y—(14+m)z=0



admet au moins une solution autre que (0,0,0) , ce qui équi-
vaut a :

1—m -2 1
3 —1—m
3 -2

Réponse : m € {—2,0,1}.

3x+4y+z7+2=3
a){2Bx+4y+z2)+6t =17
3Bx +4y+2)+10t =0

3x+4y+z=2
2t =1
11=0

—

Réponse : & .

b) Réponse :

—Tx+6y+2 —3x—y+3
{(x,y, Sy : Sy );(x,y)eCZ}

sim=2>5

g sim#S
¢) Réponse :
x,x—i—l,x—i—L,—(m—l—Z)x—L xeC
m—1 m—1

sim # 1

g sim=1.

d) Par addition des quatre premieres équations :
x+y+z+t=2.

Ainsi, le systeme formé par les quatre premieres équations admet

une solutionetuneseule: x =1,y=—1,z=0,7r=2.
Réponse : | {1,—1,0,2)} sia=b=—1
(%) sinon.

e) Par addition, on déduit :
@+3)x+y+z+0)=1+b+b2+53.

Réponse :
1

1 1 1
e e T |
1+b+b2+b3

a-+3
(3,21 —x —y —2); (x,9,2) € C3} sia=b=1

1—b 1 — b2 1-b3
[x,x+T,x+ 2 X+ ) );xe@}
sia=-3etl+b+b2+b=0

sia # 1eta # 3, ennotant ¢ =

@ sinon.

Déduire successivement x5, x3,. . . ,x, enfonctionde x| , etre-
porter dans la derniere équation ; séparer en cas suivant la pa-
rit¢ de n.

Réponse :

1) Sin estpair,n =2p (p € N*) :
*S=0sia,—a, 1 +...+tap—a; #0
S ={(x1, 2a; — x1, 2ap —2ay1 + xq,. ..,
2a2[,_1 —202,,_2+...+2a1 —x1; x1 € C}
siay, —ag,_1+...+ay—a; =0

2)Sin estimpair,n =2p + 1 (p € N*) :

Sx = {(xl,xz,...,xszrl)} ou :

X] =azp+1 —a2p+...—az+a1,

Xyl =A2pp1 —aA2p + - -

—@42 T ap41 tagk —ax-1+...—ajy,
kefl,....p}
Xop = —apy| a2, — ... tap +ay_1 —ay_2
+...—apy+ay,
kefl,...,p}.

Par exemple, pourp =2 (n =5),0ona:
X| =a5—aq +a3z —ay +aj
Xp) = —a5+aq —az +ax +aj
X3 =a5—aq +a3z+ay —aj
X4 = —as+a4+az3 —ap +aj
X5 =as+aq —az+ay —aj

1) Soient L € K, x € Ker(f —Xe).Ona:
(f —2e)(gx)) = (f o g)(x) — Ag(x)
= (go fHx) —rg(x) = g(hx) — 2g(x) =0,
donc g(x) € Ker(f — Ae).

En prenant A = 0 : Ker(f) est stable par g.

Enprenant A € Spg (f) : SEP(f,1) = Ker(f — Ae) eststable
par g.
2)Soit y € Im(f). Il existe x € Etel que y = f(x), d'ou:

g(y) =(go fHx) = (fog)x) = f(g(x)) € Im(f).
p—1
En notant B = a)kAk, ona:
k=0

B, — wA) =1, — 0P AP = 0.

Comme [;, — wA = —w(A — a)_lln) et que o~ ! € Spc(A),
I, — wA estinversible, d'ot B = 0.

Considérer, par exemple,
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1 1 2 0\ ,
Alors AB = (1 1) et BA = (0 0> n'ont aucun vecteur

propre commun puisque les vecteurs propres de BA sont co-

linaires 3 1 0 . (1 . (0 lest
incairesa | , Jou| , Jetqueni| , Jni{ ] n'estvec

teur propre pour AB.

Réponse : non.

1)SoientA € C, P € E — {0} telsque f (P) = AP, c'est-a-dire
X+a)P +(1—21)P =0.
*SiA # 1,ondéduit P(—a) = 0. Il existedonc k € {0,...,n}
et O € C[X] tels que :
{ P=X+a)kQ
O(—a) #0
(k est I'ordre de multiplicité du zéro —« de P).
En reportant : (X +a)Q’ + (k+1—1)Q = 0.

Comme Q(—«a) # 0, on déduitk + 1 — A =0, puis Q' =0,
donc deg(Q) = 0.

Ainsi, il existe C € C — {0} etk € {0,...,n} tels que
A=k+1letP =CX+a)k

2) Réciproquement :  f((X + a)¥) = (k + 1)(X + &)* pour
tout k de {0,...,n}.

Réponse :
«Spe(f) ={l,....n+ 1}
eVAe(l,....n+1}, SEP(f,A) = CX+a)*~ 1.

Soient A € R, P € R[X] — {0} tels que f(P) = AP, clest-a-
dire :

X+DX-3)P —(X+21P=0.
En considérant les termes de plus haut degré, déduire :

deg(P) < 1.

En notant P = aX + b, (a,b) € R2 .

2a+Ara+b=0
3a+1b=0

b=—-Q2+Ma
(A2 +2% —3)a = 0.

f(P):)»P<=>{

Comme P # 0, déduire A = 1 ou A = —3, puis P.

Réponse :
* Spr(f) = {=3.1}
« SEP(f,—3) = Vect(X + 1), SEP(f,1) = Vect(X — 3).

Considérons Py = 1, P = X et, pour

ke N—{0,1}, Pr=X1-X)2-X)...(k—1-X)
(ainsi: Py =1, P =X, P, = X(1 - X),
P3=X1-X)2-X),...).

Vérifier :
Vk e N, f(Py)=kPy.

Il est clair que (Px)ren est une base de R[X] (polyndmes a de-
grés successifs).

Soient A € R, P € R[X] — {0} tels que f(P) = AP.

T existe n € N, (.. . ..an) € R"" tels que

P =:2§:akf%.
k=0

Ona:

n n
f(P)=2P > arhkPr=) adP
k=0 k=0

— (Vk €{0,....n), ap(k—2)= 0).

Six &{0,...,n},alors (Vk € {0,...,n},ar =0),donc P =0,
contradiction.

Donc A € {0,...,n}, puis (Vk € {0,....,n} — {1}, ax =0), et
donc P = ) P;,.

Réponse :

*Spr(f) =N

*Vk € N, SEP(f,k) = RPy,

ot P=X1-X)2-X)...(k—1=-X)
e Ker(f) =RI1

o Im(f) = XR[X].

SoientA € K, g € L(E) —{0}.Ona:
F(g) =g

«= VP e K[X],

<— VP € K[X],

Xg(P) — g(XP) = Ag(P)
g(XP) = (X — M)g(P)
g(X"h) = (X — ng(xX™)
= VneN, gX")=X-1"gl)

< VP e K[X], g(P)=PX—-1g).

< Vn eN,

Réponse :
O SpK(F) =K
e Pour tout A de K,

SEP(F,») = {g: KI[X] — KI[X]

P— A-PX—-X)

;Ae K[X]¢.

Par exemple, si K = R, F aune infinité de valeurs propres (tous
les réels) et, pour chaque valeur propre, le sous-
espace propre associé est de dimension infinie.

a) Il est clair que :

VP e E, X2P" —(a+b—1)XP' +abP € E,
et que f est linéaire.
b) Remarquer :

VkeN, fxb) = (k2 — (a+ bk + ab)xk.



Montrer (en utilisant a + b < 0) que les

K2 — (a + b)k 4+ ab (k € N) sont deux a deux distincts, puis
terminer comme dans la solution de l'exercice 3.1.6.
Réponse :

* Spr(f) = {(k —a)(k — b); k € N}

o Vk € N, SEP(f,(k — a)(k — b)) = RXF.

a) Dans X(1 — X) P’ + nXP, le terme de degré n + 1 dispa-
rait. Et f est linéaire.

b) Soient L € R, P € E — {0} tels que f(P) = AP. Déduire

nX — A
P+ ——— P =0.Larésoluti
+ X(1 —X) Larésolution de 1'équation différentielle
p nx — A
(sur ] — 00; O ou 10; 1] ou ]1; +o0[) y + ——— y =0
x(1 —x)
fournit

y:x+— Clx*|1 —x|"™* (C e R).
Et y est polynomiale si et seulement si :
(An—2) e N2
En déduire A € {0,...,n}, puis P.
Etudier la réciproque.

Réponse :

* Spr(f) = {0,....n}
eV €{0,...,n}, SEP(f,A) = Vect(X*(1 — X)"*).

Soient A € C, x = (x,),ecN € E tels que f(x) = Ax.
Onaalors: Axg =0, Ax] = x0,..., AX, 4] = Xp, ...
Sii =0,alors xg =0,...,x, =0,donc x =0.

Si A # 0, alors aussi xg = 0,...,x, =0, donc x = 0.

Ceci montre que f n'admet aucune valeur propre.

Soient A € R, x = (x,),eN € E — {0}.

Ona: f(x) =lx < (Vn eN, x,,, | = Axp)
< (Vn e N, x, = A"xq) ’
Si xg = 0, alors x = 0, exclu.

D'autre part, ("), cN converge si et seulement si :

A <1 ou A=1.

Réponse :
*Spc(f) ={r e C Al < 1} U {1}

“Vi € Spe(f), SEP(f4) = Veat((A)erv)

Chaque SEP est de dimension 1.

D'abord, il est clair que 7 est linéaire.
Soient A € R, u = (up),en+ € E—{0}.Ona:

1
T ) = A —> (Vn €N, —(up ...t uy) = /\un).

Puisque u # 0, il existe un plus petit entier k de N* tel que

Uk 75 0. On a alors :
u u
7 k k

1
m(uk +up 1) = A

1
T(u) =t 11 z(uk g1+ Up2) = Mg

1
;(uk—}—...—f—u,,):)\un (n > k)

A_1
Tk

k(uk +upq1) = (k+ Dugy

e | K gy +ugi2) = (k+uggo
k(ugp + ... +uy) =nu, (n>k)
1
A= -
k
U] = kug
) 2upq2 = (k+ Dugy
(n—kup =0 —Du,_1 (n>k)
L]
Tk
Ugy1 = kug
k(k + 1)
U2 = ) Uy
=

_kk+1)...(n—1

=y % >0

Réponse :

e Spr(T) = {%,k GN*}

1
* Pour tout k de N*, SEP(T, E) est de dimension 1, engendré

par la suite (u,), <N+ définie par :

kol si n<k
Uy, = = .
"T1CC si n>k

a) * Pour tout x de [—7; 7], les applications

[-7m;7] — R et [-m;n]—R
t—> cos(x —t)f(t) t+—— sin(x —1)f(t)

sont continues, donc u(f)(x) et v(f)(x) existent.

* En développant, on obtient pour tout x de [—7; 7] :

u(f)x)= cosx/ncost f()dt + sinx/”sintf(t)dt

T

v(f)x)= sinx/ costf(t)dtr — cosx/nsintf(t)dt,
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ce qui montre que u(f) et v(f) sont continues (car combi-
naisons linéaires de cos et sin).

e La linéarité de u et v est évidente.
b) SoientA e R, f € E—{0}.Ona:

u(f) =rf<|Vvx e R, cosx/ncostf(z) dr

-7

+sinx/n sint f(r) dt = Af(x)

Sir=0,alors: u(f) =0+

/” cost f(r)dt = /-n sint f(t)dt =0.

-7 -7

Supposons A # 0 ;

alors u(f) = Af = f € Vect(cos,sin).
Calculer : u(cos) = cos, u(sin) = 7 sin.
De méme :

v(cos) = 7 sin, wv(sin) = —m cos.

Réponse : /)
* Spg (1) = {0,7}

« SEP(u,0) = {f € E;

/ﬂ cost f(t)dr :/ﬂ sint f(z) dt :0},

-7 -
qui est de dimension infinie (car c'est 1'intersection de deux hy-
perplans de E)

SEP(u,7) = Vect(cos,sin)

* Spr(v) = {0}
* SEP(v,0) = SEP(1,0).

Soit A € Spx(AB) ; il existe X € M, [ (K) — {0} tel que
ABX = A X. On déduit :
(BA)BX = B(ABX) = ABX.

*SiBX # 0, alors A € Spg (BA) et BX estun vecteur propre
pour BA, associé a A.

* Supposons BX = 0. Alors AX = ABX =0,donc A =0.
Puis: 0 € Spg (AB) = det(AB) = 0 = det(BA)
= det(B)det(A) = det(A)det(B) = det(AB) =0
= 0 € Spg (BA).
On a ainsi montré : Spg (AB) C Spg (BA).

On conclut en échangeant les roles de A et B.

X1
a) Soient A € Spc(A), X = € SEP(A, 1) — {0}. 11
Xn
existe i € {1,...,n} tel que :
ol = 11Xlloo = Max |xi].
1<i<n

Comme AX =AX, on obtient en prenant la ligne numéro i) :

n
Zaiojxj = AXj;.
j=1

Z Qi jXj

D'ou: |()" - aioio)xiol = ‘

I<jgn
J#io
<)Y |ai0j||xj|<< > |ai0j|>|xi0|.
I<j<n I<j<n
J#io J#io

Comme X # 0,ona |xj,| > 0, etdonc:

I — aigigl < Y laig;l.
1<j<n
J#io
b) Par hypothese :

Vie{l,....,n}, 0¢ B/<anv

> laij I) :
I1<j<n

J#
D'apres a), on déduit : 0 & Spc(A), c'est-a-dire :

A € GL,(C).

Soit B| = (ey,...,ep) une base de F.

D'apres le théoréme de la base incomplete, il existe
€pils---s€n € E telsque B = (eq,...,ey) soitune base de E.

En notant A = Mat, (f"), il existe

BeM,,—,(K) et C eM,_,(K) telles que :

Matg(f) = (3 g)

Alors, pour tout A de K :

o (A—Mp B )
= det
Xf 0 C-aL,

= det(A — M,)det(C — Al,—p) = X (WxcR).

Comme X¢ € K[X], onconclut:  Xz[X.

Soient B une base de E et A = Matg(f).

1) Puisque n est impair, x4, qui est une application continue
de R dans R, de limites —00 en 400, +00 en —o0, admet au
moins un zéro réel (théoréeme des valeurs intermédiaires).

Tlexistedonc A € Retx € E — {0} tels que f(x) = Ax. Alors
Rx est une droite vectorielle stable par f.

2) Le raisonnement précédent (appliqué a A au lieu de A) montre
qu'il existe A’ e€R et X' e M, (R) —{0} tels que
Ux =1x'.

Notons H ={Y € M, | (R); XY =0}, qui est un hyper-
plan de M, 1 (R).

SoitY € H.Ona:

X'(AY) = {(AX)Y = 'WXHY =1 XY =0,
donc AY € H.



Ceci montre que H est stable par A.

L'hyperplan de E associé a H dans la base B est donc stable
par f.

Le terme de degré 1 en A dans

ajg —x  ap app
— A
Xa)=| @1 a2
a, Appn — A
est : —AA|] —AAp — ... — LA, OU Aj; est a la fois le
mineur et le cofacteur de a;; dans A.
Al — ALy, 0
Xa(A) = det
0 Ay — My,
N N
= [ ] det(Ax — A1) = [ ] xa, @
k=1 k=1

Dans 1'égalité matricielle

My B \(l. B\ _[—Al 0
c =, J\o0 a,) "\ ¢ cB-2%, )

prendre les déterminants.

1¢7¢ méthode
D'apres I'exercice 3.2.5 et puisque A et I, commutent :
Xu (h) = (=1)"det(A% = 371,)
= (—=1)"det(A — AL,,)det(A + AL,)

= (=D"xa@)xa(=2).
2¢me méthode
Par opérations sur les colonnes puis les lignes :

AL, A AL,+A A
A)=det =det
Xu ) e( A —A1n> e(A—AIn —Mn>

A—A, A
_det< 0 —A—AI,,)

= (—1)"det(A — Al,)det(A + AL,).

Vi € K, xi4 (1) = det(*A — AL,) = det(Y(A — ALL))
=det(A — AL, = x4 (V).

Notons By = (eq,...,e,) la base canonique de R”,
A = (aij)ij = Matg, (f).

Soitj € {1,...,n}. Comme e¢; € (Ry)" et que

fle) = (alj,. ..,ayj), on déduit :

Vi € {1,... ,n}, aijj 2 0.

n n
Alors:ZaU = Z|aij| = I[lfe)ll = llejlly =1.
i=1 i=1

Considérons u = (1,...,1).Onau #0et:

n
Zail

1 ayy ... ayl 1 iz 1
[A = : ‘ = 0 = ‘
1 aly, .. am/) \1 2": 1
Ain
i=1
Ainsi: 1€ SpR(tA).
D'apres l'exercice 3.2.7, on déduit 1 € Spg(A), c'est-a-dire
1 € Spr(f).

Ona: 'YAZ = {AY)Z = t0Y)Z=11'YZ
YYAZ=YYA42)=Y(uZ)=pn'tyz

r—wyz=o.

*SiA = p,alors Z € SEP(A,1), qui est de dimension 1, donc

Z est colinéaire a X.

d'ou

* Supposons A # p ; alors Y Z = 0.

Y1 21

En notant Y = N VA ou, pour tout i de

Yn Zn
{1,....n}, v >0 et z; =20, on déduit (Vi € {1,...,n},
z; = 0), donc Z = 0, contradiction.

a) Notons
] b1 b1y,
c=|: | L=t b, B= L.
@ b1 B
o I coo U
¢ by b1y
donc A = . .
e by Do
Par hypothese, il existe xp,...,x, € C tels que :
n
o= inci
i=1
n
Vje{l,...,n}, lj = inb,‘j.
i=1
X1
En notant X = ,on a alors :
Xn

n
Xc = inc,' =«
i=1

n n
XB = (Zx,-b,-l,...,Zx,-b,-,,> =(},....I,) = L.
i=1 i=1
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_ty

1
b)Notons P = < ) €M, (C) ;ilestclairque P est

0 I,
1 X
inversible et P! = (0 1, >
Ona:

t t
(1 %X\ [« L\[(1 %
PAP _(0 It )(C B)(O I,
_(a—%C L-%B\ (1 %X
N C B 0 I,

_(0 o)<1 tX)_(o 0 )
~\c¢c B)\0o 1,) \C Cc%+B)
d'ou, pour tout A de K :
Xa() =Xpap-1(A) = det(_c)L cty +(; 3 )»In)
= —AXcwx+B*R)-
On conclut: C% + Bapour vp Ay,... A

Plus précisément :

n

VAeK, XewssW) = D" [ —20).
k=1

a) 1¥r¢ méthode : Pour k € {0,...,n — 1}, notons

0 1 0
Ax = oS € My (K).
0 1
ar ... Qy_ 2 a1

En développant par rapport a la 1° colonne :

Xa) =Xxa,R)

—A 1
0
_ ~ .
0 —A 1
apg ... Qy_o G, 1 —A

= —xa, () + (=D"*a.

On combine les relations :

Xap®) = —Axa, ) + (=) 1

Xa, () = —2x4, () + (—1)"ay -1
Xa, () ==2xa_ W)+ (D3a, 5 | (02
Xa, | (W) = =2+ (=1)?a,_; (=1

D’ou
xa) = (=" ag + (=) aga+ ...

+ D" a4 1y

n—1
= (=1)" (A” —Z akkk) )
=0

28 méthode :

Ona,par C; <— C; +ACy + -+ A"71C,, :

—A 1 0 0
0 ©) .
xa(d) =
[(0) TP 0
0 0 A 1
ap [ ) a,—1 —A [n]
0 1 0 0
0 . e )
— | s ‘. . . . : :(_1)n+1a’
(1) W PR 0
o ... ... 0 —A 1
ap— Ap-1 — A [n]

par développement par rapport a la premiere colonne, ou :

a=dag+ah+-+ A a0+ A @ — M),

n—1
donc: x4(h) = (=1)" (x” = Zakkk)
k=1

b) Condition nécessaire évidente : «, = (—1)".
Réciproquement, pour tout («,. . .
il existe A € M, (K) telle que

,a,_1) de K", d'apres a),

n—1
X4 = (—D)"X" + Zoszk.
k=0

Réponse : o, = (—1)".
Remarquer les égalités matricielles, dans M, 4 p(K) :
AL, A I, 0\ [(AB-—Al, A
B I, B 1, a 0 I,
AL, A —I, A My 0
B I, 0 -al,) \—-B BA-,)’

d'ol, en passant aux déterminants :

et

det(AB — Al,) = (—1)"det (’\I” A)
B I,

et

(=2)"det(BA = Alp) = (=1)" (=3)det (m 4 ) ’
B I,

etdonc: (=A)'xpa(A) = (=M)Pxsp ).

a) Remarquer B (‘1/) = (8) ,donc 0 € Spc(B).

I 0
b) Notons P = <t(n] 1) € M, (C) ;ilestclair que P est
I 0
i ibleet P~ = 7 .
inversible et <—tU 1)



A+AVIU -A
On obtient: pep—1 = (A TAVU V.
0 0
On retrouve d'ailleurs le résultat de a) : 0 € Spc(B).

On a, pour tout A de C :

A+ AV U -2, —AV>

xB(A) = Xppp-1(A) =det< 0 O

= —AXatav ).
Ainsi :

X2|xp <= X[Xppay 1y < det(A + AV 'U) =0

= det(A)detd, + VU) =0

Etudions l'inversibilité de I, + V U ; a cet effet, nous allons

déterminer Ker(I, + V WU).
On a, pour tout W de M, 1(C) :

L+ VW =0 W+ (UW)V =0 = W e CV.

Et: L +VW)v=v+tuvyVv=1+ tUV)V.

{0}y si WWv+#£-1

Ainsi: Ker(I, +V tU) = { cv si wv=-1°

I enrésulte : det(I, +V WU) #£0 < WV £ —1.

Finalement :

) det(A) = 0 => X2|xp

g [ X?Ixs det(A) det(L, + V 'U) =0
tUv # -1 det(I, + V WU) #0
— det(A) = 0.

Réponses : ppP ! ou:

11 1 0 0 0
agP=| 0 V2 —V2|.D=|0 V2 0
-1 1 1 0 0 =2
(2 0 -2
P—1=Z 1 V2 1
1 —v2 1
0o 1 2 00 0
pP=|1 1 —-1|,p=|0 1 0],
1 -1 1 0 0 16
0 3 3
1
P == 2 2 =2
2 -1 1
1 a 0 -1 0 0
c)P=|10 1 —al|,D= 0O 0 0],
0 0 1 0 0 1
1 —a —az
pl=(o0 1 a
0 0 1
0 1 1 2a+1 0 0
dgpPp=|1 0 1]|,D= 0 1 0 |,
1 1 0 0 0 -1
p-1-1 _i —i 1
T2

a) Vérification immédiate.

b) En appliquant a) a a — A au lieu de a, on obtient :

(A= APHA = ALy = (@ — V2 + b2 + 2 + dH)ly,

d'ou, en prenant les déterminants :
X5 = (@=X)?2+ b2+ 2 +dHH,
c'est-a-dire :

(XA —(@=-X2 42+ 2+ d2)2)

(x4 + (@ = X% +52 + 2 +a%) =0.

Comme X 4 est un polyndme unitaire de degré 4 et que 1'an-

neau C[X] est integre, on déduit :

Xa = (@ =X)2 +b% + 2 +d%2.

c)D'apres b), x 4 est scindé sur C et admet deux zéros doubles,

a+io, a —iw, ol @ = v'b2 4 c2 +d? (on peut supposer
w > 0, le cas b = ¢ = d = 0 étant d'étude triviale). Montrer

que les deux SEP(A,a + iw), SEP(A,a — iw) sont de dimen-

sion 2, donc A est diagonalisable.

Réponse :
1)*Sib=c=d=0,alors

Spr(A) = Spc(A) = {a}, SEP(A,a) = My 1 (R)

2) ¢ Si (b,c,d) # (0,0,0), en notant w = +/ b2 +c2 +d?,

ona:

*Spc(A) = {a + iw,a — iw}

iw —b
. b iw
¢ SEP(A,a + iw) = Vect( , )
G d
d —c
c d
. d —c
SEP(A,a — iw) = Vect(| . s )
iw b
—b iw
—iw —b
b —iw
ect( o |l 4 )
d —c

a) L'étude du cas (¢ = 0 ou b = 0) est immédiate.

Supposons a # 0 etb # 0.
xq

SoientA € C, X = eM, ((C)—{0}.

Xn
Ennotant S = x| +... 4+ x,,0na:
axy +...+ax, = ixq
bxy +axz+...+ax, = Axp
AX =2X = 1.

bx1+ ...+ bx,_q = AXp
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aS=A+a)x 1
bx1 —axy = A(xp — x1) 0
. * SEP(A,0) est la droite vectorielle engendrée par

g
bx,_1 —axp = A(x, —x,_1) 0
bS = (A +D)x, 4)Si(a=0,b+#0):
O+ a)x| = as$ ' « Spc(A) = {0}
(O +a)xy = (h+ b)xg 0

— 3
’ * SEP(A,0) est la droite vectorielle engendrée par
O+ @)x = (4 b)x,_y 0
bS = (A +b)xp 1

Si At+a#0 i ant ¢ A+b 5)Sia=b=0":
, alors, en notant { = :
r+b#£0 rta * Spc(A) = {0}

Xp = (X * SEP(A,0) = Mn,l ©).

: b)Réponse : ab#0oua=>b=0.
AX =3X &1 o ey

A +a)xy =as
-1
bS = (A +b);"" x; Obtenir le polynome caractéristique :
(A+a)xy =aS . b 2 )
: =—. A)=(=D" —ar— (apby + ... b))\ A,
Montrer {bS:(A—I—b){"*lxl ¢ P Xa(A) = (=D"( a (apby + ...+ anby))
En déduire que, si a # b, A admet pour vp les n complexes En particulier, 0 est vp de A.
—b 2
aluk ,ou les up (0 <k <n-—1) sont les racines n°M¢s X1
; i Ona,pourtout X = | : | de M, 1(C):
de ; %
{)\i—a AX =0 ax1+b2x2+...+b,,x,,=00
. SEL0) a2x1=...=anx1=0
Sia=b,alors: AX =AX <= |ou .
’ Xl =...=Xn Discuter la dimension de SEP(A,0) (c'est-a-dire Ker(A)).
A=m—1)a
Réponse :
Réponse :

) (a,...,an) #(0,...,0)
I)Sl(a;éO,b;éO,aaéb): (bz”bn)#(()”o)

auy — b N ayby + ...+ anb, #0
e Spc(A) = ke{0,....n—1 1
Pc(4) { T— ©,....n }} ou fes ik @2 + dazby + ...+ anbp) £ 0
sae o D
(0 < k < n—1) sont les racines n°™®S de — dans C (ap,....an) =(0,...,0)
a ou y (by,...,by) #(0,...,0)
—b
« Pour tout kde {0,... . ,n — 1}, SEP <A,“1”" ) est la droite a#0
—u
1 k @,....an) # (0,...,0)
” ou i (by,...,by) =(0,...,0)
vectorielle engendrée par . a#0
a (@, \an) = (0,...,0)
il ou{ .
k (by,....by) = (0,...,0)

2)Sia=b#0:
* Spc(A) = {—a,(n — 1)a}

2 2 =1 o5 e
* SEP(A,—a) est I'hyperplan d'équation x1 + ... 4+x, =0 Eeppnseipt st

* SEP(A,(n — 1)a) est la droite vectorielle engendrée par Q)P = o I (0 O
1 -1, I,)’ 0o A)’
2
4
1 _ 0
P_1=1(In In),ouA:
3)Si(a¢0,b=0): 2 In In .
- Spc(4) = (0) 0 4
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0
I, ] J
0
b) P=lo_0 1 0_o]|.
0
J \ 1,
0
0
@+bl, | 0
0
D= 0o_0 a+b 0_0 [,
0
0 \ (@ — b,
0
0
I, ‘ J
| 0
pl=-lo_0 2 o_o]|,
Z 0
J ‘ -1,
0
0 1
oil = /0 € M,,(C).

Notons E = R,,_1[X], By la base canonique de E, f € L(E)
tel que MatBO(f) =A.Ona:

Viel0,....,n—1}, £(X)
=m—1-)XT 4+ (@—pi)X —gixi~!
=((n — DX+ )X — (X> + pX + ¢)(X')'.
Il en résulte : VP € R[X],

F(P)=((n—DX4a)P — (X*>+ pX+q)P.
Notons a,b les zéros réels de X2 + pX+4, et, pour
ke{0,....n—1}, P = (X — a)}(X — by~ 1k,

Calculer: f(Py) = (oc + (= Da+k(b - a))Pk.

Lesnréelsa+ (n—1)a+kb—a), 0 <k<n—1, sont
deux a deux distincts, donc A est diagonalisable.

Réponse :
. SpR(A)z{a—l—(n—l)a—i—k(b—a) kelo,... ,n—l}}

¢ Pour tout k de {0,...,n—1}, le SEP associé a
o+ (n — 1)a + k(b — a) est de dimension 1, engendré par la
colonne des composantes, dans la base canonique de R,, _ 1 [X],

du polyndme Py = (X — a)F(X — pyr—1-k,

X1
a)Soient A € C, X = eM, 1(C) —{0}.
Xn

axy + bxy = Axg
cxy] +axpy + bxz = Axp
Ona: AX =X < .

X, 1 +ax, = Ax, .

Notons xg =0, x,,, 1 = 0. On a ainsi :
AX =AX

<=>(Vk € {1.....n}, bxpy1+(@ — Mxe+exp_ :0).

b=0 et c#0)
Si ou s
b#0 et ¢c=0)

montrer que A n'est pas diagonalisable.

Sib = ¢ = 0, I'étude est triviale.

Supposons donc b # 0 et ¢ # 0.

Notons A = (a — )»)2 — 4bc le discriminant de I'équation ca-

ractéristique br? 4+ (a — A)r + ¢ = 0 associée aux suites ré-
currentes linéaires du 2" ordre (1) reN- telles que :

Vk € N*, bug, 1+ (a — Mug + cup_1 =0.
Supposons A = 0. L'équation caractéristique admet un zéro

A —
double ry = Ta,et rg # 0 (carc # 0).

Il existe («,B) € C2 tel que :
Vk € {0,....n+ 1}, xi=ar+ pkrt L.

Comme x( = x,41 =0, on déduit @ = B =0, donc X =0,
exclu.

On adonc A # 0, et 'équation caractéristique admet deux so-
lutions distinctes, notées r1,77.

Il existe («q,00p) € C2 tel que :

Vk € {0,....n+ 1}, xx = Ollrlf —l—oczr]z‘.

Ona:
ap+ap =0
xg=X41 =0 {alril+l +a2r;+1 -0
a = —oq
{al(ri’“ -th=0 @

Siay =0, alorsap =0, X =0 exclu.

Doncaj #0et: (1) < riH'l = r£’+l.
2ipn
Il existe donc p € {1,...,n} tel que rp = rje n+l,

@ 2 c —
De plus, rjry = b donc ri = 2 n+l

9 a c 9
Notons ¢ une racine carrée complexe de > On obtient :

_lpm ipm
rp=c¢e ntl et rp =c¢entl (alordre pres).
. A—a
D'autre part: 7y +1rp = PR

d'ot A =a + 2b¢ cos Lo .
n+1

b4
Notons, pour p € {1,...,n}, A, =a+2b¢ cos &

n—+1
Comme b¢ # 0 et que cos est strictement décroissante sur
10; 7[, les n complexes Aq,...,A, sont deux a deux distincts.

Ceci montre que A admet au moins 7 vp deux a deux distinctes ;
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ce sont alors les seules puisque A € M, (K), et A est diago-
nalisable.

Enfin, pour chaque p de {1,...,n},ona:
kpr
Vk e {1,...,n}, xp= rk —rky=—2i k sin .
{ n}, xp=ay(ry —rp) o1¢ m_—
Réponse :

1)Sib#0etc#0:

T
* Spc(A) a n éléments, les A, = a + 2b¢ cos v ou

n+1’
p € {1,...,n} et ¢ est une racine carrée complexe de %
* Pour chaque p de {1,...,n}, SEP(A,A,) est la droite vecto-

pr
n+1

¢ sin
rielle engendrée par :
e sin2PT
n—+1
2)Sib#0etc=0:
* Spc(A) = {a}

1

0
* SEP(A,a) est la droite vectorielle engendrée par

0
3)Sib=0etc#0:
* Spc(A) = {a}

0
* SEP(A,a) est la droite vectorielle engendrée par

0

1

4)Sib=c=0:
* Spc(A) = {a}
« SEP(A,a) =M, {(C).

b) Réponse : bc 0 oub =c =0.

¢)On a, pour toutrde | — 1; 1] :

U,(t) =0 <= Arccost =0 [L:|
n+1

pr
dpef{l,...,n}, t = .
<=><p { n} cosn+l>

Comme U, est un polyndme de degré n, de coefficient
dominant 2", et a n zéros deux a deux distincts, on conclut :

n
Un:2”l_[(X—cosnpfl).

p=1

D'autre part, d'apres a), dans le cas bc # 0 :

n

(1) _ 2
X4 = (=1 ]‘[(x <a+2b{cosn+l)>,

p=1
d'ou, pour tout A de C :

2 = (=1 Goyu, (=4
Xa) = (=D" (bt) n<2b§>‘

Réponse : Si be # 0, en notant 7 une racine carrée complexe

X—a
debc,ona: x4 = (—n)"U, ( )
2n

1) Diagonaliser A. On obtient: A = PDP~ ! ou:

3001 1 100

p=[-1 0o —1],D=(0 1 0],
0 -1 1 000
12 1

P =l =l =8 =
—1 =3 =i

2) Soient B € M3(R), C = P~ 'BP.Ona:

B2=A < C?=D.

MV
Décomposons C en blocs: C = (tU o ) ,

ol M € My(R), ...

M24+viu=1, e
Alors: C2=D — { MV 4oV =0 @
MW +a'U =0 3)
UV +a2=0 4)

De (1) et (4), on déduit :
M2V =V —vV{UV) =1 +a?)V.
Etde (2): M2V = —aMV =a?V.
Dot V =0,puisa =0, M2 =1, M'U =0,
tW=M>U=0,U=0.

Ainsi: C2=D = M2=1,, U=V =0, a =0).
D'autre part : tr(B) = tr(C) = tr(M).

Ennotanth(a b),ona:
c d
tr(M) = 0 a?+bc=1
Calculer enfin B = PCP~!.
Réponse :
4da —3b+c¢ 9a—9b+2c 5a—6b+c
—a—+b —2a +3b —a+2b ;
—a—c —3a — 2¢ —2a —c¢

(a,b,c) € R3 et a2 +bc=1

1%r¢ méthode : Calculer les polyndmes caractéristiques ; on
trouve X4 = Xp = —X3 4+ 3X + 1. Montrer que le polyndome

-x3 + 3X + 1 de R[X] admet trois zéros réels distincts, notés
A1, A2, A3. Ennotant D = diag(Aq,A>,A3),onadonc: A ~ D
et B~ D, douA ~ B.

28me ;méthode : Utiliser P =

2 =
S O =
— O O

Réponse : oui.



En notant P = € GL3(R), remarquer

- o O
o = O
S O =

PA =BP.

Réponse : oui.

D'abord, il est clair que f est bien un endomorphisme de
K, [X]. Remarquer : f(1) =0, f(X—a) = -2(X —a), et,
pour k € {2,....n}, f((X —a)*) = (k —2)(X — a)*. Ainsi,
— _ )k
= <(X @ )o
fdans B est diagonale :

est une base de K, [X] et la matrice de

<k<n

0
—2 0
0
Matg(f) = 1

n—2

Réponse :
e Les vp sont —2 (simple), O (double) et 1,2,. .. ,n — 2 (simples)
¢ SEP(f,—2) = Vect(X — a)

SEP(£,0) = Vect(1,(X — a)?)
SEP(f,1) = Vect((X — a)**2)
pour tout A de {1,2,...,n — 2}
o Ker(f) = Vect(1,(X — a)?)
o« Im(f) = Vect((X — a),(X — a)3,(X — a)*,...,(X — a)")

e fest diagonalisable.

a) D'apres le théoreme du rang,
dim(Ker(H)) =n—r1g(H)=n—-1(=1);
ainsi, 0 est vp de H d'ordre > n — 1
et dim(SEP(H,0)) = dim(Ker(H)) =n — 1.
Puisque xn-1 [X g et que deg(xy) = n, Xy est scindé sur K.

Alors tr(H) est la somme des vp de H, ce qui montre que
Spx (H) est formé de O et de tr(H).

1¢"cas - tr(H) # 0

Alors Spg(H) ={0,tr(H)}, dim(SEP(H,0))=n—1,
dim (SEP(H,tr(H))) = 1, donc H est diagonalisable et
0
0
H~ N
0
tr(H)

2¢0me cqs - tr(H) =0

Alors Spg (H) = {0} et dim(SEP(H.,0)) =n — 1, donc H
n'est pas diagonalisable.

b) a) Cf. a), 1°" cas.

B) Supposons H non diagonalisable, c'est-a-dire (cf. a)) :

tr(H) = 0.

Puisque rg(H) = 1, il existe V,,_1 € M, {(K) — {0} tel que
Im(H) = KV,_1, puis il existe V, € M, 1(K) tel que

Vo_1=HV,.
Comme HV,_| = H2Vn =tr(H)HV, =0,0na:
V,—1 € Ker(H).
Puisque dim(Ker(H)) = n — 1, il existe
Vi,V €M, 1(K)

tels que

Mo s V2.Vl
soit une base de Ker(H).
Montrer que B = (V1,...,V,) est une base de M, 1 (K).

En notant f I'endomorphisme de M, | (K) de matrice H dans
la base canonique, on a donc :

0 0
Matg(f) = AN :
0 01
0
0
et ainsi H ~ N
0 0 (1)

c)* H ~ Hy = tr(Hy) = tr(H,), cf. Algebre PCSI-PTSI,
8.2.4 Prop. 3.

* Réciproquement, supposons tr(H1) = tr(Hp).
Sitr(Hy) # 0, alors tr(Hp) # 0, et,
d'apres b) ), Hy et Hp sont semblables a

0

0
\
0 0
tr(Hp)
Si tr(Hy) = 0, alors tr(Hp) = 0, et, d'apres b) B), Hy et Hy
0
0
sont semblables W
0 0 (1)

L'étude est immédiate si A =0 ou B = 0. Supposons donc
A#0etB#0.

Comme Im(¢) C Vect(B),ona: r1g(p) < 1.

Montrer qu'il existe M1 € M, | (K) telle que tr(AM) # 0, et

en déduire rg(¢) = 1.

Ona: VX e M,,(R),
pop(X)=tr(AX)p(B)=tr(AX)tr(AB)B=tr(AB)p(X),

donc : <p2 =tr(AB)¢.

D'autre part, goz = tr(¢)e (ctf. Algebre PCSI-PTSI, exercice
8.1.30 )). On déduit : tr(p) =tr(AB).

Appliquer enfin le résultat de I'exercice 3.3.12 a) a ¢ (alaplace
de H).

Réponse : tr(AB) #0 ouA =0 ouB =0.

303



304

X1

SoientA € K, X = €M, 1(K)—{0}.Ona:

Xn
AX =AX

Xy = AX]

— 3
Xn = AX,_]
agx| + ...+ a,_2X,_1 + a,_1xn = Axp
X) = AX]

— 3\ 1
xp = A" xg
(ag +a1A+... +an,1)»”*1 —AM)x1 =0
Xy = AXq

— 1
xp = A" xq
P() =0.

Ceci montre que les vp de A sont les zéros de P et que, pour
tout zéro A de P, SEP(A,A) est de dimension 1, engendré
1

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K
et a z€ros tous simples.

1" cas : 1g(A) =1g(B) =n
Alors A et B sont inversibles et, par hypothese, il existe
P € GL,(K) telle que A = PBP~!. Do :

com(A) = det(A) A~ = det(A) tP~1tp-1tp.
Comme A ~ B, on adet(A) = det(B), et donc :

com(A) = ‘P~ l(det(B) tB~ 1) tP
= tP_lcom(B) tp~ com(B).

2¢me cqs - rg(A) =1g(B) <n—2
Alors (cf. exercice 2.9.1),

com(A) = com(B) = 0, donc com(A) ~ com(B)
trivialement.
3eme cqy - rg(A) =rg(B)=n—1
D'apres I’exercice 2.9.1 :

rg(com(A)) = rg(com(B)) = 1.
D'apres l'exercice 3.3.12 ¢), on a alors :
com(A) ~ com(B) <= tr(com(A)) = tr(com(B)) .

Mais (cf. exercice 3.2.3 p. 85), —tr(com(A)) est le coefficient
de A dans x4(A), donc aussi dans xp(A), d'ou
tr(com(A)) = tr(com(B)), et enfin com(A) ~ com(B).

Soient E un K-ev de dimension finie, f € L£(E) nilpotent et
diagonalisable. Il existe A q,. ..,A, € K etune base B de E tels
qu'en notant D = Matg(f), on ait

A
o
D= . ,
0
An
et il existe k € N* tel que D¥ = 0.
On déduit 2§ =... =28 =0, puis Ay =... =1, =0,

D=0,f=0.

1) Soit (a,b) € R? convenant.

On a alors :

{tr(AB):tr(BA) 2=1+5b
PN {

det (AB) = det (BA) —5=b+3a
a=-2
= |
b=1.
2) Réciproquement, supposons a = —2, b = 1, et notons :

3 1 1 =2
o=(; 4) v=(5 )
Montrons qu'il existe (A,B) € (MZ(R))2 tel que : AB=U

et BA=1V.
Ona:

xv@) =

3—A 1
2 —-1—-A

‘:xZ—zx—s,

de discriminant A = 24 > 0, donc xy admet deux zéros rels
distincts, nots Ay, ;.

Comme U est d'ordre deux et admet deux valeurs propres dis-
tinctes, U est diagonalisable dans M, (R), c'est-a-dire qu'il existe
P € GL,(R) telle que, en notant D = diag (A;,A,), on ait :
U=PDPL

De méme, il existe Q € GLy(R) telleque : V = QDQ~".

On a alors :
V=0DQ '=0Q(P'UP)Q ' =P 'UPQ".
Ennotant A=UPQ ' et B= QP! onobtient :

AB=U et BA=V.

Réponse : S = {(—2,1)}.

a) Supposons, par exemple, A inversible (I'autre cas est ana-
logue).

Il existe P € GL,(K), D € D, (K) telles que

AB=PDP !,



Ona:
BA=A"1AB)A=A"1PDP HA
=@ '~ Ippa,

donc BA est diagonalisable.

b) Considérern =2, A = (0 1),3 = (1 1>.

0 0 0 0
0 0 . .
*AB = <O 0) est diagonalisable

+5a— (o

1 . .
0 O) n'est pas diagonalisable.

Réponse : non.

Notons A = (a;})ij.

Il existe Aq,...,Au,i1.....1n € R tels que:

Al,--.,Ap sont deux a deux distincts
M1, - .My sont deux a deux distincts
Viefl,....n}, A + i = aji.

En effet, on prend :

. A1 quelconque

w1 =app —r
. My telque: Ay # Aj et Ay # app — 14

My =an — A

Az telque: A3 # Ay, A3 # A2, A3 # a3z — up,
c A3 # a3z —

M3 =az3 —2A3

ce qui est possible puisque R est infini.
A

a1 A 0
Ennotant B = .
Anl Ay p—1  n
n1 a2 alpn
et = H2 ' ’ ,
0 o Gp_1g
I"LI'I

ona B + C = A, et B et C sont diagonalisables (elles ont n
vp deux a deux distinctes).

Il existe P € GL,(K), D € D,,(K) telles que
M = PDP*I,etona:

MFA =0 < D¥(P~14)=0.

A

0
Notons D = .. s
0 .
(Xll P Olln
Pla=
Ayl .. O

k k
Aoy Aoy,

Alors D¥(P~14) = ,d'od :

)"ﬁan] }\-,];ann

DFPlA=0 = (V(i,j) € {l...n2 Aayj = o)
= (Y60 el diayy =0)

= D(P'A) =0 MA=0.

a) Soient B € M,,(K), E = P"1BP.

Ona: AB =BA <= DE =ED.
Décomposons E en blocs suivant les mémes formats que la
Ao, 0
décomposition D = .
0
)\'prﬁ
Bl ooo Elp
E = :
E,p ... Epp

Ona:

DE=ED > (V(i,j) e(l.....p}% AE; =AjEi_,)
= (Y@ el pP, (i # ) = E;y =0)).

Réponse :
Ay

C(A) =P . Pl

(A1,...,Ap) € My, (K) x ... x M, (K)

b)*0 € C(A) et, pour tous o de K et B,C de C(A) :
A(@B+C)=0AB+ AC =aBA+ CA= («B+ C)A,

doncaB + C € C(A).

Ainsi, C(A) estun sevde M,,(K).

p

e D'apres a), l'application 6 : Hka(K) —> C(A)
k=1

définie par

Aj
0(A1,...,Ap) = P o Pl
0

est un isomorphisme de K-ev. Donc :

P
dim (C(A)) = dim ( 11 ka(K)>
k=1

P 4
=Y dim(M,, (K)) = > }.
k=1 k=1

305



e Pour n =5, vérifier qu'il n'existe pas p € {1,...,5},

(01,...,0p) € (NP tels que :
P P
Zwk=5 et Zw,%zlo.
k=1 k=1
Réponse :

)4
- dim(C(A)) = ) o}

k=1
en=5=— dim(C(A)) # 10.
c) 1)l estclair que, sip =n,alorsw] =... = w, = 1, donc

P
dim(C(A)) = ) af =n.
k=1
2) Réciproquement, supposons dim(C(A)) = n.

D'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

= (G) < (E)(E) -

d'oun = p.

a) Nl existe P € GL,(K) telle que B= P~ 1AP.

Notons

f : Mn(K) — Mn(K)’
M+— P 'MP

g M, (K) — M,(K).
X +— PXP!

Soit M € Cy. 1l existe Q € GL,(K) telle que

M=0 A0, et AM = MA.Dou:

fn =P totagp = (P~lopP)"'B(P~'0P)~ B
F(MB =P '\MAP = P~YAMP = Bf (M)

et donc f(M) € Cp.

Le méme raisonnement montre : VX € Cp, g(X) € Ca.

Ainsi: f(Ca) C Cp et g(Cp) C Ca.

Considérons

f:Cs — Cp et
M+—s P lup

g :Cp—> Cy
X+ pxp!

Puisque g’ o ' =1dc, et f' o g’ =Idc,, f’ et g’ sont des bi-
jections réciproques l'une de l'autre.

b) Puisque A € M, (K) et que A admet n vp Aq,..., Ay
deux a deux distinctes, A est diagonalisable. Il existe
P € GL,(K), D = diag(Aq,...

,An) telles que
A=rprDpp L
Soit X = (x;;)ij € M,(K).Ona:
MD:DM(:}(V(i,j) e{l,....n}% mija; = )\,-mi,-)
= (Y. € (Lo # j = myj = 0))

— M D, (K).

Puis, sachant que D a n vp deux a deux distinctes :

Ao (1) 0
M~Dé=| 3o € 6,, M= -
0
}‘a(n)
Ainsi :
Ao (1) 0
Cp= ;0 €6, ¢,
Ao (n)
qui a exactement n! éléments.
D'apres a), C4 est aussi fini et a n! €léments.
Puisque A et B sont diagonalisables, il existe
A 0
PeGL,(K),D = - eD,(K),
0
Ap
1231 0
0eGL,(K),E = .. e D, (K)
0
Hq
telles que :

A=pPDP! et B=QEQ!.
Soient U eMp,q(K) (a choisir ultérieurement),

P U
R= ( ) €M,,(K). Montrer que R est inversible et :

0 0
ool p-l _p-lygp-!
0 0! '
Ennotant F = ( 2 lors :
n notan = 0 E ,0n a alors :
RErR-1=(4 W ,
0 B
oll W=-PDP lUQ ' +UEQ!.

Puis :
W=C+< (P lU)E-D(P'U)=PlCQ.
Nous allons montrer qu'il existe U satisfaisant 1'équation pré-

cédente, en prouvant que ¢ : M, ,(K) — M, ,(K) est bi-
Y+— YE — DY

jective.
Soit Y = (yij) € M, 4(K).
Ona:
¢(¥)=0=00.kefl,....p}x{1,....q},yikpx =Ai yir) -
Mais :

{Ase- s Apt {1, . g} = Spg (A) N Spg (B) = @,
donc: V(i,k) € {1,...,p} x {1,....q}, Ai # .
Alors :

¢(Y):O<:>(V(i,k)e{1,. AL gy = 0)

— Y =0



Ceci montre que ¢ est linéaire injective ; comme M,,,q (K) est
de dimension finie, il en résulte que ¢ est bijective.

Il existe donc ¥ € M, ,(K) telleque ¢ (Y) = P~1C Q. Enno-
tant U = PY, on a alors :

(PYOYE-DP'U)=YE - DY=9¢) =P lC0Q,

d'ou W = C.

Ceci prouve :
A C D 0 A 0
M‘(o B)N(O E>N<O B)’

A 0
donc M est diagonalisable et semblable a < 0 B ) .

» Former le polyndme caractéristique :

Xa) = —(x —3)(A2 4 3).

1
* SEP(A,3) est de dimension 1, engendré par V = | 1

e Les sev stables de dimensions 0, 1, 3 sont : {0}, RV, R3. 1l
reste a trouver les plans stables. Remarquer que le plan
Py = Ker(f2 + 3e), d'équation x +y +z =0, est stable
par f.

Soit P un plan stable par f, autre que P (s'il en existe). Alors
P N Py est une droite vectorielle stable, donc P N Py = RV.
Donc V € Py, ce qui n'est pas. Ainsi, P est le seul plan stable.

Réponse :

1
1 |,le plan d'équationx +y +z =0, R3.
1

{0}, R

a) Récurrence sur 7.

e La propriété est vraie pour n = 1 par hypothese.
e Supposons-la vraie pour un n de N*.

Alors :

fnJrl n+1

og—gof
=fo(f"og) —go !
= fo(gof" +naf") —go f*!
=naf" ! +(fog—gofof"
=naf"™ +af o " = (n+ Daftl

b)*Soient A € Spc(g) etx un % associé:x # 0etg(x) = Ax.

On a, pour tout n de N*, d'apres a) :

g(f"(x) = f"(g(x)) — naf"(x) = (A — na) f*(x).

Puisque Spc(g) est fini et que o n'est pas nul, il existe n € N*
tel que A — na & Spc(g), et on a alors f(x) = 0.

* Puisque g est diagonalisable, il existe une base
B = (x1,...,xp) de E (p =dim(E)) formée de vecteurs

propres pour g. On vient de voir que, pour chaque i de
{1,...,p}, il existe n; € N* tel que f" (x;) = 0. En notant
N = Max n;j,ona: Vie{l,...,p}, fN(x;) =0,

I<i<p

etdonc [NV =0.

11 est clair que, si A est diagonalisable dans M, (R) (c'est-a-

dire : 3P € GL,(R), 3D € D,(R), A = PDP~!), alors A
est diagonalisable dans M, (C) (c'est-a-dire :

3P € GL,(C),3D € D, (C), A = PDP_]).
Supposons donc A diagonalisable dans M, (C), c'est-a-dire qu'il
existe P € GL,(C), D € D, (R) (car x4 est scindé sur R)
telles que A = ppp-L.

Notons
1 — 1 _
R =Ré(P) = E(P + P) etS =Im(P) = ?(P - P),
i

de sorte que :
R,S e M,,(R) et P = R +1iS.
Ona:
A=PDP '« AP=PD
. . AR =RD
<= A(R+iS) = (R+iS)D <— {AS: sD.
car AR, RD, AS, SD sont réelles.
Soient @ € R (a choisir ultérieurement), Q = R + «S.
Ona:
AQ =AR+aAS=RD+aSD = QD.
Il ne reste plus qu'a montrer qu'on peut choisir & pour que Q
soit inversible.

L'application polynomiale f : C — C

= i o —> det(R + aS)
nulle (car £ (1) = det(P) # 0), donc n'admet qu'un nombre fini
de zéros. Comme R est infini, il existe donc @ € R tel que

fla) #0.

Pour cet o, Q est inversible et A = QDQ_I, donc A est dia-
gonalisable dans M, (R).

n'est pas

(i) = (ii) :

Supposons A nilpotente.

oIl existe N € N* tel que AN =0 ;

autrement dit, le polynome X" est annulateur de A.
Ilenrésulte : Spc(A) C {0}.

* Puisque x4 € C[X] etdeg(x4) = 1, X4 admet au moins un
zéro dans C, donc Spc(A) # <.

Finalement : Spg(A) = {0}.

(il) = (iii) :

Si Spc(A) = {0}, comme ¥, est scindé sur C, que
x;l({O}) = {0} et que x4 est de degré n a coefficient
dominant (—1)", on conclut : x4 = (—1)"X".

(iii) = (iv) :

Supposons x4 = (—1)"X".

307



308

Il existe T € T, s(C) telle que A ~ T, et on a donc
Xr =Xa = (=D"X".
Les termes diagonaux de 7 sont nuls :

0

=

Il est alors clair que :

T" =0 etdonc A" =0

(iv) = (i) : trivial.

11 existe une base B = (ey,...,e,) de E telle que
Matg(f) € T, s(C), puisque f est trigonalisable.
Il est clair alors que les sev suivants de E sont stables par f et

de dimensions respectives 0, 1,2, ..., n:

{0}, Vect(ey), Vect(e,e2),...,Vect(ey,...,ek),...,

Vect(eq,....en).

* Puisque A est trigonalisable, il existe
A
€ T, 5(0), 0 € GL,(O)

0 .

telles que A = QT Q_l. Alors
P(A) = QP(T)Q~ !, d'ou, pour tout A de C :
P(A) —A

Xpy (W) =Xxpry(A) = 0
P(hn) — A
= P() — A
[](Pa0-1)

*Spe(P() = { P 1 <i <n = P(Spc(a).

Remarquer : X3, = XaXp (cf. aussi ex. 3.2.4). Puis :

(M trigonalisable) <= (¥, scindé)
< (x4 et xp scindés)
<= (A et B trigonalisables).

Remarque :

Supposons connues des trigonalisations de A et B :

A=PTP~ !, B=0UQ"!, PeGL,(K),
0 € GL,(K), T € T, 5(K), U € T, 5(K).

P X T G
NotonsR=<0 Q),V=<0 U),oﬁX,Gsontéldé-

terminer.

D'abord, R est inversible et :

p-!
Ri1 =
("

Puis, par produits par blocs :

_P—1XQ—1
o1 )

M = RVR!
& C=-PTP'x07 '+ (PG +xU)0 "

X=0

G — P_ICQ’CC qui fournit une tri-

11 suffit donc de choisir {

gonalisation de M :

w (P ON(T pPlcoy Pt 0
“\o o0)\o U 0o o!
Généralisation immédiate par récurrence sur N :
A1
est trigonalisable si et seulement si
0 Ay
Aq,...,Ap sont trigonalisables.

1) Trigonalisation de A

Former le polyndme caractéristique :
Xa0) ==+ DO =52,

Calculer les SEP :

10
* SEP(A,—1) estde dimension 1, engendré par V| = | 15
4
1
* SEP(A,5) est de dimension 1, engendré par Vo = | 1

1

On en déduit que A n'est pas diagonalisable. Mais, puisque X 4
est scindé sur R, A est trigonalisable dans M3 (RR). Chercher

X
V3= |y | € M3 [(R) de fagon que
Z
AV3 =5V3 4+ V;.
0
On peut choisir V3 = | —1 |, en remplagant, pour la
0
6
commodité, Vo par Vo = | 6
6
10 6 0 -1 0 O
Ennotant P=| 15 6 —1|,T = 0 5 11,
4 6 0 0 0 5

onaalors: A= PTPL,



2) Recherche des sev de R3 stables par f
Les sev de R3 stables par f et de dimensions 0, 1, 3 sont aisé-
ment déterminés : {0}, RVy, RV, R3.

Il reste a trouver les plans stables. Il est clair que les plans
Py = Vect(Vy,V3), Py = Vect(V;,V3) sont stables par f.

Soit P un plan stable par f, autre que P; et P, (s'il en existe).
Alors P N P, est une droite vectorielle stable par f, donc di-

rigée par Vo (car V| & Py). 1l existe donc W € R3 tel que

P = Vect(Vo,W). En notant W =aVi+BVr+yV3,
ona:
AW € P <— det(VI,V2,V3)(V2,W,AW) =0
0 « —a
<~ |l B 58+y|=0
0 y Sy

<~ ay =0« (P=PouP =Pp).

Réponse : Les sev de R3 stables par f sont :
{0}, RVy, RV,, RV] + RV, RV, + RV3, R3,
ou Vi = (10,15,4), v, = (1,1,1), V3 = (0,—1,0).

a) Puisque x4 est scindé sur R, A est trigonalisable dans
M, (R) : il existe
A
PeGL,(R), T = e T, s®)
0 .
telles que A = prp-l.
n
Alors AF = PTEP=1 dot: x e = xpue = [ [ = X0,
i=1

qui est scindé sur R. Cf. aussi ex. 3.4.3 p. 105.

b) Puisque x4 est scindé sur C, A est trigonalisable dans
M,,(C) : il existe
A
PeGL,©), T = e T, s(C)
0 .
telles que A = pTP L.
n
Alors (cf. a) aussi) :  x42 = 1_[()»12 —X).
i=1
Par hypothese : Vi € {1,....n}, A7 € Ry,
donc: Vi €{l,...,n}, A; € R,
et finalement x 4 est scindé sur R.

0 0 1
c)PourA=(1 0 0],
0 1 0

ona x4 =-X4+1=-X-DX2+X+1),

qui n'est pas scindé sur R, et A3 = I3,

doncx 3 = —(X — 1)3 , qui est scindé sur R.
0 0 1

Réponse: | 1 0 O |, par exemple.
0O 1 O

La matrice A est trigonalisable dans M, (C) :
il existe
Al

PeGL,(©C),T = € T, s(C)

0 .

telles que A = prp-l.

Ona: ¥(,j) e (N%)2,
n
=2y _ =2y _ i+j—2
tr(ATT =2y = (T )_Zxk .
k=1

Considérons : M = (tr(Ai"'j_z)) e M, (C).
n

1<i,j<
Remarquons que :

n

VG, ) € (W2, (A2 = 3 aim g

k=1
n—1
1ohp .. A
Ainsi, en notant B = ’ : ,ona
I P

M = BB, d'ou (déterminant de Vandermonde) :

2
1_[ (M—M)) :

det(M) = (det(B))? = (
I<j<i<n
et finalement :
det(M) # 0 <= (Aq,...,A, deux a deux distincts).
Remarque : On a de plus :
*(A,. . shy) € R = det(M) € Ry
® (A1,...,Ay réels et deux a deux distincts)

— det(M) € R%.

e Soit A € C — Spc(A). Alors A — A, est inversible et com-
mute avec B (car AB = BA), d'ou :

Xapp(A) = det((A — AL,) + B)
= det(A — Aly)det(I, + N),
ou N = B(A -~

Comme B est nilpotente et que B et (A — )»In)*1 commutent,
N est nilpotente. Mais N est trigonalisable dans M, (C) : il existe

0
PeGL,©C), T = N | eTus©
0 0
telles que N = PTP_I, d'ou :
1
det(I, + N) = N | =1,
0 1

etainsi X445(1) =x4 ().
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» Comme les applications polynomiales X 4 g €t X 4 coincident
sur la partie infinie C — Spc(A), on conclut :

XA+B = XA-

Ona:
{0} =Ker(f%) c Ker(f) C ...
C Ker(f*~ 1) c Ker(f")=E.
Montrer que les inclusions sont strictes.

1) Supposons v = n. Comme

n—1

> (dim(Ker( £ty — dim(Ker(£1))) = n,
i=0

ilenrésulte: Vi € {0,...,n — 1},

dim(Ker( £i*1)) = dim(Ker(f7)) + 1.
En particulier dim(Ker(f)) = 1 et donc (théoreme du rang) :
rg(f) = n —dim(Ker(f)) =n — 1.
2) Réciproquement, supposons rg(f) =n — 1, c'est-a-dire
(théoreme du rang) : dim(Ker(f)) = 1.
e Soit i € {0,...,v —1}. Il existe V| € Ker(f”rl) tel que
V| & Ker(f'). Soit V € Ker(fi+1).
Comme fit1(v)) = fitl(v) =0,0na:

fi(Vy) € Ker(f) et fi(V) e Ker(f).

Puisque dim(Ker(f)) =1 et fi(Vl) # 0, il existe @ € K tel
que f1(V) = af' (Vy).
Ainsi: V =(V —aV])+aV; € Ker(f) @ KVy.
Ceci montre : dim(Ker(f*t1)) = dim(Ker(f%)) + 1.
* En sommant la relation obtenue ci-dessus, pour i deOav — 1,
on déduit :

dim(Ker(f")) = dim(Ker(fO)) +v,

c'est-a-diren = v.

D'apres I'ex. 3.2.1 p. 85 Xg[xy. Alors:

Jf trigonalisable = X scindé = X, scindé
—> g trigonalisable.

a) Récurrence sur n.

La propriété est triviale pourn = 1.

Supposons-la vraie pour tout entier < n, et soient £ un

K-ev de dimension finie n 4+ 1, I un ensemble non vide,

(fi)ier une famille d'endomorphismes trigonalisables de E et

commutant deux a deux. Le cas ou tous les f; sont des homo-

théties est d'étude immédiate. Supposons qu'il existe i € 1 tel

que f;, ne soit pas une homothétie ; f;, admet au moins une vp

A0 (puisque fj, est trigonalisable) et un SEP associé E) tel que

1 < dim(Eg) < n.

* Le sev E() est stable par chaque f; car, pour tout x de E :
Jio (fi (x)) = fi(fiy (%)) = fi(kox) = Ao fi (x),

donc f;(x) € Ey.

* Notons, pour i € I, g; l'endomorphisme induit par f; sur E.

D'apres l'ex. 3.4.11, g; est trigonalisable. On peut donc appli-
quer I'hypothese de récurrence a E(y et a la famille (g;);c; : les
gi (i € I) admettent au moins un Vp commun xg. Il est clair
que x( est alors un vp commun a tous les f;.

b) Récurrence sur n.

La propriété est triviale pour n = 1.

Supposons-la vraie pour 7, et soient £ un K-ev de dimension
finie n + 1, I un ensemble non vide, (f;);es une famille d'en-
domorphismes trigonalisables de E et commutant deux a deux.

D'apres a), il existe un vecteur propre commun X a tous les
fi,i € 1. Puisque xg # 0 et que E est de dimension finie, on
peut compléter x( en une base de E. Il existe donc une base
B = (eq,....e,11) de E telle que e, | = x.

Notons, pour i € I, A; = Matg(f;).
Il existe B; € M, (K), L; € M} ,(K), A; € K

tels que :

On a, pour tout (i, ) € 12

Aidj MLj+LiBj
AA; = J J J .
Y ( 0 B; B;

Comme les f; commutent deux a deux, les A; aussi, et donc
les B; aussi.

Soiti € I.Ona:
xa,(X) = X = A)xp (X).

Comme A; est trigonalisable, x4, est scindé sur K, donc xp;
aussi, et par conséquent, B; est trigonalisable. (On peut aussi
appliquer l'exercice 3.4.11, matriciellement, a tAi).

D'apres 'hypothese de récurrence, appliquée matriciellement,
il existe P € GL,(K) (ne dépendant pas de i), T; € T, s(K)

telles que : B; = PT,-P_I.

1 0 Ai L;P
EnnotantQ:(0 P)etUi=<O' 7', ),
1

ona Q € GL,;1(K),U; € T, 4(K), et:
A=l )n,‘ L,' . A.i L,' M
O _<o PT,-P—1>_<0 5 )=

Ceci montre qu'il existe une base de E dans laquelle les ma-
trices des f; sont toutes trigonales.

Remarque : Sin = 2, il se peut que deux endomorphismes de
E soient simultanément trigonalisables sans commuter, comme

0 1 0
f A: B:
le montre I'exemple (0 O)’ (O
ona:
0 1 0 0
AB:(O 0)7&(0 0):BA.

D'apres 'exercice 3.4.11, comme A et B sont trigonalisables
et commutent, il existe

0
1 ) , pour lequel



P eGL,(K), Ty = e T, s(K),

An
M“1
Tp = € T, s(K)

0
o

tellessque A = PT4 P~ et B = PTpP~ ! 007 ,... A, (resp.

M1, -Mn) sontles vp de A (resp. B).
On a alors :
S|
A+B=P 0 p!
An + tn
Ay
et AB=P p 1
Anln

ce qui montre que les vp de A+ B (resp. AB) sont
A e An oy (esp. ALy, A ) -

Récurrence sur n.

La propriété est triviale pourn = 1.
Supposons-la vraie pour un entier 7, et soient
A,B,C €M, ;(C) telles que :

AB—-BA=C, AC=CA, BC=CB.

Notons «, 8,y les endomorphismes de Mn+1 .1(C) associés res-

pectivement & A, B,C dans la base canonique de M, 1 1(C).

L'endomorphisme y admet au moins une vp A ; notons
E) = SEP(y,A). Montrer que E) est stable par ¢, 8,y. Notons
o',B",y’ les endomorphismes induits sur E, par «,B,y res-
pectivement. On a :

o' opf — B od =y =Aldg,,
d'ou :
0=tr(@’ op) —tr(B oa') =tr(@’ o B’ — B o)
=X\ dim(E)y),
etdoncrA =0,0/ 0 =p oda'.

En appliquant l'exercice 3.4.12 a) a E), et a la famille (¢, 8'),
il existe ay,b] € C, x1 € E; — {0} tels que :
o'(x)) = ajxy et B'(x)) = byxy.

Complétons x| en une base B = (x1,x2,...,x,41) de
M, 1 1(C).Les matrices de &, 8,y dans B3 sont respectivement
de la forme :

ap X by Y 0 Zz
0 Ay)°’\0 ByJ'\0 C )’
ouX,Y,ZeMj,(C), A1,B,C; € M, (C).

Par produits par blocs, montrer :

A1B1 —B1A1 =C1,A1C; =C1A1,B1C1 =C1By.

On peut appliquer I'hypothese de récurrence a (A1,B1,Cq) :
il existe P € GL,(C), Ty, Uy, V1 € T, 5(C) telles que :

Ay =pPTy P} B =PU P!, Cy=PViP L

1 0
>, Q est inversible,

En notant Q = <O p

I 0
0o1= (0 p-1 ) et, par produits par blocs :

0-'a0, 07'BQ, 07 1CQ e T, 15©).

Récurrence sur n.
La propriété est triviale pourn = 1.
Supposons-la vraie pour un n de N* et soient

A,B €M, (C) tellesque AB = 0. Si A ou B estinversible,

alors B = 0 ou A = 0 et la propriété est immédiate. Supposons
A et B non inversibles.

Notons f,g les endomorphismes de M, ;1 1(C) de matrices
A, B dans la base canonique. Puisque f o g = 0, il est clair que
Ker(f) est stable par g. Notons g’ I'endomorphisme induit par
g sur Ker(f).

Comme dim (Ker(f)) > 1, g’ admet au moins une vp A et un

VP associé x|

I1  existe x,....%,4.1 € M, 111(0) tels  que

B = (x1,x2,...,X,11) soit une base de M, ;1 1 (C).

Les matrices de f,g dans B sont respectivement de la forme

0 X ALY
0 A )°\0 By)’
ou X,Y e My, (C), A,B; € M, (C).

Comme f o g =0, on déduit A1 B =0.

D'aprés l'hypothése de récurrence, il existe P € GL,(C),
T.U € T, s(C) telles que :

Ay =PTP~!, B=pPUPL

En notant Q = <0 p

o ), Q est inversible,
Qfl — ((1) P(zl ) , et, par produit par blocs :
07140 €T,y (K), 07'BQ €T,y (K).
e Soient A = (8 é), B = (i i), C = (8 _i)
Calculer: ABC = 0.

Si A,B,C étaient simultanément trigonalisables, A,B,C ad-

mettraient au moins un vp commun X j. Mais

1
Spc(A) = {0}, SEP(A,0) = Ker(A) = Vect { (0>}
1 1
et B <0> = (1>, donc A et B n'ont pas de vp commun.

Réponse : La propriété ne s'étend pas au cas de trois matrices
(sin =2).
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Considérons les endomorphismes a,b de M, (C) définis par :

a:X+— AX, b:X+— XB.

Il est clair que a et b commutent :

VX e M,(C), (aob)(X)=(boa)(X)=AXB.
Comme a et b sont trigonalisables et commutent, d'apres 1'ex.
3.4.13: Spc(aob) C Spc(a)Spc(d).

Mais Spc(a) C Spc(A). En effet, si A € Spe(a), il existe
X € M,,(C) — {0} tel que AX = 1X, donc il existe

V eM, 1(C) — {0} telque AV = AV (en prenant pour V une
des colonnes non nulles de X), etdonc A € Spc(A) . De méme
pour B.

Comme p(A)p(B) < 1, on déduit :

V&, 1) € Spc(A) x Spe(B), [A] |ul <1,

etdonc: VA €Spc(aobh),|Al < 1.

Ceci montre que 1'endomorphisme

F=aob—1Idy, ) : X — AXB — X de M,,(C) n'admet
pas 0 pour vp (sinon, a o b admettrait 1 pour vp), donc est bi-
jectif, d'ou le résultat demandé.

(i) = (ii) : Evident.
(i) = (@) :

L'application ¢ : M,,(C) —> M,,(C) est linéaire injective et
X+—— AX — XB
M,,(C) est de dimension finie, donc ¢ est bijective.

(i) = (iii) :
Soit A € Spc(A) N Spc(B). Comme Spc(B) = Sp(‘B), il
existe U,V eM, 1(C)—{0} tels que AU =AU et
BV = AV.Notons X = U 'V € M,,(C) ; montrer X # 0.
Ona:
AX =(AU)WV =1U WV
et XB=UWB)=U'(BV)=1UY,
donc AX = XB.
D'apres (ii), on déduit X = O ; contradiction.
On conclut :  Spc(A) N Spe(B) = @.
(iii) = (ii) :
Soient B une base de M, 1(C), f.g les endomorphismes re-

présentés par A et B dans B.
Supposons qu'il existe & € L(E) — {0} tel que

foh=hog (cest-a-dire : non (ii)).

Montrer que Im(#) est stable par f
(cf. aussi Algebre PCSI-PTSI , ex. 7.2.6).

Notons f” 1'endomorphisme induit par f sur Im(#) ;

f/ admet au moins une vp A et un Vp v.

Comme v € Im(h), il existe u € E tel que v = h(u) ;
remarquer # # 0. On a :
(f o)) = f(v) = v =rh(u).
Ainsi, f o h — Ah s'annule en u et sur Ker(4), donc sur
Cu @ Ker(h).
Montrer :
Cu & Ker(h) C Ker(h o (g — Ae)),ole = IdMnyl(Cy
Si g — e est injectif, alors
dim(Ker(h o (g — re))) = dim(Ker(h)),
contradiction.

Donc g — Xe n'est pas injectif, c'est-a-dire que A est
vp de g.

Finalement, f et g admettent au moins une vp commune A, donc
Spc(A) N Spe(B) # 2.

Réponse : A = PTP 1 on:

1 15 1 1 0
agP=[1 0 3|,7r=[0 1 o],
0 1 1 0 0 2
-3 4 3
Pl=|-1 1 2
1 -1 -1
1 0 0 3 0 =2
pPr=|o 1 o], T=[0 3 -1],
2 -3 1 0 0 3
1 0 0
pl=| 01 0
=2 3 1
1 0 —1 1 10
ogP=|1 o of|.r=[0 1 1],
1 -1 1 0 0 1
01 0
pl=|-1 2 -1
-1 1 0

Il existe x € E — {0} tel que f(x) = Ax.
D'apres Prop. p. 110: P(f)(x) = P(A)x,
donc P(A) € Spg (P(f)) et, pour tout x de SEP(f,1),

x € SEP(P(f),P(})).

La linéarité de f est immédiate.
Soit P € R[X] tel que P(f) = 0.

Pour tout A de R, la suite A = (A"),en vérifie :
f(A) =AA et A #0.Ainsi: Spr(f) =R.

Voir aussi 1'exercice 3.1.11 p. 79 pour une variante.

D'apres le Cor. p. 110, Spr(f) C P10}, dou P = 0.



Puisque A(A —il3)(A +ilz) =0, A annule un polyndme
scindé simple de C[X], donc A est diagonalisable dans M3 (C)
et Spc(A) C {0,1,—i}.
Si Spc(A) = {0}, alors, comme A est diagonalisable dans
Mj3(C), A =0, exclu.
Si ieSpc(A) et V e SEP(A,i), alors —i € Spc(A) et
V € SEP(A,—i) car: AV = AV =iV = —iV et V # 0.
De méme en échangeant i et —i.
Donc : {i,—i} C Spc(A).
Enfin, si 0 ¢ Spc(A), alors A2 +13 =0,
d'ou

(det(A))? = det(A?) = det(=13) = —1,
contradiction car det(A) € R.
Ainsi, Spc(A) = {0,i,—i} et chaque SEP est de dimension 1
(sur C).
Notons U,V,V des vecteurs propres respectivement associés
20,1, —i,et Wy = %(V +V), Wy = %(v — V). Vérifier que
(U,W1,W>) estune base de M3 | (R).
De plus :

1 —
AU =0, AW; = (V —iV) = ~W)

1 —
et AWQ:E(iV-f—iV):W]‘
1

En notant P la matrice de passage de la base canonique de
M3 | (R) alabase (U,W1,Wp),ona:

0 0 0
A=pP|0 o 1|pP!.
0 -1 0

Remarquer f 2= Idm, (R)-

Réponse :
* Spr(f) = {-1,1}
*SEP(f,—1) = A,(R), SEP(£,1) = S,(R)

e fest diagonalisable.

Montrer que P = X3 — X — 1 admet un zéro réel et un seul,
noté x( (étudier les variations de P) et deux zéros complexes
conjugués non réels z(, Zg ; montrer xg > 0.

Notons wq l'ordre de multiplicité de la vp xo de A (si xg n'est
pas vp, on note | = 0), w» celui de z( (wp € N), celui de Zg
étant alors aussi wy.

En notant D = diag(xg,. ..,X(,20,- - - +20:20>- - - »20) »
N — s e

@] w2 w2

on a alors :

det(A) = det(D) = x§" 2% (Z0)*? = x5 120122 > 0.

Factoriser: X% —7X3 + 12X2 = X2(X — 3)(X — 4)..

Puisque A € M,,(C), x4 est scindé sur C, donc, en notant

n
Mooohnles zérosdexy 0 tr(A) =) i
i=1

D'autre part : Vi € {1,...,n}, X; € {0,3,4}.
On en déduit : tr(A) e N et tr(A) < 4n.

Factoriser X5 — X2 = X2 X-=1).

Le polyndme x4 est scindé sur C et, en notant

Xa = (=D)" H(X —Aj),ona:
i=1

tr(A) = anx,-
=1

Vi € {1,...,n}, X €{0,1}.
Comme tr(A) = n, on déduit (Vi € {1,...,n}, X; = 1). Ceci

montre que A est inversible, et finalement, comme A3 = A2,
on conclut A =1,.

1) Supposons Ay,...,Ay diagonalisables.
N existe Py € GL,, (K),...,Py € GL,, (K),
Dy €D, (K), ...,Dy € D, (K) telles que :

Vi €(l,...,N}, A = P,D; P71,

Py 0

En notant P = .. s

Py

,hn=n1+...+nn,
Dy

il est clair que :

PeGL,(K), DeD,(K), A=PDP !,

et donc A est diagonalisable.

2) Réciproquement, supposons A diagonalisable.
Il existe P € K[X], scindé simple, tel que P(A) = 0.

P(A
(A1) 0
Comme P(A) = , on déduit
0
P(AN)
P(A)) =...= P(An) =0, ou P est scindé simple, et donc
Aq,..., Ay sont diagonalisables.

1) estclair que, si (Vk € {1,...,N}, Ty = Aly, ), alors T est
diagonale, donc diagonalisable.
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2) Réciproquement, supposons 7 diagonalisable. D'apres 1'exer-
cice 3.5.8, Ty....,In sont diagonalisables. Comme
Spx (Tk) = {Ar}, on déduit : Vk € {1,...,N}, Tp ~ Al et

donc: Vke{l,...,N}, T = Arly,.

Puisque f est diagonalisable, il existe un polynéme scindé simple
P de K[X] tel que P(f) =0.

Comme: Vx € E, P(f)(x) =0, ilestclairque:
Vx € F, P(f")(x) = P(f)(x) =0, etdonc P(f’) =0.

Puisque f” est annulé par un polyndme scindé simple de
K[X], f' est diagonalisable.

a) 1) Soit F un sev de E stable par f.

Notons f’ I'endomorphisme induit par f sur F ; d'apres l'exer-

cice 3.5.10, f” est diagonalisable, et il est clair que :

Spx (f") C Spg(f).

Pour chaque i de {1,...,p},

notons N/ = Ker(f’ — A;1dr), certains N; pouvant étre {0}.

Ona: Vie{l,...,p}, NN =N;NF car:Vx € E,
€ N rerl XEF<=} EN,NF
e Fx) = Aix xen T S '

Puisque f” est diagonalisable :

P SEP(fh) = éN{.
i=1

reSPE(f)

F =

2) Réciproque immédiate.
3) Supposons que les valeurs propres de f soient toutes simples,
et notons (vq,...,v,) une base de E formée de vecteurs

propres pour f.
On a alors, avec les notations précédentes :

p=net:Vie{l,...,n}, Ny = Kv,
et donc :
Vi e {l,...,n}, (Nl./ = {0} ou Ni’ = Kv;).

Il y a alors exactement 2" sev de E stables par f; ce sont les
Vect(v;; i € I) ou I parcourt P({1,...,n}).

b) Réponse : En notant vy = (1 —10), vp =(=111),

v3 = (011),lessevde RR3 stables par f sont :

* {0}

* les trois droites vectorielles engendrées respectivement par
vy, V2, U3

e les trois plans vectoriels engendrés respectivement par

(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3)
«R3.

La propriété est triviale pourn = 1.
Supposons-la vraie pour tout p de {1,. .. ,n}, et soient E un K-
ev de dimension finie n + 1, / un ensemble non vide, (f;)ier

une famille d'endomorphismes diagonalisables de E et com-
mutant deux a deux.

L'étude du cas ou tous les f; sont des homothéties est immé-
diate.

Supposons qu'il existe ig € I tel que f;, ne soit pas une ho-
mothétie.

Notons {Ag,...,A:} = Spg (fiy), et Ex = SEP(f;;,Ax) pour
1 < k < r. Puisque fj, n'est pas une homothétie et que fj, est
diagonalisable, on a r 2> 2 et donc :

Vk € {1,...,r}, 1 < dim(Er) < n.

Soient i € I, k € {1,...,r}; montrons que Ej est stable
par f;. Soitx € Ex ;ona:

Fio (i) = (fig © S@ = (fi © fi) )

= fi(hkx) = A fi(x),
donc f;(x) € Ex.

Notons, pour i € etk € {1,...,r}, fi x 'endomorphisme in-
duit par f; sur E.

Soitk € {1,...,r}.

* Pour chaque i de /, puisque f; est diagonalisable, f; i est dia-
gonalisable (cf. exercice 3.5.10)

*Les fi x (i € I) commutent deux a deux puisque les f; le font.

On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence a la famille
(fi.k)ier 1l existe donc une base By de Ej telle que :

Vi € I, Matg, (fi.x) € Dgimcz,) (K).
Alors B=BjU...UDB,estunebasede E et: Vi € I,

Matg, (fi,1)

Matp(fi)= €D, 1 (K).

0
Matg (fi.r)

)4
Notons A = H(X— Ak) et, pour tout k de {1,...,p},
k=1

Ap = ]_[ X —2)).
I<j<p
JF#k
Comme dans la preuve du Théoreme p. 111, en notant

1 )4
Up = ———,ona: upAr = 1.
Ak () ,;

P} vk = uk Ag(f).
Soit P € K[X]. Par division euclidienne de P par X — A, il
existe QO € K[X] tel que :

Notons, pour tout k de {1,. ..

P =X=x) 0k + P(hp).



(PurA)(f) = up QrA(f) + P()ur Ar (f)

P () vk '

et donc :

P )4 )4
PN =Y PuraAr) (=Y (PurAD ()= PGatk.
k=1 k=1 k=1

* Puisque A est diagonalisable, il existe un polyndme P scindé
simple de C[X] annulateur de A.

Il existe v €{0,1}, Q € C[X] tels que : P =X"Q et
0(0) # 0. Alors A Q(A) = 0 et, par hypothése,

A € GL,(C), donc Q(A) = 0.

Ceci montre qu'il existe polyndome Q scindé simple de C[X]
annulateur de A et n'ayant pas 0 pour zéro. Il existe « € C*,
N € N*, zq,...,zy € C* deux 2 deux distincts tels que

N
Q=a[[X-z0.
k=1

2igm

Notons a)q=exp< ) pour ¢q €{0,...,p—1}

et & une racine p°™® de z pourk € {1,...,N}.

p—1

Ona: Vke{l,...,N}, XP —z = X —wyr),
q=0

d'ou :

0=[]A-al)=]]B? - ul)

N N
= k=1

k=1

N p—1

=111 - ealn.
k=1¢=0

Comme les wy&k, (q.k) € {0,...,p— 1} x {1,...,N} sont

deux a deux distincts, le polyndme

N p-1
[TITX=wqz0)
0

k=1 g=

est scindé simple, donc B est diagonalisable.
e 11 existe donc P € GL,(C), D € D,(C) telles que

B = PDP*I, dou A = B? = PDPP~! etdonc A et B sont
simultanément diagonalisables.

1) Montrons qu'il existe k € N* tel que :
VAeG, Af=1,.

¢ Soit A € G. Puisque G est fini, I'application N — G n'est
p+— AP
pas injective ; il existe donc (p,q) € N? tel que :

p#q et AP = A4,

On peut supposer, par exemple, p < g. En notant r = g — p,
on a, puisque A est inversible :

reN* et A" =1,.
* On vient de prouver :
VA € G,3r(A) e N¥, 7AW =1,.
Notons k = ppcm{r(A); A € G} € N* (G est fini). Puisque
chaque r(A) divise k, on a:
VA e G, AF=I,.

2) Le polynéme X¥ — 1 est scindé simple sur C et annulateur
de chaque élément de G, donc les éléments de G sont diago-
nalisables.

Puisque les éléments de G sont diagonalisables et commutent
entre eux deux a deux, d'apres l'exercice 3.5.12, les éléments
de G sont simultanément diagonalisables.

¢ Une récurrence immédiate montre :
k
Al

Vk € N, Ak =
k
Ay

e Pour P = aka, on a alors :

d
k=0

a AX
d A 0

P(A) = Z

k=0
0 arAK;}

P(Ay)

P(AN)
Puisque M, (K) est un K-ev de dimension finie nz,
la famille (I, A,A2,...,A"") est liée et il existe donc
P € K[X] — {0} telque P(A) =0
(cf. aussi § 3.5.2 Rem. p. 109).

1) Si P(0) #0, en notant P =ag+ a1 X +... +ayXV
(ao#O),onaaoln—f—a]A—i—...—i—aNAN:O,

d'ou :
-1 1 N-1
A :—a—(a11n+(12A+...+aNA ).
0
2)Si P(0) =0, il existe @ € N* (I'ordre de multiplicité de 0
dans P)et Q € K[X] — {0} tels que :

P=X“Q et Q(0)#0.

Comme A est inversible et que A“Q(A) =0, on déduit
Q(A) =0, et on applique /) a Q au lieude P.
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Les polyndmes caractéristiques X 4, »- - - ,X 4, sont scindés sur
C et, puisque Aq,...,Ay n'ont, deux a deux, aucune vp com-
mune, X4,,---,XA, SONt premiers entre eux deux a deux.

l_[ Xa;-

I<j<N
J#i
D'apres le théoreme de Cayley et Hamilton :

Vjell.....N}, xa,(4)) =0,

Notons, pour i € {1,...,N}, Q; =

d'ou :
V@i, j) € (1,...,N}?, (i # j = Qi(A}) =0).

Montrer que Q1,. .., Q n sont premiers entre eux dans leur en-
semble (cf. aussi § 3.5.2 preuve du Th. p. 111). D'apres le théo-
reme de Bezout, il existe Uy,...,Un € C[X] tels que

N
ZUiQi =1.
i=1

N

Notons P = » " U; Q; P;. Soitj € {I,...,N}.Ona:
i=1

N
*P(Aj) = Z Ui(Aj)Qi(Aj)Pi(Aj)
i=1
=U;j(Aj)Q;(Aj)Pi(Aj)

. I, = (iUiQi>(Aj)
i=1

I
.Mz

Il
—_

Ui(A)Qi(Aj) =Uj(Aj)Qj(A))

Finalement : P(A;) = P;j(Aj).

a) Soit A € E. Il existe
P € GL,(C),D = diag(ry,...,A,) € D,(C)
telles que A = PDP~! Ona:
Xa(A) = Pxa(D)P~!,

et:
xa(D) = [ [l — D)
i=1
[[ei=2 O
i=1
= . = 0.
0 [J]0u—2
i=1

Cf. aussi § 3.5.2 preuve du Th. p. 111.

b) Considérons f : M,(C) —> M,,(C). Par définition de x 4,
Ar— x4(4)

les coefficients de x 4 sont des polyndmes en les termes de A.

I en résulte que les termes de f(A) sont des polyndmes en les

termes de A, donc f est continue sur M, (C). Comme E est

dense dans M, (C) et que f s'annule sur E, on conclut :

VA € My (©), xa(A) = f(A)=0.

a) D'apres le théoreme de d'Alembert, X 4 est scindé dans C[X] ;
il existe (Aq,...,Ay) € C" tel que
n
Xa=| | —X),

i=1

d'ol : XA (B) = H(A,-I,, — B).
i=1

Alors :
x4 (B) €GL,(C)

— (Vi e{l,....n), Ml —Be GL,,((C))

— (Vi ell...n) hi & SpC(B))
> Spc(A) N Spe(B) = .

b) Soit X € M,(C) tel que AX = XB. Une récurrence
immédiate montre :

Vk e N, AFX = XBX,

d'ou, par linéarité :
VP e C[X], P(A)X =XP(B).
En particulier :
Xa(A)X = Xxa(B).

D'apres le théoreme de Cayley et Hamilton, x4 (A) =0 ; et
d'apres a), x4 (B) est inversible. On déduit : X = 0.
c) L'application

¢ : M, (C) — M, (C)
X+—— AX — XB

est linéaire, injective (cf. b)) et M, (C) est de dimension finie,
donc ¢ est bijective.

 Former x 4 et calculer les SEP.

On en déduit que A est diagonalisable. On obtient A = pPDP!
ou, par exemple :

1 1 1 1 -2 0 0 0
-1 1 0 0 02 0 0
P= D =
-1 01 0} 00 2 0

-1 0 0 1 0 0 0 2

1 -1 -1 -1

1{fr 3 -1 -1

_1_7
P 401 -1 3 —1
1 -1 -1 3
e On a donc :

vn e N*, A" = pp"p-L,
Comme 0 & Spr(A), A est inversible. En déduire que la for-
mule A" = PD" P~ ! est valable pour tout n de Z.

Réponse :

AM =2)172
I == L= (=D" L= (=D"
==y 34FED =l4EDF =l4EDF
1—(=D" =14 (D" 34+ (=1 —14+ (D"
1-(-D" —-14D" —-14(D" 34+ (=1



11 existe une base B de E telle que la matrice de f dans 3 soit

diagonale :
al 0
D=|""7" .
< 0 blq>

al 0
VneN, D" = 2 .
£ S ( 0 b"Iq)

On a alors :

Soientn € N, (ay,B,) € K2 Ona:

a =ay +apy

n _
f _ane+ﬁnf<:>{b”=an+bﬁn’

et calculer oy, B, .

) ba"* — ab" b — g
Réponse : o, = )
b—a

T b—a

n —

» Former X 4 et calculer les SEP. En déduire que A est diago-

nalisable. On obtient A = PDP~! o, par exemple :

0 1 2 0 0 O
P=|1 -1|,D=|0 1 0],
1 -1 1 0 0 16
3

0 0
eEnnotant A= | 0 1 , parexemple, et B = PAP_I,
0 0

ona:BZ=A.
3 -1 1
Réponse : Une solutionest B = | —1 1 -1
1 -1 1

Montrer d'abord, par récurrence sur n, que chaque u,, existe et
est> 0.

En notant v, = —,ona:
Un
1

1
VneN, v,10= Evnﬂ T Ev,,.

En déduire :

1 142 L +(2-2 Y
v,,—3 3 Vo 3 vy ).
Réponse :
VneN, u, =
1"\ 1 "™ 1\
3((1+2(-=2) )—+(2-2(-=) ) —
(S =)
3
TP U
noo 2uq +up

2 1
En notant A = ( ) Gt U, = ( 2n ),montrer:
2 2 U241
VneN, U,11 = AU,,
d'ou : Vn e N, U, = A"Uj.

Diagonaliser A et déduire la valeur de A”.

Réponse :

_ 1 n+1 n+1
uzn—z—ﬁ((uﬁw -@-v)r)

Vn € N, |
umi1 = 7 (@+vD™ + @ - V2H).

1) a) a) Immédiat, puisque :
Spc(aA) = {ah; A € Spe(A)}.
B) Puisque A est trigonalisable (cf. 3.4 Cor. 2) p. 100), il existe
0 € GL,(C), T = (1ij)ij € Ty s(C) telles que
A=0T0 L
On a alors AF = QT*Q~1, Spe(A) = {11 1 <i < n),
Spc(Ak) = (i 1 <i < n),
d'ot
5 5 k k
p(A*) = Max (k) = ( Max [1il) = (o(a) .
1<i<n 1<i<n

y) D'apres l'ex. 3.1.14 p. 79, Spc(AB) = Spc(BA),
d'ou
p(AB) = p(BA).

8) D'apres y) :
p(P=1aP) = p((AP)P!) = p(4).
Ou encore, puisque p-lap ~ A,
Spc(P~1AP) = Spc(A),

et donc p(P_]AP) =p(A).

b) Examiner l'exemple :

0 1 0 0
n=24=(y o) 2=(] ¢):

pour lequel :
p(A) =p(B) =0, p(A+B)=p(AB)=1.
Réponse : Non aux deux questions (sin = 2).
2) a) Récurrence sur k (A fixée).
La propriété est triviale pour k = 1.
Si [JA|] < [1A[1%, alors :

1AM = 1A% Al < 11AR)] AN < HATFIAL = [1A]<HL

On remarquera que la formule demandée est « en général »
fausse pour k = 0.
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b) Avec des notations évidentes :

o N(aA) = Miax(z Iaaij|>
J
= |a|Miax(Z|aij|> = |a|N(A)
J

e N(A) = 0 <> (Vi, 3 laijl = o)
7
& (Vi,Vj,a;j =0 A=0

*N(A+ B) =MiaX(Z |ai; +bij|)
j
< 1\/Iiax(2|aij| +Z|bij|)
J J
< Miax<; |a,-,-|) +Miax(; |bij|)

= N(A) + N(B)

« N(AB) = Miax(z ’ Zaikbij
j k
< Max (ZZ lai| |bkj|)
X

J

= Max (Y (lal Y lbw1))
k J

<Max (Y (lalN(B))) = N(AIN(B).
k

c) Les vérifications sont immédiates :
*lleAllp = [P~ aAP|| = |a| [|P7LAP|| = || [|Allp
cJJAllp =0 P 1AP=0 A=0

A+ Bllp=|IP~'AP + P~IBP||
<|IP7'AP|| +||1P7IBP)]
= [|Allp + I|Bl|p
*|lAB||p = ||IP~'ABP|| = ||P~'APP~!BP|
<|IP~lap|||P71BP)
= [IAllpIBllp.

3) Soit A € Spc(A). II existe X € M, 1(C) — {0} tel que

AX = AX.Notons M = (X,...,X) € M,,(C) la matrice car-
rée obtenue en plagant cote a cote X n fois. Il est clair qu'alors
AM =AM,

d'ou :

A (1M = [|AM]] = [|[AM]] < ||A]] [|M]].
Comme M # 0 (car X # 0), on déduit [A| < ||A]].
Ainsi: VXA € Spc(A), |A] < ||A]l, etdonc p(A) < [|A]l.
4) D'apres le théoréme de trigonalisation dans M, (C)

(3.4 Cor. 2) p. 100), il existe
P € GL,(C), T = (t;j)ij € Tns(C)

telles que A=pTP L

Notons, pour u € R* , D, = diag(u,uz,. 7N

Il est clair que D, est inversible et D, I _ D,-1,dou:
D,TD;' = @' = tij)ij
—1 1—
1w u ",

_ 22
0

tnn
Comme, pour tout 7 de {1,...,n — 1} :

n

Z u'7/|tjjl —— 0 (car les exposants de u qui
L. M—>+OO
j=i+1
interviennent sont tous < 0), il existe u € Ri‘;_ tel que :

n
Vie{l...n—1}, > || <e.
j=i+1

On a alors :

n
N, T = Max (Il + Y I 1)

<isn

Jj=i+1
< Max (|ti] +¢)
1<i<n
= ( Max |tii|) + e.
I<i<n

Mais t{1,....tan sontles vp de T, donc de A, d'ou :

1<i<n

Max [t;;| = p(A).
<

Ainsi : N(D,TD; 1) < p(A) +¢.

Comme PD;; I e GL,(C), dapres 2) b) et ¢), I'application
[| -] : M,;(C) —> R définie par : VM € M,,(C),

|IM|| = N(D,P~'MPD; 1)
- N((PD;I)*lM(PD;l))

est une norme sous-multiplicative sur M, (C).
Et:

1Al = N(D, P~ APD; )= N(D,TD;1) < p(A) +&.
5) 1) Supposons AF —s 0.
koo
Soit A € Spc(A). Il existe X € M, 1(C) — {0} tel que
AX =1 X.

Ona:
Vk e N*, AKX = kX,

Comme A¥ — 0, on déduit successivement
koo

A*X — 0, X — 0, A** —0

koo koo koo

(car X est fixé # 0), |A| < 1.
Ceci prouve : VA € Spc(A), [A] <1,

etdonc: p(A) < 1.



2) Réciproquement, supposons p(A) < 1.

En notant & = %(1 — p(A)) > 0, d'apres 4), il existe une
norme sous-multiplicative || - || sur M, (C) telle que :

Al < p(A) +& < 1.
Comme :

Vk e N*, |IAX|| < [JAIF < (p(A) + o),

on conclut :
Ak — 0.
koo
6) 1) Supposons que || - || soit une norme sous-multiplicative.

e D'apres 1) a) B) et 3) :

P ek
Vk €N, p(A) = (p(A")F < [|A%[K.

1
e Soite > 0 fixé. Notons B= —— A
p(A) +¢&
On a alors (cf. 1) a) @)) :
(B) ! (4) <1
= ——-- < .
TVV P
D'apres 5) : B — 0.
koo

Il existe donc N € N tel que :
VkeN, (k>N = ||B¥|| <1).

Soitk e Ntelquek > N.Ona:

1 1
[[AX]|X = (p(A) + &) || B¥||* < p(A) +e.

On amontré ainsi: Ve > 0, IN € N, Yk € N,

1
(k > N => p(A) < ||A¥||% < p(A) +¢),

1
etdonc: ||A¥||k — p(A).
koo

2) Soit || - || une norme sur M, (C), non nécessairement sous-
multiplicative. Il existe au moins une norme sous-multiplica-
tive N sur M, (C), et|| - || et N sont équivalentes. Il existe donc

(o, B) € (Rf‘,_)2 tel que :
VM € M,,(C), oN(M) < [|M]| < BN(M).

D'ou, pour A € M, (C) fixée :

—

1
1 = 1 1 e
Vke Nt oF (N@h)F <j1akiE < pE (N(ab)F.

1
1 |
D'aprés 1), (N(Ak))k —> p(4). Comme o — 1 et
o0

koo
1 1
Bk — 1, ondéduit: ||AK||k — p(A).
koo koo
7) On peut munir M, (C) d'au moins une norme sous-multi-
plicative || - ||

D'apres 3), et puisque A et B commutent :

1
k

1 1 1
p(AB) < |[(ABYX||k = ||A*BX| |k < j|A%| 1% ||BY||%.

D'apres 6) :
. e L
[A®||k — p(A) et [|B¥|[k —> p(B).
koo koo
On déduit :

P(AB) < p(A)p(B).

8) a) Puisque N est une norme sous multiplicative (cf. 2) b),
on a, d'apres 3) :

VkeN, 0< p(Ar) < N(Ap).

Comme Ay — 0, par définition N(Ax) — 0, et donc
koo koo

p(Ax) —> 0.
koo

b)D'apres 1) a) 8) : Vk € N, p(A) = p(Bk),
etdapres 8) a): p(Bk) 7—> 0,donc: p(A)=0.
o0

Il s'ensuit que A est nilpotente (cf. ex. 3.4.1 p. 105).

9) Notons, pour k € N* :
k k
Ak = @ty Mk = it
Une récurrence immédiate montre :
Vk € N*, V(0. j) € (1....n)% lafd)] < mlf),

1 1
* D'aprés 6) : ||AK|| K — p(A) et ||MK||k —> p(M).
koo koo

Mais, pour tout k € N* :

o

1
k

a[k]D% < (Max m[k])

k
l1AK]] ; fax

= (Ma.x
LJ

1
oL
= |[M"||k.
On déduit, en faisant tendre 1’entier k vers 1’infini :

p(A) < p(M).

I a) Considérons les bases canoniques

..........

etBB = (Eij)i jye(l
cographiquement, c'est-a-dire :

..... nyx(l,....p} de M, , (K), ordonnées lexi-

’ / / / / /
B = (... Bl e By Bl B ),
B = (Ei1,---:E1p.E21,- - E2pse -, Eg15- - Enp).

Soit (i",j") € {1,...,n"} x {1,...
A = (aij)ij E]

i jl =

{1y x {L,...,p}, le (i,)®™ terme de fa B(E} ;) est

’ /

,P'}. En notant

(8i7j8juk)jk» B = (bix) ik, pour tout (i,1) de

n

-]

a;jdi1j8jikbyk, c'est-a-dire a;irbyjr.

Il
—_

j=lk
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Ainsi, la (i’,j’)éme colonne de Matgz: 5(fa,B) est:

ali’blj’

alirbpj/
a2i’b1j’

azirbpj/

anirby i

ani’bpj’
et donc Matg B(f4,B)

a| B aly B

= : =AQ®B.

a1 B anp B

b) 1)+ Soienta,a’ € K, A,A" e M, ,(K),
B €M, ,(K).Ona, pour tout M de M,y , (K) :
fartan.5(M) = (@A +o'AYM ‘B
=aAM 'B+d'A'M'B
=afa (M) +a fa p(M),
dou (cf. 1)) : (@A +o’A)®B=0A®@ B+ oA’ ® B.
* Un calcul analogue fournit :
VB,8 € K,YAeM, ,(K),VB,B € M, ,(K),
AR(BB+PB)=PARB+ AQB.
2) Soient A € M, v (K), A’ € My v (K),
BeM, ,(K), B € M, ,(K).

Ona: VM eM, ,(K),

fanpp (M) = (AAYM'(BB') = A(A'M 'B') B
= fa.po fa.p (M) '
doucfl)): (AA)® (BB)=(A® B)(A'®B’).
3) Soient A € M, v (K), B € M, ,y (K). D'aprés 2) :
A®B = (Aly) ® (I,B) = (A®1,)(Iy ® B).

4) Une récurrence immédiate utilisant 2) montre :

Vk € N, VA € M,,(K), VB € M,(K),

(A ® B)* = A* @ B~

5) Soient A € M,, ,/(K), B e M, ,(K).

A=0
e Il est clair que : | ou = A®B =0.
B=0

* Réciproquement, supposons A @ B = 0.

Alors, en notant A = (a;;)ij :

Y(@i,j) €{l,....,n} x{1,....,n"}, a;jB=0.

Si B #0, alors (V(i,j), aij =0), donc A =0,
Cecimontre: A=0ouB =0.
6) Soient A € M,(K), B € M,,(K).
* Si A et B sont inversibles, alors, d'apres 2) :
(A®BA ' @B )= 4a e BB

=L I, =1,
donc A ® B (€ M,,,(K)) est inversible, et :

A®B)'=alep !

* Réciproquement, supposons A ® B inversible.

Raisonnons par I'absurde : supposons A (par exemple) non in-
versible. Il existe alors V € Ker(A) tel que V # 0, d'ou, en no-

tant A" = (V,...,V) e M,,(K) :
(A® B)(A' ®1,) = (AA) ® (Bl,) =0® B =0,

et A’ ®I, #0 (cf. 5)), contradiction.
Ainsi, si A ® B est inversible, alors A et B sont inversibles.
7) Soient A € M,(K), B € M,(K).

« Supposons A nilpotente. Il existe k € N* tel que A¥ = 0, d'on
(cf. 4)):

(A® B = Ak@ Bk =0® BX =0,
donc A ® B est nilpotente.

e Réciproquement, supposons A ® B nilpotente. Il existe
k € N* tel que (A ® B)F = 0. De 4), on déduit AF @ BF =0,
puis de 5) : A¥ = 0 ou B¥ = 0, et donc A ou B est nilpotente.

8) Soient A € M, v (K), B € M, p(K).

Ona:
t /a1 B aly B
‘A®B) = :
a,1 B app B
a1 ‘B a, B
= : : = 'A®'B.
ay,y B ann ‘B

En particulier, si A (€ M,,(K)) et B (€ M, (K)) sont symé-
triques, alors A ® B (e M,,p(K)) est symétrique.

9) Soient A,A" e M, »(K), B,B" € M, ,,(K).

1
Stlexistea € K — {0} telque A’ = aAet B’ = — A, alors :
o
, , 1 1
A QB =@A)Q|—-B)=a—(A® B)=AR® B.
o o

* Réciproquement, supposons
A#0,B#0,AQQ B=A'"Q®B'.
On a alors :

V(i,j) €{l,....,n} x {1,...,n"}, a;j B :alij’.



D'apres 5) :
A#0 A" #0
{ 7 ‘:>A’®B/=A®B;£0:>{ 7 .
B#0 B #0

Il existe donc (ig,jg) € {1,...,n} x {1,...,n'} tel que

’ _ -1
i io # 0. En notant o = Qig jo @i jor ON A alors o # 0 et
, 1
B = — B.
o

Soit (i,j) € {1,...,n} x {1,...,n'} ;ona:

1
a;jB :alij’ = alij, d'ol (puisque B # 0) :

/ _— ..
a;; = aajj.

On déduit :
A = aA.

Remarque :

Soient A,B € M, ,(K) tellesque A #0.Ona:
ARB=B®A < (JacK, B=aA).

10) < 11 est clair, d'apres 8), que, si A (e M,,(K)) et

B (€ M, (K)) sont symétriques ou antisymétriques (quatre cas),

alors A ® B est symétrique ou antisymétrique, suivant une
« regle des signes » :

U=cA
{ = tueBn =e B
B=¢B
= (¢A) ® (¢'B) = ¢¢'(A ® B).
 Réciproquement, soient A € M, (K) — {0},

B e M,(K) — {0} telles que A ® B soit symétrique ou
antisymétrique :

YA®B)=¢"(A® B), &’ € {—1,1}.
D'apres §) :
MM RMB) =" U®B) =¢"(A®QB) = ("A) @ B.
Puis (cf. 9)), il existe « € K — {0} tel que :

1
A=ws’A et B=— B.
o
Mais alors :
1 1
B="B=-'B=— B,
o o
d'ou

o2=1, ae{-1,1},

et donc A et B sont symétriques ou antisymétriques.
En particulier, si A ® B est symétriqueet A 7 0 et B # 0, alors
A et B sont symétriques ou sont antisymétriques.

11) Soient A € M,,(K), B € M,,(K) — {0}. Ona:

a1 B ai, B

AQB = € Typ.s(K)

a1 B ann B

— (V(i,j) e{l...n? (i >j=>a;jB= 0))

= (V(i,j) e (L. (i > j = a :0))
<= A e T, s(K).

12) Soient A € M,(K), B € M,(K).
e Si A et B sont diagonales, A = diag(Ay,..., ),
B = diag(p1,...,1up), il estclair qu'alors A ® B estdiagonale
et:
A ® B = diag(Apt1,. .- AL A e S AD e ey

Anfhy,-. .. ,)&nl’vp)-
e Réciproquement, supposons A ® B diagonale et A # 0,
B #0.
Soit (4,)) € {1,... ,n}z tel que i # j. Comme A ® B est dia-
gonale,ona @;;B = 0,d'oti ¢;; =0.
Ceci montre que A est diagonale.
Puis, comme A # 0, il existe i € {1,...,n} tel que a;yi, # 0.
Comme A ® B est diagonale, a;,;, B est diagonale, et donc B
est diagonale.
13) Soient (A;);ey (resp. (Bj)jes) une famille d'éléments de
M, (K) (resp. M,,(K)) commutant deux a deux.

Soient (i, j),(i’,j’) € I x J.Ona, d'apres 2) :
(A; ® Bj)(Air ® Bj) = (A;Air) ® (B Bj’)
= (AirAj) ® (Bj'B})
= (Ay ® Bj)(A; ® Bj).

Ainsi, les A; ® B ((i,j) el x J) commutent deux a deux.

14) Soient A € M,,(K), B € M,,(K).
e (A®B) =

L

a;jitr(B) = tr(A)tr(B).
1

- det(A® B) =det((A® 1)Uy @ B))
= det(A ® I)det(], ® B) .

D'une part :
B

det(I, ® B) = det = (det(B))".

O

D'autre part, en reprenant la solution de /), on voit que B ® A
est la matrice de f4 g dans les bases canoniques rangées sous
la forme :

/ ! ! / ! !
Bl Epps 12"'"En’Z""’Elp”'"’En’p’)
et Er1,- -

,En1.E12,- ..

o BDa0 0 o ,Elp,. - Enp).

D'ou :
P
det(A ® I,) = det(fa 1) = det(l, ® A) = (det(A)) .
Finalement :

det(A ® B) = (det(A))p (det(B))".
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II 1) Puisque X4 et xp sont scindés, A et B sont trigonali-
sables (cf. 3.4 Th. p. 99). 1l existe donc P € GL,(K),
A
Ty = € T, s(K),
An
23!

0 € GL,(K), Tp = e T,s(K)

0
Hp

telles que A = PTAP~ 1 et B= QT30 .
On aalors (cf. I 2),6), 11)):
P®QeGL,,(K), Ta®TpeT,sK),

AQB=(P®Q)Ta®Tp)(P® Q)" !,

ce qui fournit une trigonalisation de A ® B.

Comme
AT

TA®Tp =
MTp
ALl

AMip

0 Anit

Anlp

on obtient : Xagp = XT,8T; = l_[ (Aipj —X).
1<i<n
I<j<p
En particulier, on retrouve le résultat de I /3) (dans le cas ou
K est algébriquement clos) :
det(A ® B) ]_[ A

1<i<n
I<j<p

P n
p
A 1_[ My

Jj=1

n
i=1

(det(A))p (det(B))n.

2)(A®B)*= '(A®B) = (A® B) = (‘A) ® ('B)
—A*®B*=AQ®B.

3) Supposons A et B diagonalisables. Il existe
P € GL,(K), D4 = diag(™{,...,Ay) € Dy(K),
Hp) € Dp(K),
telles que A = PDAP*1 et B = QDBQ*I.
On a alors (cf. I 2), 6), 12)) :
P® Q eGL,,(K), Da®DpeD,,(K),
A®B=(P®Q)Da®Dp)(PRO)",

ce qui montre que A ® B est diagonalisable (et, de plus, four-
nit une diagonalisation de A ® B).

0 € GL,(K), Dp = diag(u1,. ..

a) < : évident.
—:

Supposons : V(X,Y) € (M, (R))>, XAY = XBY.
197 méthode
Soit Y € M, 1(R) ; comme :

VX eM, |(R), X(AY — BY) =0,

AY — BY est orthogonal (pour le produit scalaire canonique)
a tout élément de M, 1 (R), donc AY — BY = 0.

Puisque : VY € M, |(R), (A— B)Y = AY — BY =0, on

conclut: A— B =0.

2¢me méthode
Notons A=(a;j)ij, B = (b;j)ij, et appliquons I’hypothése a
X =E;, Y =E; (de la base canonique) ; on obtient :

V(i.j) € {l,....n}%,
aij = 'E;AE; = 'E;BE; = b;j, ol A = B.
b) < : évident.
=

Supposons : ¥X € M, |(R), 'XAX = 'XBX.
17 méthode
Soit (X,Y) € (anl(R))z. En appliquant 1’hypothese a
X,Y,X 4+ Y, on déduit :

XAY + 'YAX = 'XBY + 'YBX.
Comme A et B sont symétriques, on a :

tYAX = (X AY) = 'XAY et 'YBX = 'XBY,

dou: 'XAY = 'XBY.
De a), on déduit : A = B.

2¢me méthode

En notant ¢4 (resp. ¢p) la fq de matrice A (resp. B) dans la
base canonique de M,,, 1 (R), on a, par hypothese, p4 = ¢p, et
donc 4 = ¢p (formes polaires), c’est-a-dire A = B.

c) &—:

Si A € A, (R), alors, pour tout X de M, | (R) :

XAX = {(xAX) = WAX = W(—A)X = -XAX,
donc XAX = 0.
—>:
Supposons A € M,(R) et: VX € M, | (R), XAX = 0.

Alors :
VX e M, 1(R),

X(A+'4)X = WAX + Y(XAX) =0.



Comme A+ 4 €8S,(R), on déduit de b) : A+ A =0,
c’est-a-dire A € A, (R).

a) 1) * Réflexivité :
P =1,

VA € M,,(R), AC A, en choisissant

e Symétrie : Soit (A,B) € (M,l(]R))2 tel qu’il existe
P e GL,(R) telque B= 'PAP.

Onaalors A = (tP)*lBP*1 = t(P*I)BP*I,doncB CA.
e Transitivité : Soit (A,B,C) € (Mn(R))3 tel que A C B et

B C C. Tl existe P,0 € GL,(R) telles que : B = PAP et
C = 'OBQ.Onaalors:

C="0(PAP)Q = (PQ)A(PQ)

et PO € GL,(R), donc A C C.

Ainsi : C est une relation d’équivalence dans M, (R).

2) » Le lien entre équivalence et similitude a déja été€ examiné
(cf. Algebre PCSI-PTSI, 8.2.4 Rem. /)) ;on a:

VA,B € M,(R), (A~ B => AeqB),

mais la réciproque est fausse.
e Soient A,B € M,,(R) telles que AC B ; il existe
P € GL,(R) telleque : B = PAP.
Alors : 1g(B) =1g(A),donc A eq B.
e Il est clair que, si B = PAP
alors det(B) = (det(P))%det(A),
donc sgn (det(B)) = sgn (det(A)).
En prenantn =1, A = (1), B = (—1), il est clair que :
A~ BetA(@B.
e En prenant n =1, A = (1), B=(4), on a A C B (choisir
P =(2));onaalors B = PAP et A * B.

Réponse :
e similitude = équivalence
e congruence = équivalence

il n’y a pas d’autre lien logique.

b)I)Exemple:n=1,a=1,A=(1),B=4),A =(-9),
B = (—1).

Onaici: ACB,A’C B,maisaA+ A" ¢ aB+ B'.
Réponse : non.

2)Si B= "PAP,alors B = PUAP.

c)*SiB= PAP,

alors MBM = "M'PAPM = Y(PM)A(PM)

et PM € GL,(R).

* Exemple ou M ¢ GL,(R) :

=y 8 =3 0= 2)

On aici :

A C B (choisir P = (0 !

| 0)), MAM @ MBM

11
(car MAM = (1 ) et MBM = 0).

1

Réponse : non.
d) S’il existe P € GL,(R), Q0 € GL;(R) telles que

P 0
A’ = 'PAPet B’ = 'QBQ, alors, en notant R = (o Q),

onaR € GL,14(R) et:

B 0\ _ (A O
(6 5)=%( 2)*

e) La propriété résulte trivialement de la formule de change-
ment de base pour les fbs (4.1.2 4) Prop. 4 p. 118).

1) Supposons que 9 soit un produit scalaire sur £. Comme
E # {0}, ilexiste xo € E — {0}, etonag(xg,xg) > 0.Alors :
0 =4(x0,0) = ap(xq.xp),
0 =4(0,x0) = ce(xp,x0).
0 <4(x0,x0) = be(x0.%0),
d’ou: a=c=0, b>0.
2) Réciproque évidente.

Réponse: a=c=0 et b > 0.

Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a AX, BY dans
M,, | (R) muni de son produit scalaire canonique.

Comme (X.Y) —> tr(’XY) est un produit scalaire sur
M, ,(R) (cf.4.2.1 Exemple 2) p. 138) :

UA=0=tr A =0= A =0.

En notant M = B — C et en utilisant I’ex. 4.2.3 :
BAA =CAA <= MAA=0=— MAAM =0
UMM =0= UM =0
—'MA) = AWM =0= MA=0.

1) * Puisque, pour tout X de M, | (R) :

AX =0 = (AA)X = U(AX) =0,
ona:
Ker (A) C Ker (Y4A).
* Soit X € Ker (AA) ;
alors: ||AX|2 = YAX)(AX) = X (AAX) =0,
AX =0.

donc

On conclut : Ker (A) = Ker (AA).



324

En appliquant a 'A a la place de A, on obtient aussi :
Ker ("A) = Ker (A"A).

2) + Soit ¥ € Im(A'A). 11 existe X € M, |(R) tel que
Y = (AUWX, don Y = A(4X) € Im(A).
Ceci montre : Im(AtA) Cc Im(A).
e D’apres le théoreme du rang :

1g(A'A) = n — dim (Ker(A'A)) = n — dim(Ker(‘A))

=rg tA) = rg A.

Il en résulte : Im(A4) = Im A,
puis, avec ‘A alaplacede A :  Im(*AA) = Im(‘A).
3)1ln’y a, en général, pas de lien d’inclusion entre Ker (A) et

Ker (YA), ni entre Im(A) et Im("A).

0 1
Par exemple, pourn =2 et A = (O 0),ona:

Ker(A) =R (é) Ker (A) =R (?)

_ 1 t _ 0
Im(A)_R(()), Im(A)_R<1>.

Réponse :

e Ker (‘AA) = Ker (A), Ker(A'A) = Ker (4)
«Im(Y44) = Im(*A), Im(A'A) = Im(A)
1g(A) =1g (‘A) =g (AA) =g (A'4).

Notons B = A2 — I,,. On a alors :
B2 =A% -2424+1,=0,
et 'BB= 14242 _42_ 42,
=A2'%2 - A2 - 'A% +1, = B'B,
d’ou :
t8B) (BB) = (BB)? = 'B2B? =0,

donc (cf. ex. 4.2.3) BB =0, puis encore, B = 0.

0 vy ... vy
V1
V]
Notons V = ,donc A = 0
Un
Un

1) Comme les colonnes n® 2 a n 4+ 1 de A sont colinéaires
1

0
a , il est clair que rg (A) < 2.

0
D’autre part, il existe i € {1,...,n} tel que v; # 0, et les co-
lonnes n® 1 et i + 1 de A forment une famille libre, d’ou
rg(A) = 2.

On conclut : rg (A) = 2.

v 0
. 2 _
2)Ona: A —< 0 VtV>'

D’une part, comme Im(Az) C Im(A),ona:
rg(A%) <rg(A) =2.

D’autre part, VV #£0 et VIV #£0 (car V #0), donc
rg(A2) =g (WVV) + g (VV) > 2.

Réponse : rg (A) =rg (A2) =2,

Puisque Im(f) C Vect({A,B}), le plan vectoriel
P = Vect({A, B}) est stable par f; notons g I’endomorphisme
induit par f sur P, et

—tr(BA) —tr('BB)
tr(fAA) tw(AB) /)°

M = Mat4,p)(g) = (

Ona: VAER, x,(1) =%+, ol

a = —(tr(AB)? + r(AA)u('BB).

Comme (A, B) est libre, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et I’étude du cas d’égalité, appliqués au produit scalaire cano-
nique sur M, (R), on a:

a=—<A,B>2+A|2IB|? > 0.

Ainsi, Xz n’est pas scindé sur R. Comme g est induit par f, X ¢ [X s
(cf. ex. 3.2.1 p. 85), et donc X n’est pas non plus scindé
sur R.

Réponse : fn’est pas diagonalisable.

a) D’apres I’ex. 4.2.5 :rg (‘AA) = rg (A) = p.
Comme B = 'AA € M,,(R), on conclut : B € GL,(R).
b)e C=AB~ A e M, (R).
«C2=AB"1(tAA)B~1YA=AB"1BB 1 1A
=AB lla=cC.
J)e= AB~ 1A = Im(C) C Im(A)
{ CA=AB1"AA = A = Im(A) C Im(C)
C = AB~! A — Ker ('A) C Ker (C)
) {tAC = UAB1 Y4 = YU = Ker (C) C Ker (4)

a) D’apres Algebre PCSI-PTSI, ex. 8.1.30, il existe
U,V €M, |(R) tels que H = U'V.

U 0 (et V #0).

Si Vest colinéaire 2 U, V = aU (« € R), donc H = aU 'U
est symétrique, exclu. Ainsi, (U, V) est libre.

Soit (A,X) € R x (M,, 1 (R) — {0}).Ona:

Commerg(H) =1,ona:

AX =AX < UV + VU)X =X
— ('VX)U + ('UX)V = 1X.



1) Si A#0, alors

(a,p) € R2. Ona:

X € Vect(U,V), X =alU + BV,

a'VU+BWVYV = rx

AX =X & )
a'UU + BUV =28

Le déterminant A de ce systeme (d’inconnue (e, 8)) est :

A:
tvu v —a

tyu —a tyv ‘

=0 —Uv)? - (vuytvv),
et,ennotant < -,- > le produit scalaire canonique sur M, 1 (R)
et || - || la norme euclidienne associée :
A=0 r=<UV > x||U|| ||V]].
Remarquer que
<UV>—[UlIVI[ et <U,V>4+[U|lIV]l

sont différents et non nuls (cf. étude du cas d’égalité dans I’in-
égalité de Cauchy-Schwarz, 4.2.1 Prop. 1 p. 138).

2) AX=0+= '"WX = 'WX =0, donc Ker(A) est de
dimension n — 2 (c’est (Vect(U,V))L, cf. plus loin 4.2.2
Prop. 1 4) p. 142).

Réponse :
* Spr(A)
={<vv>+wnvi. <vv > -iwivi. o
*SEP(A, < U,V > +¢||U|| |VI])
= Vect(||VI|IU +¢||U||V), e € {—1,1}

1

« SEP(A,0) = (Vect(U,V)) ,
1 1
ot <UV>="wV, ||U|=U)2, ||V|]="VV)Z,

(U,V) étant un couple de (M,,J(]R))2 tel que H = U 'V.

b) Comme H admet trois vp distinctes dont les SEP associés
sont de dimensions respectives 1, 1, n — 2, on conclut que A
est diagonalisable.

D’ailleurs, A € S, (R), donc A est diagonalisable (cf. plus loin
4.5.1 Th. p. 164).

Réponse : oui.

a) |[fAV]]?2 = LEAVIIAV = WWALAV = < V,AAV >
< IVIHIACAWI S VI AV,

doi: [[AV]|=0 ou |4V <|IV]|.
b)+Soit Ve M, |(R) telque AV = V.Ona:
AV — V|? = VAUV — WAV — VAV + vy
=av|? - vv - Yv+ vy
=|'AVIZ - IVI* <0,

dot UV =V.

« D’aprés a), on peut remplacer A par ‘A, donc :
AV =V = AV =V.
¢) Soit X € Ker (A —1,) NIm(A —I,,). Alors AX = X, etil
existe Y € M, {(R) tel que X = AY —Y. D’apres b),
AX = X.
Ona: X = AX = YUY —Y) = UAY — AY,
d'oi: "AAY = AY +'AY — Y, puis:
XX =04 - ) AY - Y)
= Y(AAY — AY — AY +Y) =0,
donc X = 0.
Ceci montre : Ker (A —I,,) NIm(A — I,;) = {0}.
* D’apres le théoréeme du rang :
dim (Ker (A — 1)) + dim (Im(A — I,)) = n,

d’ou finalement :

M, |(R) =Ker(A—1,) ®Im(A —1,,) .

= : évident.

—:

Supposons : ¥y € F, (x|y) < [lylI*.

Soity € F;ona: VYA eR, (x|iy) < ||Ay||2, d’ou :

(xly) < iyl

Vi e R%,
(xly) = Ayl

VA € R*,

En faisant tendre A vers 07, 0=, on déduit : (x|y) = 0.

L’eve (E,p) admet au moins une b.o.n. B = (ey,...,e,) ; no-
tons, pour 1 < i < n, o = (e e;).

Soit (i,j) € {1,....n}* tel que i # j.

On a ¢(e;,ej) = 0, donc (hypothese) 1 (e;,ej) = 0.

De méme, p(e; +ej,e; —e;) = g(ei,e;) —plej.ej) =0,
donc (e; +ej,e; —ej) =0,

c’est-a-dire 1)(e;,e;) = P(ej,e;).

Ainsi, @) = ... = a,, noté .

V(i.j) € {1....n}2, 1(ei.e)) = ap(ei.e)),
d’ou par bilinéarité de ¢ et ¢ :

On a donc :

V(x,y) € E?, ¥(x,y) = ag(x,y).
Enfin, o =1 (ey,e1) > 0.

1) A = (@))ij € (Da(R)™

— (V(Al,. A € R, tr(tA diag(hy,. .. An)) = 0)

n
An) €RY, Zail‘/\i = 0)

i=1

— (V()\l’-“

— (Vi e(l,....n}, aij = o).
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2) Soient S € S,,(R), A € A,(R).Ona:

< 8,A>=t(s4) =tr t(SA)) = tr (AS) = tr (—AS)
=—tr(A)=—<S,A>,

dou: <S,A>=0

Ceci montre :

S.(R) C (A,(R)" et A,(R) C (Sy(R))".

De plus, dim ((A,(R))*) = n? — dim (A,(R))

2_n(n—1)_n(n+1)_
2 2

dim (S, (R)).
Réponse :
* (Da(R))™

= {A = (a;j)ij € My(R); Vi € {1.....n}, ay; = o}

(S (®)" = A,(R), (A, (R)" =S,(R).

1) Supposons X vecteur propre de ‘A : il existe A € R tel que
X =1X.
Ona:
VY € H,X(AY) = {(AX)Y = tOX)Y =2 XY =0,
donc: VY € H, AY € H.
2) Réciproquement, supposons H stable par A.
On a alors :
VY eM, |(R),(Y e H= AY e H= XAY =0
— {tAX)Y = 0),
cest-a-dire : H = X+ c (tAx)+L.
En passant aux orthogonaux :
Vect(X) = X5 (AX)LL = Vect('AX).

Ainsi, '"AX € RX, donc X est Vp de 'A.

((1) et (i1)) = (iii) : évident.
(i) et (iii)) = (ii) : évident.
(()et (i) = (): A= UA=tAA) = A

(iii) ne sert pas).

*Ona:

WAU = 'V(AU) = 'VvoU) =2 'Vu

WAU = W'AU = YAV)U = Y(uV)U = 1 v,
d’oi, puisque A # p : VU = 0.
UV =UtvU)ty =0.

1

a) Notons V = eM, |(R).

VAV = tV(AA)V =||AV|]> >0,
°\tvav = ajj >

1<i,j<n
don Y
1<i,j<n
eSoit B=1,—A.

a;jj = 0.

Comme B =B et B2 =1, —2A+A%>=1,— A= B, on
peut appliquer le résultat précédent a B au lieu de A, d’ou :

n— Z aij 20
1<i,j<n
b) Notons A" = (la;j1)i,
1 1
et U = ‘ 1 ‘ eM,R).
1 1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz : (A'|U)2 < [|A'||% ||U| 2
donne :

(X ) <( X @)

1<ij<n 1<ij<n

3 12).

I1<ij<n

Mais : Z al-zj =tr (tAA) = tr(A) et, puisque A est une
1<i,j<n

matrice de projection : tr (A) =rg (A). (En effet, puisque A
annule X(X — 1), A est diagonalisable, cf. 3.5.2 Exemple /)

I. 0
p.112,etA~<(; 0>,our=rg(A)).

Y lal) <nlreca).

1<i,j<n
c)eD’apres b)etrg (A) < n : Z |a,-j|) < n32,
1<i,j<n

Si >y

1<i,j<n

Ainsi : (

32

lajj| = n>'*, alors rg (A) = n,

donc A € GL,,(R), puis A = I,, (puisque A2 = A).

Mais alors Z 3/2
1<i,j<n

laij| =n < n>’*, contradiction.

* Supposonsn = 3, et M = (mij)ij € M, (R) telle que :
VA e A,(R), AM = MA.
Soit (i, /) € {1,....n}> tel que i # j ; il existe k € {1,....n}
tel que i, j,k soient deux a deux distincts.
Comme Ejz —Ej € A, (R), ona:
(Ejxk — Exj)M = M(Eji — Eg;j),
d’ot, en prenant les (i,k) °™S termes : 0 = —mij.
Montrer de méme : m;; = mj;.
Réciproque immédiate.
* Traiter séparément le cas n = 2.
Réponse : Le commutant de A, (R)dans M, (R) est :
RI, sin #2

{( “ b);(a,b)eRZ} sin=2
—-b a



a) Soit (k,l) € {0,...,n — 1}2 tel que k # [.
Ona: < UK U' > = u®UHUY.
Comme U" =1,,ona: U =U"*=U* dou:

si I#k

< UK U > = uU!™F) = 0 . :
n si =k

Ainsi, (U*), <k <n—1 est une famille orthogonale.

Comme : Vk € {0,...,n— 1}, UF £0,

(Uk)ogkgn,l est une base orthogonale de F (cf. 4.2.2
Prop. 2 p. 142).

1
b)Notons Ly = — UF (0 <k <n—1).
n

Jn

D’apres a), (Lk)g <k<n—1 estune b.o.n. de F, d’ou

n—1

(cf. 4.3.1 Prop. 4 p. 149) : pr(A) =Y < Li, A > Li.
k=0

Pour tout k de {0,...,n — 1},ona:

<L A — 1 t k — 1 n—k _ 1
A>=—tu(CU")A)=—ulU" "A)=—
n Jn

NG i
d’ou :
pr(A) = — Ly = - U".
P Y " =0
| 1 1
Réponse : pp(A) = — ‘ 1 ‘
" 1

1) Soit M = (m;j)ij € M, (R) telle que :
VR € 0,(R), M2 = QM.
e Soient (g1,...,&,) € {—1,1}",
Q2 = diag(eq,...,&n) € O,(R).

Ona: V(i,j) S {1,...,1’!}2, mijej = &jmjj.

Supposons i # j. On peut choisir ¢; =1, ¢; = —1, d’ou
m;j = 0.
Ceci montre : M = diag(mqq,...,Mny).

e Soit (i,)) € {1,...,n}2 telque i < j.
Enutilisant 2 = I, — E;; —E;; + E;; —E;; € 0, (R), on ob-
tient m;; =mjj.

M € RI,.

2) Réciproque évidente.

Ainsi :

Réponse : Le commutant de O, (R) dans M, (R) est RI,.

a) Soit (x,y) € Ker (f —e) x Im(f —e). Il existe z € E tel
quey = f(z) —z,et f(x) =x,d’ol:

<x,y>=<x,f(z) —z2>=<x,f(2Q) > — <x,z2>
=< f(x),f(2) >—<x,z2>=0.

b) D’apres le théoreme du rang,
dim (Ker (f — e)) + dim (Im(f — ¢)) = dim E,

et,d’apres a) : Ker (f —e) NIm(f —e) = {0}.

L’eve E admet au moins une b.o.n. B ; notons £2 = Matg(f).
Alors :

() e='22 =1, (i) < 22=—1I,
(iii) <='Q2 = -2,
(cf. ex. 4.1.1).

((0) et (i) = (i) : 'R =1, = 22 ='Q2 = -2, car
2 € GL,(R).

(@) et (i) = (i) : 2% = (—'2)2 = -1,
((ii) et (i) = (1) : 122 = (—2)R = -2 =1,.

1) Cf. 4.3.1 Prop. 8 p. 150.

2) Réciproquement, supposons f € O(E) diagonalisable.
Comme f € O(E),ona:Spr(f) C {—1,1}.Ilexiste donc une
b.o.n. B de E telle que :

| 0
Matg(f) = , ol (p,q) € N2,
0 -l
On a alors f 2= e, donc f est une symétrie.
Soient x € Ker (f —e),y € Ker(f +e¢) ;ona:
<x,y>=< f(x),f(y) >=<x,—y>=— <x,y >,

d’ou < x,y > =0.

Finalement, f est une symétrie orthogonale.

1) Soit 2 = (a;j)ij € O,(R).
Ona:

=
=
=

2 2
IeiF = > o=

1<i,j<n
donc O, (R) est borné et, de plus :
V2 € Ou(R), [I12]] = V/n.
2)e V21,82 € 0,(R),
1121 — 2211 < 1182111 + 1182211 = 2¢/n
*I, € 0,(R), =1, € Ox(R), ||l — (=TIl = 24/n.

Réponse : diam (0, (R)) = 2/n.

1) 1l est clair que T, C X, et IT, C O, (R)
donc IT, c ¥, N O, (R).
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2) Soit A = (a;j)ij € Iy NO,R).Ona:

n n n

Vi e {l,...,n}, Za,‘j(l —ajj) = Za,’j — Zalzj
j=1 j=1 j=1

=1-1=0

VG, j) € {l,....n}%,  aij(1 —a;j) € Ry

dou: VG, j) € fl,....n}%, a;j € {0,1}.
Soit i € {1,...,n}.

Vjefl,...,n}, ajj € {0,1}
Comme { <& R
j=1
il existe j € {1,...,n} unique tel que :

Vk € {l,...,n} = {j}, aix =0

L’applicationo : {1,...,n} —> {1,...,n} ainsi définie est in-
i—>j
jective car, si iy,ip € {1,...,n} sont tels que i #ip et

o(i1) = o(ip),
n
2 2 2
alors a1y = dit o) + i) = 2
izl
ce qui contredit A € O, (R).

Ainsi,o : {1,...,n} —> {1,...,n} estinjective, donc bijective,
et finalement : A € I7,.

Supposons M € 0,4, (R) et A € O, (R) (par exemple, le cas
D € O, (R) se traitant de facon analogue).

Un produit par blocs donne, a partir de MM =T, Pt

UA+ tcc=1,, 'AB+ 'cD=0,
'‘BA+ 'DC =0, BB+ 'DD=1,.
t —
Puis:°{tAA_It” — cc=0=C=0,
AA + tCC =1,
cf.ex. 4.2.3
CZO t
5 AB=0— B =0,
{tAB+ cp=0__ =
car A € GL,(R)
c=0 tpD =1 Dec0,R
tcc+ pp=1,— PP=lh = DecO,®.

a)*'(AB) = B'A = B(—A) = —BA = —AB,

donc AB € A, (R).

cYAX)BX = WABX = -X(4B)X =0,

car AB € A,(R), cf. ex. 4.1.1.

b) II(A + B)X||* = ||AX||* + 2 "(AX)BX + || BX||?
= [|AX|? + ||BX|I?,

etde méme: |[(A — B)X|12 = ||AX]||% + |BX]|>.

c)*(A+B)X =0 ||(A+ B)X|| =0
= |[(A-B)X||=0= (A-B)X =0,

done - (A+B;I)JX=O {(A+B)X=O
(A-=B)X =0 (A-BX=0

Ceci montre que A + B et A — B sont inversibles.
* Notons £2 = (A + B)(A— B)~ L.

Comme A et B commutent, A + B et —A + B commutent,
d’ou :

22 ='U-B) "' A+B)A+B)(A-B)!
=(—A—B) Y (—A+B)(A+B)A-B)™!
=A+B) ' A+B(A-B)A-B) ' =1,.

e La linéarité de ¢4 est immédiate.

* Pour tout (X,Y) de (M,,J(]R))2 :

<@a(X).Y > =t ((pa(X)Y) = tr (A'XAY)
= ((XAY)'A) = r (X (AY'A))
=< X,AY'A > = < X,¢,(Y) > .

Réponse : (p4)* = ¢,.

Le sev F de E admet au moins une b.o.n. 31, et on peut com-
pléter By en une b.o.n. B de E. La matrice de f dans 3 est de

A B
la forme (0 C),oflA :Matgl (g).

En utilisant des produits par blocs, de f*o f = fo f* on dé-
duit :

'AA=A'A+B'B, '"AB=B'C, '"BB+ 'CC=C'C;
puis :
tr (B'B) = tr("fAA — A'A) = tr(tAA) —tr(A tA) =0,
donc B =0, etenfin 'AA = A'A | c'est-a-dire :

gfog =gog".

a) ¢ est continue sur le compact S, donc est bornée et atteint
ses bornes.

b)Soitf € R ;

comme |[cos 6 xg + sinf )c1||2 = c0s20 + sin%0 = l,ona:
@(cosOxg +sinb x1) < @(xg),

d’ou, en développant :
2sin6 cosO < xq, f(xg) >
< sin(< xg. £ (x0) > — < x1.f(x1) >).
On a donc :
VO €]0; [, 2 cosO < x1,f(xg) >
<sinf (< xq, f(xg) > — < x1,f(x1) >)
VO €] —m; 0[, 2 cosf < x1,f(xg) >
> sinf (< xq, f(xg) > .— < xq1, f(x1) >).



En faisant tendre 6 vers 0" et 0~ respectivement, on déduit :
< x1,f(xg) >=0.

c) e Soit x € xd‘ — {0}.

D’apres b), < ﬁx,f(xo) >=0,

donc < x, f(xg) > =0.

¢ Ceci montre : xé c(f (xo))i, d’ou, en passant aux ortho-
gonaux : Rxg = xé‘J‘ D (f(xo))ll =Rf(xg),

cf. aussi ex. 4.2.15.

Ainsi f(xg) € R x(, donc x( est vecteur propre de f.

2
SoitA:(i 8>;ona: XA(A):(A—I)Z,

donc Spc(A) = {1}.

Si A était diagonalisable, alors on aurait A = I, contradiction.
2 i
Ré 3 .
éponse ( ; O)

Puisque A + ‘A est symétrique, d’apres le théoréeme fonda-
mental, il existe 2 € O,(R), D € D,(R) telles que

A+ A=0Do

D’autre part, comme A + A est nilpotente, il existe p € N*
tel que (A + 'A)? =0, d’ot D? = 0.

En notant D = diag(A{,...,A,), on a Af =...=A=o,
doirj=...=4,=0,D=0,A+ A=0,AcA,(R).

1 t
Notons § = E(A + eSS, R).

D’aprées le théoréeme fondamental, il existe 2 € O, (R),

D € D, (R) telles que S = 2D~ Notons Ci,...,Cy les
colonnesde 2, X =Cy + ...+ Cp,

diag(ry,...,An) = D.
n

Onaalors: XX =n et XSX = Z)“i =tr(S).
i=1

Deplus: X UX = (X UX) = XAX,

donc: SX = WAX.

Enfin, tr () = %(tr (A) +tr (tA)) = tr(A).

D’apres le théoréeme fondamental, il existe 2 € O, (R),

D €D, (R) telles que S = 2D~ 1.
Onaalors: A =D +il,)2 L.
En notant D = diag(Aq,...,A,) :

n

det(D +il,) = [ [ +1) #0,
k=1

car: Yk e{l,...,n}, A\x € R.

Ainsi, D + il,, € GL,(R), puis A € GL,(R).

1+1i 1 4 =5
1 241 0 3
4 0 i 7
=5 3 7 3+i

Exemple : € GL4(R).

1) Soit (X,Y) convenant.

Alors X et Y sont inversibles et :
y=m)IxT=x%1eS,®),

etdeméme: X € S, (R).

XYX =1,

laal()]s s ou
{ n {

(XY)2=X(¥XY)=X
etdonc X3 = XYX = 1o

D’apres le théoréme fondamental, il existe £2 € O, (R),

A 0

eD,®)

An

telles que X = 2D !
Ona:

X3=l,=D’=1, = (Vke{l,....n}, } = 1)
= (Vke(l,....n}, x=1)= D =1,
= X =1,

donc X =Y =1,.

2) Réciproque triviale.

Réponse : {(I;,1,)}.

a) D’apres le théoréme fondamental, il existe 2 € O, (R),

Al 0

eD,(R)

0 .

telles que S = 2D Soit X € M, | (R) tel que
A2
XX =1;notons Y = 21X =
Yn
Ona:
{tYY = te-lo-lx = wee-1x =txx =1
ypy =txto-lpe-lx =txepe-1x =txsx.

n
D’autre part : ypy = Zkiyiz,
i=1

Min A; et B= Max A;:
i 1<in

d’ou, en notant o« =
<ikn

n n
a=a) y}<YDY<B) ¥ =5
i=1 i=1
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b) Notons ¥ ={X e M, |(R);'XX =1}, ¢:S — R.
’ X—>XSX

D’apres a), ¢ est bornée et, avec les notations de la solution
dea): VXe X, a<op(X)<B.

En gardant les notations de la solution de a), supposons, par

1 0
exemple, ] = ... = Ay, etnotons Y| = W = ol
0 1

X =RV, X, = 2Y,.
On a X1€X, X,€X, ¢(X1) = Y DY =xrq,
¢(Xn)= tYnDYn =)Ln-

Ceci montre que ¢ atteint ses bornes inférieure et supérieure
en (au moins) X et X, respectivement.

e D’aprés le théoreme fondamental, A étant symétrique réelle
est diagonalisable dans M, (R).

Notons Aq,...,A, les vp de A, rangées de fagon que :
M << A
X1

e SoientA € R, X = €M, |(R)—{0}.Ona:

Xn
AX = AX
— (Vi e{l,...,n}, < Z )Cj> +dix; = )»x,-)
I<j<n
J#
n
<— | Vi e{l,...,n}, xj=A+1—-d)x;

j=1

Remarquons d’abord que les d; — 1 (1 < i < n) ne sont pas
n
vp de A. En effet, si A =d; — 1, alors ij =0, d’ou, pour
j=1
tout kde {1,...,n} —{i}, A+ 1 —=dp)xx =0,

donc x; = 0 (cardy,...,d, sont deux a deux distincts).
Mais alors x; = — Z xx =0,dou X =0, exclu.
1<k<n
ki

Nous pouvons donc supposer :
Viefl,...,n}, »+1—d; #0.
n
En notant s = in, on a s # 0. En effet, si s =0, alors

i=1
Vi ef{l,...,n}, A+ 1—d;)x; =0), donc X = 0, exclu.

Ainsi :
n
S:ZX,‘
AX =0 X & i=1
s
Viell,...,n}, xj= ———
el b A+1—4d;

C 1
— =1
Z)»—f—l—di
— { i=l
5

Vi e {l,...,n}, = —.
i €f n}, x; P —

Notons ¢ la fonction de R dans R définie par :

n
1
»)=-1 —
o(4) +Zh+1—¢

Calculer ¢’ et en déduire les variations de ¢ :

A | —o0 d—1 A d,—1 Ao Al dy—1 Ay +o00
1 +00 +00 oo
N
—o0 —o0 —o0 =l

o(h) \
di—l<M<dy—l<...<h_1<dy—1<Ah,

On a donc :

di—1<x el el
. ; =Y d-D<) N
dy =1 <h i=1 i=1

— (Xn:d,) —dy—(n—1) < (i,\,) —
i=1 i=1

= tr(A) —dy — (n— 1) < tr(A) — Ay
A <dy+n—1).

a) Il est clair que ¢ : E x E —> R définie par
(x,y) = ¢ (@9 B)p(x,y)
1
— 5 9(@.b)((a.x)0(,y) + ¢b,x)¢(a.y))

estune fbs sur E x E, et que W est la fq associée a .
b) * D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour ¢, on a, pour
toutx de E :
p@.b)? < p@o®), (¥@x)? < @),
(@(b.x)? < pBYP(),
d’ou, par multiplication et puisque ¢ est positive :
pa.b)p(a,x)pb,x) < ¢p(a)p (D) (x).
Ainsi, W est une fq positive.
e Soit x € E tel que W(x) = 0.

Supposons ¢(x) > 0. D’apres les inégalités précédentes et
puisque ¢(a) >0, ¢b) >0, ¢(x)>0, on déduit
lp(a,b)| = ¢p(a)p(b), ce qui contredit la liberté de (a,b)
(cf. 4.2.1 Prop. 1 p. 138).

a) 1) Supposons ¢ positive. Comme ¢ # 0, il existe a € E tel
que ¢ (a) # 0, donc tel que ¢(a) > 0. Puisque :
VieR, ¢(a)=1¢(a),

il en résulte ¢ (Ra) = Ry et donc ¢ (E) = Ry.

2) Réciproquement, si ¢ (E) = R, alors ¢ (E) C Ry, donc ¢
est positive.



b) Méme raisonnement qu'en a), ou bien appliquer a) a —¢.

¢) 1) Supposons ¢ ni positive ni négative. Il existe a,b € E tels
que ¢(a) <0 et ¢(b) > 0. Comme ci-dessus, puisque
¢(a) <0, on a ¢(Ra) =R_, et, puisque ¢(b) >0, on a
¢(Rb) = R,. Puis :

¢P(E) Dp(Ra) U p(R) =R_ UR; =R
etdonc ¢ (E) = R.
2) Réciproquement, si ¢ (E) = R, alors il existe (a,b) € E?2
tels que ¢ (a) < 0 et p(b) > 0, donc ¢ n'est ni positive ni né-
gative.

A< B By — Ay €S
Ay < By Bz—Azes;lF

= (By + By) — (A1 + Ap)

= (B —A))+(By— Ay €S/
= A| + Ay < B; + By, cf.453Rem.1)3)p. 171.
e Idem avec 4.5.3 Rem. /) 4).

a)eVk e(l,...,p},S? € SF, cf. 453 Rem. 1)5) p. 171
)4
«) S? €Sy, cf.453Rem. 1) 3).
k=1

b) <= : trivial
=K
S=0
Vk e {1,...,p}, XSZX >0

— | VX eM, |(®),

i XSZx = XSX =0
k=1

= (vx eM, |(R)Vk € {I.....p}, XSZX = 0)
= (Vke{l...
— (Vke(l,...

,pLYX e M, |(R), |[SkX[| =0)
.0}, Sk =0).

a)tTASA) = TASA = USA.
b)¥X e M, |(R), X("ASA)X = Y(AX)S(AX) >0

VX €M, | (R), (tX(tASA)X -0

4:)t(AX)S(AX):0:>AX:0:>X:O).

*“(AB+BA)= BA+ "A'B=BA+ AB= AB + BA

«A2 1+ B2 (AB+BA)=(A-B)? eS8},
cf. 453 Rem. 1) 5) p. 171.

Examiner I’exemple :

1 0 1 1
n_2,A_<O O),B_(1 1),dalnslequel

2

A €S, BeS], mais AB+BA=(1

1
0) ¢ ST, car
det(AB + BA) =—1 < 0, ou encore,

1
avec X = < 2), X(AB+BA)X =—-2<0.

Réponse : * oui, sin =1

enon,sin > 2.

Soit X € M, |(R) tel que (A 4+ B)X =0.
XA = Y(AX) = -"(BX) = XB,

uis XAX = W(AX) = -XBX
PUS l tyax = v A)x = XBX

Ona:

,donc WAX = 0.

Comme A € S, on déduit X = 0.

Cecimontre : A+ B € GL,(R).

a)'AA€S,(R) et: VX € M, | (R),
X(AAX = YAX)(AX) = |AX]|2 > 0.
b) D’apres I'ex. 4.2.5, rg (tAA) =r1g(A),dou:

YUA € S;Jr 12 (AA) = p < 1g(A) = p.

Soient X; € M,, | (R) (1 <k < N),
X
X =
XN

€M, | (R) décomposée en blocs.

N
Onaalors: XSX = Z thSka.
k=1

a)SeS — (vx eM, |(R), XSX > 0)
N N

— <V(x1,...,xN) e [[Mu.i®). > XaSiXe > o)
k=1 k=1

— (Vk e {l,...,N}, VXp M, | (R), X Sc Xy > 0)

— (Vke{l,...,N}, Sy € S).

b) Méme méthode qu’en a).

1 0
En notant P = (_571 ty Iq),onaP e GL,(R),

-1
p_ (b -UB
o L )

A—UB 1ty 0)

PSP =
et S 0 B
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a) On déduit de I’ex. 4.5.18 :

_ -1t
SeS’ <:><A vs—u O>€S+

p+aq 0 B p+aq
{A—UB“UGS;
+
BeS,
&= A-UB''UeS].

b) Méme méthode.

a) L application f : M, (R) — M, (R) est continue,
A—tA—A

{0} est fermé dans M, (R), et S,,(R) = f_1 ({0}) ; donc S, (R)
est fermé dans M, (R).

b) Soit (Ax)reN une suite dans S;f, convergeant vers un élé-
ment A de M, (R).

e D’aprés a), comme S; CS,(R),onadéja: AeS,(R).
*Soit X € M, |(R).Ona: Yk € N,'’XA; X > 0.

Comme Ay —> A, on déduit :
koo
YA X — XAX.
koo
Par passage a la limite dans les inégalités, on obtient :
'XAX >0,etdonc A €S

Ceci montre que S: est fermé dans M, (R).

Enfin, S;" =S NS,(R), donc S; est aussi fermé dans
S, (R).

X1 bl
Notons X = ,SX =1 :
Xn Yn
Vke{l,...,n}, xx <0
Vke{l,...,n}, =0
Par hypothese : ,

n
XSx = Zxkyk =0
k=1

douXSX =0, puis X =0 (car S € S,’ﬁ).

Former le polyndme caractéristique :
Xc) =1 - k)3 +2cosaxcosBcosy — (1 —A)M,

ol M = cos?a + coszﬁ ol coszy.

Etudier les variations de X

| M q M
A —o0 0 3 + 3 400

Oo\\ /\w

Comme Xc(0) =68 >0, xc n’admet aucun zéro dans
] — oo; 0]. D’autre part, d’apres le théoreme fondamental, X

xc()

est scindé sur R. Ainsi, les vp de C sont toutes > 0 et donc
(453 Th.p.172): C € ST+,

Examiner I’exemple

10 0 1
n=2, Az(o 0)’ B=<1 o)’

0 1
pour lequel AB = <0 0) , qui n’est pas diagonalisable.
Réponse : * oui, sin = 1

enon, sin > 2.

D’apres le théoréme fondamental, il existe 2 € O, (R),
A
' o
eD,(R)
0 o

telles que A = @p-1.
a)p 20> AeS & Vie{l,....n}2 =2 0)

n
— det(A) = ]_[A,- >0.
i=1

b)p >0 AeSIT = (Vie(l,...n}, 1 >0)

n
= det(A) = ]_[A,- > 0.
il

D’apres le théoréeme fondamental, il existe £2 € O, (R),
A 0
e D, (R)

0 oy
telles que S = @b~
Ur

En notant R = £2 .Q_l,ona:

0 o
ReS,(R) et RP=02DR 1 =35.

De plus, R € S si S € ST, car alors :

Vie{l,...,n},A; = 0.

a)Ona'dA € S, donc (4.5.3 Th. p. 172) :
Vi e{l,...,n}, uij =0.

DY i = tr(AA) =Z(Za2})
i=1

=1 Nl

Soit (5,5") € (S;)2.
D’apres le théoreme fondamental, il existe 2 € O, (R),
D € D, (R) telles que S = 2D



Notons B = £2715'2. On a alors :
s=epe!, s =9eBe!, ss'=0epB2 !,
d’ou :
tr(SS') = tr (DB) et tr(S)tr(S') = tr (D) tr(B).

Autrement dit, on a reporté le probleme sur le couple (D, B)
au lieu de (S,S’), ou D est diagonale.

Al 0

Notons D = et B = (bij)ij-

0 .
Comme S € S, ona: Vie{l,....n},n =0.

D’autre part, B € S,T car : B=Q718Q, 2 €0,®),
NS S;. En particulier, en notant (Eq,...,E,) la base
canonique de M, | (R) :

Vi e {l,....n}, bij = 'E;BE; > 0.

a) 11 est clair (par développement, par exemple) que :

Xn:kibu < (ih)(ibii) )
i=1 i=1 i=1

dou: tr(SS) =tr(DB) < tr(D)tr(B) =tr (SHtr ().

b) Si (S,8') € (S;1)2, alors :
Vi e{l,...,n}, (A >0eth;; >0),d’ou(sin =>2):

i)-ibii < (ih)(ibii),
i=1 i=1 i=1

etdonc: tr(SS") < tr(S)tr(S).

Soit (A4.B) € (M,,(R))>. Ona:
IAB||2=tr Q(AB)AB)=tr (BCAAB)) =tr (‘tAA)(B 'B)).
D’aprés 'ex. 4.5.27 a), comme 'AA € ST et B'B € S, ona:
tr((tAA)(B B)) < r(AA)tr(B B) = r*tAA)tr('BB)
= ||AI121|B]%.
Remarque : En particulier :
Vk € N*, ||AK|| < [1A]IF,

et donc :
Vk € N*, ||AK||V/E < Al

1) Pour p = 2, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le
produit scalaire canonique < -,- > sur M,(R) :
(A1 Ag)| = | <" A1, Ay > | < |41l [|A2]|

= [1A7]] I[A2]l.
2)Soitp = 3.D’apreslecasp =2 :

tr(iliA,)

p—1
< | TT A nApl.
i=1

D’autre part, d’apres 1’exercice 4.5.29 et une récurrence im-

p—

1
< [T nadll.

i=1

)4
< [ n4ill.
i=1

p—1
médiate : l—[ A;
i=1

«(fj

i=1

D’ou :

I suffit d’appliquer 'ex. 4.5.72 S = 'AA € S,T, en remarquant :

VX e M, 1(R), XSX =||AX|?>.

1) Supposons A € S,':'+. Notons B = (Eq,...,E,) labase ca-
nonique de M, 1 (R), ¢ la fq de matrice A dans B, et, pour
chaque i de {1,...,n}, ¢; la fq sur Vect(E;,...,E;) de

aj _ aj
a — a

matrice dans la base (E;,. .. E;).
ay ay ... a

Chaque ¢; est définie-positive, donc (ex. 4.5.25) :

aj -
a — a
Vi efl,...,n}, > 0.
ay ay ... a
Mais, par Ly «— Ly — L1 Q< k<i):
a — a
a — a
ay ay ... a
ai - aj
a—ay — a)—ay
0
ai — a1

=aylay —ay)...(a —a;_q).
D’ou :
ay > 0,ay(ap —ay) >0,...,
aj(ap —ay)...(ap —a,_1) >0,
etdonc: O <ay;<ap <...

<ay.

2) Réciproquement, supposons 0 < aj < ... < ay.

Soient . ..,0, € R (a choisir ultérieurement)
o] o]
a o
etT = eT,s@®).
0
(o7
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Ona:

2 2
. — 5
2 2 2 2
. (o S S p— ay +ay
T'T = o
a% a%—f—a% (x%...—f—a%

En choisissant o) = \/a; >0, ap = Jap —a; >0, ...,
oap=.Jan —a,_1>0,ona:TeGL,R)et A= 'TT,
dou: AeS;t

Remarquer d’abord : A € S;,(R).
D’apres § 2.7.2 Exemple :
a— X b

Xa(A) = N
b a—\

- (a_x+(n— l)b>(a —a—byn L

D’aprés 4.5.3 Th. p. 172 :
a+n—1>b=0
a—b=>0

a+n—1)>b>0
a—>b>0.

-AeS,J{<:>SpR(A)C]R+<:>{

*AeS/T < Spr(4) CRY <=>{

Réponse : * A € S« a > Max (b,(l = n)b)

cAeSHt e=a> Max(b,(l —n)b).

Remarquer d’abord : S € S, | (R).
* En notant P, le polynome caractéristique de S, et en dé-

veloppant par rapport a la (n 4+ 1)°™€ ligne :

o—A X1 Xn
X1 B—A
Pn+1()"): 0
o >
Xn B— At
X1 X2 coo 3%
B—A 0
=(B—NPy(M) + (=D)"x,
(B=2)Py() + (=1)"x O\

B=2 0l
= (B — MNP — (B — 112,
En déduire :

xs) = (B — 0" 1T,0),

ou 7, est le trindme défini par

T, (%) = A2 — (@ + A + (aﬂ— Zx,f)

k=1

n
Le discriminant de 7 est (o — /3)2 +4 Z x,g, et les zéros de
k=1
T sont > 0 si et seulement si leur somme et leur produit sont

n
>0, cesta-dire: o+ >0 et af— Y xg>0.

k=1
Appliquer enfin 4.5.3 Th. p. 172.
. 1o
Réponse: 8 >0 ecta > — Zxk.
P k=1
D’apres I’ex. 3.3.7, les vp de S sont :
pr
Ap:a+2bcosn+], 1< p<n.

Alors (cf. 4.5.3 Th. p. 172) :

SeS (Vp e{l,....n}, 2bcos an1 > —a)

T
<= —2|b| cos

n 1>—a,

et démarche analogue pour S .

<a

Réponse : » S € ST <= 2|b| cos
P Y || )

«S €S« 2|b| cos
n

— : évident.
—:
Supposons qu’il existe k € N* tel que ASK = SkA.
D’apres le théoréme fondamental, il existe 2 € O, (R),

A 0
D = e D,(R)
0 o
telles que S = QD1
De plus, puisque S € S,T : Vie{l,...,n}, A; =0.
Onaalors: V(@i,j) €{l,... ,n}z, ()»f = )»f = A = Aj).
Donc (interpolation de Lagrange sur les )Lff deux a deux dis-
tincts), il existe P € R[X] tel que :

Vie{l,....n}, A =P@Qb).

Alors D = P(DY), puis S = P(8%). Comme S* commute

avec A et que S est un polynome en Sk, on conclut que S com-
mute avec A.

a) Il est clair que f € L(E). De plus :

V(x,y) € E2, (f)ly) = (Z(ei [x)e;
i=1

=) (eil)(eily) = (x
i=1

!

Z(e,wy)e,») = (I fO))
i=1




cVr e B, (xlf@) = Y (xlen? > 0
i=1

e Pour tout x de E :

@) =0 > (xle)? =0
i=1

— (Vi € {1,...,n}, (x|e;) = 0)
= xele,....en)t = EX = {0}
<— x=0.

Finalement, f est symétrique défini-positif.
b) Soit B une b.o.n. de E ; notons A = Matg(f).

D’apres a), A € Srfﬂ donc A=! existe et A=! € S,J[+ ; ceci

montre que f —1 existe et est symétrique défini-positif.

D’apres I'ex. 4.5.26, il existe R € S telle que R2 = A~
En notant # I’endomorphisme de E tel que Matg(u) = R, il

est clair que u est symétrique défini-positifet u ou = f -1

¢) Notons, pour i € {1,...,n},v; = f‘l(e,-).
Ona:

Vi ef{l,...,n}, e = f(v;) = i(eﬂvi)ej.
j=1
Comme (eq,...,e,) estlibre, il en résulte :
Vi, j) € {L,....n}% (¢jlvi) = &;
(symbole de Kronecker).
Puis, pour tout (i, j) de {1,...,n}%:

(u(enlu(e;)) = uouele)) = (f~ele))
= (vilej) = dij,

donc (u(ei))1 <; <, estune b.o.n. de E.

a)D’apres I'ex. 4.5.26, il existe R € S,T telle que R? = A.Alors
(cf.ex.3.1.14) :

Spc(AB) = Spc(R(RB)) = Spe(RBR).
Mais RBR € S, (R), donc Spc(RBR) = Spr(RBR) C R.

b) Comme en a), avec de plus RBRGS,J{, donc
Spc(RBR) C R,

c) Il existe R € S,T"' telle que R2=A,dou:
AB = R?’B = R(RBR)R™! ~ RBR.

Comme RBR € S, (R), RBR est diagonalisable (dans
M,,(R)), et donc AB, qui lui est semblable, I’est aussi.

, (1 0 (0 1
d)Reponse.A-(0 0),B—<1 0)'

a) » SftcSy et ST cGL,(R) (car VSeS/ T,
Spr(S) C R%), donc S;* ¢ S NnGL,(R).

*Soit $ € ST NGL,(R).

Alors Spr(S) C Ry et 0 ¢ Spgr(S), d’ott Spr(S) C RY, et

donc S € St

b)St =8, N GL,(R) et GL, (R) est ouvert (dans M, (R),
cf. Analyse PC-PSI-PT, ex. 1.3.2, donc S, * est ouvert dans S;' .

1
VpeN*, S+—1,eSt
p

¢)Soit S €S . Ona:
S+-I, — §
P px

Ceci montre que S, est dense dans S;'.

a) D’apres 4.5.3 Th. p. 172, et le théoreme fondamental,

comme B—AeS,‘f, on a tr(B—A) >0, donc
tr(A) < tr(B).

B) 1)SiAce S,T'*‘, d’apres le théoreme de réduction simulta-
née (4.5.2 Th. p. 169), il existe P € GL,(R),

d 0
€ D, (R) telles que :
dy
A='PP et B= 'PDP.
Puisque B— A €S, et B— A= P(D—1,)P,
ondéduit D — 1, € S}, d'ou: Vi € {1,...,n},d; > 1.
Puis : det(D) = ﬁd,- > 1,
i=1

donc :
det(B) = (det(P))2det(D) > (det(P))? = det(A).

2) Si Ae S,f — S,J{Jr, alors det(A) =0 et, comme
B>A>0,B¢e S,f donc det(B) = 0 (cf. ex. 4.5.25), et fi-
nalement : det(A) < det(B).

Puisque (A,B) € S, " x S, (R), d’apres le théoréme de ré-
duction simultanée (4.5.3 Th. p. 169), il existe P € GL,(R),

d
o
D= eD,(R) tellesque: A= PP et
0 d,
B= 'PDP.
Ona:

A<B=B—-AecS < D-1,eSS
= Vie{l,....n}, ,; =1).

Et, comme

AL =p 1Pl et Bl =pP-IDp 1P,
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on a aussi :

Bl<a e (vie(l.....n}, — < 1).

D’apres le théoréeme de réduction simultanée (4.5.3 Th.
p. 169), il existe P € GL,(R),

d
' o
e D,(R)

v

tellesque: A= PP et B= 'PDP.
Alors :
« det(A) = (det(P))?
o |det(A +iB)| = |det('P(I,, +iD)P)|
= (det(P))2|det(I, +iD)|

ﬁ(1+idk) =ll[,/1+dk2> 1,
k=1

k=1
det(A) < |det(A +iB)|.
Cas d’égalité :

e |det(I, +iD)| =

d’ou :

n
det(A) = [det(A +iB)| <= [[(1 +d?) =1
k=1

<= (Vke{l,...,n},dr=0).

Réponse : det(A) = |det(A +iB)| < B =0.

Puisque A est symétrique réelle, d'apres le théoreme fonda-
mental (4.5.1 Th. p. 164) il existe £2 € O, (R),

D = diag(A{,...,An) € Dy(R) telles que A = 2D
On déduit :

n
ZA,- =tr(D) = tr(A) = tr (MM — M'M)
i=1
=tr("MM) —tr(M'M) = 0.
D'autre part A € S;F, donc: Vi € {1,...,n}, A; >0.
On déduit: Vi € {l,...,n}, A; =0,
d'ou D =0, puis A =0.

D'apres 3.4 Cor. p. 100, f est trigonalisable dans M, (C), donc
n
det(f) = 1_[ Ak, OUAq,...,A, sontles vp de f (non nécessai-
k=1

rement distinctes) dans C. De plus, les vp complexes non réelles

de f sont deux a deux conjuguées, donc l_[ Ak est un

1<k<n
@R

réel > 0.

D'autre part, Spr (f) C {—1,1} (cf. 4.3.2 Prop. 10 p. 155).

Comme det (f) = —1, il en résulte que 1'ordre de multiplicité
de la vp —1 de f est impair ; en particulier, cet ordre est non
nul, donc —1 € Spr(f).

Formons les polyndmes caractéristiques :

aj] — A arn aty
ajp  axp —A
* xa(d) = .
@l Ann — A
] n
="+ ENTY
i=1
RS D D e AT
il iy e |
Si<jsn
n n
« xo®) = [J@i =2 = 0"+ 0" Y a
i=1 i=1
—I—(—)»)n_z Z ajiajj +...

1<i<j<n

Supposons A ~ D. Alors x4 = xp, et en particulier :

aii  ajj
2 = 2 auap,
= ajj  ajj =
1<i<j<n J 1<i<j<n
d'ou : E al-zj:0,
1<i<j<n

donc: V(ij)€{l....n}% (i <j=aj;=0),

et finalement: A = D.

Soit X € M, 1 (R). Comme :

VkeN, (XA?X>0,'XBX>0)
XAZX + XB2X = 'X(A2 + B2)X —0,
koo

on déduit: 'XAZX —0 (et 'XBIX —0).
koo koo

Mais: Vk e N, tXA%X = ||AkX||2 (ou|].|| estla norme eu-
clidienne canonique) ; on en déduit : Az X k—> 0.
(0¢]

Comme (VX € M, |(R), AxX k—) 0), il est alors clair que :
oo
A —> 0 (et de méme By — 0), en remplagant X successi-
koo koo

vement par les vecteurs de la base canonique, par exemple.

Remarque :
On peut montrer de facon analogue le « Théoreme d'encadre-
ment » suivant :

Soient (Ap)reNs (Bi)keNs (Cr)ren trois suites dans S, (R), et
S eS,(R).

) {VkeN, Ar < By < Cy

i Ar—>S et Ct—> S ,alorsBsz.
koo koo

1 AraF
a){ n.€ Sy = I, + A7 € S+ C GL,(R).

2
A eSSt



b) On peut munir M, (R) d'au moins une norme d'algebre (on
dit aussi : norme multiplicative, ou : norme sous-multiplica-
tive), c'est-a-dire d'une norme ||.|| vérifiant :

V(A.B) € M,(R)?, ||AB||<IIAll |B]].

11 suffit de choisir, par exemple :

1
[lo]] - A = (aj;)ij —> — Max |a;j|.
) v n1<i,j<n Y

Ona:
VkeN, [[Axll =y +Af)3kll< (11, +A,%H [| B ||

I, +A%)k€N bornée (car (Ag)r I'est)

By —0
koo

dou: Ap—>0.
koo

Notons F = Ker(2 —1I,) ; FL est stable par £2 car, si
X e FJ‘, alors :

VYeF, Y(2X) = ‘(Qyex=Yx=0,

donc 2X € F*.

En utilisant une b.o.n. de F et une b.o.n. de FL, il existe donc
P € 0,R), 2' € M,—,(R) (ot p =dim (F)) telles que :

1 0
e=pP(7? pL
(¢ 2)
Puisque §2 et P sont orthogonales, il est clair que £2” I'est aussi.
De plus, 2" — I,,— p estinversible car

0 0
2 -1, ~ (O Q/_In—p> et 1g(£2—-1,)=n—p.
Ona: VkeN* Akzlik:(zizp b 03 p-1 o
' ’ k = 0 A ’
i
1&
Ap=2) 2"
i=0
Comme I,,—, — £2' est inversible, on a :
koo ,
Y 2=y — 2) e, — 2.
i=0
D'autre part, munissons My, , (R) de la norme |||.||| définie par :
IMX]]
[[IM]|| = Sup ou ||.|| est la norme eu-

XM, ®—(0 I1XII~
clidienne canonique sur M, _,  (R).

On sait (cf. Analyse PC-PSI-PT, § 1.3.4 Prop.) que [||.||| est
multiplicative ; de plus, il est clair que :

V' e 0, p®), I =1

k
Don: VkeN:, [[IY Q7 I<2/up—2)7 NI
i=0

k
Ceci montre que < Z .Q”) est bornée,

i=0

[
d - Q" .
onc kZ E)O

i=0
Ainsi: Ac— P (2 %) P, notée A
insi : , .

“o "0 0
~ 2 I, 0) 1

e A estun projecteur car : A = P 0 0 P~ =A

« Im(A) = Ker(2 — 1)

«'A = A car P est orthogonale.

Réponse : Ay k—) A, ou A est le projecteur orthogonal sur
oo

Ker(£2 — 1,).

a) @) Puisque A € S} il existe R € S} telle que A = R?
(cf. ex. 4.5.26, ou ex. 4.5.62). Alors :
AB = R?B = R(RBR)R™! ~ RBR.
Mais RBR € S,(R), donc RBR est diagonalisable, et
finalement A B est diagonalisable.
B) Avec les notations de «), puisque (B,R) € S, (R) xS},
ona RBR € S;,(R), d'ou :
Spr(AB) C ]Rj_ <= Spr(RBR) C Rj_
&= RBReS;"T < BeS/.
b) (i) = (ii) : résulte de a) .
(i) = (i) :
Supposons M diagonalisable dans M, (R) et Spg (M) C R% .
Il existe P € GL,(R), D € D, (R) telles que M = PDP~ !,
et les termes diagonaux A; (1 <i <n) de D sont > 0.
Considérons A = diag ((JA—,)I <i<n> , A=PA'P,
B="'P1AP~! Onaalors A € Sit, BeSH, et:
AB=pPA'P'P~laP~l = pA?p~!
=pPDP ' =M.
c) Raisonnons par l'absurde :
A,B,C,D €S, telles que :

supposons qu'il existe

—I, = ABCD.
Notons U = AB,V =CD.
Ainsi: —I, = UV, donc U € GL,(R) etV = —U~ L.
Mais, d'apres b) :
@ # Spr(V) C R et @ # Spr(~U~1) C R,

d'oti une contradiction.

a) o) Soient A € Sjl',p ef{l,...,n}.

Notons B = (eq,...,e,) la base canonique de M 1(R),
¢ la fq de matrice A dans B, B, = (eq,...,ep),
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E, = Vect(B)). 1l est clair que A, est la matrice dans B, de
la fq ¢ restriction de ¢ a E), ; comme ¢ est positive, ¢, 1'est

aussi, donc A, € S[f, d'ot (cf. ex. 4.5.25) :

det (Ap) >0.

B) Examiner l'exemple :n =2, A = (g _01> :

Réponse : non.

b) o) 1) En raisonnant comme en a) &), on montre :

AeSHt — (vp e {l.....n}, det(A,) > 0).
2) Réciproquement, supposons :

Vpell,...,n}, det(4,) > 0.

Nous allons montrer (¥ p € {1,...,n}, Ap € S;‘*‘)par récur-
rence (bornée) sur p.
Il est clair que A1 = (ay1) € S'lH'.
Supposons A), € S;*.
Décomposons A, en blocs :

Ay Cp
AP+1 = (tcp

,ou Cp e M, 1 (R).
ap41 p+1) P

Il existe M € GL,(R) telleque: A, = tMM (on peut méme
choisir M dans S;Jr ; cf. ex. 4.5.26).

Soient ¢ € R, C € M[,,l(R) (a choisir ultérieurement),
M C
N = .

Ona:A, 1= 'NN {(sztMC )
TApp1= —

ap41 py1 = 'CC +a?

Choisissons € = ‘M~1c p ; pour montrer l'existence de «, il
suffit maintenant de prouver :

t
aptl pt1 — CC20.
Mais :

-1 -1
(Ap Cp ) (A[, —A, Cp)
th Api1 ptl 0 1

( y 0 )
=\t -1 t -1 ’
CpA," api1 pr1 — CpA, Cp
d'ol en passant aux déterminants :

—1
Ap+1 p+1 — ‘cc = Ap+1 p+1 — tCPAp Cp
det(A,, 1)

=t~ 50,
det (A,)

Ainsi, il existe («,C) convenant.

11 est clair qu'alors

NeGL, (R) et A= "'NNeSH.

B) L'application f :S,(R) — R”
Ar—(det (A}),....det (A,))

est continue,

(R%)™ est un ouvert de R”, et, d'apres b) a) :

Sit={AeS,R); Vpell,...n}
=~ (®Y)").

On conclut que S;:"*' est un ouvert de S, (R).

det (A,) > 0}

Notons D = diag (dy,...,d,) et r =1g (D).
Il existe o € G, telle que :
Vie{l,...,r},
{Vi e{r+1,...,n},

doiy #0
dsy = 0.

Notons P la matrice de permutation définie par :
2= (66([),14)1 <ij<n Ol b est le symbole de Kronecker.

Il est clair que P est orthogonale et :
PDP~! = diag ((doi)1<i<n) -
Ennotant D' = PDP~! et A’ = PAP~!, onaalors :
‘AA = D? <= 'A'A' = D"
Puis, pour toute 2" de O, (R) :
A=2'D < A=Pl@'pPD,
et P712'P e 0,(R).

Ceci montre qu'on peut se ramener au cas d{,. . . ,d, tous 7# 0
etd,1,...,d, tous nuls, ce que nous supposons maintenant.

Notons Aq,...,A, les colonnes de A. Puisque TAA = D2,

ona:

Vi, j) ell,....n)%,
i#j= "4A4;=0
i=j<r= "A4A=d?>0 .
i=j>r+1=""4;4,=0

On a donc :
p. 141).

Vie{r+1,...,n}, A; =0 (cf. ex. 4.2.3

1
Notons, pour i € {1,...,r}, Al = d—A,-.Ainsi, (A/l,...,A;)
i

est une famille orthonormale (pour le produit scalaire canonique
sur M, {(R)). On peut la compléter en une b.o.n.

(AL, ALA .., A7) deM,, 1 (R). Notons 2 la matrice

r+1°°
dont les colonnes sont A/l,. . A silestclairque : 2 € O, (R).
De plus :
dj
0
’ / ’ / dr
QD= (A} AL AL ... A 0

=(A]...A,0...0) = A.

1) E est fermé
Soient (Sk)ren une suite dans E et S € M, (R) tels que :

Sy —> S.
koo



« Puisque S, (R) = 61 ({0}), ot 6 : M,(R) —> M,,(R) est

Ar— 'A—A
continue et {0} fermé, S, (R) est fermé dans M,,(R), et donc
S eSS, (R).

* Puisque S,T est fermé dans S, (R) (cf. ex. 4.5.20) et que, pour
toutkdeN, Sy — A € S,J{,ona:

S—A=1m(S; —A) eSS
koo

n >

donc A < S.

De méme : S < B.

Ainsi: S € E.

Ceci montre que E est fermé dans M, (R) (et dans S, (R)).

2) E est borné
Munissons M,, 1 (R) de la norme euclidienne canonique (dé-

1
finie par || X|| = ('XX)2), et M, (R) de la norme subordon-
née |||.||| (cf. Analyse PC-PSI-PT, § 1.3.4) définie par :

_ [IMX]|
M|l = Sup X0
xeM, ;®—(0 [1XII

On sait (Analyse PC-PSI-PT, § 1.3.4) que |||.||| est une norme
multiplicative.

Soit S € E ; notons S =S — A, B' =B — A. On a ainsi :
0<S'<B.

D'apres l'ex. 4.5.26, S’ et B’ admettent des racines carrées dans
S,. On a, pour tout X de M,, | (R) :

1
I1S2X|12 = 'XS'X < 'XB'X
1 1
= 1B 2 X1 <IIIB21111X| /%,
1N /l /l
dot: [1IS"2 11 < I1I1B'Z1ll,
puis :

1\2 1 1
IS =11(s'2) <1212 < s zie,

et enfin :

1
ISII< IS — Alll + A< 1B Z11I? + 1Al

Ceci montre que E est borné.

3) Comme E est une partie fermée bornée dans un evn de di-
mension finie (M, (R) ou S, (R) ), on conclut : E est compact.

a) Par produits par blocs :

o =1,
{Qt(z =1,
'YAA+ 'cC =1, 'AB+ 'CD =0,
- '‘BB+ 'DD=1,_,

A'A+B'B=1,, A'C+B'D=0,
ctc+p'D=1,_,

En particulier :
(det (A))? = det *AA) = det (I, — 'CC)
= (=D % (D
(det (D))? = det (D 'D) = det(I,—, — C 'C)
=(=D""Pxc i c).
D'apres I'ex. 3.2.12 :
(=X xiccX) = (=X)""Pxc e (X),
dou:  (det(A))? = (det(D))2.
b) » Montrons : SpR(tAA) C [0; 1].
Soient 1 € Spr(*AA), X € SEP('AA,A).
Puisque 'AA € S;f,onadéa: 1>0.
D'autre  part tfccx =1, — '"AA)X = (1-1X,
donc 1 — x € Spr(*CC).

Comme 'CC € S, on déduit 1 — 1> 0.
Cecimontre : 0<A<1.

* D'apres le théoreme fondamental, il existe :

2 € 0,[R), D=diag(r;,....h) € D,(R)

telles que 'AA = @D
On vientde voir: Vi € {1,...,n},A; € [0; 1]. D'ou :

(det (A))2 = det *AA) = det(D) = 1_[ Ai € [0; 1].
i=1

1¢7¢ méthode
D'apres le théoréeme de réduction simultanée (4.5.3 Th.
p- 169) il existe P € GL,(R), D € D, (R) telles que :

A= 'PP et B='PDP.
Onaalors: AB= 'PP'PDP.
Notons M = P 'PDP 'P_ qui est symétrique; on a ainsi :
'PM = AB'P.
Puisque AB est nilpotente, il existe k € N — {0,1} tel que
(AB)F = 0. On déduit alors :
tpM* = AR P =0,

d'ou, puisque P € GL,(R), Mk =0.

Ainsi, M est symétrique et nilpotente.

D'apres le théoréme fondamental (4.5.1 Th. p. 164), il existe
2 €0,[R), AecD,R) telles que M = 2A21.

Ona: AF = 2-1M*2 =0, donc (puisque A est diagonale)
A=0,puis M =0.

Puisque P 'PDP 'P =0 et P € GL,(R), on déduit D =0,
puis B = 'PDP =0.
2¢me méthode

D'aprés l'ex. 4.5.26, il existe R € ST telle que A = RZ.
Ona:

AB = R?’B = R(RBR)R™! ~ RBR.



340

Ainsi, RBR est symétrique et nilpotente, donc (comme dans
la 1¥¢ méthode), RBR = 0, d'ou B = 0.

a) Notons ¥, : (Ru[X])2 —> Rett,: (R,[X])2 —> R.Ilest
(P,O)—@(PO) (P,O)—¢(XPQ)

clair que v, et 1, sont des formes bilinéaires symétriques. De

plus :

VP e R,[X] - {0}, ¥y(P,P)=g¢(P?) >0,
donc la fq associée a v, est définie-positive.

D'apres le théoreme de réduction simultanée (4.5.2 Th.

p- 169), il existe («g,....0,) € R"! et une famille libre
(®0,--.,9n) de formes linéaires sur R,[X], tels que :

b (P.0Q) = ¢:(P)pi(Q)

V(P,Q) € (Ra[X]?), 0

h(P.0Q) = > a;pi(P)gi(Q).
i=0

b)* Soit Q € R, _{[X]. On a, pour tout P de R,[X] :

D 0i(P)pi(XQ) = ¢(PXQ) = ¢(XPQ)
i=0

=Y «igi(P)gi(Q),
i=0

n
dou: Y (¢i(XQ) — @i (Q))gi = 0.
i=0
Comme (¢;)( < i <n est libre, on déduit :

Y, 0i(XQ) = aipi(Q).
En appliquant ceci 2 Q = 1,X,...,X"~!, on déduit :

Vie{0,...

0i(X) = aipi(1),  @i(X?) = afei(1),
0 (X) = o ().
n
e Soit P € R,[X] quelconque, P = Z ,Bka. Ona:
k=0

Vie{0...n) ¢(P)=) Broi(X)
k=0

Brakei(1) = P(ai)gi ().

n
k=0
D'ot, pour tout (P, Q) de (R,[X])? :

P(PQ)=) " ¢i(P)pi(Q)=Y (¢ (1))* P(c1) Q(e).
i=0 i=0

1 — 1 _
Notons R = E(A—i—A) ,S = E(A_A) ; ainsi :

(R,S) € M,(R))? et A=R+iS
(on dit que R et S sont les parties réelle et imaginaire de A).
De'A = A,ondéduit: 'R=R et 'S=5.
Ainsi, (R,S) € (Sn(IR))2 ; de plus, par hypothese,
R = %(A +A)eSHt.

D'apres le théoreme de réduction simultanée (4.5.2 Th.
p- 169), il existe Q € GL,(R) et (f1,...,ty) € R" tels que :

R='00 et S= 'Qdiag(,....1)0.
En notant P = Q_1 , on obtient :

tpAP="0"Y R +iS)Q0 ' =1, +idiag (t].....tn)

1 +in 0

1 +it,

D'apres le théoreme fondamental (4.5.1 Th. p. 164), puisque

YAA € ST ilexiste 2 € O, (R), et (Aq,. .., n) € (RY)" tels
qu'en notant D = diag (A,...,A,), on ait :
tAA =D,
11 est clair qu'on peut supposer A1 > ... >4, > 0.
V]
Notons V = 2~ 1U = .Ona:

Un

n
AU = 'V tAAU = 'vDV = av?,
i=1
donc :

¥
HAUIZ > Y anv? = MlIVI? = Ml IUIP = An.

i
i=1

=

D'autre part, en appliquant la comparaison entre moyennes
arithmétique et géométrique a A,...,A,_1, on obtient :

@t (2N fdet(tam)\iT /1=l \ih
(& e n— =
( I ) B ( A ) B < 1_{ M)

1ol 1 [
gn_IZAi <n_1ZA[=n_ltr( AA).
i=1 i=1
det (A))2
Diot: [|AUIR 52, > —St@D” -t
(tr tAA))n—1

*Soit A € S;F.

D'apres le théoreme fondamental (4.5.1 Th. p. 164), il existe
P € GL,(R), D =diag(rq,...,Ay) € D,(R) telles que

A=PDP ! et:Vie(l, .. ,n} x>0.

Soit £2 € O, (R) ; notons Q = P*I.QP, qui est orthogonale.
Ona: tr(A2) =tr(DQ).

Notons Q = (g;;)i;. Ainsi :
n n
e (D) =1 Xigiil < Y Ailgiil-
i=1 i=1
Puisque Q € O,(R) : Vi € {l,...,n}, |gii| <1, dou:

(D)< Y 4 =1r(A).
i=1



Considérons la matrice TAA.
Ona:'AA € Sp(R) et, comme :

VX eM, (),

X (AA)X = (AX)(AX) = ||AX]]5 >0,
ona:'AA e S5
Notons A la plus grande valeur propre de 'AA ;ona: i > 0.
Notons a = +/A. Il existe U € M, | (R) telque: [[U]lp =1
et CAA)U = AU = o?U.

* Supposons AU = 0. Alors AU = 'A(AU) =0 et U #0,
donc A = 0, puis, comme A est la plus grande valeur propre
de'AAetque AA € SIJ{, ona 'AA = 0. Il s'ensuit, pour tout

XeM, (R :

IAX113 = {(AX)(AX) = 'X('AAX) =0,

donc AX =0, puis A = 0. Mais alors, « =0 et U,V quel-
conques normés conviennent.

* Supposons donc AU # 0 et notons V = ———, qui est
1AUl2
normé.
Ona: AU = ||AU||pV et :
t _t AU _ 1 t
[IAUll2  [1AU]l2
1 2 0[2
= o =
[1AUI2 [1AUl2
De plus :

IAUI5 = '(AU)(AU) = 'U(AAU)

=UOU) =2 UU =2,

0[2
donc [|[AU|lp =«a et =«
AUl
On conclut :
AU =aV et 'AV =aU.

« Comme 'AA ¢ S;,*' et que A est la plus grande valeur propre
de'AA, on apourtout X € M, 1 (R) :
I'AAX Iz < A1 X]la,
d'ot, en utilisant 1'inégalité de Cauchy et Schwarz :
IAX|3 = YAX)(AX) = X (AAX) < [IX]2l'AAX])
= MIXI13 = o?|1X]13,

etdonc: [|[AX]|]p < || X]|2.

a) (ii) = (i) : évident
(1) = (i) :
Nous allons faire une récurrence sur n.

La propriété est triviale pourn = 1.

Supposons-la vraie pour un n de N*, et soit S € S, 1 (R) telle
que tr (S) = 0.

D'apres le théoreme fondamental (4.5.1 Th. p. 164), il existe
21 € On+l(R) , D =diag(A1,...,A,11) €D, 1 (R) telles

que S = .QlD.Qfl.
1

Considérons U = ‘ eM, 1 1(R).
1

n+1
Ona: 'UDU = ZA,- = (D) = tr(S) = 0.
i=1

. 1
Il existe £2p € O, 1 (R) dont la 1° colonne soit Tt U
(d'apres le théoreme de la b.o.n. incomplete).
Notons :
A =2;'D2y = '2,D2)
A
B 1 1 0 1
n 0 1

)‘n+l

R 1
Le (1,1)®me terme de A" est égala —(A1 + ...+ A, 1), donc
n

est nul.
Il existe donc C € M,, 1(R), B € S,(R) telles que :

(0 'C
“\c B)

Deplus: tr(B) =tr(A") =tr (D) =0.

D'apres 1'hypothése de récurrence, il existe 23 € O, (R),
B’ €S,(R) a termes diagonaux tous nuls, telles que
B=a28'2;".

1 0
Notons 2" = < ) € O, 1(R). Un produit par blocs

0 23

0 'cg
donne: 2" 14’2 = ( s ) , qui est symétrique

-1 -
£2°C B
et a diagonale nulle.

b) 1l s'agit du méme résultat que a), exprimé en termes de forme
quadratique.

(1) = (ii) :

Supposons pog = gop.

Soit (x,y) € (FNG)-NF) x (FNG)LNG).

Puisque x € F =1Im(p),onap(x) =x,

puis p(g(x)) = q(p(x)) = q(x), donc g(x) € Im(p).

Ainsi: q(x) € FNG.

Comme y € (FN G)L et que g est symétrique, on déduit :
<x,y>=<x,q(0)>=<qx),y>=0.

Ceci montre que les sev (£ N Gl NFet(FNG)LNGsont
orthogonaux.

341
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(1) = (@) :
Supposons que les sev (F N G)L N Fet(FNG)L NG soient
orthogonaux.

1) Soitx € E.Ona:
Vze FNG,

<plx—q).z>=<x—-qkx),pl)>=0,
puisque p est symétrique et que

{x —qg(x) e Ker(g) = Gax
p(x)=z€G

Ainsi: Vx e E, p(x —g(x)) € (FN G)J-, et donc :
VxeE, px—qx) e (FNG)LNF.

Deméme: Vye E, q(y — p(y)) € (F ﬂG)l NnG.
D'apres I'hypothese :

V(x,y) € E2, < px —qx)), g0y — p(y)) > = 0.

2)Soitx € FL = Ker(p). D'apres le résultat précédent :
VyeE, <-p@x) q(y—pQk) >=0.
En particulier, en remplacant y par x :
< —p(g(x)), ¢(x) >=0,
doi: 0= < pog(x), g(x) > = < p?oq(x).q(x) >
=< pogq(x), poq(x) > = [lpog()II%,

donc pog(x) = 0, et en particulier : pog(x) = go p(x).
Ceci montre que F. est stable par ¢.

3) Comme F= est stable par g et que g est symétrique, on en

déduit aisément que F (= F+1) est aussi stable par ¢. Donc :
VxeF,qx)eF, cest-a-dire:

VxeF, (pog)(x) =qx) = (gop)(x).

4) On a prouvé que pog et g o p coincident sur F et sur Ft
qui sont supplémentaires dans E, donc pog = gop.

a) (i) = (i) :

(f*o )2 =f*o(fof*of)
= f*o f, donc f*o f est un projecteur de E. De plus

Supposons f € A. Alors :

(f*o f)* = f*o f. Ainsi, f* o f est un projecteur symétrique
de E, donc est un projecteur orthogonal (cf. ex. 4.3.1).

(ii) = (iii) :

Supposons que f* o f soit un projecteur orthogonal de E.

Soit x € (Ker(f))J‘. Ona:

LF((f* o0 )(x) — 0112
=< ffofoffof(x)— ffof(x), ffof(x)—x >
:O’

donc f((f*of)(x) —x) =0, f*of(x) —x € Ker(f).

On déduit < f*o f(x) —x,x > =0, d'ou:

NI =< fX).f(X) > = < f*o f(x).x >
=<xux>=|x|]%

(iii) = () :

Supposons : ¥ x € (Ker (£)*, [|f )] = ||x]l.

Soit u € E. 1l existe (y,z) € (Ker(f))1 x (Ker (f)) tel que
u=y-+z Onaalors f(u) = f(y).

Montrons f*o f(y) = y.
« y € (Ker (f))*, donc || f ()] = Iyl dod :
LF o FO =12 =11F o FOIIE = 21 F DI +IyIP
=[1f*o fFMI* = IF DI
s f*o f(y) € (Ker (f))* car:
VieKer(f), <t.f*of(y)>=<f(0).f(y) >=0.
Done || £(f*o fFONII = I1f*0 f()Il, dou comme ci-dessus :

Ifof*o ) — FOII?
=Ifof*o fFMIZ = 2l1f*o FMIZ +IF DI
=~/ FOIP + IIF W%
En additionnant les deux résultats précédents, on déduit :
If*o ) —ylI> =IIfof*o f() — FWIPZ =0,
donc f*o f(y) = y.
Alors :
foffof)= fof*of(y)=f)=f),
et finalement f € A.
b) 1) D'apres a) (implication i = iii), on a déja :
Ker (f) C {x € E; [|f)Il = |Ix][}.
2)Soitx € Etel que || f(x)|| = [|x]|.Ona:

1f* 0 f)—xI2=11£*0 FI? = 211 £ OII? + [1x]1
=< f@), fof o f(x) > =2|lf @I+ |lx|/?
= —[If@I* +IxI1?> =0,

donc f*o f(x) = x.

3) Soit x € E tel que f*o f(x) = x. On a, pour tout z de
Ker (f) :

<x,z2>=< ffof(x),z>=< f(x),f(2r) >=0,

ce qui montre : x € (Ker (f))J‘.

c)l)f e O(E) <= f*of =e= fof*of=Ff
<= f €A, donc O(E) C A.

2) Soient (fx)renN une suite dans O(E) et f € A tels que :
fr k—> f-Ona:
o0

VkeN, fiofi= fioff =e,
d'ol, en passant 2 la limite et en remarquant f;* k—) f* (dans
oo

L(E)): f*of = fof*=e, donc f € O(E).

Ceci montre que O(E) est fermé dans A.



Ou encore, on sait que O(E) est fermé dans L(E) , donc fermé
dans A, puisque O(E) C A C L(E).

3) Montrons : O(E) = ANGL(E).

L'inclusion O(E) C A NGL(E) est déja acquise.

Soit f € ANGL(E). Alors fo f*o f = fet festinversible,
d'ot f*o f =e,donc f € O(E).

Ainsi : O(E) = ANGL(E). Comme GL(E) est ouvert dans
L(E), il en résulte que O(E) est ouvert dans A.

1) Existence (cf. aussi ex. 4.5.26)
D'apres le théoreme fondamental, il existe (Aq,...
€ (Ry)" et 2 € O, (R) tels qu'en notant

D = diag (A1,...,An),onait S = 2DL

An)

Considérons A = diag(y/A].....~/An), et R = AR~
Alors :

cRZP=0A’Q =D =3

R=127 A2 =2A02 1 = R, donc R € S,(R)
*ReScarReS,(R) et Spr(R) C Ry.

2) Unicité

Soit R € S; telle que RZ = S.

s {SPR(R) C {1 v € Spr(S)}
" |V eSpr(R), SEP(R,A) C SEP(S,A2)
car: VA eR, VX e M, | (R),

(RX = AX = SX = RZX = AZX).
Puisque R et S sont diagonalisables, on déduit :
M, R)= (D SEP(R.)
AESPR(R)

c @ Ssepsatc P SEPGS.)
1eSpg(R) HESPR(S)

=M, | (R),
d'ou nécessairement :
{Spw) = (A% 1 € SpR(R))
VA € Spr(R), SEP(R,A) = SEP(S,A%)
« [l existe 2 € O, (R), D € D, (R) telles que :
s=ebpel.

D'apres le résultat précédent, il existe D’ € D, (R) telle que

R=2D'2 ! CommeR ¢ S,J{, D’ est formée des racines car-
rées des éléments de D, dans I’ordre, d'ou I'unicité de R.

a) Supposons £2 ~ S. Alors : Spc(£2) = Spc(S) C Ry.
Comme 2 € O, (R), il s'ensuit : Spc(£2) = {1}.

Puisque S est diagonalisable et que Spr (S) = {1},ona S ~ I,
etdonc S =1,

b) En notant S’ = S_% (.QS)S_%, ona:

1 1
R=85285"2~¢8

, d'ou, d'apres a) : 2 =1I,,.
S eSt

(i) = (i) :
Supposons qu'il existe P € GL,(R), S € ST telles que
M=Pspl.
1 1
Alors, ennotant A = PS2 'P et B = tp-lgz P*I, ona:
1 1

M=pPs2tptp-lsip-1 - aB

AeSHt, BeStt.
(i) = () :
Supposons qu'il existe A,B € S;'T telles que M = AB.

1
En notant F = A2, ona:

{ M = F2B = F(FBF)F~! ~ FBF
FBF €S+ '

1) Si R commute avec M, alors, comme A (= R2) est un po-
lynome en R, A commute avec M.

2) Réciproquement, supposons AM = MA.

Il existe 2 € O, (R), D = diag(ry,...,Ay) € Dy(R) telles
que A =2DQ ! et: Vi e{l,...,n}x>0.

En notant A = diag (v/A],...,4/An), on a (cf. ex. 4.5.62):
R=94A27 L.

Il existe P € R[X] tel que : Vi € {1,...,n},P(X;) = /A;.

En effet, il suffit de choisir un polynéme d'interpolation sur
les A; deux a deux distincts.

Alors: A= diag(P(Al),. . P(An)> — P(D), puis :

R=0A2 '=2PD)2" ! = P(2D2" 1) = P(A).

Ainsi, R est un polyndme en A. Comme A commute avec M,
on en déduit que R commute avec M.

1) Soit B € S+ telle que AB = BA et (AB)? = —1,.
Alors A2B? = —1,,, d'ou B? = (=A%)~ 1,
puis B = ((—Az)_l)%, sous réserve d'existence.
2) Réciproquement, — A2 St car:
VX eM, 1(R) — {0}, (X (—A%)X

= "X 'AAX = |AX|%> > 0.
On peut donc définir B = ((—Az)*l)%.

Alors B commute avec A (car (—Az)*1 commute avec A, cf.
ex. 4.5.65), et :

(AB)? = A%B? = A2 (—AH ! = 1,

343
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a)* On aKer (f) = Ker(g), car, pour tout x de E :

f@) =0 |lfWI =0 llg)]| =0
— g(x)=0.
D'apres le théoreme du rang, il en résulte :
dim (Im(f)) = dim (E) — dim (Ker (f))
= dim (E) — dim (Ker (g)) = dim(Im(g)).

e Le sev Ker (f) (= Ker(g)) de E admet au moins un sup-
plémentaire F dans E.

Notons f': F —> Im(f) et g : F — Im(g).

x—> f(x) x—>g(x)

L'application f’ est linéaire, et surjective car, pour tout y
de Im(f), il existe ue€ E tel que y= f(u), puis
(x,z7) € F xKer(f) tel que u=x-+z, et on a
y=f@)=fx).

Puisque
dim (F) = dim (E) — dim (Ker (f)) = dim (Im(f)),

il en résulte que f est bijective ; de méme, g’ est bijective.
Notons 6 = f/ og/_l, qui est un isomorphisme de R-ev de
Im(g) sur Im(f). De plus, 0 conserve la norme car :
Vi etm(g), 1001 =11~ @)l = llge " @)l
=11g'G¢ LNl = lltll.

* Notons F/ = (Im(f))*, G’ = (Im(g))*.

Comme dim (F’) = dim(G’), il existe un isomorphisme
¢ : G’ —> F’ conservant la norme (il suffit d'envoyer une b.o.n.
de G’ sur une b.o.n. de F’).

* Notons & I'endomorphisme de E obtenu par recollement de
O et ¢, c'est-a-dire 1'élément de L(E) défini par :

{Vx € Im(g), h(x) = 0(x)
Vx e (m(g)t, hx)=ek).
Soitx € E.
Il existe (u,v) € Im(g) x (Im(g))l tel que x = u + v.
Ona:

R = [1h@) +h®)]1? = [h@)|I* + 1R @)%,
car h(u) € Im (f) et h(v) € (Im (),
puis : [|2@) + k@)% = 18| + llew)|I?

= [lul]? + [Jv]1* = l1x]12.

Cecimontre : h € O(E).
*Soit? € E. [l existe (x,z) € F x Ker (f) telquet = x 4 z.
Puisque g(z) = f(z) =0,ona:

h(g(1) =0(g'(x)) = f'(x) = fx) = f(@).
Ainsi: hog = f.

b) C'est la traduction matricielle du a).

Remarque :
On peut déduire ce b) de l'ex. 4.5.53.

En effet, soit (A,B) € (M,,(R))? tel que 'AA = 'BB.
Comme 'AA € S,f, il existe 2] € 0,(R), D € D, (R) telles
que'AA = D22 .
En notant A" = SZ{IAS21 et B' = QleSZ],on a:
‘WA =27 '4A2 = D? et 'B'B = D2
D'apres l'exercice 4.5.53, il existe £29,623 € O, (R) telles
que: A'=2D et B ' =23D.
-1 -1
o A= AR =212,D92,
On déduit : | =
B = .Q]B/.Ql_ = 21823D82

dou A= 2B, 00 2 = 212,272 € 0,®).

Soit A € GL,(R).
Existence

Comme 'AA € S, on peut considérer S = (tAA)% e St
(cf. ex. 4.5.62), puis 2 = AS~ L.

Ona: '@ ="'s"1taas"1 =5-1s25-1 =1,

donc 2 € O, (R).

Unicité

Soit (£2,S) € O, (R) x S tel que A = 2.

Alors : 'AA = S 12025 = §2, d'ol par l'unicité de la racine
carrée de 'AA dans S (cf. ex. 4.5.62): S = (tAA)% ; puis
2=Aas"1.

Variante pour l'unicité, utilisant l'ex. 4.5.49 :

Soient 2,2' € 0,(R), S,5" € S telles que 25 = 2’5’
Alors 2712 = §'S7! s mais 2712 € 0, (R) et 'S~ est
le produit de deux matrices de Sj{*’, donc (ex. 4.5.49) §'S -1
est diagonalisable et a valeurs propres toutes > 0. Donc
212 est orthogonale, diagonalisable dans M, (R) et a va-

leurs propres > 0, d'ou facilement -l = I, ,puis 2/ = £2,
S =S8.

Puisque GL, (R) est dense dans M, (R), il existe une suite
(Mj)ren dans GL, (R) telle que My k—) M.
o0

D'apres 1'ex. 4.5.68, pour chaque k de N, il existe (£2¢,Sk) €
0, (R) x S tel que My = 24 Sk.

Comme O, (R) est compact (car fermé borné dans M, (R)), il
existe une extractrice o et 2 € O, (R) telles que 2, x) k—) 2.

o0

Alors :

Sok) = 2, 1y Mo () —> -1m.
koo

-1
o (k)

Notons § = 271 M, de sorte que déja: M = £2S.



Vk eN, tSU(k) = tMa(k).Qg(k) m M

Sot) = Sat) —> S
koo

donc S= M2 = Y@ 'M)="15, dou S €S,(R).

+ Soit X€M, |(R). On a: VkeN 'XS;@unX=>0,
d'ol en passant a la limite : IXSX >0, etdonc S € S,J{.
Unicité de S :

si (£2,5) € 0,(R) xS est tel que M = RS, alors
MM = tStQRs = Sz,donc S est la racine carrée de 'M M
dans S, (cf. ex. 4.5.62).

Application :

Soit (A,B) € (M, (R))? tel que 'AA = 'BB.

D'apres la décomposition polaire dans M, (R), il existe §24,
25 €0,(R), Si,SpeS; telles que : A= 2454,
B = 2pSp. Comme ‘BB = 'AA, on a S% = S%, puis, par
unicité de la racine carrée dans S,J[ (cf.ex.4.5.62): Sp = Sa.
Alors A = 2B, 00 2 = 2,25 € 0,(R).

Remarque :

On peut d'ailleurs aussi déduire le théoréeme de décomposition
polaire dans M, (R) de l'ex. 4.5.67 b) :

Soit M € M,,(R) . Puisque ‘MM € S,

n>»
que 'MM = §2 = 'SS. D'apres l'ex. 4.5.67 b), il existe
2 € 0,(R) telle que M = £2. Cette argumentation évite alors
l'intervention de la compacité.

il existe S € S telle

XX + XA+ 'AX =0
=X +AX+A) = "A4
— AR 0,(R), X + A= RQA)
Réponse : {(2 —1,)A; 2 € 0,(R)}.

¢ Soit (X,Y) convenant. Alors :
YX-Y)(X—-Y)=A—-B.
1
Notons C = (A — B)2 € S,f. D'apres le théoréeme de décom-

position polaire dans M, (R) (ex. 4.5.69), il existe £2 € O, (R)
telle que X — Y = 2C.

* En remplagant X par Y + £2C (2 € O,(R)), on obtient :
XX+ vy =4
{ Xy + 'yx =8
—2vv+ vyec+ce'vy=8

1 1 1
— Y+ EQC)(Y + zszC) = Z(A + B).

1 1
Notons R = E(A + B)2 € S. D'aprés le théoreme de dé-

composition polaire a nouveau, la relation précédente équivaut
a l'existence de 22’ € O, (R) telle que

1
Y—I—E.QC=.Q/R.

Réponse :

{(QU + Q'U',—QU + 2'U"); (22,2') € (OH(R))Z},

1 1 1 1
ou U=§(A—B)7 et U’:E(A+B)7.

D'apres l'ex. 4.5.69, il existe (£2,5) € O, (R) x S;‘ tel que
A = 8. Puis, d'apres le théoreme fondamental, il existe
P € 0,(R), D €D,(R) a termes diagonaux >0, telles

que S = pppP L Alors, en notant U = 2P € O,(R) et
V=P 1ecO,®R),ona:

A=RS=0PDP ! =UDV.

Récurrence sur n.
La propriété est triviale pourn = 1.

Supposons-la vraie pour tout p de N* tel que p < n, et soient
I un ensemble non vide, (S;);e; une famille d'éléments de S, (R)
commutant deux a deux.

Lecas (Vi € I, S; € RI,) est trivial.

Supposons donc qu'il existe ig € I tel que S, & RI,.
D'apres le théoréme fondamental, il existe 2 € O, (R),
D € D,(R) telles que S;, = 2D 1.

Comme S;, ¢ Rlj, les éléments diagonaux de D ne sont pas

0 D
reER, re{l,....n—1}, D' €D,_,(R) a termes diago-
naux # Aq.

Aol 0
tous égaux. On peut donc supposer D = ( v ,>, ou

Pour chaque i de /, décomposons 271592 enblocs :
A; B
e lse=(/" 7"),

! (tBi C;
ouA; €S,(R), Bi e M, ,—,(R), C; €S, (R).
Comme les S; (i € ) commutent deux a deux, en particulier :
Viel, S;Si, = Si,Si.
En effectuant un produit par blocs, on en déduit :

Viel, \B;=BD,

clest-a-dire: Vi €I, Bi(D' — rpl,—r) =0.

Mais D" — Agl,— estinversible, d'ou: Vi el, B; =0.
A;A; = A A;

Montrer alors : VYV (i,j) € 12, { v 7
CiCj =C;C;

On peut donc appliquer I'hypothese de récurrence aux deux fa-
milles (A;)ier et (Ci)ier.

Il existe donc 21 € O, (R) et £25 € O,_,(R) telles que :
_ 27142, €D, ®)
Viel, 4 .
-Qz Cis2y € Dy (R)

21 0
0 £

2'c0,[R) et: Yiel, 271802 eD,(R).

En notant 2’ = £ < ), on a alors facilement :
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D'apres l'ex. 4.5.73, il existe 2 € O,(R), Ay,..., Ay,
M1, .. Mn € Ry (resp. RY) tels qu'en notant

Dy = diag(Aq,...,An), Dp = diag (uq,...,Mn), On ait :

A=02Ds2 ', B=02Dp2" .

Alors: AB = 2DDp2~!

= 2 diag <(kiui)1 <i <n>52*1 €S, (resp. ).

Supposons 0 < A < B.

Puisque A et B commutent, B — A et B + A commutent aussi.
D'apres l'ex. 4.5.74, comme B — A € S et B+ Ac ST, on
endéduit: (B— A)(B+ A) € S;.

Mais, puisque A et B commutent :
(B— A)(B+ A) = B2 — A2

Finalement : A2 < B2,

1) D'apres le théoréeme fondamental, il existe 2 € O, (R),
D =diag (A].....As) € D,(R) telles que A = 2D~ L.
Onaalors A> = 2D2271, dot (cf. ex. 4.5.62) :

Al = (4D)7 = 2407,
en notant A = diag (|Aq],...,|Ax]).
On en déduit :

{ |A| — A = 2 diag (|7 — 2R L e st
Al + A = 2 diag (] + 1))~ €S

donc: A<|A| et —A<|Al

Deplus: [A|l=A <<= (Vie{l,....n}, [Xi|=X)

& (Vie{l....n}, 1;>0) &= A eS/.

2) laA| = ((@A)?)2 = (@2A2)2 =|a|(A2)? = |a||Al.

1 0 0 1
3)-PourA—<0 _1>ouA_<1 0>,

ona A2 = I, donc [A] = 15.

1 2
'CasA—<2 1).

Diagonaliser A par le groupe orthogonal : A = QD1

S ) a0 Y)
oo n-a(3 -3 1)
I -6 )
GG

ou 2=

1
Ré g
éponse ' ( 0

4)a)Puisque A,B € S;;(R) et AB = BA, d'apres l'ex. 4.5.73,
il existe 2 € O0,(R), Ds,Dp € D,(R)
A=02Ds27 ' et B=02Dg2 .
Notons

Dy = diag («ay,...,o,), Dp = diag (By,....Bn) -
Ona:

telles que :

A<B B—AeSS
—A<B B+AeS;
i —a; =0
<:><Vie{1,...,n}, {'3’ ' )
Bi+ai =0

< Vie{l,....n} || <Bi)
B —|A|=Q(Dp — |DaNR ' €S
 |A|<B.

b) Examiner I'exemple

1 0 2
I’l=2,A=(O _1>,B=<ﬁ

1 2
dans lequel on a : B—A:( ‘[)esg

(car, par exemple :

¥ (x,y) € R?,
(xy)(B — A) (;) = x2 4+ 24/2xy +3y2

= (x + 292 +y%>0),

+
eSz,

a2 %)

B—|A|=(J§ ‘/li)gsg

(car, par exemple :

a —1)(B—|A|)<_11>=1—2ﬁ+1 <0).

Réponse : non (sin >2).

5) a) Raisonner comme dans la solution de 4) a).

b) Examiner I'exemple :

4 3 2 -3
"_Z’A_(3 4>’B_<—3 —6)’

dans lequel on a :

2 0 2 0
arn=(2 0) wen=(2 9)

*|A|=A (carA€S])et|B|=—B (car—B€S])

4 6

*|A B| - |A+ B| =
Al +1B] ~ |4 + B| (68

) & S; (déterminant < 0).

Réponse : non (sin >2).

6) a) Soient S € S, £2 € O, (R). Montrons :

(1SR = tRs1Q.



D'apres le théoreme fondamental, il existe 2] € O, (R),
D = diag (Aq,...,A,) a termes diagonaux >0, telles que

1
S=21p2;', et on st S2=242;', ou
1 1
A:diag(kz,...,krf).
Ona: '2se = Y@'@)pw'2),

dob, ennotant §' = (2 '2)a@;'2) :

S eS et 7= Y@r'@)a2@rle) = ese.
D'apres 'unicité de la racine carrée dans S,J[ (ex. 4.5.62), on
1
déduit 8" = ('2592)2.
|
Enfin: §'= ‘22 A2;'2=2520.
B) En utilisant @) :

1
2

I'QAQ| = ((tQAQ)z) = ('QA20)1

- QAY)I2 = 'QAlQ.

Les solutions de certains exercices du chapitre 5 sont analogues
a celles d'exercices du chapitre 4 (Algebre bilinéaire).

Cf. ex. 4.1.1 p. 136.
Cf.ex.4.3.1 p. 153.

eNotons V=X +1iY.Ona:
VE(AV) = AV*V
et (V¥A)V = —(AV)*V = —AV*V,
doti: (A+A)V*V =0.
Comme V*V € R*  on déduitA +1 =0, A € iR.

1l existe donc o € R* tel que A = icv.

De plus :
AV = AV &= AX +1Y) =ia(X +1iY)
{AX =—aY
—
AY = aX

puisque o est réel et que X,Y, A sont réelles.

X (AX) = —a XY

et (XX =-YAX)X =a VX,

d'od, puisque ‘XY = 'YX €R et a#0:
IRV = WX =0,

o IX(AY) = a 'XX

et ('XA)Y = —-YAX)Y =a 'Yy,

dot: XX = tyy.

a) Comme
AA=(X+iY)(X —iY) =(X2—|—Y2)—|—i(YX—XY),

ona:

ATN(X2+Y?) =A== X2 +Y?=AA < YX = XY.
a1 v (1 O _ (0 1

b)Examlnerlexemple.X-(O _]>,Y_(1 0)_

Réponse : Oui.

c) Examiner l'exemple : X = (g (1)), Y = (O 0).

Réponse : Oui.

On a, pour tout A de C :

Xap(A) =det (AB — A1) = det ((AB — A1,)™)

= det (B*A* — 1I,,)
=det(BA — AL,) = xg4(L).

D'apres I'ex. 3.2.12 p. 86, Xap = XBa-

d'ou :
VA eC, xap() =xapM).

Il en résulte (cf. Algebre PCSI-PTSI, 5.3.5 Prop. 1):

Xap € R[X].

Comme tr (AB) est (au signe pres) le coefficient du terme de
degré n — 1 de x4 5, on obtient en particulier :

tr (AB) e R.

On utilise essentiellement le fait que les deux involutions
Ar— "AetAr— AdeM, (C) commutent.

a) * Une inclusion est évidente.

*Si A= (t;j) € H, NT, s(C), alors :

i>j = t;=0
Vi) el nli=j = Ti=ti

donc A € D,,(R).
b)

(tA)*: [(tZ): I(A*): tA, (K)*:(tz) :F :Z

N
c) En notant P = Z aka ou les ay sont réels, on a :
k=0

. N N
(P)) =t D arat| = ‘(Zak(ﬁ)k)
k=0 k=0

N N
=Y a@AH = aAt = PA).
k=0 k=0

Plus généralement :

VA eM,(C), VP eC[X] (P(A))* = P(A%).
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X1

ik B 23279, 158 Notons X = | : |.Lecas X = 0 étant d'étude triviale, sup-

Xn

Cf. ex. 4.2.2 p. 141. posons X # 0.

I)p=1g=00
Cf. ex. 4.2.3 p. 141.

V1
e SoitY = €M, 1(C) tel que
Cf. ex. 4.2.5 p. 141. Vn
Réponse : n
. . X WYl =) Il =1.
e Ker (A*A) = Ker (A), Ker(AA*) = Ker(A¥) =1
«Im(A*A) = Im(A*), Im(AA*) = Im(A) Ona-
e1g (A) =12 (A™) = 1g (A*A) =18 (AA"). n n
Y*X| = ViXk| < Z |yil |xk
k=1 k=1
Ennotant H = AA*,ona: n
H* = (AA*)* = AA* = H < <11\<’[ka§n |xk|> > Il
H = (A—AY*=A*—A=—H' k=l
= X Y = X .
dob H — 0. X oY 11 = 11X ]loo
Puis, comme AA* = 0, on déduit A = 0 (cf. ex. 5.2.2). e Il existe j € {1,...,n} tel que |x;| = [|X||oo.
b
Remarquons d'abord que A*A € M,,(C) Considérons ¥ = | : | défini par:
etrg (A*A) =rg (A) = p (cf. ex. 5.2.3), Yn
donc (A*A)~! existe. NSk = jj
. _ . Yke(l,...n), ye=1 %l .
H = B*B — B*A(A*A)~1 A*B HeH,. .
Puis, ( ) existe et H € Hy 0 G kL
(i) = (ii):
On a alors

Supposons qu'il existe (X.Y) € Mp,l(C) X Mqﬁl((C) tel que :

(X,Y) # (0,0) et AX = BY. %
Y[l =1 et [Y*X|=——x; = |xj| = [|X||co-

oY #0,carsinon: AX = BY =0, A*fAX =0, X =0. | |
. _ px _ p* s AV—1 A%
HY = B*AX — B*A(A*A)" "A*AX 2)p=2,q=2
— * * —
=B*AX — B*AX =0. e D'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout Y de
Donc H n'est pas inversible. M, 1(C) tel que |[Y|l; =1

(ii) = (i) :

. IY*XI<IIYll2 [IXIl2 = IX]l2-
Supposons H non inversible. 2 2 2

iste Y e M Y HY =0. X
Il existe Y € M, 1(C) tel que #0 et 0 B i — T ona Y|l =1
Notons X = (A*A)_lA*BY, de sorte que =
1 1
A*AX = A*BY et B*AX = (B*A(A*A)~1A*B)Y et |[Y*X| = mX*X = m“X”% =1IXll2.
= (B*B — H)Y = B*BY. 3)p=oo,q=1
*(X,Y) # (0,0) car Y # 0. Et méme, plus précisément, X # 0 9
car sinon : B*BY = B*AX =0,Y =0. . .
e Soit Y = : €M, 1(C) tel que
« |lAX — BY|3 = (AX — BY)*(AX — BY) Y
= (X"A* —Y*B*)(AX — BY) [1¥]loo = Max [yl =1.
<k<
— X*A*AX — X*A*BY — Y*B*AX !
Ona:
+ Y*B*BY
n n n
= JOUA AT B X =Y T <3 Il bl < ( Max |}’k|> > el
% p* * 1<k<n
—Y*(B*AX — B*BY) =0, k=1 k=1 k=1
d'ot AX = BY. = Y lloo 11X1I1 = I X]l1-
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V1
* Considérons Y = | : | ou:

Yn

Xk .
Ye=—— sl xx#0

Vke(l, . .n}, |k
0 si xxp =0
On aalors ||Y]]eo = 1 et

rxi= Y Ea= Y |l

k.x ;élekl k,2e0
=Z|xk|=||X||l~
k=1

Remarque : Dans la solution ci-dessus, on a établi :

2
V(X.Y) e (M, 1(©)", [Y*XI<YIlp [IXIlg-
Cette formule est vraie pour tout p de [1; +00], en notant
1 1
q € [1; +o00] tel que — + — =1 (cf. Analyse PC-PSI-PT,
]

ex. 1.1.8, normes de Holder).

Ennotantu =x +y,v=x —y,ona:
X1 4 112 = 1lx + yIl 1lx =yl

1 2
= gl vll® +

1
= 5 llull? +

1 2

2l = ol = Il 1ol

1 1

5||v||2 = Il 1ol = 5 lul| = llvl?.

Réponse :

1y a égalité si et seulement si Ré (< x,y >) = 0.

Développer le second membre.

Dikr
Notons wy — eV O<k<N—-1).0Ona:
N-1

3 loxx + yllZex

k=0

-3 (I6124@x < x.y > +ox < y.x > +IyIP) ox

k=0
= 2 2
= (X k)l +IyID) + N < xy >
k=0
N-1
+(Zw,%><y,x>,
k=0
N-—1 N-—1 1— N
k 1
S o= Yok =1a <o
k=0 =0 =]
(somme des racines NS de 1),
et
A= = 11—l
2
N
=0 =0 1 —wy
(wy # 1 car N >3).

27 . .
/ e x + y[|2ei? do
0

2 5 .
:/ U2 467 <x,y >
0

+ e < yx > +lylP)e do

_ (/Ozﬂ el” a0 ) I1xl 2 + 11y1)
+(/(-)2nd0) <x,y>+</02n€2i9d9) < Y.x >

=2r <x,y >.

Remarquer 1'analogie avec l'ex. 5.2.9.

* Soit (x,y) € E2. En appliquant I'hypothese a x,y,x + 1y,
x — iy, déduire < f(x),y >=0.

* Pour le cas réel, examiner l'exemple : £ = Rz, 7= Rot%.

Réponse : Non.

A*AB =0=— B*A*AB =0
= tr (AB)*(AB)) =0

= AB =0.
Ona:
|4 — A¥|12 = tr ((A* — A)(A — A%))
—tr (A*A) — tr (A%) — tr (A*2) + tr (AA®).
Par hypothése : tr (Az) =tr(AA®),
puis :

tr (A*2) = tr ((A%)*) = tr (A2) = tr (AA¥)
— tr ((AAM)*) = tr (AA%) = tr (A*A)

On déduit ||A— A*||=0, A=A*" AcH,.

Méme méthode que pour I'ex. 4.2.8 p. 141. (Mais ici, xg est
scindé sur C et a zéros deux a deux distincts et tous non nuls).

Réponse : f est diagonalisable.

a) * ¢ est a symétrie hermitienne :

= 0(a)P(ar)
k=0

@(Q.P)

=Y Pla) Q@) = ¢(P,0).
k=0



350

* ¢ est linéaire par rapport a la deuxiéme place :

@(P.aQ+R) =Y Plar)@Q + R)(ax)
k=0

=a) Pla)Q)+ ) PR
k=0 k=0

=ap(P,0) + ¢(P.R).

* La forme hermitienne ¢ associée a ¢ est positive :
n n 2
¢(P) =) Pla)Pla) =Y |Pa)l” > 0.
k=0 k=0

¢ est définie, car, si ¢(P) = 0, alors

Vk € {0,...,n} P(ax) =0,

donc le polynéme P, de degré < n, s'annule en n + 1 points
deux a deux distincts, d'ou P = 0.

On conclut que ¢ est un produit scalaire.

b) Considérons les polyndmes d'interpolation de Lagrange sur
les abscisses a,. . .,a, (cf. 1.3.32) p. 18) :

H(X —ag)

Vpell,...m), Ly=220
l_[(ap_aq)
q#p
Ona:
*Vpef0,....p}, Ly eE
*V(p.q) € E2,

@(Lp,Lg) =Y Lp(ar)Ly(ar)
k=0

n
= Z Lp(ar)dp.q
k=0

= Lp(ag) =ép.q =0p,q.
et on conclut que (Lp)o<p<, st une b.o.n. de E.

Réponse : Une base orthonormale de E est la famille des po-
lynémes d'interpolation de Lagrange sur les abscisses
ag,. - - ,dn.

n
¢ Soit («q,...,0n) € C" tel que : Zakvk =0.
k=1

On a, pour tout p € {1,...,n} :
n n
0= < Ok Vk ep) = Zak(vk lep)
k=1 k=1
n

n
=) op(ur+exlep) = (Zak(uk Iep)> +ap,

k=1 k=1

d'ou :

n
ap =— Zak(uk lep).
k=1

D'apres l'inégalité de Cauchy et Schwarz et 1'inégalité trian-
gulaire, on a alors :

n n
lopl = | D" (ug lep)| < D lokl (i | ep)]
k=1 k=1
n n
< ol gl Hlepll = lowl gl
k=1 k=1

Ilexiste g € {1,...,n} tel que |ory| = 1Max ok |-
<k

SKS

On a alors :

n n
lotg| < ) lotel Hoakl | < letg | ) Mo,
k=1 k=1
c'est-a-dire :

n
|aq|(1 —Z||Mk||) <o.
k=1

n
Comme Z [lugl] < 1, il enrésulte |ay| = 0, puis, par défi-
k=1
nitionde ¢, Vp € {1,...,n}, a, =0, ce qui établit que la fa-
mille (vq,...,v,) estlibre.

e Puisque (vy,. . .,v,) estlibre et que dim (E) = n, on conclut
que (vq,...,V,) est une base de E.

a) Une représentation paramétrique de l'enveloppe est :

l=¢ 2t
x:—’ :—’
127 " 152

la reconnaitre en notant & = Arctant.

Réponse : Le cercle de centre O et de rayon 1.

b) Simplifier 1'équation de D; par le changement de
variable u = ch2¢. Une représentation paramétrique de I'enve-
loppe est :

x =2u —u?, y:2u+u2, u € [1; 4ool.
Réponse : Le morceau de parabole défini par :

x4y +8x—y)=0etx+y—2>0.

Q -l>|<.n
J>|w4‘\—/°°

c) Réponse : Une représentation paramétrique de 1'enveloppe

est:
2

t—1

,teR—{1}.
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Choisir un repere orthonormé dans lequel D : y = b,
C:x*+y*=a*, (a,b) eRY xRy.

Alors I': (x —A)?+ (y —c)> = R?, ouic € R estfixé, et
A eR.

Former une équation de la corde commune, en étudiant sa réa-
lité :

{2Ax+2cy— AN +E+a*—RH=0
R?> —2aR < A* < R*+2aR.
Réponse : Le morceau de la parabole

X2 4+2cy—?—a®>+R*=0
limité par la relation

R?* —2aR+a*> — 2 < x* < R*+2aR + a* — 2.

-
VAR %
\ 9] J\ x

1 1
En notant A(A,X> s B(ZX,ﬁ) , I'équation de (AB)

est:
—x + 31 —2A%y = 0.

9
Réponse : L'hyperbole d'équation xy = T

En notant P(A,0) et Q(0,u),ona:
(AP) L (BQ)<—=a(A—a)+b(u—>b)=0
a’+ b? —axr
Spu=——p

Une EC de (PQ) est:
c'est-a-dire :

ux +Ay —au =0,

(@®> + b*> — ar)x +bry — A(@* + b> —ar) =0.
On obtient une EC de 1'enveloppe en éliminant A dans :
Dy : (a> 4+ b* —al)x +bry — A(@> +b* —a)) =0
D} : —ax + by — (a* + b* —2a)) = 0.

Réponse : L'enveloppe de (P Q) est la parabole d'équation
cartésienne :

(by — ax)? — 2(a*> + b*)(by + ax) + (a*> + b*)?> = 0.
y

Q
Q
=

2
En notant M (2—,t) , une équation de (I P) est:
14

2px +ty — 12 =0.

Réponse : La parabole d'équation y?> = —8px .

P M

N

i .
En notant M (z—t) , une équation de T’ est :
p

2
+ty— — =0.
px+ty——
Réponse : La parabole d'équation y> = —6px .

NV,
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Former une équation cartésienne de la médiatrice D; de

(PO) :

M(x,y) € D; <= (x —cost)> + y> = x> + (y —sinr)’
<= 2x cost — 2y sint = cos 2t.

On obtient une RP de l'enveloppe de D, en résolvant le sys-
teme d'équations :

. 1
D; :x cost —ysint = 3 cos 2t
Dj : x sint + y cost = sin2t.
Réponse : L'enveloppe est 'arc paramétré

1
7 = 4_1(3 cost — cos 3t)

1
y = 2(3 sint + sin 3t).

T
Le changement de parametre u = ¢ — — et le changement de

repere orthonormé direct défini par < (O_))C,ﬁ) = % [27]

permet de reconnaitre 1'astroide de RP :

X = cos’u,
Y = sin’u.
y
0 k
0 1 Pl x
2
D

Former I'équation aux x des points d'intersection d'une droite
D, d'équation y =mx + p,etde E :

b? 4 a’>m*)x* + 2a’mpx + a*(p* — b*) = 0.
11 s'agit de deux points réels, de milieu d'abscisse d, si et seu-
lement si :
a*mp .
b2 +a’m?
(@’>mp)? — a*(b> + a’>m*)(p> — b*) > 0.
Une équation de la corde est donc :
a’(x —d)ym?> — a*ym — b*d = 0.
Réponse : Le morceau de la parabole d'équation
a’>y’+ 4b*d(x —d) =0,

limité par la condition

< 2ol —dl
IS av/a* — d?

(si|d| > a,l'enveloppe est vide).

oyx

E

Dans un repere orthonormé convenable, les deux points fixes

sont A(0,a), B(0,—a), et les deux cercles C, C’ ont pour
centres £2(1a,0), Q/< — %,0) ou A € R*, et pour rayons
R,R’ définis par :

1
R=a*(1+1?), R?=a° (1 + ﬁ) .

Une droite D, d'équation ux + vy +h = 0, esttangente a C
si et seulement si d(§2,D) = R.

En déduire que D est tangente a C et C’ si et seulement si :

(ura + h)? = a*>(1 + 212 W? + v?)
e I, 1 PRI
(_T+h) —a (1+ﬁ)(u + v2).

D Y

Q o

a2

L'élimination de A fournit a”(u® + 2v?) = h” (ce qui consti-
tue l'équation tangentielle de l'enveloppe). Le paramétrage

h .
u = —cosf, v=——=sin6@ donne, pour équation de D :
a a

y .
x cosf + —sinf+a=0.
V2
2

2
Réponse : L'ellipse d'équation x_2 i Y 5
a

— =1.
a 2

a) o) Soient D une droite ux + vy + h = 0 son équation.
L'équation aux ¢ des points de D N C;, est :
ut® +3vt> — Bu + h)t + (hx —v) = 0.

Cette équation admet une racine triple si et seulement s'il
existe r € R tel que :

ut® +3vt> — Gu +h)t + (hx —v) =0

But> +6vt — Bu+h) =0

ut +v =0.



L'élimination de ¢ fournit

)

203 + Bu + huv + (hi — v)u? =0
30X+ Bu+hu=0

v =—3uk
h = —=3u(l +91?)

en montrant u #= 0 eth # 0.

s

qui se ramene a {

Ainsi, la droite d'inflexion a pour équation :
X —3xy —3(14+922) =0.
B) Réponse : La parabole d'équation y> = —12(x — 3).

y 3

b) @) Montrer dabord = ~ - ——0.
X t—>+00 t t—>+o00
. y 1 — 3¢? 1 — 32
Puis = = s
x  3t—1 s 3a—A3
et montrer
1 — 3% 3(1 + A2)?
y— X - .
30— A3 t—A 30— A3
1 —3A2 3(1 + A2)?
Réponse : A = -
g MYE RIS e

B) Réponse : L'enveloppe est représentée paramétriquement
par :

_3—6A2—A4 =8

ST 1+ 0 YT 1A

Dans un repere orthonormé convenable :

A(—a,0), B(a,0), M(a cost,a sint).

i
Comme < (?,m) = 3 [r], on a les coordonnées

t
Pla2atan - ).
<a a an2>

t
De méme : Q (—a,2a cotan E) .

de P :

On forme une EC de (P Q) :

X —a —1

. t . t|=0,
cotan — — tan —
2 2

t

— 2a tan —

4 2
t

ou encore, en notant 1 = tan 7 :

(I —u®)(x —a)+uy —2au®> =0.

On obtient une EC de I'enveloppe cherchée en éliminant # dans :
(1 —u*)(x —a) +uy —2au* =0
—2u(x —a)+y—4au =0,
ou encore, en annulant le discriminant du trindme en # formé
par 'équation de (P Q) .

Réponse : L'enveloppe de la droite (P Q) est l'ellipse d'équa-
tion :

y
0
P
C
//
L
AN
E

a) Former des équations de (AM') :

(A —a)x —a) +ay =0,
etde (A’M") : (A +a)(x+a)+ay =0;

d'ou : M’(—A,)\z_a2>.

a
Réponse : La parabole d'équation x> = a(y +a) .
b) Une équation de (M M) est :

(X —2a*)(x — 1) +2ar(y —a) = 0.

Réponse : L'enveloppe est représentée paramétriquement par :

223 22(A2 — 6a?)

=i’ T Tt

2 . . . ]

a)e p est ?—pérlodlque ; on fait varier 6 dans un intervalle de
2 . . .

longueur 3 puis on effectue deux fois la rotation de centre

2
O etd'angle ?n

b4
* p est paire ; on fait varier 6 dans [O; 3] , puis on effectue la

symétrie par rapport a x'x.

'p(% — 0) = —p(0) ;on fait varier 6 dans [O; %] , puis on

effectue la symétrie par rapport a la droite d'angle polaire

T 7
2 6
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4 14
* Etude en 5 : Par le changement de variable ¢ = 0 — ra on

a:
. b4 sing
Y(@)=p@O)sin|0 — — ) = ——
6 sin 3¢
. 1 1~

3 —4sin’p -0 3
1
Donc C admet pour asymptote la droite D d'équation ¥ = — 3

dans le repere orthonormé direct (O; ﬁ,ﬁ) défini par
3 (5;,5?) = %[Zn] et, lorsque 6 tend vers %7, C se
trouve au-dessous deD .

b) Soient® € R, M le pointde C d'angle polaire 6, M’ le point
de C d'angle polaire 6 + % On a ainsi :

cosf  sinf sinf  cosf
M Y Y ) M’ Y. IR Y .
cos 360 cos 36 sin 36 sin 360
En déduire une EC de (MM') : x cos46 + y sind0 = 1.

Réponse : L'enveloppe des cordes de C vues de O sous un angle
droitest le cercle de centre O et de rayon 1 (privé de trois points).
'\
\

M'}-

Le point A est obtenu sur /" pour 6 = 0.

sin —

Ona: p'(h) = 5, donc p’(0) = 0.

2
1+cos9
2

Ainsi, la tangente en A a " est parallele a y'y.
2

: y
: Rp=Ilim——"——.
On a donc A 911%) 26— 1)
2 20in2
Bt: y _ __ psin (%
2(x — 1) 2(pcosf — 1)
2 sin’0
6 0
1 - (2 0—1— —
( +cosz>< cos c052>
26% + 0(6?)

8
— 5 =,
(2 _ % + 0(92)) (_% 92 + 0(92)) 60 7

L 8 . — — . — —
Ainsi, R = 7 puis AC=RN, dou, comme N =— i,
— 8
AC=_§7’.

1
Réponse : C (— 7 ,0) .

Le point O est point multiple de I, obtenu pour 6 = 0, T b4

>
. N b4
(et, par symétrie par rapport a y'y, pour § = —7, —E) ; les
tangentes sont respectivement x'x, y'y, x'x.
On a donc :
2 2 2
X . X
Ry=1lim —, Rz = lim —y—, R; = lim —.
6—0 2y 2 6T x 0—m 2y

1) Au voisinage de 0 = 0 :

sin 26 . . x*  pcos’ "
=——— ~ 20, puis: — = - — 1.
P 2 cost —16-0 = 2y 2sinf 60
Onadonc Ry=1,et Cy(0,1).

2) Au voisinage de 0 = % :

b4 4
Notons u =6 — — —>O,desorteque9=§+u ; puis

9%%
sin 2
p=,—u ~ 2u,et:
2sinu + 1 u—0
y2 _ psin’d  pcos’u "
2x  2cos®  2sinu u—s0
On a donc : R%:l et C%(—l,O).
3) Au voisinage de 6 = 7 :
in2 2
Notons v=6 —m, d'ou p:_slniv ~ ——v,
2cosv+1v—0 3
. x2 pcos’f 0 cos?v 1
et: — = =— —.
2y 2sin6 2sinv  v—0 3
1 1
Onadonc: R;=-, et C;[(0,=-).
3 3
Ro=1, GCo(0,1)
R% =1, C%(—l,O)

Réponse :

Le point courant M de I” est paramétré par :

{x:Zcost

. ,t €R.
y = sint

On a calculé les coordonnées du centre de courbure C en M

3 3
a I' dans l'exemple de 6.1.4p.220: § € =2 !

yc = —3 sin’t.
D'ou les coordonnées de P :
3 3
x =2xpy —xc =4 cost — = cos’t

y =2yy — yc = 2 sint + 3 sin’t.



Ona:

. 9 .
x' = —4sint + = cos’t sint

9
= —sinf|{4 — = %
sm( 2cos)

y' =2cost + 9 sin?t cost = cost(2 + 9 sin’t).

On peut limiter I'étude & 7 [o; %] .

Notons #, = Arccos = -

=
W
(=]

2
5
y /
0
y + 0
y
5
P
1 /
L

Effectuons un changement de r.o.n.d. par rotation d'angle
6 = —Arctan 1 ; les formules de changement de repere

. X cosf —sinf X
sont : = ,
y sin @ cos @ Y
d'ou I'équation de I dans le nouveau repere :

2
cose(— 2X + (1 —Az)Y) — (A +2)Y =0.

Comme cos 6 = , on obtient :

1
V1422
2 3
L (—2xx+(1—x2)y> (1 +a)2y =0.
Comme I esttangenteen O 2 X' X,onaY = Xo O(X), d'ou :
—

3 2
(1+A2)7Y:(—2AX+(1—A2)Y> ~ 4N2X2,
X—0

3
X* (142

t d : R=lim —
et done X—02Y 812
Le centre de courbure C; en O a I') a pour coordonnées dans
3
14+ 122
(0;X,)Y): X=0,Y = Hs_T)’ et donc, dans le repere
initial :

3
S e s
N 8A2 JI+22 8
_(1+A2)% 1 1+
T 8 JIF+22 8z’

ce qui fournit une RP du lieu cherché.

On obtient une EC en éliminant 7.

Réponse : Le lieu cherché a pour EC :

8x%y — (x? +y%) =0, x> 0.

Choisissons un repere orthonormé direct de centre M et d'axe
x'x tangenten M a H.

L'équation de H est de la forme :
a(x* =y +2bxy +cy =0
ou (a,b,c) eR?, a #0,c#0.

)C2

En déduire N (0,5). D'autre part, MC = lim — et
a x—0 2y
x>y b c — c
—=-——-—x——, dou MC=——.
2y 2 a * 2a o 2a
y
C /
= -
N H
1
@) 50 =VTFE, T = (T e ),
=3 1 s .
N =ﬁ(—e 1 + ]), tangp =e¢”,
X
¢ (x) = R=(1+¢e¥)"2e™

1 +e2x’

Réponse : C admet la représentation paramétrique :

, x €R.

X=x—1—¢*
X=2"+e*
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b) x'(t) = a(l —cost), y'(t) = a sint,
= .= r—
A =8(l)<81n§l —|—cos§j>,

— r— .t
N =s(t)(—cos§z +s1n§j>,

t
"(t) =2 ‘sin—
s'(t) a >

1
U ) = i = K
ou &(t) sgn(sm 2) R

t 1 t
tanp = cotanl =, d :——dt,R=—4"—‘.
an(p COan2 (p 2 aSll'l2

On déduit les coordonnées de C :

1 i

X =a(t —sint) +4a‘sin E‘s(t) cos 2
=a(t + sint)

t t

X =a(l —cost) — 4a'sin 5‘8(1‘) sin —

2
= —a(l —cost).

Prendre pour nouvelle origine §2 (wa,—2a), et pour nouveau
parametre u = w — t.

Réponse :

C est la cycloide translatée de I par wa i — 2a7 .

y
_ I 2a
- M za B
Y o C Rae X
Q

c) M(ga cht,bsht),e € {—1,1} ;

b
s'(t) = v a?sh’t + b2ch’t, tang =& — cotht,
a

gab
a?sh’t + bch’s’
(a®sh®t 4 b?ch?r)3/?
eab
7o
Va2sh’t + b2 ch’t
=) ;(—b cht? +ea sht?) .

Va?sh’t + b2ch’t

Réponse : Une représentation paramétrique de C est :

¢t =—

R =

s

(ea sht? +b cht?),

=|

a’ +b?

a

2 b2
X=¢ b, ¥=- T2 g eefon)

N
AN

d)s'(t) = |3 cos’t — 1|, R = |3 cos?t — 1],
? = e(z)(—sint_i) + cos t7),
ol &(t) = sgn(3 cos’t — 1).

Réponse : La développée C de I"est l'astroide représentée pa-
ramétriquement par :

y =2 cos’t.

x = 2 sin’t,

e)*x’ = —3a cos’t sint, y’ = 3a sin’*t cost,
. w
s =3asint cost (pour0 <t < 5)

/

-tan(p:y—/:—tant, ¢ =—t[r], dp=—dt
X
ds .
* R = — = —3a cost sint
do
= A . —
T =—costi +sint j, N =—sinti —cost j

o { X = a cos’t + 3a cost sin’t
. Y = a sin’t + 3a cos®t sint.
En prenant comme nouveau r.0.n.d.
Il - — 1 - -
Q3 ==(1 4 jJo=—=C=12 & Jj )), obtenu par rotation
( N 7 P

bid b4
de R C admet comme RP, avec u =1 — 1 :

3

X =2a cos’u, Y =2asin‘u.

Réponse : C est l'astroide obtenue a partir de I” par la simili-

tude de centre O, de rapport 2, d'angle %

y
C
a
r
0 R
sin 26
e p=4+/cos20, p/ =— ,
Nee P +/cos 20
1 1
S/2= 2+/2= ,S/=
R cos 20 /cos20
—_
— dM do d —
T === — (pOu@
ds _ ds @ (p( Ju( ))

= V0260 ©)u(®) + p(©)v )



=

sin20 —> — ds 4epq . I 1\t
= +/cos 20 (— s (0) + +/cos 29v(9)) Enfin: R= — = — sin ( - — = —).
Vcos 26 de Pt+gq <p q>2

) N s On en déduit 'affixe ¢ du centre de courbure :
= —sin202(8) + cos 209(8) = u (39 + 5) ,

(LyLlyt
¢ =z+ Reie P12,

— % N — _ - L il
¢ =30+ 5 27], N =uB0 + ) = —u(30) et finalement ¢ = Psd (pe P +ge ‘1).
pP+q
ds ds do 1
*dp=3d0, R= dp =90 dp ~ 3veos20 Réponse : Une représentation paramétrique de C est :
— P — pP—q t t
*0C =0OM + RN sz p cos— +gqgcos— |,
- @)) | - pPTq p q
=+cos20 u(@) — ———u
’ = 12 12
3V cos 20 y = L (p sin — + ¢ sin—).
N . - — Ptq P q
d'ou les coordonnées (X,Y) de Cdans (O; i, j):
2 2 2 6
X — Joo35 cos . 830 W (@) = (@) +(0'®) =4a* cos’ -,
34/cos 20 P P
_3cos20 cosf —cos30 2 cos’f dou s'(0) = 2¢ea cos > ol & = sgn (cos 5)
34/cos 26 3+/cos 26 N N
sin 30 Ennotant @ = cos6 i + sinf j et v = Rotz (W),ona:
Y = +/cos26 sinf — —— — :
3+/cos 20 — . am — -
 3cos20sin0 —sin30 _ 2sin OM=pu, Gg =P U +p¥,
B 34/cos 20 B 34/cos 20° . 0
d'ou =¢ | —sin— u + cos 57 s
g 0
ﬁ =—¢ (cosf U + sin§7>
D'aut t, tanV = 2 te n+30[]
T rt, tan V = — = —cotan — = — 4+ —
autre part, ta P coa2, @ > 271,
3 4a 0 e
donc d¢ = 7 do, R = 3 ‘cos 5’ On déduit :
O—C)' = _O—A_Z + RJ—V) =) g(l +cosO) U — -« Sind v
2
= —a_l> + a cosf(1 —cos@)?
3 3
Réponse : La développée C de I" admet 1a RP : T % sinf(1 — cos 9)7.
2 cos’0 y
xX=—-—
34/cos 26
2 sin’f 4
y=-——
34/cos 26 C
. Adl il N )
g) Passer par les complexes: z = x +1iy = pe » —qge 4,d'ou A\ /%

Ceci montre :
do 1 ( 1 1 ) b (( 11 ) " ) Réponse : La développée de la cardioide I” d'équation polaire
o — = —2¢ sin

d 2

b g p =a(l +cosf) est la cardioide C d'équation polaire
p= g(l —cos @) dans le repere (A; 7,7) ou A a pour

1 1\t
ou & =sgn|—-2 sin((— = —)—)). 2 o
( p q/2 coordonnées (;,O) dans le repere (O; ?,7). Ainsi
— .
Les vecteurs 7 et N ont pour affixes respectives : C =t oh(I") ou h est 'homothétie de centre O et de rapport
L+ Lyt ! et ¢ est la translation de vecteur 2a K
ee P 42, jee P 4°2, 3’ 3 :
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i) Ennotant @ = cosf i + sinf j

et v = —sin@? +cos97>,

. — 1 — 1
onobtient N = ——(—w +A7), tanV = —
V1422 A

d'od dp = db, R = a1+ A%,

Ainsi :

—

0C=0M+RN =are*v

A
=Ae*7”p(9+z)7<0+z).

2 2
y
M
\ \
\
/\,
(0] X
C\
\ ™~—"C
r

Réponse : La développée de la spirale logarithmique I” d'équa-
tion polaire p = ae*? est la spirale logarithmique C déduite

de [ par la similitude directe de centre O, d'angle %, de rap-

A
portie” 2, ouencore, dans 'hnomothétie de centre O et de rap-
port A.

* Développée C; de Cy :
s'(t) =2 cht, 7=cost?+sint7,
ﬁ:—sint?—i—cost?, dp =df, R =2cht;

le centre de courbure C; de Cy, en M a pour coordonnées
X, =cost sht —sint cht, Y, =sint sht + cost cht.

* Développée C, de C; :

s'(t) =2e sht oue = sgn(r),

I_V) = —e(cost? +sint7), dp =dt, R =2esht ;
le centre de courbure C, de C; en C; a pour coordonnées

X, = —(sint cht 4+ cost sht),

Y, = —sint sht +cost cht.

Réponse : En notant (C;,), ey la suite des développées suces-
sives de Cy, on a, pour toutp € N :

x = sint cht 4 cos t sht

Cy, =0Cy: .
av v {y: sin f sht — cos ¢ cht

x = cos t sht — sin z cht

Capri = Ci: {y:sintsht+costcht'

Cyp4o est la symétrique de Cy,, par rapport a y'y

Cy4p43 est la symétrique de Cy,41 par rapport a y'y.

Remarque : On peut aussi passer par les complexes.

Choisissons un repere orthonormé direct pour lequel la direc-
tion fixe soit celle de x’x. La courbe I"est I'enveloppe de la fa-
mille de droites (Dg) : x cos6 + y sinf = p(#), d'ou les co-
ordonnées de M :

xp = p(©)cosh — p'(9)sinb,

yu = p(0)sin@ + p’(8)cos 6.
La développée C de I"est 1'enveloppe de la famille de droites
(Dp) : —x sinf + y cos@ = p’(0), etle point C; est le point
caractéristique de I'enveloppe de la famille de droites (Dj)) :

x cos@ + ysinf = —p”(0), d'ot les coordonnées de C, :
xc, = —p"(@)cosd — p@ (0)sin6,
ye, = —p"@)sin — p® (@)cosh.

La condition yy = yc, se traduit par I'équation différentielle

q(0)sin® +q'(@)cosd =0, ol g = p+ p”. La solution
générale (sur un intervalle ol cos ne s'annule pas)
est q:0+— 2Acosf (LeR) ; en déduire p :
p®) = A cosf + B sinf + 16 sinf.

Calculer enfin xp7 et yp:
A A .
xM=A—§(1—00529), yM=B—|—§(29—|—sm29).

Réponse : I" est une cycloide.

En paramétrant C par :
X = Rcost, y=Rsint,

on obtient :
, = o —
s'¢)=R, T = —sint i +cost j,

d'ol une représentation paramétrique des développantes
de C.

X = R cost — (5o — Rt)sint
Y = Rsint + (so — Rt)cost’

QQ :
3y

x'(t) =6 sht cht

y/(t) = 6 sh’cht

en intégrant (et s(0) = 2 par exemple) :
s(t) = 2 ch’r.

* Les développantes de C ont pour RP :

Réponse : { so € R fixé.

y

\\

a)*Ona: { , dott s/(t) = 6 sht ch’t, puis

X + (@ )xl A+h2t 3
=Fy =) = = =— g @y =
s/ cht
y/
Y=y+(—s) = =Aithr—2shr.

s/



Réponse : Les développantes de C sont les courbes (I')xer
de RP:

A
{x=—+ch2t—3
cht , teR.

y=aths —2sht

b) Iy passe par A(—2,0) si et seulement s'il existe r € R tel
que :
- +ch’t—1=0
L i ch—1=
{ cht
Atht —2sht =0.
Sit # 0, on déduit A = 2 cht, puis 1 + ch?t = 0, contradic-
tion.
Pour ¢t = 0, on obtient A = 0.
. — ch?r —
Ainsi, la courbe cherchée est I : X =t 3.
y = —2 sht

L'élimination de sht (qui décrit R) permet d'obtenir une EC
del: y*=4x+2).

On retrouve ainsi le résultat de 4.2.3 Exemple p. 253.
Réponse : 11 existe une développante et une seule de C pas-
sant par A(—2,0) ;il s'agit de la parabole d'équation cartésienne :
2 =4(x +2).

Puisque R,[X] est un R-ev de dimension 3, la famille
(P,O.R,1+X?%, qui a 4 éléments, est liée. Il existe donc
(a,b,c,d) € R* —{(0,0,0,0)} tel que :

aP+bQ+cR+d(1+X?) =0.
De plus, (a,b,c) # (0,0,0), car 1 + X # 0.

On a alors, pour tout 7 de R :
ax@)+byt)+cz(t)+d=0,
ce qui montre que I est plane, dans le plan d'EC

ax +by+cz+d=0.

Notons ¢ = cha? +chb7 +chc?,
.

S =sha i +shb J +she
On a, pour tout point M(¢) de I":
OM(t) =cht € +sht7s,

donc I" est plane, dans le plan (ou la droite) défini(e) par

(0; C,75). Il est clair que (C,75) est liée si et seulement
sia=b=c.
*Sia=>b=c,alors, pourtoutr de R :
— - =, >
OM(f)=ch(t+a)(i + j + k).
¢ Sinon, (7,?

(0;7C.,%5):

) est libre, et 1" admet pour RP, dans le plan
X =cht, Y =sht, t e R.

Réponse : * Si a = b = c, alors I"est la demi-droite d'origine
(1,1,1) dirigée et orientée par i + j + k

e Sinon, I” est une demi-hyperbole.

Soustraire les deux équations, puis factoriser.

Réponse : I"est la réunion des deux ellipses :

x2+xy—|—y2—%:0

y=z

Rtxyty L+ =0
yly 4716
- =0.

y+z+4

Une droite parallele a yOz ne coupe I" qu'en un seul
point ; on peut donc supposer que A admet un systeme d'équa-
y=ax+p

L(a,b,p,q) € R*.
z=bx+gq ( P:q)

tions {

* AN D # @ setraduitpar (1 —b)p = (1 —a)gq.
* A coupe [ en deux points disctincts si et seulement si les po-

lyndmes X> —aX — p et X° — bX — g admettent deux zéros
réels distincts communs. En utilisant une division euclidienne,
on obtient :

a*+p—b=0, ap—b=0, a>+4p>0.
e Eliminer (a,b, p,q) dans :

(I=b)p=U-a)g, (p.q) #0,0),
ap—b=0, a*+4p>0.

a+p—>b=0,
Réponse : x>+ y> —xy —xz —y+z=0.

a) Soit P un plan, d'équation Ax + By +Cz+ D =0.
L'équation aux r de P N C est:
At*+ B> + Ct> + Bt + D = 0.
Eliminer (A, B,C,D) dans :
Aoy =—B, Ao, =C, Aoz;=—-B, Aos,=D.

Réponse : 0y = 03.

b) @) et B) Avec t; = t, noté u, et t3 = t4 noté v, la condition
précédente se traduit par :

§S=0 ou P=1.
e Pour § = 0 (c'est-a-dire v = —u), le plan bitangent a pour
équation x — 2u’z +u* =0 ; il est parallele a y'y.
e Pour P = 1 (et S? > 4), le plan bitangent a pour équation :

x — 28y + (52 +2)z + 1 = 0; il passe par le point fixe de co-
ordonnées (—1,0,0).

y) ¢ Pour § = 0, la corde qui joint M (1) et M (—u) a pour équa-

x=u4
2"

tions {
Z=u

1
e Pour P =1, la corde qui joint M(u) et M(—) a
u

pour milieu le point

1 4 2 1 3 1 2
(E(S —457+2), S(57-25), (8 —2))
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et est dirigée par le vecteur (S° — 2S)7) + 527 + S? .La
corde admet donc pour équations :

S3—482+2 S$3—28 =2
X—— y— 7=
2 _ 2 _ 2
S§3—28 S? S
Eliminer S.

Réponse : La surface demandée est la réunion du demi-cylindre
défini par (x = z%, z > 0) et de la quadrique d’équation
x+2z+ 1)z —y* = 0.

1
*x' = ——(a sinar chr + cosat sht),
ch*t
y' = ——(a cosat cht —sinat sht) j:i
ch?t i ch?t’
a’+1 a’?+1
dou s?=x"?+y?+7"= , 8= .
Y ¢ ch?t cht
+o00 +oo gy
-L=f s’(t)dz=¢a2+1/ dr
-0 _oo Cht

+00 dr

+o00o d

:2\/a2+1/ = 2\/a2+1/ "

0 cht u=sh] 0 1+ u?
=ma?+1.

Réponse: L = /a2 +1.

I" est paramétrée par (x = x(t), y = y(t), z = z(¢)) , ol
x,v,z2: 1 — R sont de classe C' sur l'intervalle (fermé
borné) /. Ainsi :

L:/ X/2+y/2+Z/2
1
et L+hL+154
:/ y’2+1/2+/\/x/2+Z/2+/\/X’2+y’2-
1 1 1

* En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R usuel
a (\/y’2 +72,x? + z’z,\/x’2 + y’2> et (1,1,1), on obtient

\/y/2+Z/2+\/X/2+Z/2+\/X/2+y/2
<V6/x% +y? + 272,
d'ou : L+05L+1 <V6L.

* Montrer, pour tout (a,b,c) € (]R.;,.)3 :

2Va? + b2 + 2 < Va? + b2+ a? + ¢+ Vb + 2
On peut, a cet effet, remarquer :

[@b0f +[@0.0)] +[0b.0)] = |2.b.0)] -

En déduire (avec a = |x'|,...) : 2L <1, + 1L, + 5.

y = 8 sin’0 cos’p,

JT_JT]
2’ o

Réponse : x = 8 cos’f cos’p,

7z =8sin’p, (0,9) € [—m; 7] x [—

Utiliser les fonctions symétriques élémentaires o,,0,,03 de
u,v,w, et Sy = uF + v + w* (1 <k < 3); onobtient :
X =o, y=S2=012—202,

z2=8= o’l3 — 3010, + 303.

Réponse : x* —3xy +2z — 6 =0.

Montrer qu'une droite A parallele a x Oy ne peut rencontrer

D, et D,. En notant alors A : B ,ona:
y=bz+gq
AND, # 9@ b+g=-1
AND, #Q0 < {—a+p=1 .
AND; #3 a(g—1)=b(p+1)

Montrer a # —1, puis éliminer a,b, p,q.

Réponse : xy + xz + yz + 1 = 0 (hyperboloide a une nappe,
de révolution).

Méme méthode que pour l'exercice 6.3.3.
Réponse : a*>(z +h)(z —h) + h®xy =0
(privé des deux droites (z = —h,y =0), (z =h, x =0)).

2 2
Soit M (E’t’()) (resp. M’ (%,O,u)) décrivant P

(resp. P).
Montrer: (MM') /| &7 <= u = —t ;

puis former les équations de (M M’), et éliminer 7.

Réponse : 6x —3y? +5yz7 —2z2 =0 ou y =z.

Soient M, (atl,l7t13,c(tl2 + 1)), M, (411‘2,17t23,c(t22 + 1)) deux
points de I, distincts.
(Mle) //xOy — h=-0.

Former une représentation paramétrique de (M, M) :

Montrer :

X =aty + raty, y = btf —|—Abtf, zZ = c(tl2 +1).
Eliminer (A,t;).

Réponse : —bxz + bex +acy = 0.

Soit D une droite de I'espace. Si D // yOz, alors D ne coupe
I" qu'en au plus deux points.

On peut donc supposer D } yOz. Ainsi, D admet un SEC

y=ax +p 4
,(a,b,p,q) € R*.

{ z=bx+q ( p-q)

Un point M (¢) de I" est sur D si et seulement si :

B—t=at’?+p
=1 =0b*+gq.



On calcule le reste R de la division euclidienne de
Xt +bX2—X—gpar X2 —aX®?—X—p:

R=@—-b+1D)X>+@+p—DX+ap—q.

La droite D rencontre /" en trois points si et seulementsi R = 0,
c'est-a-dire :

a*—b+1=0 b=da>+1
a+p—1=0|,cequirevienta { p=—a+1
ap—q =0 q=—a*+a.

Une EC de S est obtenue en éliminant a dans :
y=ax —a+1
z=(a*+ Dx —a*+a.

Réponse : x>+ y? —xz—x —y+2z=0.
zz—xy—1=0

2+y +xy—1=0
x+y—2z=0

2 —xy—1=0
{z Xy .

x+y—z=0

{x2+y2+22—2:0
x+y—2z=0

et réciproque du meme genre.

Dans un systeme d'équations cartésiennes d'une droite de &,
exprimer, de maniere adaptée a 1'exemple, deux des trois co-
ordonnées en fonction de la troisiéme. Ainsi, une droite de &;,
non parallele au plan x Oy, admet un systeme d'équations car-
x=az+p

,(a,b,p,q) € R*.
y=bz+g (a.b,p.q)

tésiennes {

Reporter dans 1'équation de S et identifier.

x=0 x=0 y=0
y=0 |z=0" |z=0

x=-—1 y=-1 z=-1
y==-2 |lx==2 |x=-y

Réponses :

a) Les six droites d'équations {

b) Les deux droites d'équations { j} —0 { z _o
2 b’
. . . . Yy=zsx+ =
c¢) La famille de droites d'équations { 3 3 |,beR,
z=bx

x=0

et la droite d'équations { 0
=

y=0"

x =1 x=-1
y=0

d) Les deux droites d'équations {

a) Réponse : ¢ M(u,v) estrégulier si et seulement si u # v.
o 3(u 4+ uv + vz)(X — (u + v))
“3+ 0 —uv) = (Z - @ + 1)) =0,

ou encore : 3(u> +uv +v)X - 3(u+v)¥Y —Z
—Qu® + 3u?v + 3uv? 4+ 203) = 0.

b) Réponse : ¢ il y a exactement quatre points non réguliers,
correspondant a

(u,v) =(1,1),(1,-1), (—1,1), (—1,-1).

eu(l —vH)u? —v?) <X — (u + l))
u
—v(l —u?)(W?* —v?) (Y — (v + %))

u v

Fuv(l —#?)(1 — 1?) (z - (; n ;)) —0.

Pour simplifier les calculs, on peut remarquer que S admet
laRP: ¢: Rx]0; +oo[—> &; .
(t,0)—>(t cos,t sinf,t2)
—

ad
On a, pour tout (¢,0) : a—‘f(t,@) = (cos 0,sin6,2t),

by
E(z,@) = (—t sin6,t cos6,0),

80
et la famille (5 (t,6), 39 (t,Q)) est libre, donc tout point de
S est régulier.
Le plan tangent a S en M(¢,0) est parallele a o (1,1,1) siet
— —
a9 a9

seulement si (E(Z’Q)’ (t,@),7> est liée, c'est-a-dire :

36
cosf —tsinf 1
sinf tcosf® 1|=0,
2t 0 1
ouencore: 1 —2t(cosf +sinf) =0.

Réponse : La courbe intersection de S avec le plan d'équation

1
x—}-y:z.

Une équation du plan tangent en un point My (xo,yo,20) de S
est: xox + yoy +2z0z — 1 =0.

Ce plan est perpendiculaire a D si et seulement si :

N
0 3 -0

1
On obtient x7 = o

Réponse : Les deux plans d'équations

x4+3y—27-2e/3=0, ¢ € {—1,1}.

Une équation du plan tangent en un point My(xg, yo,20) de S
est:

Yox + X0y — 323z + Xoyo = 0.
Ce plan contient D si et seulement s'il existe A € R* tel que :

X0Yo

En déduire zp = —1 ouzg = —2.
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Réponse : Les deux plans d'équations

x—y+3z4+1=0, x—2y+6z+4=0.

a) Un plan P, parallele a xOy, d'équation z =z
(zo € [1; +00[) coupe I' en deux points de parametres
ti = /20 — 1, t, = —t; ; former une représentation paramé-

trique de la droite (M(t. )M(zz)).

Réponse : Une représentation paramétrique de S est : x = fu,
y= Bu,z=1>+1,(t,u) € R*>;une équation cartésienne de
Sest: xz=x4+y, z=>1.

b) Une équation du plan tangent a S en un point M (xo, Yo,Zo)
de Sest:

(zo = D(x — x0) — (y — yo) +xo(z — 20) = 0.
Ce plan passe par O si et seulement si xy + yo — 2xpz9 = 0.

Réponse : L'ensemble des points de S en lesquels le plan tan-
gent contient O est la demi-droite d'équations: x =0,y =0,
z21.

* Pour tout point M (x,y,z) de &, ona:

V2% + 2% = b2x? + a?F?

MeS NS x2 y2 ZZ _,
62—a2+?+C2—b2_

2_b2x2+a222

x4+ 22

2 2

Sandk DY SRR S

62_a2 62_b2

(x2+z2):b2x2+a2z2(1)

X2 ZZ
Et: (1) < (—cz —t o, —b2)
((6‘2 _ aZ)(CZ _ b2) _ CZ(x2 + ZZ)) =0.

Comme 0 < a < ¢ < b, le deuxieéme facteur ne peut pas s'an-
nuler. On déduit :

2 2
2_ 2 2 2
Me S NS, <— ¢ a2 g ¢
"
c

Ceci montre que S; N S, est formée de quatre droites.

* Notons F,F, : R® — R les applications définies par, pour
tout (x,y,z) de R® :

Fi(x,y,2) = y2(x* + %) — (0°x* + d%2?),

2 2 2
y %
e

= 1.
202 U 2

Fy(x,y,2) =

Ces applications sont de classe C' sur R? et, pour tout (x,y,z)
de R3 :

grad Fi(x,y.2) = 2(x(* = 0), y(:> + 20, 205 — @),

gr_fi?in(x,y,z):Z( 5 z ? : )

v T 5
c _aZ C2 CZ_bZ

Soit M (x,y,z) un pointde S; N S,.

Si M # (0,%¢,0), alors grad F;(M) # 0 et grad F>»(M)

#* _0), donc M est un point régulier de S; et de S,. Ona:

grad Fy (M) - grad Fy(M)
L2y — b2 2(x2 4 22

_ (i 2)+y( zz)+
c—a c

x2(c? — b?) s g (P —aHF?
Ry T+ + B — P

2 2
2 2 2 X z
2c" —a —b)(cz_az—l——cz_bz):o,

(yZ _ a2)z2
c2 —p2

donc les plans tangents en M a S, etS, sont orthogonaux.

O est un point régulier de S, et le plan tangent en O a § est
xOy. Au voisinage de (0,0), (x,y) —> y tanx est > 0 ou
< 0, selon que xy > 0 ou xy < 0. Donc, § traverse son plan
tangent en O ; le point O est un point-col de S.

%z

<

" 4

a) Une représentation paramétrique de S est :

X =acost+ XA, y=asint,

z=asint cost + i, (t,1) € R>.

Eliminer (¢,1).
Réponse : a(x —2)> + (a — y)*y*> —a*(a — y)> = 0.
b) Méme méthode qu'en a)

Réponse : 4x>+ (y —2)>+4y —4z —1=0.

Puisque I est plane, dans le plan x + y + z = a, les généra-
trices de S sont paralleles a 7(1, 1,1).
Pour obtenir une EC de S, on élimine (A,xo,Yo,z0) dans :

X =Xx9+ A,

Yy=Yo+A, z=20+A4A,

XoYoZo =@, Xo+ Yo +z20 =a.
Réponse :
@2x—y—z+a)(—x+2y—z+a)
(—x —y+2z+a)=274°.

a)Ennotant P = x — yet Q = y — z, S admet pour équation :
1 1 1

+ — — —— =0, donc S est un cylindre.
PTQ PtQ



Cependant, I'équation obtenue se ramene a
P2+ PQ+0*=0,
clest-a-dire P = Q =0.
Réponse : S = &.
b)Ennotant P = x — yet Q = y — z, S admet pour équation :
1 1 1

PT0 Pro

donc S est un cylindre, et les génératrices de S sont paralleles

il

P=
a la droite { , c'est-a-dire dirigées par u (1,1,1).

0
0=0

Une section droite deS est obtenue en coupant S par un plan

orthogonal 2 7" A cet effet, faisons un changement de r.0.n.d.

de facon que % dirige le 3™ axe de coordonnées.

En notant
— 1l - - —
K=—3(l+]+k),
7 1(—.> 7
= —=( 1t = 9
V2 /
- = = 1 - — —
J=KANIT =—(i +j —2k),
V6

— = — .
lerepere R’ = (O; I, J, K) estorthonormé direct. Les for-
mules de changement de repere sont, pour un point M de co-

ordonnées (x,y,z) dans R et (X,Y,Z) dans R’ :

R T
1 1 1
Il v SVl I I
0 2 LN\
V6 V3

On en déduit une EC de S dans R/, apres calculs :
X(X? = 3Y)V2 +3(X2+Y?) =0.

La courbe I, intersection de S avec le plan Z = 0, est une cu-
bique (courbe algébrique de degré 3) ; en coupant /" par des
droites d'équation Y = tX,r € R, on obtient une RP de I":

3 147 3 (141 o
231" T 2 -1 o
Réponse : * S est un cylindre a génératrices paralleles a

w(1,1,1)

 Une section droite de S est la courbe d'équations

X(X2=3Y)V243X2+YH) =0, Z=0,

dans le r.o.n.d. défini plus haut.

c)Ennotant P = x — yet Q = y — z, S admet pour équation :
2P +20 2-P-0 _ 1=y,

donc S est un cylindre, et les génératrices de S sont dirigées

par 0 (1,1,1).

Une directrice I"de S (non nécessairement une section droite)

est obtenue en coupant S par un plan non parallele & 7, par
exemple le plan x Oy.

Réponse : S est un cylindre, a génératrices paralleles a

7(1, 1,1) et de directrice

1=0

X—y y _9)—xXx _
e {2 +2V -2
z=0.

a) Réponse : S et S, sont des cylindres (elliptiques) de direc-
tions respectives 7'z, y'y.

2 2 2 2

X X
4+l —1=0 4L =1
a b2 612 2
b) 2 2 2 2
X z 1=0 y oz
El@E P
%
y

Réponse : S; N S, est la réunion des deux ellipses d'EC :

x2 y2

a2t =1

@ , ee{-1,1}.
= & —

Z b y

c¢) Par raison de symétries, les axes des deux ellipses précédentes

ontpour EC: x =0 ou y=0, z=8%y,

2 2 x=0 X =a
x y o

—2+§ =1,c'est-a-dire: { y ==£b , y=0

“ 7 = Fec z=0

On en déduit les longueurs des demi-axes : /b% + ¢? et a.
Réponse : a> = b> + 2.

a)
M(x,y,2) € S — @\ €R, Im € I, 2M = A2m)

— (EI(A,t) E€R2, x = At, y = A2z = At3>
Réponse : '
y2 — xy = 0 (privée de (x'x — {0} U (z'z — {0})).
b)
M(X.Y.Z)e S < @\ eR, Im e, 2M = \2m)

— (H(A,x,y,z) ERY, (X —1=A(x—1),

Y+1=Ary+1,Z=2rz, y+z=1, x2+y2=z))-
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Réponse :

2x2 +2xy +y* +2xz7 —yz —2x —3z+1 =0.

En notant F) : R’ — R l'application définie par

Fp(x.y,2) =x(h=y) +yA —2) +z2(A —x) — A,

ona:
grad Fy (x,y.2) = 0
0F; 0F) oF),
= — xy,0)0=—— x,3,0) = — (x,y,2) =0
dx ay 0z
S x=y=z= A
xX=y=z= 2

A A

Voir ensuite si le point £2;, (5’ -,

* tsur S
— | estsur Sy.
2 A

. . 4
Réponse : S est un cone si et seulement si A € {O, 3 } .

* Sy est le cone de sommet O et admettant pour directrice 1'hy-

=
bole d'équations .
perbole equalons{xy+x+y:0

* §4 est le translaté de Sy dans ¢
3

I

-, = -
i+

(i +j+k)

Réponse : Avec les notations précédentes, le lieu cherché est
la surface d'équation

(20y — ¥02)* +2p(z — 20) (zox — x0z) = 0.

C'est, en général, un cone de sommet My (xg, yo,20)-

=0 .
Notons My (xo,yo0,20) et P { Zz les point et parabole
y* =2px

donnés, et A(a,8,y) € &;.

Former une équation cartésienne du cone S de sommet A etde
directrice

I': 2pz—y)(yx —az)+ (Bz—yy)? =0.

Traduire M, € S.

2x+3y—2z=0 z=2x+3y
x2+y2-7z2=0 8y + 12xy +3x2 =0’

Donc P NS = DU D’ ou D et D' sont les droites passant par
O et dirigées par

V@4, —3—+/3, -1 —3/3),

—
V4, =343, -1+3V3).

— —
Caleuler 3 (V, V') par cos(V,V') = —_
V-1l

1
Réponse : Arccos (_E) ~ 1,648.

Si une droite horizontale (i.e. // x Oy) convient, alors convien-
dront aussi, par symétrie, une droite parallele a y Oz et une droite
parallele a x Oz. Ces deux dernieres droites ne peuvent pas étre
toutes deux horizontales.

Nous pouvons donc supposer qu'il existe une droite D tangente
aux trois cones et non horizontale ; D admet un SEC

{x =92t P bp.g) € R

y=bztgq

Puisque D est tangente a S, I'équation
(az+p)+ (bz+q)* =22 =0
admet une solution double(en z), d'ol, par un discriminant :
(ap+b9? =@+ =DH(P*+4¢H) =0 (D
On obtient de méme :

(bg —ap)? — (B +1—=a>)(=p*+4¢>) =0 (2

et (ap —bg)* — (1 +a*> = b*)(p* —¢*) = 0. 3)
De (2) et (3), on déduit : p> —g> = 0.

Sip =g =0, alors D passe par O, exclu.

S'ilexistee € {—1,1} telque g = ep # 0, alors, b = ae, puis,
en reportant dans (1), p? = 0, exclu.

2 2 __ 6 -6
M(x,y,7) € S<> (EIzelR, {x Ty _COSt+Sln’).

7 = cos’t

Réponse : 4(x> + y?) — 3722 —1=0et—1 < z < 1 ;clestun
morceau d'hyperboloide a une nappe.

a)M e S < d(M,D) =R.

Un point de D est A(2,1,0) et un vecteur directeur de D est

7 (1,1,1).

Réponse :
G—z-1)2+@x—2z-22+@x—y—12-3R>=0.

b) 18 méthode : Traduire, pour l'équation aux z des points de
SNz'z,(z+ D?*+ (z+2)?+ 1 —3R? =0, l'existence d'une
solution double.

28me méthode : R = d(D,7'7).

Réponse : R =

-



S admet pour directrice le cercle d'équations
x+y+z=1
+y+2=1

Réponse : xy + xz + yz = 0.

Remarquer que 1'équation proposée est symétrique en x,y,z.
Noter o07,0,,03 les fonctions symétriques élémentaires de

x,y,2,et,pourk € N*, S = x* 4+ yk + z¥. Montrer que 'équa-
tion de S est de la forme F(o0q,S;) = 0.

Prouver S; = S + 40103 — 207 ; d'ou 'équation de S sous la
forme :

1
s> — E(af—sz)z— 1=0.

Réponse : S est une surface de révolution, d'axe

O+R(T + 7 +%).

a) La courbe I” est incluse dans le plan P d'EC :
2x —y —5z=0.

Un changement de r.o.n.d., en prenant P pour 1 plan de co-
ordonnées, montre que /" est une parabole.

Une RP de I"est :
c'est-a-dire : _0—1\_/? =10

x=t24+2t, y=2t>—t, z=t, t €R,
+27,

wQ2,~1,1) et T (1,2,0).

1 1
— OM = -
2 t
rection de (OM) tend vers celle de U quand ¢ tend vers £00.

On a, pour tout 7 de R* : W + U, donc la di-

Il en résulte que 1'axe de I” est dirigé par v .

Le sommet de I est le point de /" en lequel la tangente a I” est
orthogonale a I'axe. La tangente a I” en un point quelconque
—

dm
M() est dirigée par — =, c'est-a-dire W +2t7.0na:

dd—MJ_7<:>(u +2UT) T 1 =0,

.U =0.

Ainsi, le sommet de I"est O.

- —
puisque U

Réponse : " est une parabole, de sommet O et d'axe la droite
passant par O et dirigée par T i 27 .

b) L'équation cartésienne générale d'un cercle C;, ,, d'axe l'axe
de I"est:

x+2y=2X\
Ona:
CunNl'#9o
522 =1 )
< (3Jz € R,
( {(z2+22)2+ (2722 — 2)? + 22 = u?

522=21
< |Jz eR,
(Z {5z4+6zz=/£2>

= A2+ 61 —5u>=0.

Ensuite, pour tout point M (x,y,z) de & :

MeS (a(x,u) cR?, Mecw)
x+2y=2

X2+ y2 + 22 = p?

A 46)—5u>=0

= (x +2y)° +6(x +2y) — 5> + y* +2°) = 0.

— 3, p) e R?,

Réponse : 4x> +4xy + y> +5z2 —6x — 12y =0.

En notant V le volume demandé, on a, par symétries, V = 24V,

ofJV1=/// dx dy dz et
D,

= {0 e®
PP <R, 22 <R, P +2 <R, y<al.

En passant en coordonnées cylindriques, on obtient

V1=/// p dp db dz, ou:
Ay

1= {0,602 € 10: RIx [05 7] x Ry

0<z< \/Rz—pzcosze].

[T apa)

T
/4 (f v R% — p2cos?0 pdp)d@
0
T
/0 3 00529
R (71—
_Kr /‘ I sin 0d0
3 Jy cos?6
R? 1 -
<[tan9]o / 7 du)
[u-cos@]

R3 1 ! 21
=_— 1+[—+u]1 :“[ R®.
u 1
V2

Vi=

n_ 2,378
(R p2cos?0)2 OdG

3 7z

Réponse : V = 8(2 — v/2)R® ~ 4,686 R>.

Notons Q la matrice, dans la base canonique de R?, de la forme
quadratique définie par la partie homogene de degré 2 de 1'équa-

tion, et x o le polyndome caractéristique de Q.
—(A=1DR* =21 —1), 0 ¢ Spx(Q)

donc S est une quadrique a centre.

a) Comme xo(A) =

Le centre §2 est obtenu en résolvant le systeme d'équa-
tions :
oF oF oF
—&y.2)=——(y.2)=—-—-(xy2 =0,
dx ay 0z
ou F(x,y,z) estle premier membre de I'équation cartésienne
donnée pour S.
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1
OntrouveQ(E,l,—l>.

Une équation de S dans le repére orthonormé direct

R = (£2; 7,7),?) est:

X2+Y2+ZZ—ZXY+2XZ+;1:0.
I -1 1
La matrice Q =| —1 1 0] se diagonalise en
1 0 1
Q=PDP!
1-v2 0 0
D= 0 1++2 0
0 0 1
1 1
— === (
V22
1 1 1
et P = E E 72
1 1 1
2 2 N2

Une équation de S dans le nouveau repere orthonormé

est: (1~ VD& + (14 VD2 14 5 =0,

Réponse :

Dans le répere orthonormé direct (£2; 7,7,?) défini par

PSS — 1l > 11— 11—
05 —' -k , I =—1i —j —=k ,
P N A
J 1 +1 1k K = ! —I—1 , la
= —— 1 = = s —
2 T2 T2 VR

quadrique S admet I'équation réduite

£ 82 w32+
a? b2 2 o 2 ’
N L\
- 2 ’ T2

S est un hyperboloide a deux nappes.

b)Ona: xo() =
Q=PDP ' ou

—A(A 4+ 9)(A — 18) ; O se diagonalise en

0 0 0 (212
D= 0 =9 0 5 Pzg 2 2 1
0 0 18 1 2 2
1
Ennotant [ = §(_27 + 2? + 7)’
1
= ).

T =7 +27 -2
3
i
?:5(27’+7+2?),

—0:7.,7.%)

— Y2 4272+ 4X +12Y —8Z +4 =0,
Y —6)?2—-2(Z—-22>—4X+8)=0.

une équation de S dans le r.o.n.d. R,
est:

ou encore :

En notant £2 le point de coordonnées (—38,6,2) relativement a
. — = —
R, une équation de S dans lerond. R, =(2; 1 ,J ,K)
st: £2—2n> —4&£ =0.
Réponse :

. —
Dans le repere orthonormé direct (§2; I,

26 2 16 1
par 2 (g,—g,—g), 7) = 5(—2_1)4—27

1 1
7=g(?+2?—2?),?=§(27+7+27),

la quadrique S admet I'équation réduite 2 — 27> —4€ =0 ;
S est un paraboloide hyperbolique.
c) Remarquer

2yt 2y —1l=@+y)>?+22-1.

Réponse :

Dans le repere orthonormé direct (O; I , J , K ) défini par
T @D T=LF+H.E=F. 1a
= L= = i+j), K=k,

V2 V2

quadrique S admet 1'équation réduire : 2Y> + Z> =1
un cylindre elliptique.

; S est
d) Une équation de S dans R est :

3 4
(x—2)2+5<—§y+§z)—2=0.

Par le changement

Xex—2, Ye-Syt2, z=-2,3
sATs PETSYTEL L= YT

I'équation de S devient X>+5Y —2 =0, ou encore

2
X?=-5Y,00Y =Y — 3
Réponse :
Dans le repere orthonormé direct (S; 7,7,7()) défini par
D= — == == 1 =

085 =27 +37. T=T, J=§(—3j+4?),

X = —5(47 =+ 37), la quadrique S admet 1'équation ré-

duite X> = —5Y ; S est un cylindre parabolique.

Remarquer, pour tout (x,y,z) de R? :
B + A)x? + (2 +ad)y? + (@ + b))
—2abxy — 2bcyz — 2cazx
= (bz — cy)® + (cx — az)? + (ay — bx)?
et a(bz —cy) +b(cx —az) +clay — bx) =0.

Réponse : S est un cylindre elliptique.

La quadrique S est de révolution si et seulement s'il existe un
ro.n.d. R’ de &; tel que S admette sans R’ une EC de la forme :

MXP+ YD)+ pZ>+21Z+J =0,

ou A € R*, u,I,J € R, c'est-a-dire si et seulement s'il existe
(A,u) € R* X R tel que Q soit semblable a diag(x,A, ).



On forme la matrice Q de S dans (i , j , k), puis son po-
lyndme caractéristique :

a—»A c b
Xo) =det(Q — AI3) = c b—A a
b a c— X
1 G b
=@+b+c—2|1 b—Ar
1 a c—A

=—A—-0)A —0)(+w),
ou oc=a+b+ec,
|
o = |a+jb+j*c| = (@* +b*>+c* —ab — bc — ca)?.

D'apres l'exercice 6.3.34, S est de révolution si et seulement si
deux des réels o,w,—w sont égaux et non nuls (ou

oc=w=-w=0).0na:
oc=w
ou = 0’ =w’ <= ab+bc +ca =0.
o=-—w
Réponse :

S est de révolution si et seulement si ab + bc + ca = 0.

a) Une droite horizontale de &; ne peut pas rencontrer D et D/,
qui sont dans des plans horizontaux distincts.

Soit A une droite non horizontale de &, de SEC :

x=oaz+p 4
, (@.B,p,q) eR.
{y=ﬂz+q
AND # o Bh+q=0
Ona: { AND #@ < { —ah+p=0
ANH#Q pq = a’.
On obtient une EC de S en éliminant «, 8, p,q dans :
Bh+q=0 —ah+p=0, pqg=d’,
x=az+p, y=pBz+gq.

Réponse : h’xy + a*(z> — h*) = 0.

b) La surface S est une quadrique, et la matrice Q de S dans

h2
0O — 0
2
(7)7 k)est: Q= h_z 0 N E dont les valeurs
2
0 0 a
h n?
ssont —, ——, a’.
propres son 7 "o a
D'apres 1'exercice 6.3.34, S est de révolution si et seulement si
2 2

deux (au moins) des réels 7T a? sont égaux, c'est-a-dire :
h2

— =4

2

On peut d'ailleurs vérifier que, dans ce cas, S est de révolution,
puisque S admet alors pour EC :

2+ y2+22—(x —y)?—2a>=0.

Réponse : h? = 24>,

Toute équation du second degré symétrique en x,y,z est de la
forme :

Aol + Boy, + Coy + D =0,

ou 01,072,053 sont les fonctions symétriques élémentaires de
Xx,¥,2.

1
En notant S, = x2 + y2 + 7%, comme o0y = 5(012 - 5),

I'équation devient

1 1
<A+53>ﬁ—§&+cm+D=Q

et la surface est donc une quadrique de révolution.
L'axe en est : 0+R(7+7+7).
Remarquer: (x —2y) + 2y —3z) = -3z —x).

Réponse : S est un cylindre elliptique.

a) Réponse : S est un cylindre parabolique ; les génératrices

sont dirigées par v (1,—3,2), et une directrice est la parabole
z=0
(x+y)?—2x+2y—1=0

b) Le plan de symétrie P de S est de direction d'équation

d'équations {

x+y+z=0.
En les points de P N S, le plan tangent a S est orthogonal a P ;

déterminer les points M de S pour lesquels g—m_zi f(M) e _P)

2
Réponse:x+y+z+§=0.

c) T est orthogonale a gr—acﬁf(M) pourtout M € PN S,etT
contient la droite P N S.

Réponse : 30x — 6y — 247+ 13 =0.

On peut choisir un r.o.n.d. telque : P =x0Oy et O € D.

X=az .
,oll (a,b) € R? ; un vecteur

y=bz

directeur de D estw (a,b,1).

Alors D admet un SEC {

On a, pour tout point M (x,y,z) de &, d(M,P) = |z| et:

—
HOM A |2

d(M,D)? =
Ialk

1
prETEal

2 2 2
(= b2 + (az = x)* + (bx — ay)) .
D'ou :
M e S < (y — bz)> + (az — x)> + (bx — ay)?
=(a2+b2—|—l)z2
= (@ +b*+ D)2+ y?) — (ax +by +2)> =0.

Réponse : S est un cone de sommet le point formant P N D.
367
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Les droites D et D', n'étant pas coplanaires, admettent une per-
pendiculaire commune A. Considérons le r.o.n.

R=(0; 7,7 ,K) défini par :
O estle milieude [HH'],o0 H € D, H € D/,
(HH') = A
x dirige A
— —
7 estcolinéairea @ + u' ,ol 0, u' sont normés
et dirigent respectivement D, D’.

Ainsi: D {y:mx’ D’ {y:—mx’

z=h z=—h
ot m,h) € R* x R%..

La droite D passe par A(0,0,k) et est dirigée par g (1,m,0),
d'ot, pour tout point M (x,y,z) de & :

—
AM 2
dM.py = 1AM A VIF /\7”
[|v]]
2
(—mz=m) +@—h?+ mx —y)?
- 1 4+ m?
(y —mx)?
—(z—h)?4+ 27
(@=hy+ 1 + m?
De méme :
(y +mx)*
d(M,D")? = 4+ -
( )Y =@+h)+ T2
N D) ()’—mx)2
Dou:MeS <+ (z—h)"+ ————
1+ m?
(y +mx)?
(z+h)+ T

< 2mxy + (1 + m*)hz =0.

Réponse : S est un paraboloide hyperbolique.

Considérons une quadrique quelconque S, d'EC :

Ax* +2Bxy +2Cxz + Dy?> + 2Eyz
+F2+2Gx +2Hy +2Iz+J =0.

Ona: I'CS
> (Vt eR*, A4+ 2B — 1) +2C2 (1 + 1)
13 — 1)2 @ =1l 3+ 1)2
+D( ,)+2E +F(+)
12 2 2
@ =1l 2 +1
+ZGI3+2Hf+2I%+J=O)

< (A=0, 2(B+C)=0, D+2E+F =0, 2G =0,
—2B+2C+2H +21 =0, —2D+2F =0, J =0,
—2H+21=0, D—2E+F =0)

< (A=D=E=F=G=J=0, H=1=B, C=-B).

Réponse : 11 existe une quadrique S et une seule contenant I".
Une EC de S est :

xy—xz+y+z=0,

et S est un paraboloide hyperbolique.

Considérons une quadrique quelconque S, d'EC :
Ax* +2Bxy +2Cxz + Dy* +2Eyz + Fz*

+2Gx +2Hy +2Iz+J =0.

*Ona:
4 3

PcS«:»(VyeR,Ay—+By—+Dy2
4p? p
y2
+G ——|—2Hy+J=0)
p
< A=B=H=J=0, G=-Dp).
Ainsi, S admet pour EC :
2Cxz + Dy* +2Eyz + Fz* — 2Dpx + 217 = 0.
* Puis :
DC S (VZ €R, C(p +22)z + Dp* + 2Epz
+Fz* — Dp(p +22) + 21z = 0)
= QC+F=0,Cp+Ep—Dp+1=0)
— (F:-zc, 1=(—C+D—E)p).
Alors, S admet pour EC :
2Cxz + Dy? +2Eyz —2Cz?> — 2Dpx
—2(C — D+ E)pz =0.

* S est tangente en O au plan y Oz si et seulement si, en no-
tant ¢ le premier membre de 1'équation précédente,

gr_aa(p(0,0,0) est colinéaire a (1,0,0).
Comme

2rad $(0,0,0) = (= 2Dp.0,~2(C = D+ E)p),

B=D=C.

Finalement, S a pour EC :

la condition revient a :

2Cxz + Dy* +2(D — C)yz — 2Cz* — 2Dpx =0,
ou encore :
2C(xz — yz — 22) + D(y* +2yz — 2px) = 0.

On obtient ainsi le faisceau linéaire de quadriques (hors-pro-
gramme) de base (S],5,), ou S est la réunion des deux plans
z=0,x—y—2z=0, et S, le paraboloide hyperbolique
y? +2yz —2px =0.
Réponse :
d'EC:
2C(xz — yz — 2°) + D(Y? +2yz — 2px) =0,

(C,D) € R* — {(0,0)}.

Une (double) infinité de quadriques, celles



Méme méthode que pour l'exercice 6.3.43.

Réponse : Les quadriques d'EC :
2Ehx* +2Cxz +2Eyz + Fz* —2Ehy — Fhz =0,
(C.E.F) e R’ — {(0,0,0)}.

Soit M(X,Y,Z) € & ; former un systeme d'équations carté-
siennes du cercle Cys d'axe A et passant par M :

x—X)+@zZz—-2)=0
x2+y2+22:X2+Y2+ZZ’

Traduire ensuite Cy N D # @ en éliminant (x,y,z)
dans :

z=0, y=x+1, x-X)+@@—-2)=0,

Pyt =x2 4y 22
Réponse: x> +4xz—y>+72+2x+2z+1=0
(hyperboloide a une nappe)

Soit M (x,y,z) € S. Une EC du plan tangent /7 en M a S est :

@ b 2 i=
a’ b? 2
On déduit : P <—,0,0>, 0 (0, ,0), R (0,0,—),puis :
X
— = > > > — a*> 2
OP. i =00 -j =0R - k & — =— =—

Ensuite: M € S <= Aa?> +A*b> + 222 =1.

Réponse : Les deux plans d'EC :

X+y+z_8‘/a2+b2+62:0’ 86{—1,1}.

a) Réponse : S; et S, sont des paraboloides elliptiques, de
révolution.

b) On peut chercher " sous la RP :

2
0
X = p@®)cosh, y=p@ysing, z="9
2p
ol p =R —> R estde classe C'.
y
X

dM
Un vecteur tangent en M (6) a I” est TR d'ou une RP de la

tangente 7(0), en M(0) a I (en notant, pour abréger, p au
lieude p(#)) :

X = pcosh + A(p'cos@ — p sin)
= (p+Ap') cosd — Ap sinf
Y = psinf + A(p’ sin@ + p cos6)
= (p + Ap) sinf + Ap cos O
2 /
z=2 1,2
2p P

Cette droite 7'(0) est tangente a S, si et seulement si I'équa-
tion aux A des points de 7(0) N S, :
IS op’
(p + 10")* + A p* +2q (— + A —) =0
2p p

admet une solution double.

L'équation du second degré obtenue :
2 12y42 ’ q 2 q
P+ p A +2p0 (1 +=)2+p [1+—)=0
p p
a pour discriminant (réduit) :
a\’ q
A = pzp/z (1 ol ;) - (,02 ar p/z)pz (1 ar ;) o

o = P o2,
q

Comme p’ est continue sur R et que p est a valeurs > 0, le

La condition revient donc a :

théoréme des valeurs intermédiaires montre que p’ est de

signe fixe (strict), donc p’ = 8\/E,0, ou ¢ € {—1,1}, puis
q
p:0+— Ce , CeRy.

Réponse : Les courbes de RP :  x = Cefcosd,
C2

y=Celfsing, z=— e* CeRY fixé, k=¢ |2,
2p q

e € {—1,1} fixé, 0 € R le parametre.

A B C
Notons Q = | B D E | lamatrice symétrique associée
C E F

== =5 = . . . L
a Sdanslabase (i, j, k). Pour qu'il existe trois généra-
trices de S deux a deux orthogonales, il faut et il suffit qu'il existe

— = —
une b.o.n. (V,V,, V5) de R telle que, en notant R la matrice

associée a S dans la base (7,7,V3)), on ait :

Vi € {1,2,3}, 'E;RE; =0,

ol (E;)1<i<; est la base canonique M ; (R) .

Ceci revient a ce qu'il existe une matrice £2 de O;(R) telle que
2710 $2 soit a termes diagonaux tous nuls. D'aprés I’exercice
4.5.59, cette condition équivaut a tr(Q) = 0, c'est-a-dire :
A+D+F =0.
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Les deux quadriques Q; et O, admettent O pour centre de sy-
métrie. Les matrices des formes quadratiques
associées a Q; et Q, sont 'AA et A'A, ou

a b ¢
A=|d b ¢

a// b// C//

. Comme 'AA et A'A ont le méme

polyndme caractéristique (cf. exercice 3.2.12), les deux qua-
driques Q; et Q, ont la méme équation réduite (dans deux re-
peres orthonormés).

. - .
m(u) (cosu,sinu, u>) et G(u) (—sinu,

cosu,2u) (qui est # _O)), une RP de S est ¢ : (u,v)

¢ En notant

+—— m(u) + vG(u), ce qui montre que S est réglée.
« Comme, pour tout («,v) de R? :
—

Lo PR~ =7 N
a—u(u,v):m(u)+vG(u):G(u)+vG(u),

—
2 r0) = T,
v

L
et que (G (u),G'(u)) est libre, le point M (u,v) de S est régu-
lier si et seulement si v # 0.

En tout point M (u,v) (v # 0) de S, le plan tangent a S est di-

-
rigé par (G (u),G’ (1)), donc ne dépend pas de v, ce qui montre
que S est développable.

—
* En notant m (1) (3u,2u?,0) et G(u)(1,2u,u’), une RP de S

— )
est ¢ : (u,v) —> m(u) + vG(u), ce qui montre que S est ré-
glée.

*On a, pourtoutu de R :

31 0
det 5 — (m/(u),G(u),G/(u)) =4 2w 2
AEERE 0 ¥ 3u?

= O7

et donc S est développable.

—_— N —_—
o Il est clair que : Yu € R, m'(u) = 3Gu) — uG’(u), d'ou,
avec les notations de 6.3.5 2) p. 263 :

YueR, Au)=3 et uu) =-—u,

et l'aréte de rebroussement admet pour RP
u€RrH— ¢(u,—u(u)).
Réponse : L'aréte de rebroussement a pour RP :

Xx=4u,y=4u*z=u*uck.

a) * Puisque u,v jouent des roles symétriques, on obtient une
autre RP de la surface S proposée en notant 0 = u + v et
T =uv:

b4

x=—,
o

y=0?—-30om, z=0%-2m.

— (1
En notant m(c)(0,03,0%) et G(o) (—,—30,—2), S admet
o

s
pour RP ¢ : (o,m) —> m(c) + 7 G (o), donc S est réglée.
En fait, la réalité de (u,v) se traduit, pour (o,7) donné, par
0% — 47 > 0, donc 7 ne décrit qu'une demi-droite de R, et donc
S n'est qu'« a demi » réglée.

* On a, pour tout o de R :

I s
det — —, (m (0),G(0),G (U))
Ci,Jj,k)

0 - -
o o
=362 -3¢ -3 |=-67#0,
20 -2 0

donc S n'est pas développable.

b) » Chercher d'abord une RP de S :

20 _ 242 . R[x:xzcosu>
roe=LoTy (ue |y = xz sinu

x=y=0
= ou
JueD, z= ety = x tanu,

cosu

wo-15 3054

Une RPde Sestdonc: x =v, y=vtanu, z =

1
cosu

1 —
En notant m (u) (0,0, —) et G(u)(1,tanu,0), une RP de
cos u

Sest (u,v) —> m(u) + vG(u), ce qui montre que S est réglée.

* On a, pour tout (u,v) de D x R :

— s ——
det — — — (m'().G@),G'w))
i, j.k)

0 1 0
0 t ! sinu
anu
= 2 = # O
. cos?u cosiu )
sinu
0
cosZu

ce qui montre que S n'est pas développable.

Un point M (X,Y,Z) est sur le cylindre X circonscrit a S dans
la direction de la droite D si et seulement si la droite Dy, pas-
sant par M et parallele a D, est tangente a S. Une RP de Dy,
est: x =X+A,y=Y+Ar,z=27Z+ A, 12 € R.Ladroite Dy
est tangente a S si et seulement si 1'équation :

X+ + T+ = (Z+1)=0
admet (au moins) une solution double, c'est-a-dire :
QX +2Y — 1) —8(X*+Y>—2)=0
Réponse :

4X%? —8XY +4Y>+4X +4Y —8Z — 1 =0.



Un point M (X,Y,Z) est sur le cone X' de sommet A et cir-
conscrit a S si et seulement si la droite (AM) est tangente a S.
Une RP de (AM) est :
x=-2+AX+2), y=-2+Ar+2),

z=MAZ, L eR.

Une CNS est que I'équation

(A(X +2)— 2) (/\(Y +2) - 2) + (A(x +2) - 2)xz

+(A(Y—|—2) —2)xz- 1=0

admette une solution double, c'est-a-dire que son discriminant
soit nul.

2
Réponse : ((X +2)+ ¥ +2)+ 2z)

(X DA +2) + X +DZ+ (¥ +2)Z) =0.

Chercher I" par une RP de la forme :

X =acost, y=asint, z=¢(t).

Réponse : Les courbes de RP : x =a cost, y=a sint,

t
z:skach<§+C>,CeRﬁxé,se{—l,l}ﬁxé,teRle

parametre.

I 7) Méme méthode que pour l'exercice 6.3.29.

S est de révolution et son axe A passe par O et est dirigé par
= =
i+ j+ k.

Soit R’ = (O; 7,7 , ?) le repére orthonormé direct de &
défini par :

—

1
7 - —l>7>—>—> - —

1
— k), T =—(i = ),
7 ) ﬁ(l J)
- = =

1 — —
J=KAITl =—(i +j —2k).
NG /

Une équation de S dans R’ est :

(i +

X2+YHZ = i
33

Une méridienne C de S est obtenue en coupant S par le

(demi-)plan d'équation X = 0 (et Y > 0).

2
Onobtient C: X =0, (Y >0), Y?’Z=——.
- 33
V4
I
1
1
1
U
I/ C
,/l 1_
0 1 Y

2) a) Pour tout M (x,y,z) de &, notons
Xy z

AM)=|z x vy

y z X

L'application A : &3 — M3(R)
M(x,y,2)—A(M)
R-espaces vectoriels.

Y(M,M') € &,

est un isomorphisme de

Montrer : AM)AM') = A(P).
Ainsi :
(M,M') € §* = det(A(M)) - det(A(M’)) =1
— det(A(P)) =P

b) * 1l est clair que * est interne dans S, commutative, et admet
E(1,0,0) € S pour neutre. Puisque la multiplication dans
M;(R) est associative et que A est injective, * est associative
dans S.

* Soit M(x,y,z) € S ; alors A(M) € GL3(R) et :

o (¥ vz VP-xz Z-xy
(A(M)) =|22—-xy x—yz Y*—xz
y—xz 2—xy x*-yz
= A(N),
ol N(x?—yz,y> —x2,2> — xy).
De plus :
det((A(N)) = det((A(M))*')
—1
- (det(A(M))) =1,
donc N € S.

Ainsi M admet N pour symétrique pour * dans S.

Remarque : Autre méthode pour 1'existence des symétriques.

0O 1 0
Soient J =0 O 1],
1 0 0

M= ’x13 +yJ +2J% (x,y,2) € R3l.

* Montrer que M est une R -algebre (pour les lois usuelles) et
que (I3,J,J 2) est une base du R -espace vectoriel M.

e Soit A = xI3 + yJ +zJ> € M NGL3(R) ; montrer que

l'application ¢4 : M — M est linéaire et injective. En dé-
X—AX

duire que @4 est bijective et qu'il existe (£,¢,1) € R? tel qu'en
notant B = &I + ¢J +nJ?, on ait AB = 15.
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* Montrer que, si A € S, alors B € S.
* En déduire que tout élément de S admet un symétrique pour
* dans S.
3)a)Ona:x+y+z=e" x+jy+jz=c¢u,
x 4%y +jz = ¢'n,

dol  f(x,y,2) = x>+ ¥ +2° — 3xyz

=@x+y+x+jy+ifD+ity+iz) =u=1.
b) 1l est clair que ¢ est un C*°-difféomorphisme de R x U
dans S.
* Soit (x,y,z) € S;ona:

1= f(x,y,2) = x +y +2)|x +jy + %zl

dou x+y+z>0.

Il existe donc 7 € R unique tel que x + y + z = e 2.

x+jy+iPz=x+iy+j
Comme 1

X +iy+i2z]? = —e2t|’
lx+jy+jzl e——

il existe # € U unique tel que x + jy + j*z = e'u.

x+ytz=e?,

On a alors : x +jy+j*z =¢€u,
x+j’y +jz=¢u.
Ceci montre que ¢ est bijective.

e On vient de voir :

1
tz—iln(x—f—y—l—z)

et Argu = Arg(e"(x +ijy —|—j2z)) [27].

Ceci montre que ¢! est de classe C™ sur S.

e Soient (t,u), (',u') e R xTU,
M(x,y,z) = ¢(t,u), M'(x',y",2") = (' .u'),

(X,Y,Z) les coordonnées de M * M’'.Ona:

X+Y+Z=@x+y+20&x'+y +7)

/ /
— 22t _ =201+t

X+JY +7Z = 5 +jy + 790" 1y +1°2)
=cue' v’ = et un’

X+PY+iZ=X+jY +PZ=c" .

Munissons R x U de la loi-produit T (de la loi + de R etde
laloi - de U) c'est-a-dire :

)T u')y =@+t uu).

On a montré :

V(tu), (') e R x U,

(T ) = p(t.u) @ (')

o) My = ¢(l,ei%> dot M, = ((;5(1,&77?))["J

= ¢((1.¢HM) = peF), dou:
-2
1 + 2e*'cos ? 1 + 2e*cos L il
Mn 3e2n B 3e2n .
1+ 2¢e*cos (n+ 27
3
362"
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Index des notations

Zaixi, 4

iel

D Ei, ®E;,S5
iel i€l
rg(u), 11

E*, ef, 13

B*, 16

L;, 18

B(E), B(E™), 19
tr(A), 22

tr(f), 23

Gy, e, Tij, 36

1(0), ¢(0), 37

PBr(n), €, Ay, 38

(X1,...,xp), 39
Ly(Ey,....Ep; F), 41

An(E), detg, detg(Vy,..., V), 44

det(f), 45
ayy ... ayy ayy ... ay,
det(A), | : P , 46
a,| ... amn Ayl -+ Gnnl[n]
Ajj, Aij, 52
com(A), 53

V(xy,...,x2), 59

vp. Spx (). Sp(f). VB, Spk (A), Sp(A), 74
SEP(f,A), SEP(A,}), 75

XA, X xa(A), xr(A), 80

P(f), P(A), 106

A® B, 127

L(E,E; K), 130
S(E; K), fbs, fq, 131
Q(E)., Matp(¢), 132

(x]y), <x,y >,x-y,9(x,y), eve, 137
xLlyxlA, 141

AL, 142

S(E), 147

pr,d(x,F), 148

sr, 149

O(E,< .,.>),O(E), 153
0,[®), 154

SO(E), SO, (R), 155
f*, 159

St ST, 170

<, <, 171

1
VS, 82,184
|Al, 186

fsh, SH(E), 188

fh, 189

H(E), 190

A* H,, 191

psh, (x|y), <x,y >,x -y, ¢(x,y), evh, 194
x Ly, 197

x LA, AL 198

(Dp)ier, (D)rer, 205
s,s(t), L(AB), 212
T,N,p, 7,V,213
R, y.214

C, 216
RP, SEC, 227

5, s(t), L(AB), 232

grad (F), 240
p7 q? r’ S’ t’ 241
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Index alphabétique

A

abscisse (— curviligne), 212, 232
absolue (valeur — d’une matrice symétrique réelle), 186
adaptée (base —), 8

adjoint, 159

admissible (paramétrage —), 227

affine (systtme —), 68

alterné (groupe —), 38

alternée (application p-linéaire —), 41
annulateur (polynéme —), 109
anté-duale (base —), 19

antisymétrique (endomorphisme —), 162
arc (— paramétré), 227

aréte (— de rebroussement), 265
associée (fh — a une fsh), 189

associée (fq— a une tbs), 131

associé (vp et %), 75

auto-adjoint (endomorphisme —), 146
axe (— d’une surface de révolution), 248

base (— d’un ev), 4

bilinéaire (forme —), 130

bilinéaire (forme — symétrique), 131
birégulier (arc paramétré —), 229
birégulier (point —), 229

bloc, 27

b.o.n., 143, 199

C

canonique (produit scalaire —), 138
canonique (produit scalaire hermitien —), 189
caractéristique (point —), 205
caractéristique (polynéme —), 80
cartésienne (équation — d'une surface), 235
CAUCHY-SCHWARZ (inégalité de —), 138, 194
CAYLEY (théoreme de — et HAMILTON), 116
centre (— de courbure), 216

centre (quadrique a —), 253

cercle (— de courbure), 216

cercle (— oscilateur), 218

chainette, 224

changement (— de paramétrage), 227
circonscrit (co6ne —), 270

circonscrit (cylindre —), 269

cofacteur, 52

comatrice, 53

combinaison (— linéaire), 4

compagnon (matrice- —), 85

composantes (— d’un vecteur), 4

-

cOne, 245

cone (— du second degré), 256
congruentes (matrices —), 136
contact (courbe de —), 269, 270
contour (— apparent conique), 270
contour (— apparent cylindrique), 269
contraires (de sens —), 64
coordonnée (forme- —), 13
coordonnées (— d’un vecteur), 4
courbe (— de l'espace), 227
courbure, 214

courbure (centre de —), 216
courbure (rayon de —), 214
CRAMER (systeme de —), 69
curviligne (abscisse —), 212, 232
cycle, 39

cylindre, 244

cylindre (— elliptique), 257
cylindre (— hyperbolique), 257
cylindre (— parabolique), 257
cylindrique (surface —), 244

D

décomposition (— en blocs), 27

décomposition (— polaire), 185

dédoublement, 134

défini-positif (endomorphisme symétrique —), 163
définie-positive (th —), 190

définie-positive (fq —), 170

définie-positive (matrice symétrique réelle —), 170
demi-méridienne, 248

demi-tangente, 230

dérivée (droite —), 205

déterminant (— d’une famille de vecteurs), 44
déterminant (— d’un endomorphisme), 45
déterminant (— d’une matrice carrée), 46
développable (surface —), 263

développantes (— d’une courbe du plan), 223
développée (— d’une courbe du plan), 220
diagonale (matrice — par blocs), 30
diagonalisable, 86

diagonalisation, 86

diagonaliser, 86

diagonaux (blocs —), 27

direct (endomorphisme —), 65

direct (endomorphisme orthogonal —), 155
directe (base —), 64

directe (somme —), 5

direction (— des génératrices d’un cylindre), 244
directrice (— d’un cdne), 245

directrice (— d’un cylindre), 244

distance (de x a F'), 148
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376

dominante (matrice carrée a diagonale strictement —), 79

doublement (— réglée), 258

droit (endomorphisme orthogonal —), 155
droite (— dérivée), 205

droite (matrice orthogonale —), 155
droite (section — d’un cylindre), 244
dual, 13

duale (base —), 16, 19

ellipsoide, 256

enveloppe (— d’une famille de droites du plan), 205
équation (— cartésienne), 235

équation (— d’un hyperplan), 14
équation (— réduite), 254

espace (— euclidien), 137

espace (— hermitien), 194

espace (— préhilbertien complexe), 194
euclidien (espace —), 137

euclidienne (norme —), 138

évaluation (—en a), 13

eve, 137

evh, 194

extraite (matrice —), 66

fbs, 131

fh, 189

fondamental (théoreme —), 164

forme (— bilinéaire), 130

forme (— bilinéaire symétrique), 131

forme (— hermitienne), 190

forme (— linéaire), 13

forme (— linéaire par rapport 2 la 2°™¢ place), 188
forme (— quadratique), 132

forme (— semilinéaire par rapport a la 1°™ place), 188

forme (— sesquilinéaire), 188
fq, 131

FRENET (formules de —), 216
FRENET (repere de —), 213
fsh, 188

gauche (courbe —), 227

gauche (endomorphisme orthogonal —), 155
gauche (matrice orthogonale —), 155

GAUSS (mineurs de —), 183

génératrice (famille — d’un ev), 4
génératrice (— sur un cone), 245
génératrice (— sur un cylindre), 244
génératrice (— sur une surface réglée), 262
GERSHGORIN (disques de —), 79

GRAM (déterminant de —), 144

H

HADAMARD (théoréeme de —), 79
HAMILTON (théoréeme de CAYLEY et —), 116

hélice, 231

hélice (— circulaire a pas constant), 231
hélicoide (— droit), 262

hermitien (espace —), 194

hermitien (produit scalaire —), 193
hermitienne (forme —), 190
hermitienne (forme — associée), 189
hermitienne (forme sesquilinéaire —), 188
hermitienne (matrice —), 191
hermitienne (symétrie —), 188
hyperboloide (— a deux nappes), 256
hyperboloide (— a une nappe), 256
hyperplan, 14

1J

idéal (— de K[X]), 118

image (— d'une nappe paramétrée), 235
impaire (permutation —), 37

incomplete (théoréme de la b.o.n. —), 143, 199
indirect (endomorphisme —), 65

indirect (endomorphisme orthogonal —), 155
indirecte (base —), 64

interpolation (polyndme d’— de LAGRANGE), 10
inversion, 37

isométrie (— vectorielle), 153

isomorphisme (théoréeme d’—), 9

K

KRONECKER (symbole de —), 16
KRONECKER (produit de —), 127

L

LAGRANGE (interpolation de —), 10

LAGRANGE (polyndmes d’interpolation de —), 18
libre (famille —), 4

lié (positivement —), 138

liée (famille —), 4

ligne (— de niveau), 268

ligne (— de plus grande pente), 268

linéaire (combinaison —), 4

linéaire (forme —), 13

linéaire (forme — par rapport 2 la 2°™ place), 188
linéaire (p- —), 41

longueur, 212

longueur (— algébrique), 212

longueur (— d’un arc), 212

M

matrice (— d’une fbs), 132

matrice (— -compagnon), 85
matricielle (norme —), 126

méme (de — sens), 64

méridienne, 248

mineur, 52

MINKOWSKI (inégalité de —), 138, 194
MONGE (notations de —), 241
multilinéaire, 41
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multiplicative (norme —), 126
multiplicité (ordre de — d’une vp), 82

N

nappe (— paramétrée), 235

niveau (ligne de —), 268

normal (paramétrage —), 212, 232
normal (plan —), 230

normale (droite —), 239

norme (— d’algebre), 126

norme (— euclidienne), 138
norme (— hermitienne), 194
norme (— matricielle), 126

norme (— multiplicative), 126
norme (— sous-multiplicative), 126

(0)

ordre (— de multiplicité d’une vp), 82
orientation, 64

orienté (ev —), 64

orthogonal, 141, 142, 197

orthogonal (endomorphisme —), 153
orthogonal (groupe —), 154
orthogonal (projecteur —), 148
orthogonale (famille —), 142, 198
orthogonale (matrice —), 154
orthogonale (symétrie —), 149
orthogonale (trajectoire —), 267
orthogonalisation (— de SCHMIDT), 142, 199
orthonormale (famille —), 142, 198
orthonormée (base —), 143
orthoprojecteur, 148

osculateur (cercle —), 218

paire (permutation —), 37

parabolique (cylindre —), 257

paraboloide (— elliptique), 257
paraboloide (— hyperbolique), 257
parallele (— d’une surface de révolution), 248
paramétrage, 227

paramétrage (— normal), 212, 232
paramétré (arc —), 227

paramétrée (nappe —), 235

paramétrique (représentation —), 227, 235
pente (ligne de plus grande —), 268
permutation (matrice de —), 158

polaire (décomposition —), 185

polaire (forme —), 132

polyndme (— annulateur), 109

polyndme (— caractéristique), 80
polyndme (— de matrice), 106

polyndéme (— d’endomorphisme), 106
polyndme (— quadratique), 134

positif (endomorphisme symétrique —), 163
positive (forme hermitienne —), 190
positive (forme quadratique —), 170
positive (matrice symétrique réelle —), 170
positivement (— li€), 138

Index alphabétique

préduale (base —), 19

préhilbertien (espace — complexe), 194
produit (— de KRONECKER), 127
produit (— scalaire), 137

produit (— scalaire hermitien), 193
projecteur (— orthogonal), 148, 200
propre (sous-espace —), 75

propre (valeur —), 74

propre (vecteur —), 74

propres (éléments —), 74

psh, 194

PYTHAGORE (théoréme de —), 142, 198

Q

quadratique (forme —), 131, 132
quadratique (polyndme —), 134
quadrique, 252

R

racine (— carrée d’une matrice symétrique positive), 184

rang (— d’une application linéaire), 11
rang (théoreme du —), 11

rangée, 52

rayon (— de courbure), 214

rayon (— spectral), 126

réduction (— a la forme diagonale), 86
réduction (— a la forme triangulaire), 98
réduite (équation —), 254

réflexion, 150

réglée (suface —), 261

régulier (arc paramétré —), 229

régulier (point —), 229, 238

réguliere (nappe paramétrée —), 238
réguliere (surface —), 238
représentation (— paramétrique), 227, 235
révolution (surface de —), 248

S

SARRUS (regle de —), 58

scalaire (produit —), 137

scalaire (produit — hermitien), 193
ScHMIDT (orthogonalisation de —), 142, 199

SCHWARZ (inégalité de CAUCHY et —), 158, 194

section (— droite d’un cylindre), 245

semi-linéaire (forme — par rapport a la 1 place), 188

sens (de — contraires), 64

sens (de méme —), 64
sesquilinéaire (forme —), 188
sesquilinéaire (forme — hermitienne), 188
signature (d’une — permutation), 37
simple (polyndme scindé —), 110
simultanée (diagonalisation —), 115
simultanée (trigonalisation —), 105
somme (— de sev), 5

somme (— directe de sev), 5
sommet (— d’un cdne), 245
sous-espace (— -propre), 75
sous-matrice, 66

sous-multiplicative (norme —), 126
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spécial (groupe — orthogonal), 155 trace (— d’une matrice carrée), 22
spectral (rayon —), 126 tractrice (— de chainette), 225
spectral (théoreme —), 164 trajectoire, 227

spectre, 74 trajectoire (— orthogonale), 267
stationnaire (point —), 229 transconjuguée, 191

supplémentaires (sev —), 5 transposition, 36

support (— d’un cycle), 39 triangulaire (matrice — par blocs), 30
surface, 235 trigonalisable, 98

surosculateur (cercle —), 218 trigonalisation, 98

symétrie (— hermitienne), 188 trigonaliser, 98

symétrie (— orthogonale), 149 U
symétrique (endomorphisme —), 146

symétrique (forme bilinéaire —), 131 usuel (produit scalaire —), 138
symétrique (groupe —), 36 usuel (produit scalaire hermitien —), 194

systeme (— affine), 68
systeme (— d'équations cartésiennes), 227

VWXYZ

T valeur (— propre), 74
tangent (plan —), 230, 238 VANDERMONDE (déterminant de —), 59
tangent (vecteur — unitaire orientant), 213, 231 vecteur (— propre), 74
tangente, 230 vecteur (— tangent unitaire orientant), 213, 231
tangente (droite —), 239 VIvIANI (fenétre de —), 228

tore, 248 vp, 74
trace (— d’un endomorphisme), 23 %, 74
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