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Introduction

Ce livre correspond au cours fondamental d’algèbre professé à l’université Pierre et
Marie Curie dans le cadre de la troisième année de la licence de mathématiques (niveau
L3 du nouveau cursus LMD).

Le cours correspond à 12 ECTS (quatre heures de cours et six heures de travaux dirigés
sur douze semaines).

Le parti pris pédagogique de cet ouvrage est l’inverse de celui habituellement adopté
par les cours de mathématiques ; il va du « particulier au général », ce qui implique
quelquefois des redites (par exemple les groupes commutatifs (chapitre 2) sont traités
avant les groupes généraux (chapitre 4) et certains résultats valables dans les deux
cas sont énoncés deux fois). De plus de nombreux résultats sont présentés sous forme
d’algorithmes (en particulier les théorèmes du chapitre II).

D’autre part ce livre comprend après chaque chapitre un grand nombre d’exercices et
problèmes classés par thèmes et tous corrigés.

Enfin certains développements sont marqués d’une astérisque ; ils concernent des no-
tions un peu plus élaborées, plutôt à notre avis du programme de maîtrise que de
licence, et ne sont donc pas enseignés dans le cours dont il a été question plus haut.
Cependant ces questions sont classiques et bien à leur place dans le cadre de cet
ouvrage.



�

�

�

�

�

�

�

�

VI Algèbre : groupes, anneaux, corps

Le livre comprend six chapitres (plus une dernière partie consacrée à la correction des
exercices) largement indépendants les uns des autres et qui exposent les notions fonda-
mentales d’algèbre que tout professionnel des mathématiques (chercheur, enseignant,
ingénieur mathématicien) se doit de connaître.

Le premier chapitre débute par une sorte de petit lexique dans lequel sont rassemblées
toutes les définitions de base auxquelles le lecteur peut ainsi aisément se reporter ; il
traite ensuite de l’arithmétique classique.

Le deuxième chapitre est consacré aux groupes abéliens de type fini et aux modules
de type fini sur l’anneau de polynômes k[X] ; la méthode consiste à utiliser le calcul
matriciel à coefficients entiers présenté sous forme algorithmique.

Le chapitre suivant consiste en l’application classique des résultats du chapitre 2 à la
réduction des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie (forme réduite
de Jordan, décomposition de Dunford, etc.).

Le chapitre 4 traite des groupes généraux en évitant le plus possible les notions abs-
traites conformément au parti pris de ce livre. Il traite essentiellement deux exemples
fondamentaux ; le groupe symétrique et le groupe orthogonal en dimension 2 et 3.

Le chapitre 5 s’occupe des racines des polynômes à une variable ; toute la partie sur les
racines réelles, pourtant fondamentale, n’est en général pas traitée dans les ouvrages
d’enseignement et constitue une des originalités de ce livre.

Enfin le chapitre 6 est une introduction à la théorie des corps, en insistant sur les corps
finis.
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Chapitre 1

L’anneau Z

Ce chapitre, après une section qui rassemble les définitions de base, traite de
l’arithmétique classique : factorialité de Z, groupes cycliques, petit théorème
de Fermat, lemme chinois, etc.

1.1 DÉFINITIONS DE BASE

Cette section est conçue comme une sorte de lexique dans lequel sont répertoriées
les définitions de base (groupes, sous-groupes, anneaux, morphismes, quotients, etc.)
utilisées tout au long du livre, de façon à ce que le lecteur puisse s’y référer commo-
dément.

1.1.1. Notations, conventions

• Un objet mathématique (par exemple une application entre deux ensembles, ou un
morphisme de groupes) est dit canonique si sa définition ne nécessite pas de choix
arbitraire (elle ne dépend que des données).

• La notation : « := » au cours de la description d’un algorithme doit être lue comme
« doit être remplacé par ».

• Le symbole : � signifie la fin d’une démonstration.

• Certains paragraphes sont précédés d’une astérisque ; ces astériques indiquent des
résultats qui, bien que traitant de questions classiques qui s’insèrent naturellement
dans les développements de ce livre, nous semblent dépasser le programme de
Licence de mathématiques, et peuvent donc être omis en première lecture.
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2 1 • L’anneau Z

1.1.2. Généralités

Définition 1.1. Un groupe (G, ∗) est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne G×G −→ G, (a, b) �→ a ∗ b, telle que :

1. il existe un élément neutre e, i.e.tel que pour tout a ∈ G, e ∗ a = a ∗ e = a ;
2. la loi est associative : pour tous a, b, c ∈ G, on a a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ;
3. tout élément a ∈ G a un inverse a′ tel que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

La notation (G, ∗) pour un groupe précise que la loi de groupe est notée ∗. Si la loi
de groupe est notée multiplicativement, le groupe est noté (G,×) ou simplement G
car on omet en général le symbole ×. L’élément neutre se note alors 1, et l’inverse
de a se note a−1. Pour un groupe (G,+) l’élément neutre se note 0, et l’inverse d’un
élément a se note −a ; par convention, la notation additive est réservée aux groupes
commutatifs (cf. la définition ci-dessous).

Définition 1.2.

• Soient G et H deux groupes. On dit d’une application φ : G −→ H qu’elle est
un morphisme de groupes si elle est compatible avec les lois de groupes (notées ici
multiplicativement), i.e.pour tous x et y dansG, φ(xy) = φ(x)φ(y). Cela entraîne
que φ(1) = 1 et φ(x−1) = (φ(x))−1. S’il n’y a pas d’ambiguïté possible, on dira
simplement morphisme au lieu de morphisme de groupes.

• Si G est un groupe fini, le cardinal de G, noté |G|, s’appelle l’ordre de G.

• Si pour tous a, b ∈ G on a ab = ba, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

• Un sous-groupe d’un groupe G est un sous-ensemble qui contient l’unité et qui est
stable pour la loi de groupe et pour l’opération de passage à l’inverse, autrement
dit, un sous-ensemble H ⊂ G d’un groupe G est un sous-groupe si et seulement si
1 ∈ H et ∀x, y ∈ H, xy−1 ∈ H .

• Soient xi, (i ∈ I) des éléments d’un groupe G noté multiplicativement. Le sous-

groupe engendré par les éléments xi est l’ensemble des produits finis x
λi1
i1
. . . x

λik

ik
,

les λij parcourant Z. Ce sous-groupe est noté <(xi)i∈I>.

Si φ : G→ H est un morphisme, il est immédiat de voir que l’image de φ (notée Imφ)
est un sous-groupe de H , et que le noyau φ−1(e) de φ (noté kerφ) est un sous-groupe
de G.

Définition 1.3. Soit G un groupe, g ∈ G. L’ordre de g, noté ord(g), est le cardinal
|<g> | du groupe <g> si |<g> | est fini, sinon ord(g) = +∞ (cf. le lemme 1.34
plus bas).

Définition 1.4.

• Un anneau (commutatif et unitaire)A est un groupe commutatif (A,+) muni d’une
deuxième loi de composition interne (notée multiplicativement et appelée multipli-
cation) vérifiant les conditions suivantes :
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1.1 Définitions de base 3

1. la multiplication est associative, commutative, et possède un élément neutre
noté 1 ;

2. la multiplication est distributive par rapport à l’addition, i.e. pour tous
a, b, c ∈ A on a :

a(b+ c) = ab+ bc.

• Si A et B sont deux anneaux (commutatifs et unitaires), une application

φ : A −→ B

est un morphisme d’anneaux si elle est compatible avec les opérations des deux
anneaux, i.e. si :

1. φ est un morphisme des groupes additifs (A,+) et (B,+) ;
2. φ(1) = 1 et pour tous a, b ∈ A, φ(ab) = φ(a)φ(b).

Dans tout le livre, « anneau » signifiera « anneau commutatif unitaire » (un anneau
non commutatif est tel que sa multiplication ne soit pas commutative ; l’addition est
toujours commutative).

Définition 1.5. Un corps (commutatif)K est un anneau tel que tout élément non nul
soit inversible pour la multiplication.

Remarque 1.6. Soient A et B deux groupes (resp. deux anneaux). Il existe un
structure naturelle de groupe (resp. d’anneau) sur le produit cartésien A × B
en définissant les opérations coordonnée par coordonnée. En revanche, si A et
B sont des corps commutatifs, l’anneau produit A×B n’est pas un corps (par
exemple les éléments (1, 0) et (0, 1) ne sont pas inversibles pour la multipli-
cation).

Définition 1.7. Un idéal I d’un anneauA est un sous-groupe de (A,+) tel que I soit
stable par la multiplication par les éléments de A, i.e. x ∈ I et λ ∈ A =⇒ λx ∈ I .

Il est immédiat de voir que le noyau d’un morphisme d’anneaux φ : A → B est
un idéal de A. Réciproquement, nous verrons au chapitre suivant (définition 2.3 et
remarque 2.9) que tout idéal est le noyau d’un morphisme d’anneaux.

Définition 1.8. Soient xi (i ∈ I) des éléments d’un anneau A (resp. d’un groupe
abélien (G,+)). L’ensemble des combinaisons linéaires Σnj

j=1λijxij , ij ∈ I , λij ∈ A
(resp. λij ∈ Z) est un idéal de A (resp. un sous-groupe de G). On dit que c’est l’idéal
(ou le sous-groupe) engendré par les xi ; c’est aussi le plus petit idéal de A (resp.
sous-groupe de G) contenant les xi.

Si xi ∈ A (i ∈ I), on note
(
(xi)i∈I

)
l’idéal engendré par les éléments xi. Cet idéal

est aussi l’intersection de tous les idéaux de A contenant tous les x i. Si φ : A → B
est un morphisme d’anneaux et I ⊂ B un idéal, φ−1(I) est un idéal de A.
Le cas des groupes non commutatifs sera traité au chapitre 4.

Exemple 1.9. Un sous-ensemble I ⊂ Z est un idéal de Z si et seulement si c’est un
sous-groupe de (Z,+).
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4 1 • L’anneau Z

1.1.3. Divisibilité dans un anneau

Rappelons que dans tout le livre les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.

Définition 1.10. Soit A un anneau.

• On dit que A est intègre s’il n’a pas de diviseur de 0, i.e. si pour a et b dans A, la
relation ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.

• L’ensemble des éléments inversibles deA (pour la multiplication) se noteA∗. L’en-
semble (A∗,×) est un groupe abélien.

• Soient a ∈ A et b ∈ A. On dit que a divise b (notation a | b) s’il existe c ∈ A tel que
b = ac. Si A est intègre et b 	= 0, c est unique s’il existe.

• Deux éléments a et b de A sont dits associés si a = λb avec λ ∈ A∗.

• Un élément a ∈ A est irréductible s’il n’est pas inversible et si la relation a = bc
implique b ou c inversible (« a n’a pas de diviseur strict »).

• Soient a ∈ A et b ∈ A. On dit que d ∈ A est un PGCD de a et b si :

1. d | a et d | b (« d divise a et b ») ;

2. tout x ∈ A qui divise a et b divise d.

Autrement dit, si l’on note D(x) l’ensemble des diviseurs d’un élément x ∈ A, on a
D(a) ∩D(b) = D(d).

• On dit que p ∈ A est un PPCM de a et b si :

1. a|p et b|p ;

2. pour tout élément x ∈ A tel que a |x et b |x, alors p |x.

Remarque 1.11. Si A est intègre, il est immédiat de voir que si le PGCD
(resp. le PPCM) de deux éléments existe, il est unique à multiplication par un
élément de A∗ près.

Définition 1.12. Un anneau A est dit euclidien si :

• A est intègre ;

• il existe une fonction φ : A \ {0} −→ N (appelée « sthasme euclidien ») telle que :

∀a, b ∈ A \ {0}, il existe q et r tels que a = bq + r, φ(r) < φ(b) ou r = 0.

L’opération ci-dessus s’appelle la division euclidienne de a par b ; q est le quotient et
r le reste (avec ici un léger abus de langage, puisque dans la définition 1.12 on n’exige
pas l’unicité du quotient et du reste).

Définition 1.13. Un anneau A est dit principal s’il est intègre et si tout idéal est
engendré par un élément (un tel idéal est dit principal).
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1.1 Définitions de base 5

Définition 1.14.

• On dit qu’un ensemble P d’éléments irréductibles de A est un « système représen-
tatif d’éléments irréductibles » si pour tout p̃ ∈ A irréductible il existe un unique
p ∈ P tel que p̃ = λp avec λ ∈ A∗.

• On dit qu’un anneau A est factoriel s’il vérifie les trois conditions suivantes :

1. A est intègre ;

2. (existence de la factorisation) : tout a ∈ A, a 	= 0, s’écrit a = λp1 . . . ps avec
pi irréductibles et λ ∈ A∗ ;

3. (unicité de la factorisation) : soitP un système représentatif d’éléments irréduc-
tibles. Si on prend les pi dans P , l’écriture ci-dessus est unique (à permutation
près).

Signalons que tout anneau principal est factoriel (théorème 1.30 dans le cas de Z ; la
démonstration est la même pour tout anneau principal).

Exemple 1.15. Nous verrons plus loin que Z et K[X] sont principaux (et donc facto-
riels). Dans le cas de Z, on prend en général pour P l’ensemble des nombres premiers
> 0, et dans le cas de K[X] l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires.

Définition 1.16. Soit A un anneau intègre. On considère sur le produit A×A \ {0}
la relation d’équivalence suivante :

(a, b) ∼ (a′, b′)⇐⇒ ab′ = ba′.

Le quotient de A × A \ {0} par cette relation d’équivalence s’appelle le corps de
fractions de A et se note K(A). La classe d’équivalence d’un couple (a, b) se note a

b .
On définit sur K(A) une structure de corps commutatif en posant :

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
et

a

b
× c

d
=
ac

bd
.

1.1.4. Structure quotient

Les propriétés des quotients seront revues et développées au chapitre suivant dans le
cadre des modules sur un anneau, et au chapitre 4 pour les groupes non nécessairement
commutatifs.

Définition 1.17. Soit (G,+) un groupe commutatif,H ⊂ G un sous-groupe. On note
G/H l’ensemble des classes pour la relation d’équivalence x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ H .
La classe de x se note x. On a donc :

x = x+H = {x+ h|h ∈ H}.
Même définition pour A/I dans le cas où A est un anneau et I un idéal.



�

�

�

�

�

�

�

�

6 1 • L’anneau Z

L’ensemble G/H est alors muni canoniquement d’une structure de groupe abélien
« propagée » par celle de G, i.e.telle que l’application :

π : G −→ G/H

qui à x fait correspondre sa classe x (on dit aussi classe moduloH) soit un morphisme
(surjectif) de groupes.

De même, si I ⊂ A est un sous-groupe (additif) d’un anneau A, le groupe A/I est
muni d’une structure d’anneau commutatif propagée par celle de A si et seulement si
I est un idéal.

Voici une application de ce qui précède connue sous le nom de « théorème de La-
grange ». Ce théorème est vrai aussi dans le cas non commutatif (chapitre 4).

Proposition 1.18. Soit (G,+) un groupe abélien fini d’ordre n, H ⊂ G un sous-
groupe. Soit h l’ordre deH . Alors l’ordre deG/H est n/h. En particulier h divise n :
l’ordre d’un sous-groupe d’un groupe fini G divise l’ordre de G.

Démonstration. Soit a ∈ G. L’application τa (« translation par a ») de G dans G
définie par τa(g) = a + g est une bijection, la bijection inverse étant τ−a. Cette
application envoie le sous-groupe H sur l’ensemble a + H , classe de a modulo H ,
qui est donc de cardinal h. Les classes modulo H formant une partition de G, on en
déduit immédiatement la proposition. �

Le quotient G/H est caractérisé par la propriété suivante, appelée « propriété univer-
selle du quotient » :

Proposition 1.19. Soit φ un morphisme de G dans un groupe (abélien) G1. Alors φ
se factorise en un morphisme φ : G/H → G1 (tel que φ = φ ◦ π) si et seulement si
H ⊂ kerφ. Si φ existe, il est unique.

Démonstration. Supposons H ⊂ kerφ. On a alors φ(x + h) = φ(x) pour tout
x ∈ G et tout h ∈ H , puisque φ(h) = 0. Le morphisme φ est donc constant sur les
classes d’équivalence x +H modulo H . On peut ainsi définir φ : G/H −→ G1 par
φ(x) = φ(x), x étant un élément quelconque de la classe x, (car φ(x) ne dépend que
de la classe x de x modulo H). Il est immédiat de voir que φ est bien un morphisme
de groupes, et on a par construction φ = φ ◦ π.
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

G

π
��

φ

����
��

��
��

�

G/H
φ �� G1

Réciproquement, si φ existe avec φ = φ ◦ π, on a pour h ∈ H :
φ(h) = φ(π(h)) = φ(0) = 0, et donc H ⊂ kerφ. Enfin la relation φ = φ ◦ π
implique φ(x) = φ(x) pour tout x ∈ G, ce qui montre l’unicité de φ. �
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1.2 L’anneau Z. Division euclidienne 7

Corollaire 1.20. Sous les hypothèses de la proposition 1.19 les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. H = ker φ ;

2. φ est injectif.

De plus φ est surjectif si et seulement si φ l’est.

La démonstration, immédiate, est laissée au lecteur.

Remarque 1.21. La proposition 1.19 est encore vraie dans le cas du quotient
d’un anneau A par un idéal I : Soit φ un morphisme de A dans un anneau B.
Alors φ se factorise en un morphisme φ : A/I → B (tel que φ = φ ◦ π) si et
seulement si I ⊂ ker φ. Si φ existe, il est unique. De plus, φ est injectif si et
seulement si ker φ = I .

1.2 L’ANNEAU Z. DIVISION EUCLIDIENNE

Rappelons comment on définit une structure d’anneau sur le groupe (Z,+).

La structure de groupe de Z permet de définir canoniquement la multiplication : si a
et n sont des nombres positifs, on pose :

na = an = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n fois

= n+ · · ·+ n︸ ︷︷ ︸
a fois

,

et on étend aux éléments de Z en utilisant la règle des signes. Un sous-groupe de Z
est ainsi toujours stable pour la multiplication par tout entier : c’est donc un idéal de
l’anneau Z comme indiqué en remarque 1.6.

Théorème 1.22. L’anneau Z est un anneau euclidien (définition 1.12).

Démonstration. Il est clair que Z est intègre. On prend pour sthasme φ la valeur
absolue : φ(b) = |b|. Soient a et b donnés avec b 	= 0. On cherche (q, r) tels que
a = bq + r ; 0 < |r| < |b| ou r = 0. On va en fait pouvoir imposer que r � 0, ce
qui entraînera l’unicité. L’algorithme suivant donne la réponse :

• initialisation : (0, a) ;

• si 0 � r < |b|, fin ;

• si r � |b|, (q, r) := (q + 1, r − |b|),
• si r < 0, (q, r) := (q − 1, r + |b|).
Comme l’on suppose r � 0, q et r sont uniques (démonstration immédiate). �

Proposition 1.23. Un anneau euclidien est principal (et donc en particulier Z est un
anneau principal).
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8 1 • L’anneau Z

Démonstration. Soient A un anneau euclidien, I ⊂ A un idéal non réduit à {0}.
Soit φ le sthasme de A. Celui-ci étant à valeurs dans N, il atteint son minimum sur
I . Il existe donc un élément x ∈ I \ {0} tel que φ(x) soit minimal parmi tous les
éléments (non nuls) de I . Montrons que I = (x), i.e. que I est engendré par x. Soit
y ∈ I, y 	= 0 ; On peut diviser y par x dans A : y = qx + r avec φ(r) < φ(x) ou
r = 0. Mais I étant un idéal, r ∈ I , ce qui implique r = 0 à cause de l’hypothèse sur
φ(x). On a donc y = qx. �

Remarque 1.24. Dans le cas de Z, les notions de sous-groupe et d’idéal
se confondent comme il a été vu plus haut, et donc tout sous-groupe est de
la forme < n > (on notera plutôt nZ), engendré par un élément n ∈ Z.
Inversement l’ensemble nZ des multiples de n est un sous-groupe et un idéal.

1.3 ALGORITHME D’EUCLIDE

Proposition 1.25. Deux éléments a et b de Z (et plus généralement d’un anneau
principal A) ont un PGCD et un PPCM (définition 1.10). Si d est un PGCD de a et b,
il existe deux éléments u et v de A tels que

d = au+ bv (1)

(relation de Bézout).

Démonstration. Tout générateur d de l’idéal (a, b) est un PGCD de a et b. �

Remarques 1.26.

1. Rappelons (Remarque 1.11) que deux PGCD de a et b sont associés. Dans
le cas de Z, les inversibles sont +1 et −1 ; le PGCD dans Z est donc défini
au signe près.

2. On dit que a et b sont premiers entre eux si (a, b) = (1).
3. Dans le cas de Z, si a et b sont deux entiers, on note a ∧ b le PGCD positif

de a et b, i.e. le générateur positif de l’idéal (a, b).
4. Dans la relation (1) il n’y a pas unicité des nombres u et v. Remarquons que

si l’on pose a1 = a/d et b1 = b/d, la relation (1) devient 1 = a1u + b1v.
Le lecteur vérifiera à titre d’exercice (en utilisant le lemme de Gauss ci-
dessous) que :
a) si on part de la relation (1) d = au+ bv, toute les autres relations sont de
la forme d = au′ + bv′ avec{

u′ = u+ kb1
v′ = v − ka1

pour k parcourant Z.
b) Il y a unicité de u et v dans (1) si on impose par exemple que 0 � u < |b1|
(cf. l’exercice 1.7)
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1.3 Algorithme d’Euclide 9

Lemme 1.27. (dit « Lemme de Gauss »). Soient a, b et c des éléments de Z (ou plus
généralement d’un anneau principal) tels que a divise bc et a ∧ b = 1 (i.e. a et b
premiers entre eux). Alors a divise c.

Démonstration. La relation de Bézout (1) s’écrit 1 = au+ bv, d’où c = cau + bcv.
L’élément a divise le second membre par hypothèse, il divise donc c. �

Remarque 1.28. Si on supprime l’hypothèse a∧ b = 1, le lemme est évidem-
ment faux : le nombre 6 divise 12 = 3× 4 mais ne divise ni 3 ni 4 !

Signalons le corollaire suivant dont la démonstration est immédiate par récurrence :

Corollaire 1.29. Soient a1, . . . , an, b des entiers tels que ai ∧ b = 1 pour 1 � i � n.
Alors (a1 . . . an) ∧ b = 1.

Passons maintenant au point de vue « effectif », i.e.algorithmique, pour calculer dans
le cas de Z le PGCD de deux nombres a et b, que l’on suppose > 0 pour simplifier.
On remarque d’abord que si a = bq + r, alors (a, b) = (b, r), d’où l’algorithme (dit
« algorithme d’Euclide ») pour calculer le PGCD> 0 a∧b, utilisant celui de la division
euclidienne décrit plus haut :

• initialisation : r0 = a, r1 = b ;
• si ri 	= 0, alors ri−1 = riqi + ri+1 ;
• si ri = 0, alors a ∧ b = ri−1.

Le PGCD est donc le dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide.
On peut aussi calculer les coefficients u et v de la relation de Bézout (1) par l’algo-
rithme d’Euclide « étendu » qui calcule récursivement ui et vi tels que :

ri = aui + bvi. (2)

L’algorithme utilise deux triplets (u, v, r) et (u′, v′, r′) :

• initialisation : (u, v, r)(u′, v′, r′) := (1, 0, a)(0, 1, b) ;

• tant que r′ 	= 0, (u, v, r)(u′, v′, r′) := (u′, v′, r′)(u− qu′, v− qv′, r− qr′), q étant
défini par la division euclidienne de r par r ′ : r = qr′ + (r − qr′) ;

• si r′ = 0, alors (u, v) est le couple cherché.

Justification : si à l’étape i on a les triplets (ui−1, vi−1, ri−1)(ui, vi, ri) tels que
ri−1 = aui−1 + bvi−1 et ri = aui + bvi, alors on a
ri+1 = ri−1 − qiri = (ui−1 − qiui)a+ (vi−1 − qivi)b = ui+1a+ vi+1b.

Le « théorème fondamental de l’arithmétique » (pour l’anneau A = Z) dit que Z
est factoriel (définition 1.14) :

Théorème 1.30. Soit P l’ensemble des nombres premiers> 0 (le nombre 1 n’est pas
un nombre premier par convention). Alors :

1. Tout a ∈ Z, a 	= 0 s’écrit a = λp1 . . . pr avec λ inversible dans Z (λ = ±1) et
pi ∈ P (non nécessairement distincts deux à deux) ;

2. cette écriture est unique à permutation près des pi.
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On peut aussi écrire la condition 1. sous la forme a = λ
∏
pi∈P p

vpi
(a)

i où les
vpi

(a) ∈N sont nuls sauf au plus un nombre fini.

Démonstration. Si n ∈ Z, l’existence d’une décomposition n = ±p1 . . . pr (où les pi
sont des nombres premiers > 1) est évidente. Pour l’unicité, on peut supposer n > 0.
On raisonne alors par récurrence sur r.
Supposons que l’on ait deux décompositions d’un nombre entier n > 0 :

n = p1 . . . pr = p′1 . . . p
′
s

les pi et les p′j n’étant pas nécessairement distincts deux à deux. Si r = 1, le corollaire
1.29 du lemme de Gauss 1.27 (et une récurrence immédiate sur l’entier s) implique
qu’il existe i, 1 � i � s tel que p′i = p1. On a alors s = 1, d’où l’unicité dans ce cas.
Dans le cas général, si pour tout i, 1 � i � s on a p′i 	= p1, le corollaire 1.29
implique que p1 ne divise pas le produit p′1 . . . p′s, ce qui est absurde. Il existe donc i
tel que p1 = p′i, on peut diviser les deux membres par p1 et appliquer l’hypothèse de
récurrence. �

Remarque 1.31. La démonstration ci-dessus (et donc le théorème 1.30) est
valable pour tout anneau principal en prenant pour P un système représentatif
d’éléments irréductibles.

1.4 L’ANNEAU Z/NZ

1.4.1. Groupes cycliques

Le groupe Z/nZ est le quotient du groupe Z par le sous-groupe nZ. Le morphisme
canonique π : Z −→ Z/nZ fait correspondre à un entier x sa classe x modulo n
(on a par définition x = x + nZ). Si n = 0, on retrouve le groupe Z. Si n 	= 0,
on a nZ = (−n)Z. Le groupe Z/nZ est fini d’ordre n. Ses n éléments sont
0, 1, . . . , n − 1.

Définition 1.32. Soit G un groupe. On dit que G est monogène s’il est engendré par
un élément g. On dit que G est cyclique s’il est monogène et de cardinal fini.

Commençons par le cas d’un groupe (G,+). Soit g ∈ G un élément de G. Considé-
rons le morphisme φ :

Z −→ G, m �→ mg = g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
m fois

.

Son image est le sous-groupe monogène < g > de G engendré par g. Son noyau est
un sous-groupe de Z donc de la forme nZ pour n ∈ Z. Le morphisme φ se factorise
alors par un morphisme injectif φ̃ : Z/nZ −→ G (corollaire 1.20) d’image <g> qui
donne un isomorphisme de Z/nZ sur <g>.
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1.4 L’anneau Z/nZ 11

De même, pour un groupe (G,×) (noté multiplicativement, et donc non nécessaire-
ment commutatif) et g ∈ G, on pose

ψ : Z −→ G, m �→ gm,

dont l’image est le sous-groupe de G engendré par g, aussi noté < g >, encore
isomorphe à un groupe (Z,+) ou (Z/nZ,+) (suivant que ψ est injectif ou non). On
a donc :

Proposition 1.33. Tout groupe monogène est isomorphe soit à (Z,+) soit à
(Z/nZ,+) pour un entier n > 0. En particulier tout groupe cyclique est isomorphe
à un groupe (Z/nZ,+) avec n > 0.

On remarque donc que le sous-groupe < g > est commutatif, même si le groupe G
ne l’est pas. Rappelons (définition 1.3) que l’ordre d’un élément g ∈ G est l’ordre du
sous-groupe <g> engendré par g.

Lemme 1.34. Soit g ∈ G un élément d’ordre fini r. Alors si la loi de groupe est notée
additivement, on a :

r = inf{n ∈N \ {0}, ng = 0},
et si la loi de groupe est notée multiplicativement,

r = inf{n ∈ N \ {0}, gn = 1}.

Démonstration. Considérons par exemple le cas additif. Le sous-groupe < g >
est d’ordre r par hypothèse, donc isomorphe à Z/rZ par la proposition 1.33. Le
morphisme φ : Z →< g >, 1 �→ g est par hypothèse surjectif. Il se factorise par
un morphisme φ : Z/rZ →<g > qui est injectif (proposition 1.19), donc bijectif. Il
suffit donc de voir que :

r = inf{n ∈ N∗, n1 = 0}
dans Z/rZ, ce qui est évident. �

Étudions maintenant les sous-groupes et les groupes quotients d’un groupe cyclique.
Considérons d’abord le cas des sous-groupes.

Tout sous-groupe de Z non réduit à {0} est isomorphe à Z (cf. la remarque 1.24 : un
sous-groupe de Z est de la formenZ, et la multiplication par n donne un isomorphisme
de groupes de Z sur nZ si n 	= 0). Pour les groupes cycliques, on a la proposition
suivante :

Proposition 1.35. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisé-
ment, soit n un entier > 1.
1. Tout sous-groupe de Z/nZ est cyclique engendré par la classe b d’un diviseur b de
n. Ce sous-groupe est d’ordre a = n/b.

2. Soit a > 0 un diviseur de n, b = n/a. Il existe alors un et un seul sous-groupe de
Z/nZ d’ordre a. Ce sous-groupe est engendré par la classe de b modulo n ; il est
formé de l’ensemble des éléments de Z/nZ dont l’ordre divise a.
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Démonstration. 1. Soient π : Z −→ Z/nZ le morphisme canonique, et
H ⊂ Z/nZ un sous-groupe. L’ensemble π−1(H) ⊂ Z est un sous-groupe contenant
kerπ = nZ ; il est donc de la forme bZ avec b|n (remarque 1.24) ; H est donc
engendré par b = π(b). Soit k l’ordre de l’élément b. On a ab = ab = n = 0 ce qui
montre que k � a ; d’autre part, si a1 est un nombre tel que 0 < a1 < a, on a a1b < n
et donc a1b 	= 0, d’où k � a.

2. L’élément b est d’ordre a (cf. la démonstration de 1.). Il engendre donc un sous-
groupe H d’ordre a. Donc si g ∈ H , son ordre divise a (proposition 1.18). Récipro-
quement si un élément g ∈ Z/nZ a un ordre qui divise a, on a ag = 0, soit ag ∈ nZ,
d’où g ∈ bZ et g ∈ H , ce qui montre l’unicité de H . �

Considérons maintenant la cas des groupes quotients.

Proposition 1.36. Tout quotient d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisément,
soit G � Z/nZ. Tout groupe quotient de G est cyclique, isomorphe à Z/bZ avec b|n.
Réciproquement, si b|n, il existe un et un seul groupe quotient de G de cardinal b,
isomorphe à Z/bZ.

Démonstration. Soit H un groupe quotient de Z/nZ. Considérons le diagramme
ci-dessous :

Z
π1 �� Z/nZ

π2 �� H

où π1 et π2 sont les morphismes canoniques. Posons φ = π2 ◦ π1 : Z → H . Le mor-
phisme φ est surjectif ; son noyau est donc de la forme bZ, avec ker π1 = nZ ⊂ bZ,
soit b|n. On a donc bien H � Z/bZ.

Réciproquement soit b un entier tel que b|n, b ∈ Z/nZ sa classe modulo n. Il y a un
et un seul quotient de Z/nZ de cardinal b : c’est le quotient de Z/nZ par l’unique
sous-groupe < b > d’ordre a = n/b. Soit H ce sous-groupe. On considère comme
ci-dessus le diagramme :

Z
π1 �� Z/nZ

π2 �� H

avec H = (Z/nZ)/<b>. Il est immédiat de voir que le morphisme φ = π2 ◦ π1 est
surjectif de noyau bZ, ce qui montre que H � Z/bZ. �

Remarques 1.37.

1. On a ainsi une bijection entre les diviseurs > 0 de n et les sous-groupes de
Z/nZ.

2. Soit x un entier � 0, x sa classe modulo n. Il résulte de la relation de Bézout
(1) que dans l’anneau Z/nZ on a la relation :

<x>=<x ∧ n> .
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1.4 L’anneau Z/nZ 13

3. Rappelons que si (G,+) est un groupe commutatif, on définit pour g ∈ G
et m ∈ N l’élément mg comme :

mg = g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
m fois

et on prolonge à Z en posant (−m)g = −(mg) pour m � 0.
Si a et b sont dans Z, on alors dans le groupe Z/nZ :

ab = ab = ba

comme on le voit immédiatement.

1.4.2. Inversibles de Z/nZ, applications arithmétiques

Le sous-groupe nZ de Z étant aussi un idéal, le groupe (Z/nZ,+) est muni cano-
niquement d’une structure d’anneau propagée par celle de Z : si on note a la classe
d’un entier a modulo n, on pose pour a et b dans Z, a.b = ab. Cette opération est bien
définie et fait de Z/nZ un anneau commutatif avec unité 1. La notation ((Z/nZ)∗,×)
(ou simplement (Z/nZ)∗) désigne le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles
pour la multiplication de l’anneau Z/nZ. Cet ensemble n’est pas stable pour l’addi-
tion (en particulier il ne contient pas 0), mais constitue un groupe (abélien) pour la
multiplication.

Proposition 1.38. Soient n > 1 et a deux entiers, a la classe de a modulo n. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
1. a ∧ n = 1 ;
2. a ∈ (Z/nZ)∗ ;
3. a engendre le groupe (Z/nZ,+).

Démonstration. Pour tout élément x ∈ Z, on note ici x sa classe modulo n.
1.⇒ 2. Si a ∧ n = 1, il existe deux nombres u et v tels que au+ nv = 1 (1). On a
donc au ≡ 1 mod n, soit au = 1, d’où 2.
2.⇒ 3. Il existe par hypothèse un élément u tel que a · u = 1. Pour 1 � k � n− 1,
les classes ka sont alors toutes distinctes (car ka = k ′a pour 1 � k′ < k < n
implique (k − k′)a = 0, ce qui est absurde car en multipliant par u, on trouve
(k − k′)1 = k − k′ = 0). Cela implique que tout élément de Z/nZ est de la forme
ka.
3.⇒ 1. Si a engendre Z/nZ, l’élément 1 est dans le groupe engendré par a. Il existe
donc u ∈ Z tel que 1 = ua, soit 1 = ua+ vn pour v ∈ Z, et donc a ∧ n = 1. �

Corollaire 1.39. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si l’entier n est un
nombre premier p. Le corps Z/pZ se note alors Fp.

Démonstration. Rappelons d’abord que par définition, l’entier 1 n’est pas un nombre
premier. Si p > 0 est premier, on a a ∧ p = 1 pour tout a, 0 < a < p, et donc tout
élément a 	= 0 de Z/pZ est inversible, ce qui veut dire que Z/pZ est un corps.



�

�

�

�

�

�

�

�

14 1 • L’anneau Z

Réciproquement, si q = 1, l’anneau Z/qZ n’ayant qu’un élément ne peut être un
corps (par définition tout corps K possède un élément neutre 0 pour l’addition et
(K \ {0},×) étant un groupe possède au moins un élément neutre 1 	= 0).

Si q > 1 n’est pas premier, on a q = ab avec 1 < a < q, 1 < b < q, d’où ab = 0
dans Z/qZ, avec a 	= 0 et b 	= 0 (on note toujours 0 l’élément neutre pour l’addition),
et donc Z/qZ n’est pas un corps. �

Définition 1.40. Pour n � 2, on note ϕ(n) le nombre de générateurs distincts
du groupe Z/nZ. C’est aussi d’après la proposition 1.38 le nombre d’entiers a tels
que 1 � a < n et a ∧ n = 1 ou encore l’ordre du groupe ((Z/nZ)∗,×). On pose
par convention ϕ(1) = 1. La fonction ϕ s’appelle la fonction d’Euler (on dit aussi
indicatrice d’Euler).

Exemple 1.41. Si p est un nombre premier, ϕ(p) = p− 1 puisque Fp étant un corps,
|Fp

∗| = ϕ(p) = p− 1.

Plus généralement, si n =
∏k
i=1 p

νi

i , les pi étant des nombres premiers et les νi des
nombres entiers > 0, on a

ϕ(n) =
k∏
i

(pi − 1)pνi−1
i

(remarque 1.56 ci-après).

Proposition 1.42. SoitG un groupe cyclique d’ordre n. Alors pour tout d > 0 tel que
d|n, il y a dans G exactement ϕ(d) éléments d’ordre d.

Démonstration. On peut supposer que G = Z/nZ (proposition 1.33). Soit d � 1 tel
que d|n. Il existe d’après la proposition 1.35, 2.un et un seul sous-groupeH ⊂ Z/nZ
d’ordre d, et l’on a H � Z/dZ. De plus, H contient tous les éléments de Z/nZ
d’ordre d (unicité deH). Par définition de ϕ, il y a donc ϕ(d) éléments d’ordre d dans
H donc dans G. On notera que l’unique élément d’ordre 1 est l’élément neutre 0, ce
qui justifie la convention ϕ(1) = 1. �

Corollaire 1.43. Soit n ∈ N \ {0}. La fonction ϕ vérifie la relation suivante :∑
d|n

ϕ(d) = n. (3)

Démonstration. On considère les n éléments de Z/nZ. Chaque élément non nul a un
ordre d qui divise n, et pour chaque d|n, il y a ϕ(d) éléments d’ordre d. �

Exemple 1.44. Si p est un nombre premier, on a ϕ(p) = p − 1 (exemple 1.41) et∑
d|p ϕ(d) = ϕ(1) + ϕ(p) = 1 + p− 1 = p.
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1.4 L’anneau Z/nZ 15

Voici maintenant quelques résultats arithmétiques classiques, conséquences immé-
diates de ce qui précède. Rappelons que par le théorème de Lagrange (théorème 1.18),
dans le groupe ((Z/nZ)∗,×) l’ordre (multiplicatif) de tout élément divise ϕ(n).

Notons tout d’abord que nous démontrerons au chapitre 6 (Proposition 6.1) que
pour p premier le groupe multiplicatif (Z/pZ)∗ est cyclique, donc isomorphe à
(Z/(p − 1)Z,+).

Pour la structure de (Z/nZ)∗ avec n quelconque, cf. le problème 2.2.

Proposition 1.45. (« théorème d’Euler ») Soient a et n deux éléments non nuls de N
tels que a ∧ n = 1. Alors :

aϕ(n) ≡ 1 mod n.

Démonstration. Soit a la classe de a modulo n ; on a a ∈ (Z/nZ)∗ par la propo-
sition 1.38 et donc l’ordre de a divise ϕ(n), d’où aϕ(n) = 1, ce qui est équivalent à
aϕ(n) ≡ 1 mod n. �

Proposition 1.46. (« petit théorème de Fermat »). Soient p un nombre premier et
a ∈N \ {0} non divisible par p. Alors :

ap−1 ≡ 1 mod p.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.45 puisque si
p est un nombre premier, on a ϕ(p) = p− 1 (exemple 1.41). �

Proposition 1.47. (« théorème de Wilson ») Soit p un nombre premier. On a alors :

(p− 1)! ≡ −1 mod p.

Démonstration. Le cas p = 2 étant évident, on suppose p > 2. Considérons les p− 1
éléments de (Z/pZ)∗ (en notant avec l’abus de langage habituel encore 1 la classe de
1 modulo p) :

1, 2, . . . , p − 1.

Leur produit vaut (p− 1)! ; un de ces éléments x est égal à son inverse si et seulement
si x2 = 1. Or, comme p 	= 2, 1 	≡ −1 mod p et l’équation X2 = 1 a exactement
deux solutions dans le corps Z/pZ qui sont 1 et p− 1 = p− 1 = −1 ; on a en effet la
factorisation X2 − 1 = (X − 1)(X + 1), et si x ∈ Z/pZ, x 	= ±1, (x − 1)(x + 1)
est non nul puisque l’anneau Z/pZ étant un corps, il est intègre. On peut donc dans le
produit 1.2 . . . (p− 1) grouper chaque élément xi avec son inverse, sauf 1 et −1 qui
sont chacun égaux à leur inverse ; on a ainsi :

1.2. . . . .(p− 1) = (p− 1)! = 1.(p − 1)
∏(

xi × 1
xi

)
= p− 1 = −1.

On a donc bien (p− 1)! ≡ −1 mod p. �
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1.4.3. Théorème chinois

Théorème 1.48. « Lemme chinois »
Soit n un entier tel que n = m1m2, avec m1 ∧m2 = 1. Alors l’application ψ :

Z/nZ −→ Z/m1Z× Z/m2Z (4)

qui à la classe k modulo n d’un entier k ∈ Z fait correspondre l’élément (k1, k2) (ki
étant la classe de k modulomi) est un isomorphisme d’anneaux. (cf. la remarque 1.6).

Démonstration. Soient φ le morphisme d’anneaux :

Z −→ Z/m1Z× Z/m2Z x �→ (x1, x2)

(xi est la classe x dans Z/miZ), π le morphisme canonique : Z → Z/nZ. On a les
inclusions suivantes d’idéaux puisque n = m1m2 : nZ ⊂ m1Z et nZ ⊂ m2Z, d’où
nZ ⊂ m1Z ∩m2Z. Cela implique que le morphisme φ se factorise pour donner un
morphisme d’anneaux ψ :

Z/nZ −→ Z/m1Z× Z/m2Z.

tel queφ = ψ◦π (car nZ ⊂ kerφ = m1Z
⋂
m2Z ; cf. la proposition 1.19). Autrement

dit, le diagramme suivant est commutatif :

Z

π
��

φ

����������������

Z/nZ
ψ �� Z/m1Z× Z/m2Z.

Montrons que ψ est bijectif.
Pour montrer que ψ est injectif, il faut montrer que ker φ = nZ (corollaire 1.20),
soit m1Z

⋂
m2Z = nZ. On a déjà vu que nZ ⊂ m1Z

⋂
m2Z. Réciproquement,

soit x ∈ m1Z
⋂
m2Z ; on peut écrire x = λm1 = µm2 ; si x = 0, on a x ∈ nZ,

et si x 	= 0, m1 divise µ par le lemme de Gauss 1.27, d’où x ∈ m1m2Z = nZ ; le
morphismeψ est donc injectif. Il est aussi surjectif, puisque les deux ensembles Z/nZ
et Z/m1Z× Z/m2Z ont même cardinal n. �

On a en fait le même résultat pour plusieurs entiers mi premiers deux à deux :

Corollaire 1.49. Soit n un entier tel que n = m1 . . .ms avec mi > 1, mi ∧mj = 1
pour i 	= j. Alors l’application ψ :

Z/nZ −→ Z/m1Z× · · · × Z/msZ

qui à la classe k modulo n d’un entier k ∈ Z fait correspondre l’élément (k 1, . . . , ks)
(ki étant la classe de k modulo mi) est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Immédiate par récurrence sur s, en remarquant que si les m i sont
premiers entre eux deux à deux, m1 . . .ms−1 et ms sont premiers entre eux par le
corollaire 1.29, et en utilisant le théorème 1.48 pour ces deux entiers. �
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1.4 L’anneau Z/nZ 17

Par exemple, si n = pα1
1 . . . pαk

k est la décomposition de n en facteurs premiers, on a
Z/nZ �∏k

i=1 Z/pαi

i Z.

Corollaire 1.50. Soit n un entier tel que n = m1 . . .ms avec mi > 1, mi ∧mj = 1
pour i 	= j. Alors pour deux entiers a et b, on a a ≡ b mod n si et seulement si
a ≡ b mod mi (1 � i � s).

Démonstration. Si a− b ≡ 0 mod n, on a évidemment a− b ≡ 0 mod mi pour tout
i. Réciproquement, si a − b ≡ 0 mod mi pour tout i, l’injectivité du morphisme ψ
(corollaire 1.49) montre que a− b ≡ 0 mod n. �

Remarques 1.51. 1) Pour avoir une version « constructive » du théorème chi-
nois, il faut construire l’application g inverse de ψ. De plus la démonstration
n’utilisera alors plus que Z/nZ est de cardinal fini, et pourra s’appliquer à tout
anneau principal, en particulier à l’anneau K[X], comme nous le verrons au
chapitre 3.

Considérons le cas général où n = m1 . . . ms avec mi ∧mj = 1 pour i 	= j.
Soit ψ le morphisme d’anneaux du corollaire 1.49. La construction de l’inverse
g du morphisme ψ se fait de la manière suivante :

• on détermine par l’algorithme d’Euclide étendu des nombres ui et vi tels
que :

uimi + vin/mi = 1 (cf.(2))
ce qui est possible car les entiers mi et n/mi = m1 . . .mi−1mi+1 . . . ms

sont premiers entre eux (corollaire 1.29) ;

• on pose ei = 1− uimi = vin/mi ;

• on a donc :

ei ≡ 1 (mod mi),

ei ≡ 0 (mod mj) (∀ j 	= i);

• si xi ∈ Z/miZ est la classe de xi ∈ Z, on pose g(x1, . . . , xs) =
∑
eixi (

mod n).

Le fait que g est l’inverse de ψ est alors immédiat.

2) Le cas où n ∧m 	= 1 est traité dans l’exercice 1.24.

Exemple 1.52. Soit x un nombre entier tel que x ≡ 3 mod 13 et x ≡ 7 mod
19. Si on veut trouver sa classe modulo 247 = 13 × 19, on cherche la relation
de Bézout par l’algorithme d’Euclide : 19 = 13 × 1 + 6, 13 = 2 × 6 + 1, d’où
1 = 13− 2(19 − 73) = 3× 13− 2× 19. On a alors :

x ≡ 7.3.13 − 3.2.19 mod 247,

soit x ≡ 159 mod 247.
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Corollaire 1.53. Si n = m1m2 avec m1 ∧m2 = 1, on a alors, en appliquant (4) :

(Z/nZ)∗ � (Z/m1Z)∗ × (Z/m2Z)∗ (5)

Démonstration. L’isomorphisme ψ :

Z/nZ→ Z/m1Z× Z/m2Z

étant un isomorphisme d’anneaux, induit un isomorphisme

(Z/nZ)∗ � (Z/m1Z× Z/m2Z)∗;
il suffit alors de montrer que

(Z/m1Z× Z/m2Z)∗ = (Z/m1Z)∗ × (Z/m2Z)∗,
ce qui est évident, car un élément (x, y) ∈ Z/m1Z × Z/m2Z est inversible si et
seulement si x et y le sont (on a alors (x, y)−1 = (x−1, y−1)). �

Remarque 1.54. Notons que le corollaire 1.49 donne par la même méthode
un isomorphisme d’anneaux

(Z/nZ)∗ � (Z/m1Z)∗ × · · · × (Z/msZ)∗.

Le corollaire 1.53 va nous permettre de calculer la fonction ϕ(n) pour tout entier
n > 1.

Corollaire 1.55. Soient m et n deux entiers > 0 tels que m ∧ n = 1. Alors
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Démonstration. Sim > 1, n > 1 il suffit d’appliquer le corollaire 1.53 en remarquant
que pour tout entier k > 0 la fonction ϕ(k) est le cardinal de (Z/kZ)∗. Si m = 1 ou
n = 1, la formule est vraie à cause de la convention ϕ(1) = 1. �

On en déduit par récurrence que si n est un entier > 0, n = pν11 . . . pνk

k sa décomposi-
tion en facteurs premiers, on a

ϕ(n) =
∏

1�i�k
ϕ(pνi

i ).

Remarque 1.56. Le lecteur vérifiera facilement à titre d’exercice que si p est
un nombre premier,

ϕ(pν) = (p− 1)pν−1

ce qui, avec le corollaire 1.53, permet de calculer ϕ(n) pour tout entier n > 0.
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Exercices 19

EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

ANNEAUX

Exercice 1.1. SoitE un espace compact etA = C(E) l’ensemble des fonctions réelles
continues surE, muni de la topologie de la convergence uniforme. Soit φ l’application
qui à un ensemble G ⊂ E associe l’ensemble V (G) = {f ∈ A, f|G = 0}.
1. Déterminer A∗.

2. Montrer que V (G) est un idéal fermé de A.

3. Montrer que les idéaux maximaux de A sont les V ({a}) avec a ∈ E (un idéal
m 	= A est dit maximal s’il est maximal pour la relation d’inclusion, i.e. si le seul
idéal qui le contient strictement est l’anneau tout entier).

4. Montrer que V (G) = V (H)⇐⇒ G = H .

L’ANNEAU Z

Exercice 1.2. Montrer que ∀ n � 0, (2n + 3n) et (2n+1 + 3n+1) sont premiers entre
eux.

Exercice 1.3. Trouver les sous-groupes de Z contenant 48Z et donner leurs relations
d’inclusion.

Exercice 1.4. Soient a, b, c ∈ N. Montrer que si a ∧ b = 1 alors :

1. (ac) ∧ b = c ∧ b
2. (ab) ∧ c = (a ∧ c)(b ∧ c).
Dans le cas où l’on ne suppose plus a∧b = 1, donner des contre-exemples aux égalités
précédentes.

Exercice 1.5.

1. Déterminer (n2 + 2n− 2) ∧ 6 en fonction de n
(appliquer le 2. de l’exercice 1.4 et montrer que

n2 + 2n− 2 ≡ 0 mod 3⇐⇒ n ≡ 2 mod 3).

2. Déterminer (n3 + n2 + 1) ∧ (n2 + 2n− 1) en fonction de n ;
(en remarquant que les coefficients dominants sont inversibles dans Z, utiliser des
divisions euclidiennes successives afin de faire descendre les degrés).

Exercice 1.6. Soient a et b des entiers premiers entre eux tels que leur produit soit
une puissance k-ième d’un entier pour k � 2 entier. Montrer alors que a et b sont
eux-mêmes des puissances k-ièmes d’entiers.
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20 1 • L’anneau Z

Exercice 1.7. Variations sur le théorème de Bézout

1. En utilisant l’algorithme d’Euclide, trouver toutes les relations de Bézout
650u + 66v = 650 ∧ 66 (cf. (1)).

2. Soient a et b des entiers premiers entre eux, on cherche à savoir si un entier n peut
s’écrire sous la forme ua+ vb avec u et v entiers positifs.

(i) Si on n’impose pas à u et v d’être positifs, quels sont les n qui peuvent s’écrire
sous la forme ua+ vb ?

(ii) Montrer que pour tout n ∈ Z, il existe un unique couple (u0, v0) ∈ Z2 tel que
n = u0a+ v0b et 0 � u0 < b.

(iii) Montrer que pour n > ab−a−b il existe u et v positifs tels que n = ua+vb.
(iv) Soit m un entier et soit (u0, v0) ∈ Z comme dans (ii), i.e. m = u0a + v0b

avec 0 � u0 < b. Montrer qu’il existe des entiers positifs u et v tels que
m = ua+ vb si et seulement si v0 � 0.

(v) Soit m et n des entiers relatifs tels que m + n = ab − a − b. On écrit
m = u0a + v0b et n = u′0a + v′0b avec 0 � u0, u

′
0 < b. Montrer que

v0 + v′0 = −1 et en déduire que parmi m et n un et un seul peut s’écrire sous
la forme ua+ vb avec u et v positifs ou nuls.

(vi) Montrer que ab− a− b ne peut pas s’écrire sous la forme ua+ vb avec u et
v positifs ou nuls.

(vii) Montrer que l’ensemble des entiers n tels que 0 � n � ab − a − b et qu’il
existe u, v � 0 avec n = au+ bv a pour cardinal ab−a−b2 .

3. On suppose que dans un pays n’existent que deux sortes de pièces, de valeurs a et
b entières avec (a ∧ b) = 1.

(i) Quelles sont les sommes qui peuvent être payées si on dispose d’un stock
infini de pièces et qu’on autorise le rendu de monnaie ?

(ii) Montrer que ab − a − b est la somme la plus grande qu’il est impossible de
payer si le rendu de monnaie n’est pas autorisé.

(iii) Étudier le cas de 3 pièces de valeur 15, 20 et 48, et montrer que 217 est la plus
grande somme que l’on ne peut pas payer sans rendu de monnaie (se ramener
au cas précédent en écrivant :

48x+ 20y + 15z = 3(16x + 5z) + 20y).

4. On considère un jeu de fléchettes où le centre de la cible rapporte 7 points et son
extérieur 3 points. Quels sont les scores atteignables ?

L’ANNEAU Z/NZ, CONGRUENCES

Exercice 1.8. Montrer que pour tout entier n � 1,

42n

+ 22n

+ 1 ≡ 0 mod 7.

(Distinguer les cas n pair et n impair).
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Exercices 21

Exercice 1.9. Donner les sous-groupes de Z/24Z ainsi que leurs relations d’inclusion
(cf. 1.36). Quels sont les sous-groupes engendrés par la classe de 18 (resp. 16) ?

Exercice 1.10. Calculer 2 0052 005 mod 14.

Exercice 1.11. Calculer 10100 modulo 247 = 13× 19.

Exercice 1.12. Donner la congruence modulo 17 de (1 035 125)5 642.

Exercice 1.13. Donner la congruence de 1 823242 modulo 18 puis celle de 2 222321

modulo 20.

Exercice 1.14. Montrer que pour n � 1, on a n7 ≡ n mod 42.

Exercice 1.15. Montrer que 429 est inversible dans Z/700Z et donner son inverse.

Exercice 1.16. Résoudre dans Z les congruences suivantes :

(i) 3x ≡ 4 mod 7 ;
(ii) 9x ≡ 12 mod 21 ;

(iii) 103x ≡ 612 mod 676.

Exercice 1.17. Soient p 	= 2 un nombre premier impair, a, b ∈ N non divisibles par
p. Montrer que si p divise a2 + b2, alors p ≡ 1 mod 4.

Exercice 1.18. Soient a et b deux entiers premiers entre eux, n = a4 + b4, p un
diviseur premier de n, p 	= 2.

1. Montrer que n ≡ 1 ou 2 mod 16.

2. Montrer que les classes a et b de a et b mod p sont dans (Z/pZ)∗.

3. Calculer l’ordre de a/b dans (Z/pZ)∗.

4. En déduire que p ≡ 1 mod 8.

Exercice 1.19. « Un test de primalité ». Soient a et p deux entiers tels que a ∧ p = 1.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l’entier p est premier ;
(ii) on a (X − a)p ≡ Xp − a mod p dans l’anneau Z[X].

Exercice 1.20. Soient p et q des nombres premiers distincts.

1. Quel est le cardinal de (Z/pqZ)∗ ? Combien y a-t-il d’éléments de (Z/pqZ)∗ égaux
à leur inverse ?

2. Montrer la congruence :

(pq − 1)!
(q − 1)!pq−1(p − 1)!qp−1

≡ 1 mod pq

(même méthode que pour le théorème de Wilson).
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MORPHISMES

Exercice 1.21.

1. Montrer que tout homomorphisme de groupes

φ : Z/aZ→ Z/bZ

est déterminé par φ(1) et que φ(1) est un élément dont l’ordre divise a.
Réciproquement, montrer que si l’ordre de x ∈ Z/bZ divise a, il existe un mor-
phisme φ tel que φ(1) = x.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) a ∧ b = 1
(ii) tout homomorphisme φ : Z/aZ→ Z/bZ est l’homomorphisme nul.

Exercice 1.22. Déterminer les morphismes de groupes Z/3Z → Z/4Z puis ceux de
Z/12Z→ Z/15Z.

Exercice 1.23. On fixe un nombre premier p. Soit a un entier > 0.

1. Trouver la condition nécessaire et suffisante que doit satisfaire n pour qu’il existe
un morphisme de groupes non nul :

Z/paZ −→ Z/nZ.

2. On suppose maintenant n = pb, b étant un nombre entier > 0. Caractériser les
éléments x ∈ Z/pbZ tels qu’il existe un morphisme

φ : Z/paZ −→ Z/pbZ

avec φ(1) = x.

3. Calculer le nombre de morphismes distincts : Z/paZ −→ Z/pbZ (on pourra
supposer a � b).

Exercice 1.24. Soit π : Z −→ Z/nZ × Z/mZ le morphisme qui à k ∈ Z associe
ses classes modulo n et m (cf. 1.48). Montrer que le noyau de π est engendré par le
PPCM de m et n et que l’image de π est {(a, b) tels que (n ∧m)|(b− a)}.
Application : que peut-on dire de la congruence de k modulo 10 sachant que
k ≡ 3 mod 6 ?

PROBLÈMES

Problème 1.1. Un test de primalité
Soient n un entier > 1, p un nombre premier tels que n − 1 = prm, avec r � 1,
m � 1.

1. On suppose qu’il existe un entier a tel que an−1 ≡ 1 mod n et

(a
n−1

p −1)∧n = 1. Soit q un diviseur premier de n. Montrer que (am−1)∧q = 1.
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Problèmes 23

2. Soit b ∈ Z/qZ la classe de am. Montrer que b ∈ (Z/qZ)∗ et calculer son ordre
(multiplicatif).

3. Montrer que q ≡ 1 mod pr.
4. On écrit maintenant n− 1 = uv (sans hypothèse particulière sur u, v). On suppose

que pour tout facteur premier p de u, il existe un entier ap tel que an−1
p ≡ 1 mod n

et (a
n−1

p

p −1)∧n=1. Montrer que tout facteur premier q de n vérifie q≡ 1mod u.

5. On suppose en plus des hypothèses de 4. que v � u+1. Montrer que n est premier.

Problème 1.2. Une généralisation du petit théorème de Fermat

1. Soit n un entier � 2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) n est sans facteurs carrés et pour tout nombre premier p, p|n⇒ (p−1)|(n−1) ;

(ii) ∀a ∈ Z, an ≡ a mod n ;

(iii) ∀a ∈ Z tel que (a, n) = (1), an−1 ≡ 1 mod n.

2. On considère les conditions suivantes (pour n impair) :

(i) n est sans facteurs carrés et pour tout nombre premier p, p|n⇒(p−1)|(n−1)/2 ;

(ii) ∀a ∈ Z, (a, n) = (1), a(n−1)/2 ≡ 1 mod n.

Montrer que (i)⇔ (ii).

3. Soitm un entier> 0. On suppose que les nombres 6m+1, 12m+1, 18m+1 sont
premiers. Montrer que n = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1) vérifie les propriétés de
1. Montrer que si m est impair, alors n vérifie les propriétés de 2.

Problème 1.3. Étude des premiers nombres de Fermat
On pose pour tout n ∈ N, Fn = 22n

+ 1 ; Fn est par définition le n-ième nombre de
Fermat.

1. Soit m ∈ N\{0}. Prouver que si 2m + 1 est premier alors m est une puissance
de 2.

2. Calculer Fn pour n � 4 et vérifier qu’ils sont tous premiers.

3. Montrer qu’a priori, un diviseur premier potentiel de F5 est de la forme 64k + 1.

4. Montrer que F5 est divisible par 641 = 1 + 5.27 = 54 + 24.

5. Montrer que pour n 	= m, Fn et Fm sont premiers entre eux et en déduire l’exis-
tence d’une infinité de nombres premiers.

Problème 1.4. Utilisation des entiers de Gauss, théorème des deux carrés
On note A = Z[i] = {a + ib | (a, b) ∈ Z2} l’anneau des entiers de Gauss. Pour
z = a+ ib ∈ A, on pose N(a+ ib) = a2 + b2.

1. Montrer que N est multiplicative, i.e. N(zz ′) = N(z)N(z′) ; en déduire que
A∗ = {±1,±i} ainsi que l’identité de Lagrange :

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2.
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24 1 • L’anneau Z

2. En remarquant que tout nombre complexe peut s’écrire comme la somme d’un
élément de Z[i] et d’un nombre complexe de module strictement plus petit que
1, en déduire que A est euclidien mais que la division euclidienne n’est pas unique.

3. Soit S l’ensemble des entiers > 0 somme de deux carrés. Montrer que S est stable
par multiplications.

4. Soit p un nombre premier. Montrer l’équivalence des points suivants :
• p est irréductible dans A ;
• p ≡ 3 mod (4) ;
• p 	∈ S.

5. En déduire que les éléments irréductibles deAmodulo les éléments inversibles sont
les p premiers congrus à 3 modulo 4 et les a+ ib tels que a2 + b2 est premier.

6. Montrer que si n � 2, alors n ∈ S si et seulement si la multiplicité vp(n) de p dans
n est paire pour tout p ≡ 3 mod 4 (« théorème des deux carrés ») .

Problème 1.5. Un anneau non factoriel
SoitA := Z[i

√
5] = {a+ ib

√
5 / (a, b) ∈ Z2}. On introduit l’application « norme » :

N(a + ib
√

5) = a2 + 5b2 ∈ N. On rappelle (1.10) qu’un élément z ∈ A est dit
irréductible si et seulement s’il vérifie la propriété suivante :

z = z1z2 et z1 	∈ A∗ =⇒ z2 ∈ A∗

1. Montrer que z ∈ A∗ si et seulement si N(z) = 1 puis que si N(z) est un nombre
premier alors z est irréductible.

2. Montrer que tout élément z ∈ A tel que N(z) = 9 est irréductible. En étudiant
alors l’égalité :

3× 3 = (2 + i
√

5)(2− i
√

5),
montrer que Z[i

√
5] n’est pas factoriel (cf. 1.14).

3. Étudier de même l’égalité 2.3 = a.b avec a = 1 + i
√

5 et b = 1 − i√5 ; montrer
avec cet exemple que le lemme de Gauss n’est pas vérifié et que 2a et ab n’ont pas
de PGCD.
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Chapitre 2

Modules de type fini

Tous les groupes considérés dans ce chapitre sont commutatifs (on dit aussi
abéliens). Nous allons voir que tout groupe abélien peut-être considéré comme
un Z-module. Or les propriétés fondamentales des Z-modules sont en fait
valables sans changement pour les modules sur les anneaux principaux. Comme
nous utiliserons ces propriétés au chapitre suivant pour les modules de type fini
sur un anneau de polynômesK[X] (sur un corpsK), nous les avons énoncées et
démontrées dans le cadre plus général des modules sur un anneau principal A.

D’autre part, certaines démonstrations sont présentées dans ce livre sous
forme d’algorithmes utilisant l’algorithme d’Euclide et l’algorithme d’Euclide
« étendu » (et donc l’algorithme de division). Si l’on veut que ces algorithmes
soient « effectifs » (i.e. programmables), il faut se placer sur un anneau A
dans lequel il existe un algorithme pour la division euclidienne, ce qui est le
cas de A = K[X], à condition que l’on sache programmer les additions et
multiplications dans K comme par exemple pour K = Q.

2.1 LE LANGAGE DES MODULES

Pour cette introduction, A est un anneau (donc pour nous commutatif et unitaire)
quelconque dont l’élément unité pour la multiplication est noté 1.

2.1.1. Généralités

Définition 2.1. Soit (M,+) un groupe commutatif. On dit que M est un A-module
s’il est muni d’une application A×M →M , où l’on note ax l’image de (a, x), telle
que :
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26 2 • Modules de type fini

1. ∀a ∈ A et x, y ∈M , a(x+ y) = ax+ ay ;

2. ∀a, b ∈ A et x ∈M , (a+ b)x = ax+ bx ;

3. ∀a, b ∈ A et x ∈M , 1x = x et a(bx) = (ab)x.

Remarques 2.2.

1. La définition de A-module est ainsi formellement la même que celle de
K-espace vectoriel. Cependant lorsque A n’est pas un corps, nous verrons
qu’il y a des grandes différences ; en particulier un A-module ne possède
pas nécessairement une base. Les définitions de sous-modules, systèmes de
générateurs, familles libres, bases, morphismes, images, noyaux, etc. sont
les mêmes que dans le cas des espaces vectoriels ; elles ne seront pas toutes
répétées ici. Les propriétés des modules quotients sont aussi analogues à
celles des espaces vectoriels quotients ; cependant elles sont souvent moins
bien connues et nous avons pensé qu’il était nécessaire de les exposer en
détails dans le cadre de ce livre (paragraphe 2.1.2.).

2. Soient M et N deux A-modules. Un morphisme de A-modules M → N
est un morphisme de groupes additifs (M,+)→ (N,+) qui est de plus A-
linéaire. Sauf mention du contraire, dans ce chapitre le mot « morphisme »
signifiera « morphisme de A-modules ». Dans le cas où A est un corps, on
retrouve la notion classique d’application linéaire entre espaces vectoriels.

3. Si (G,+) est un groupe commutatif, il est canoniquement muni d’une struc-
ture de Z-module, en définissant (pour n > 0) ng comme g + g + · · · + g
n fois, et (−1)g comme −g. On dira plutôt « groupe » (sous-entendu com-
mutatif) que « Z-module ».

4. L’anneau A est lui-même un A-module engendré par 1. Les sous-A-
modules (on dit simplement sous-modules) de A sont les idéaux.

5. Soit M un A-module, Mi ⊂ M (1 � i � n) des sous-modules. Alors,
comme pour les espaces vectoriels, on a M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn si et
seulement si chaque élément m ∈ M peut s’écrire de manière unique
m = m1 + · · ·+mn avec mi ∈Mi.

6. Soit M un A-module, Mi ⊂ M (1 � i � n) des sous-modules
tels que M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn. On a alors un isomorphisme cano-
nique ψ entre M et

∏n
i=1Mi = M1 × · · · × Mn (si mi ∈ Mi, on

pose ψ(m1 + · · · + mn) = (m1, . . . ,mn)). Inversement, si on pose∏n
i=1Mi = M1×· · ·×Mn, chaqueMi s’identifie à un sous-module fi(Mi)

de
∏n
i=1Mi par le morphisme fi : m ∈Mi �→ (0, . . . , 0,m, 0, . . . , 0) avec

m à la i-ième place. On a alors :
n∏
i=1

Mi =
n⊕
i=1

fi(Mi) �
n⊕
i=1

Mi.

Notons qu’un isomorphisme analogue n’existe pas dans le cas des produits
infinis.
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2.1 Le langage des modules 27

7. Un A-module M est de type fini s’il admet un nombre fini de générateurs
(m1, . . . ,mk). Le fait que (m1, . . . ,mk) soit un système de générateurs est
équivalent au fait que le morphisme :

φ : Ak →M, φ(λ1, . . . , λk) =
k∑
i=1

λimi

est surjectif.

8. Soit M unA-module. L’ensemble des éléments λ ∈ A qui annulentM (i.e.
tels que ∀m ∈ M on ait λm = 0) est un idéal appelé annulateur de M et
noté ann(M ). Par exemple, si M = A/I , on a ann(M) = I .

2.1.2. Quotients

Définition 2.3. Soient M un A-module, N ⊂ M un sous-module. On définit une
relation d’équivalence surM de la manière suivante : on dit que deux élémentsm1 et
m2 de M sont équivalents si m1 −m2 ∈ N . L’ensemble quotient pour cette relation
d’équivalence se note M/N et est muni d’une structure de A-module propagée par
celle de M , i.e. telle que l’application canonique π : M → M/N soit un morphisme
surjectif de noyau N (appelé morphisme canonique).

Si l’on note m = π(m) la classe d’un élément m ∈ M , la structure de module sur
M/N est définie par m1 + m2 = m1 +m2 et pour λ ∈ A et m ∈ M , λm = λm.
Il est immédiat de vérifier que ces opérations définissent une structure de module sur
M/N telle que l’application π soit un morphisme surjectif.
Le quotient est caractérisé par la propriété suivante (appelée « propriété universelle du
quotient », cf. 1.19) :

Proposition 2.4. Soient N ⊂ M deux modules, π : M → M/N le morphisme
canonique, φ : M → M1 un morphisme tel que N ⊂ ker φ ; il existe alors un
morphisme unique φ : M/N → M1 tel que φ ◦ π = φ. Réciproquement l’existence
d’un tel morphisme implique N ⊂ kerφ. De plus le morphisme φ est injectif si et
seulement si N = kerφ.

On a donc sous l’hypothèseN ⊂ kerφ un « diagramme commutatif » :

M
π

����
���

��
�

φ �� M1

M/N
φ

����������

La démonstration est la même que celle de la proposition 1.19.
On utilise cette proposition de la manière suivante : pour définir un morphisme
φ : M/N −→ M1, il est équivalent de définir un morphisme φ : M −→ M1 tel que
N ⊂ ker φ.
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Voici quelques propriétés classiques des quotients, toutes conséquences directes de la
proposition 2.4 :

Corollaire 2.5. « Décomposition canonique d’un morphisme ».
Soient M et M1 deux A-modules, φ : M → M1 un morphisme, π : M → M/ ker φ

le morphisme canonique. On a alors une décomposition de φ dite « décomposition
canonique » : φ = i ◦ φ ◦ π où i est l’injection canonique : φ(M) = Im(M) →M1,
et φ un isomorphisme : M/ ker φ→ φ(M).

M
φ−−−−→ M1

π

⏐⏐� �⏐⏐i
M/ ker φ

φ−−−−→ φ(M)

Corollaire 2.6. Soient M,N,P trois A-modules tels que N ⊂ P ⊂ M . Alors
l’injection canonique f : P →M « passe aux quotients » pour donner une injection :
f : P/N → M/N ce qui permet d’identifier P/N et son image par f . On a alors
avec cette identification :

(M/N)/(P/N) �M/P.

Exemple 2.7. Prenons M = Z, P = aZ, N = abZ, a et b étant deux entiers. On a
alors (Z/abZ)/(aZ/abZ) � Z/aZ. Notons que Z/bZ � aZ/abZ (exercice).

Corollaire 2.8. Soient Ni,Mi (1 � i � n),M des A-modules tels que ∀i,
Ni ⊂ Mi ⊂ M , M =

⊕n
i=1Mi. Posons N =

⊕n
i=1Ni (N ⊂ M). On a alors un

isomorphisme canonique :

M/N �
n⊕
i=1

(Mi/Ni).

Un cas particulier du corollaire précédent est le suivant : soient M1 et M2 deux sous-
modules d’unA-moduleM tels queM = M1⊕M2, alorsM/M1 �M2 (on applique
le corollaire précédent avec N1 = M1, N2 = {0}).
Le corollaire 2.5 résultant d’un simple changement de notations dans la proposition
2.4, nous allons démontrer le corollaire 2.6 (la démonstration du corollaire 2.8, immé-
diate, est laissée au lecteur).

Démonstration. (du corollaire 2.6) : soit π le morphisme canonique : M → M/N ,
f̃ = π ◦ f . Le morphisme f̃ se factorise par un morphisme injectif f : P/N →M/N
d’après la proposition 2.4. Toujours d’après la proposition 2.4, le morphisme
canonique π1 : M → M/P se factorise par un morphisme (encore surjectif) :
π1 : M/N → M/P (car N ⊂ kerπ1 = P ) dont le noyau est l’image de f(P ) par
π égale à l’image de f (cf. le diagramme commutatif ci-dessous) identifiée à P/N .
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2.2 Calcul matriciel sur un anneau principal 29

P

��

f ��

f̃

����������� M

π
��

π1

�������
����

P/N
f �� M/N

π1 �� M/P

On peut alors appliquer le corollaire 2.5 au morphisme (surjectif) π1. �

Remarque 2.9. Soit I un idéal de A. Le A-module quotient A/I est alors
naturellement muni d’une structure d’anneau propagée par celle de A via le
morphisme canonique π : A → A/I : si x, y ∈ A/I , il existe a et b dans A
tels que π(a) = x, π(b) = y. On pose alors xy = π(ab), et il est immédiat
de voir que cette multiplication est bien définie et fait de A/I un anneau avec
unité π(1) (que l’on note aussi 1 en général).

2.2 CALCUL MATRICIEL SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

Dans toute la suite de ce chapitre, A désignera un anneau euclidien pour lequel il
existe un algorithme pour la division euclidienne. Nous utiliserons le calcul matriciel
seulement pour les anneaux A = Z et au chapitre suivant pour A = K[X], K étant
un corps.

Rappelons quelques propriétés d’un tel anneau A.

1. Un élément p ∈ A est irréductible si et seulement si l’anneau quotient A/(p) est
un corps (cf. le corollaire 1.39 pour le cas A = Z ; la preuve est la même pour tout
anneau principal).

2. L’anneau A est contenu dans son corps des fractions K(A) (définition 1.12).

3. L’anneau A est factoriel (théorème 1.30).

2.2.1. Trigonalisation

La présentation de cette section est inspirée de [3]. On note Mn,m(A) l’ensemble
des matrices de taille n ×m (n lignes et m colonnes) à coefficients dans A. On note
Mn(A) l’ensemble des matrices de taille n × n à coefficients dans A, SLn(A) le
sous-ensemble deMn(A) formé des matrices de déterminant 1.

Lemme 2.10. Une matrice M ∈ Mn(A) est inversible si et seulement si
detM ∈ A∗. En particulier M ∈ Mn(Z) est inversible si et seulement si
detM = ±1.

Démonstration. Si la matrice M est inversible, il est clair que son déterminant aussi
(dans l’anneau A). Inversement, on a la formule suivante pour une matrice à coeffi-
cients dans un anneau :

tco(M)× M = detM × In
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(co(M) est la matrice des cofacteurs, et In la matrice identité de taille (n, n)). Si
detM est inversible dans A, on peut diviser par detM , et l’on a :

(detM)−1(tco(M)× M) = In,

d’où
M−1 = tco(M)(det(M))−1.

�
En particulier toute matrice M ∈ SLn(A) est inversible.

Le lemme suivant est le lemme technique essentiel pour tout ce qui concerne la calcul
matriciel sur A.

Lemme 2.11. Soient x et y deux éléments de A, z un PGCD de x et y (défini à
multiplication par un élément de A∗ près). Il existe alors une matrice :(

α β
γ δ

)
∈ SL2(A)

telle que : (
α β
γ δ

)(
x
y

)
=
(
z
0

)
(1)

Démonstration. On peut supposer que (x y) 	= (0 0) (sinon, tout est nul). Il existe
alors deux éléments u et v dansA tels que z = ux+ vy (formule (1) du chapitre 1) (si
x = 0 (resp. y = 0), on prend u = 0 (resp. v = 0) par convention). Alors la matrice(

α β
γ δ

)
=
(

u v
−y/z x/z

)
(2)

convient, car z étant un PGCD de x et y, il les divise. �

Remarques 2.12.

1. La multiplication à gauche d’une matrice M ∈ Mn,m(A) par un élément
de SLn(A) revient à effectuer des manipulations sur les lignes deM . Si on
veut manipuler les colonnes, il faut multiplier à droite par un élément de
SLm(A), ce que nous ferons au paragraphe suivant ; dans le cas du lemme
2.11, cela donnerait l’égalité suivante (obtenue en transposant (1)) :(

x y
)(α γ

β δ

)
=
(
z 0

)
(3)

2. Dans le cas où x = 0, on pose u = 0 par convention et l’on obtient :(
α β
γ δ

)
=
(

0 1
−1 0

)
3. Dans le cas où x|y, on a (x, y) = (x), donc un PGCD de x et y est x, et

l’on pose : (
α β
γ δ

)
=
(

1 0
−y/x 1

)
.
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2.2 Calcul matriciel sur un anneau principal 31

Nous allons utiliser la matrice de taille (n, n) suivante :

Lj,k =
(
α β
γ δ

)
j,k

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0

...
1

... 0 . . . α 0 . . . β
...

... 1
. . .

1
γ 0 . . . δ

1
. . .

0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4)

α étant à la place (j, j) (sur la j-ième ligne et la j-ième colonne), β à la place (j, k), γ
à la place (k, j) et δ à la place (k, k). Notons li la ligne d’indice i d’une matrice M .

Lemme 2.13. La multiplication à gauche d’une matrice M ∈ Mn,m(A) par la
matrice Lj,k remplace lj et lk par αlj + βlk et γlj + δlk respectivement. De plus,
detLj,k = αδ − βγ.

Démonstration. Exercice laissé au lecteur sur la multiplication des matrices. �

Proposition 2.14. Soit M ∈ Mn,m(A). Il existe alors une matrice L ∈ SLn(A)
telle que LM = M ′ soit triangulaire supérieure (i.e.avec des zéros sous la diagonale
principale).

Démonstration. La démonstration consiste à appliquer plusieurs fois les lemmes 2.11
et 2.13 pour faire apparaître des zéros sous la diagonale principale.
a) Soit M = (aij) (1 � i � n, 1 � j � m). Multiplions M à gauche par la matrice
L1 = L1,2 (cf. (4)), avec α, β, γ et δ choisis de façon à ce que la première colonne de

M1 = L1M commence par

(
d
0

)
avec (d) = (a11, a21) (i.e.d est un PGCD de a11 et

a21) ; on a donc (d’après le lemme 2.11) :(
α β
γ δ

)
=
(

u v
−a21/d a11/d

)
,

u et v vérifiant d = ua11 + va21. On a en particulier αδ − βγ = 1 et donc
L1 ∈ SLn(A) et la matrice M1 = L1M a un zéro à la place (2, 1).
b) On multiplie ensuite M1 à gauche par une matrice L2 de la forme L1,3 pour faire
apparaître un zéro à la place (3, 1) (ce qui remplace d par d1 tel que (d1) = (d, a31),
et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on obtienne la matrice Mn−1 = Ln−1 · · ·L1M dont
la première colonne est de la forme t(dn−1 0 . . . 0), dn−1 étant un PGCD de tous les
éléments de la première colonne de M .
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c) On continue de même avec la seconde colonne, en commençant par multiplier à
gauche par une matrice L2,3 de façon à laisser la première ligne inchangée et de ne
« manipuler » que les lignes l2, . . . , ln, ce qui implique aussi que la première colonne
des nouvelles matrices reste égale à t(dn−1 0 . . . 0) (les coefficients de L2,3 étant
choisis pour faire apparaître un zéro à la place (3, 2)).
d) Une récurrence immédiate achève la preuve. �

Si v := (a1 . . . an) est un vecteur ligne, on dit que v est de longueur n− p si p est le
plus grand entier tel que a1 = · · · = ap = 0 (si tous les ai sont nuls, la longueur de v
est 0). On a alors :

Corollaire 2.15. Soit M ∈ Mn,m(A). Il existe L ∈ SLn(A) telle que la longueur
des lignes de la matriceLM décroisse strictement (en particulierLM est triangulaire
supérieure dans le cas où n = m).

Démonstration. Par une facile récurrence sur m (nombre de colonnes) :
a) si la première colonne n’est pas constituée que de zéros, on applique la méthode
précédente pour obtenir une nouvelle matrice dont la première colonne est de la forme
t(x1 0 . . . 0), x1 étant un PGCD (donc non nul) des éléments de la première colonne
de M . On applique ensuite l’hypothèse de récurrence à la matrice M ′ formée des
éléments aij , avec i � 2 et j � 2 ;
b) si la première colonne est nulle, on applique l’hypothèse de récurrence à la matrice
M ′′ formée des éléments aij avec j � 2 (et i quelconque, i.e. toutes les lignes). �

2.2.2. Échelonnement

Rappelons que pour deux éléments a et b de A, la notation a | b signifie que a divise b.
Par convention, tout élément de A divise 0.

Définition 2.16. SoitM une matrice de taille (n,m) à coefficients entiers. On dit que
M est réduite (ou échelonnée) si :

M =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a1,1 0 . . . 0

0 a2,2 0 . . .
...

...
. . .

an,n . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ (5)

avec

ai,i | ai+1,i+1, 1 � i � inf(n,m)− 1.

Sur la figure, on a représenté une matriceM avec n < m. Il est à noter que les derniers
ai,i peuvent être nuls et que tous les éléments non sur la diagonale sont nuls.
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2.2 Calcul matriciel sur un anneau principal 33

Théorème 2.17. Soit M une matrice de taille (n,m) à coefficients dans A. Il existe
alors L ∈ SLnA et R ∈ SLm(A) telles que :

M ′ = LMR

soit réduite.

Remarque 2.18. L’énoncé analogue sur un corps K est que toute matrice
M ∈Mn,m(K) est équivalente à une matrice M ′ de la forme

M ′ =
(
Ir 0
0 0

)
,

Ir désignant la matrice identité de taille r, équivalente signifiant que
M ′ = LMR avec L ∈ GLn(K) et R ∈ GLm(K). L’entier r est le
rang de M .

Comme pour la proposition 2.14, la démonstration du théorème 2.17 se fait en plu-
sieurs étapes, en appliquant à chaque fois le lemme 2.13 pour manipuler les lignes, et
en transposant (et multipliant à droite) pour manipuler aussi les colonnes. La démons-
tration est présentée comme un algorithme qui utilise des sous-algorithmes que nous
appellerons procédures.

Définition 2.19. Soit a ∈ A, a 	= 0, a = λp1 . . . pk sa décomposition en éléments
irréductibles de A (λ ∈ A∗) distincts ou non. L’entier k s’appelle la longueur de a et
se note l(a).

L’entier k est bien déterminé puisque l’écriture a = λp1 . . . pk est unique à l’ordre des
pi près si l’on prend les pi dans un système représentatif fixé P d’éléments irréduc-
tibles (définition 1.14). Par exemple, si A = Z, le nombre−120 est de longueur 5, car
on a −120 = −23.3.5 = −(2× 2× 2× 3× 5).

Décrivons maintenant la première étape de l’algorithme.

Proposition 2.20. Soit M ∈ Mn,m, M = (ai,j). Il existe une matrice L ∈ SLn(A)
telle que dans M ′ = LM la première colonne soit de la forme

c′1 =

⎛
⎜⎜⎝

a′1,1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎠

avec les conditions suivantes :

1. si a1,1 divise chaque ai,1 (i > 1), la ligne l1 de M est inchangée (en particulier
a′1,1 = a1,1),

2. sinon, l(a′1,1) < l(a1,1).
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Démonstration. (procédure « ASC » pour « Annulation d’une sous-colonne »)
Appliquons l’algorithme de la proposition 2.14 à la matrice colonne :⎛

⎝ a1,1
...

an,1

⎞
⎠ ;

il existe une matrice L ∈ SLn(A) telle que

L

⎛
⎜⎜⎝

a1,1

a2,1
...

an,1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

a′1,1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎠

avec a′1,1 = PGCD(a1,1, a2,1, . . . , an,1). Alors,

1. si a1,1 divise tous les ai,1 (i > 1), les matrices de passage successives sont de la
forme : (

1 0
γ 1

)
(remarque 2.12), et donc la ligne l1 est inchangée ;

2. sinon l’élément a′1,1 est un diviseur strict de a1,1 puisque c’est le PGCD des ai,1
(1 � i � n) ; on a donc l(a′1,1) < l(a1,1).

�

Remarque 2.21. En échangeant les lignes et les colonnes, la même démons-
tration définit une procédure « ASL » (annulation d’une sous-ligne) qui an-
nule une sous-ligne dans les mêmes conditions que ci-dessus, en multipliant à
droite par un élément de SLm(A).

Lemme 2.22. Il existe deux matrices L ∈ SLn(A) et R ∈ SLm(A) telles que dans
la matrice LMR, la colonne d’indice 1 soit de la forme :

c̃1 =

⎛
⎜⎜⎝

ã1,1

0
...
0

⎞
⎟⎟⎠

et la ligne d’indice 1 de la forme :

l̃1 = (ã1,1 0 . . . 0).

Démonstration. Procédure « ASCSL » ( « Annulation d’une sous-colonne et d’une
sous-ligne à la fois »).
On applique la procédure ASL pour obtenir une matrice M ′ avec dans la ligne l′1,
a′1,j = 0 pour les indices j > 1, puis la procédure ASC à cette matrice M ′ pour
obtenir M ′′ = (a′′ij). Alors :
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2.3 Modules libres de type fini 35

– soit l’élément a′1,1 divise tous les éléments a′i,1, i > 1 de la sous-colonne d’indice
1, et la ligne l′1 est inchangée (proposition 2.20) ; on a donc annulé à la fois la sous-
ligne et la sous-colonne d’indice 1 (et a′′11 = a′1) ;

– soit ce n’est pas le cas, et la ligne l′1 est éventuellement modifiée (et donc les zéros
de la sous-ligne peuvent disparaître). Mais dans ce cas on a l(a ′′1,1) < l(a′1,1), et on
refait la procédure ASL pour la matrice M ′′.

Comme la longueur de l’élément a1,1 est finie, disons égale à k, au bout de k étapes
au plus la longueur ne baisse plus, et la procédure s’arrête. �

Lemme 2.23. Il existe deux matrices L ∈ SLn(A) et R ∈ SLm(A) telles que dans
la matrice LMR le résultat soit le même que dans le lemme 2.22, mais que en plus
l’élément ã1,1 divise tous les éléments de la sous-matrice (ãi,j)i>1,j>1.

Démonstration. Procédure « RSCSL » (« Réduction d’une sous-colonne et d’une
sous-ligne à la fois »).
Si après la procédure ASCSL l’élément ã1,1 ne divise pas un élément ãi,j avec
i > 1, j > 1, on remplace la ligne l̃1 par l̃1 + l̃i. Cela se fait en multipliant à gauche
par un élément de SLn(A) (lemme 2.13). Dans la matrice M 1 obtenue, l’élément
ã1,1 n’a pas changé, mais cette fois ne divise pas l’élément a1

1,j = ãi,j . On réapplique
alors la procédure ASLSC pour annuler la sous-ligne et la sous-colonne deM 1, ce qui
fait baisser la longueur de l’élément d’indice (1, 1) (proposition 2.20). Au bout d’un
nombre fini de telles étapes, la procédure s’arrête. �

Démonstration. (du théorème 2.17).
Appliquons la dernière procédure RSCSL à la matriceM . On obtient alors une matrice
M1 = LMR de la forme

M1 =
(
a′1,1 0
0 Y

)
l’élément a′1,1 divisant tous les éléments de la matrice Y . On répète alors la même

procédure à la matrice Y ce qui donne un matrice Y1 = L̃1Y R̃1 avec L̃1 ∈ SLn−1(A)
et R̃1 ∈ SLm−1(A). Comme a′1,1 divise tous les éléments yi,j de Y , il divise tous les
éléments de Y1 puisque ceux-ci sont combinaisons linéaires d’éléments de Y .

On pose alors L1 =
(

1 0
0 L̃1

)
∈ SLn(A) et R1 =

(
1 0
0 R̃1

)
∈ SLm(A) et on

continue récursivement. �

2.3 MODULES LIBRES DE TYPE FINI

Dans ce paragraphe (et les suivants), l’anneau A est toujours un anneau principal (en
fait A = Z ou A = K[X]), bien que certaines des notions étudiées ci-dessous aient
un sens pour un anneau plus général.
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2.3.1. Rang

Définition 2.24. On dit qu’unA-moduleM est libre de type fini s’il possède une base
finie (f1, . . . , fn).

Exemples 2.25.

1. Posons e1 = (1, 0 . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 1). Le module produit An est libre de
base (e1, . . . , en). Cette base est dite « base canonique ».

2. Le Z-module Z/nZ n’est pas libre pour n 	= 0.

Proposition 2.26. Soit L un A-module libre ayant une base (f1, . . . , fn).
1. Le morphisme φ : L→ An défini par φ(fi) = ei est un isomorphisme.

2. L’entier n ne dépend pas de la base choisie. On l’appelle le rang de L.

Démonstration. Le fait que le morphisme φ soit défini par ses valeurs aux éléments
fi vient de la définition d’une base. Le fait que ce soit un isomorphisme est évident
(considérer le morphisme inverse ψ défini par ψ(ei) = fi).
Pour montrer 2., il faut montrer que si l’on a un isomorphisme φ : An → Am,
alors n = m. Nous allons nous ramener au cas des espaces vectoriels, et utiliser
l’invariance de la dimension. Soit p ∈ A un élément irréductible (donc non inversible).
Le quotient A/(p) est alors un corps k (proposition 1.39). Pour un A-module M ,
notons pM l’image de la multiplication par p (ensemble des éléments de M de la
forme pm pour m ∈ M ). Dans le cas du module libre An, On a pAn � (pA)n, et
An/pAn � (A/pA)n = kn (corollaire 2.8).
Si maintenant φ : M → M ′ est un morphisme de modules, on a
φ(pM) ⊂ pM ′, ce qui implique que φ « passe aux quotients », i.e. que l’on a un
diagramme commutatif :

M
φ−−−−→ M ′

π

⏐⏐� π′
⏐⏐�

M/pM
φ−−−−→ M ′/pM ′

π et π′ étant les morphismes canoniques de passage au quotient. Appliquant ce fait
aux modules M = An, M ′ = Am et à l’isomorphisme φ, on voit que le morphisme
φ est un morphisme surjectif kn → km. On a donc n � m puisque k est un corps. En
échangeant les rôles de n et m, on voit que n = m. �

2.3.2. Sous-modules d’un module libre

Nous allons tout d’abord donner des conséquences de la proposition 2.14.
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2.3 Modules libres de type fini 37

Proposition 2.27. SoitG un sous-module de type fini deAn. AlorsG est libre de rang
m � n.

Démonstration. Soit (v1, . . . , vp) un système de générateurs de G, avec vi ∈ An.
On peut former une matrice M à coefficients dans A et de taille (p, n) (les lignes
de M sont les vi exprimés dans la base canonique de An). En appliquant le corol-
laire 2.15, on obtient une matrice M1 = LM avec m lignes non nulles w1, . . . , wm
de longueur strictement décroissante (on a donc m � n et m � p). Les vecteurs
wi (1 � i � m) sont dans G (car combinaisons linéaires à coefficients dans A des
vi), libres (car la longueur des wi est strictement décroissante), et générateurs car la
matrice L ∈ SLp(A) étant inversible, la relationM = L−1M1 exprime les vi comme
combinaisons linéaires des wj à coefficients dans A. �

Théorème 2.28. Soient L un A-module libre de rang n, N ⊂ L un sous-module.
Alors N est libre de rang m � n.

Démonstration. On peut supposer que L = An (proposition 2.26). D’après la propo-
sition 2.27, il suffit alors de montrer queN est de type fini. Raisonnons par récurrence
sur n.
a) n = 1. Dans ce cas, N est un idéal de A, donc engendré par un élément a puisque
A est supposé principal. On a alors N = aA et la multiplication par a donne un
isomorphisme A � Aa.
b) Passage den−1 à n. Soit π1 le morphismeN −→ A défini par π1(a1, . . . , an) = a1

(restriction à N de la première projection An → A). L’ensemble π1(N) est alors
un sous-module de A, donc un idéal engendré par un élément b1. On suppose
b1 	= 0, sinon N est contenu dans le sous-module engendré par (e2, . . . , en)
((e1, . . . , en) est la base canonique de An), isomorphe à An−1 et on peut appliquer
l’hypothèse de récurrence. Soit g1 ∈ N un élément tel que π1(g1) = b1. Posons
N1 = N ∩ (Ae2 ⊕ · · · ⊕Aen). Montrons que l’on a alors :

N = g1A⊕N1

En effet si x ∈ g1A ∩N1, on a x = λg1 (λ ∈ A), π1(x) = λa1 et π1(x) = 0 puisque
x ∈ N1 ; on a donc λ = 0 puisque a1 	= 0 par hypothèse (A étant principal, il est
intègre). On a ainsi g1A ∩N1 = (0).
D’autre part on a N = g1A + N1, car si x ∈ N , posons π1(x) = µb1 avec
µ ∈ A. On écrit alors x = µg1 + (x − µg1), et comme π1(x) = µπ1(g1), on a
x − µg1 ∈ N1 = ker π1. On a donc bien N = g1A ⊕N1 et on applique l’hypothèse
de récurrence à N1 (contenu dans Ae2 ⊕ · · · ⊕Aen). �

2.3.3. Bases adaptées

Donnons maintenant une conséquence du théorème 2.17.
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Théorème 2.29. Soit N ⊂ An un sous-module de An. Il existe alors une base
(f1, . . . , fn) de An et des éléments ai ∈ A, 1 � i � n tels que :{

a1 | a2 | · · · | an,
les (aifi) tels que ai 	= 0 forment une base de N.

De plus, la suite des idéaux (ai) satisfaisant ces conditions est unique (les (ai) ne
dépendent que de N et non de son plongement dans An).

Démonstration. On sait que N est libre de rang m � n (théorème 2.28) ; soit
(g1, . . . , gk) un système de générateurs de N avec m � k � n. En écrivant les
vecteurs gi (développés sur la base canonique de An) en colonnes, et en complétant
par n − k colonnes de 0 placées au début, on obtient une matrice M ∈ Mn(A)
(« matrice de passage » dans le cas où m = n). Appliquons le théorème 2.17 à la
matrice M . Il existe donc L ∈ SLnA et R ∈ SLn(A) telles que M ′ = LMR soit
réduite avec des éléments ai,i sur la diagonale que l’on note simplement ai.
Si l’on fixe la base de An (qui sauf mention du contraire est la base canonique), une
matrice B ∈Mn(A) s’interprète comme une application linéaire de An dans An que
nous noterons encore B. L’application correspondant à la matrice M ′ se décompose
alors en trois applications linéaires :

An
R �� An

M �� An
L �� An

telles que L etR soient inversibles et que l’image deM soit le sous-moduleN deAn.
Si on note (ei)1�i�n la base canonique de An, on définit (fi)1�i�n comme l’image
inverse de (ei) par L : L(fi) = ei (1 � i � n). La famille (fi)1�i�n est
bien une base de An puisque L est inversible, et comme LMR(ei) = aiei, on a
MR(ei) = aifi, 1 � i � n (ce qui est une autre façon de définir les fi), et donc les
(aifi) tels que ai 	= 0 forment une base de ImM = N satisfaisant aux conditions de
l’énoncé.
L’unicité des idéaux (ai) sera démontrée au paragraphe suivant (remarque 2.38). �

Définition 2.30. La base (f1, . . . , fn) s’appelle une base adaptée au sous-moduleN
de An.

2.4 MODULES DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

Définition 2.31. Soit M un A-module. On dit que m ∈M est un élément de torsion
s’il existe λ ∈ A,λ 	= 0, tel que λm = 0. L’ensemble des éléments de torsion de M
est noté Mt. Si Mt = {0}, on dit que M est sans torsion. Si M = Mt, on dit que M
est un module de torsion.

Il est clair que Mt est un sous-module de M : on dit que Mt est le sous-module de
torsion de M .
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2.4 Modules de type fini sur un anneau principal 39

Exemple 2.32. Un module libre est sans torsion. Si a ∈ A, a 	= 0, le module A/(a)
est un module de torsion (tous ses éléments sont annulés par a). En revanche, si a = 0,
le module A/(a) est isomorphe à A donc libre de rang 1.

Nous allons démontrer le théorème de structure fondamental suivant :

Théorème 2.33. Soit Mun A-module de type fini, Mt son sous-module de torsion.
Alors :

1. le sous-module Mt est de type fini ;

2. il existe un sous-module L ⊂M libre de rang r tel que

M = Mt ⊕ L;

3. il existe des éléments a1, . . . , aq de A tels que :

• les ai sont non nuls et non inversibles,

• a1|a2| . . . |aq ,
• Mt � A/(a1)× · · · ×A/(aq)

(et donc il existe des sous-modules Mi de Mt tels que Mi � A/(ai) et que

Mt = M1 ⊕ · · · ⊕Mq);

4. l’entier r et les idéaux (a1), . . . , (aq) sont uniques (ils ne dépendent que du mo-
dule M ).

Définition 2.34. L’entier r = dimL est le rang de M . Les idéaux non nuls
(ai) (1 � i � q) sont les facteurs invariants de M .

Le théorème 2.33 entraîne immédiatement la réciproque du fait qu’un module libre est
sans torsion (dans le cas d’un module de type fini) :

Corollaire 2.35. Soit M un A-module de type fini sans torsion. Alors M est libre.

Remarque 2.36. Le corps des rationnels Q est un exemple de Z-module sans
torsion et non libre (si q1 = a/b et q2 = c/d sont deux rationnels non nuls, on
a la relation bcq1−adq2 = 0). Q n’est donc pas un Z-module de type fini, car
sinon cela contredirait le corollaire 2.35.

Démontrons maintenant le théorème 2.33.

a) Existence. Le module M est par hypothèse de type fini. Soit (m1, . . . ,mn) un
système (fini) de générateurs de M . Posons L1 = An, on peut alors définir un mor-
phisme :

f : L1 →M

tel que f(ei) = mi, 1 � i � n ; ce morphisme est surjectif par définition d’un
système de générateurs (remarque 2.2). SoitN = ker f . On peut appliquer le théorème
2.29 au sous-module N de L1 : il existe une base (f1, . . . , fn) de L1 et des éléments
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bi ∈ A tels que b1|b2| . . . |bn et que les (bifi) tels que bi 	= 0 forment une base de N .
Supposons que :

• b1, . . . , bk soient inversibles,

• bk+1, . . . , bk+q soient non inversibles et non nuls,

• bk+q+1 = · · · = bn = 0.

Posons alors ai = bk+i (1 � i � q) et r = n − q − k. Le passage au quotient de L1

par ker f (en appliquant le corollaire 2.8) donne l’existence de la décomposition deM
en
∏
A/(ai) × Ar . Le passage à l’écriture en somme directe des Mi � A/(ai) et L

est alors automatique : cf. la remarque 2.2.

b) Unicité. Comme L � M/Mt, son rang ne dépend que du module M (proposition
2.26).

Il faut montrer maintenant l’unicité des idéaux (ai) tels que 1 � i � q, i.e. la
proposition suivante :

Proposition 2.37. SoitA un anneau principal. On considère unA-moduleM tel que :

M � A

(a1)
× · · · × A

(aq)
(6)

où les ai sont des éléments non nuls et non inversibles de A tels que a1|a2| . . . |aq.
Alors les idéaux (ai) sont uniquement déterminés.

Démonstration. Supposons que l’on ait deux décompositions pour le A-module M :

M � A

(a1)
× · · · × A

(aq)
� A

(a′1)
× · · · × A

(a′s)
(7)

vérifiant les hypothèses de la proposition.
Rappelons que l’annulateur de M (remarque 2.2), noté ann(M ), est l’idéal de A
formé des éléments λ qui annulent M . On voit alors immédiatement que ann(M )
= (aq) = (a′s). On déduit de (7) qu’il existe des sous-modules Mi (resp. M ′

j) de M

tels que Mi � A
(ai)

(resp. M ′
j � A

(a′j)
) et

M = M1 ⊕ · · · ⊕Mq = M ′
1 ⊕ · · · ⊕M ′

s.

Posons M̃ = M1 ⊕ · · · ⊕Mq−1 et M̃ ′ = M ′
1 ⊕ · · · ⊕M ′

s−1 ; on a M = M̃ ⊕Mq et
M ′ = M̃ ′ ⊕M ′

s avec de plus Mq � M ′
s � A

ann(M) . Si on note φ un isomorphisme :

Mq →M ′
s, tout x ∈M s’écrit de manière unique comme

x = x̃+ x1 = x̃′ + φ(x1)

avec x̃ ∈ M̃ , x1 ∈Mq, x̃′ ∈ M̃ ′.
L’application ψ de M̃ dans M̃ ′ définie par ψ(x̃) = x̃‘ est un isomorphisme comme on
le voit immédiatement.
On a donc M̃ � M̃ ′ ; une récurrence immédiate sur l’entier q achève la preuve. �
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Remarque 2.38. Cette dernière démonstration prouve aussi l’unicité des
idéaux (ai) dans la définition d’une base adaptée (définition 2.30). Soit en
effet N ⊂ An un sous-module, (f1, . . . fn) une base de An et ai ∈ A tels que
a1| . . . |an, aq+1 = · · · = an = 0, aq 	= 0 et que les (aifi) (i � q) forment
une base deN . Supposons a1, . . . , ak inversibles, ak+1 non inversible. Posons
M = An/N . Alors :

M �
n⊕

i=k+1

A/(ai);

d’après la proposition 2.37, les idéaux (ai) , k + 1 � i � q, sont uniquement
déterminés. Il en est de même de l’entier n− q qui est le rang du module libre
M/Mt, et donc des entiers k et q (puisque n, rang du module libre An, fait
partie des données).

2.5 MODULES INDÉCOMPOSABLES

Soit M un A-module de torsion de type fini. Nous allons montrer un deuxième
« théorème de structure », à savoir que M peut se décomposer en une somme directe
de modules « indécomposables ».

Définition 2.39. Un A-module M est dit indécomposable s’il n’est pas isomorphe à
la somme directe de deux A-modules non nuls.

Proposition 2.40. Soit M un A-module de type fini ; les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. le module M est indécomposable ;

2. M � A, ou il existe un élément irréductible p ∈ A et un entier α > 0 tels que :

M � A/(pα).

Démonstration. 1.⇒ 2. D’après le théorème 2.33 on peut supposer M = A/(a) ; si
l’élément a possède au moins deux facteurs irréductibles, il résulte du lemme chinois
que M n’est pas indécomposable.
2.⇒ 1. L’anneau A étant intègre, il est clair que le A-module A est indécomposable.

Si α > 0, les sous-modules de M̃ = A/(pα) sont engendrés par les images dans M̃
des éléments pγ pour γ � α (proposition 1.36 ; la démonstration est la même dans tout
anneau principal). Si M1 et M2 sont deux tels sous-modules, on a toujours M1 ⊂M2

ou M2 ⊂M1 ; ils ne peuvent donc pas être en somme directe. �

Définition 2.41. Soient M un A-module, p ∈ P un élément irréductible. On note
M(p) l’ensemble des éléments x ∈ M annulés par une puissance de p, i.e. tels qu’il
existe un entier α avec pαx = 0. Un tel x est appelé élément de p-torsion.

Il est clair que M(p) est un sous-module de M .
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Avant d’énoncer le deuxième théorème de structure, rappelons que l’annulateur de M
(remarque 2.2) se note ann(M ). Si M est un A-module de torsion de type fini, on a
ann(M) 	= (0), car si (e1, . . . , ek) est un système de générateurs de M et λi ∈ A sont
des éléments non nuls tels que λiei = 0, l’élément non nul λ =

∏k
i=1 λi appartient à

ann(M).

Pour les résultats d’unicité, nous aurons besoin de fixer un système représentatif P
d’éléments irréductibles de A (par exemple les polynômes irréductibles unitaires si
A = K[X]).

Théorème 2.42. Soit M un A-module de torsion de type fini, (a) = ann(M) son
annulateur. Alors :

1. M =
⊕

pi∈P, pi|a
M(pi)

et M(pi) 	= (0) pour chaque élément irréductible pi tel que pi|a ;

2. Il existe une suite d’entiers νi1 � νi2 � · · · � νik unique telle que, pour chaque
élément irréductible pi ∈ P, pi|a :

M(pi) �
k∏
j=1

A/(pνij

i ))

(ce qui est équivalent à l’existence de sous-modules Mij ⊂ M(pi) tels que
M(pi) =

⊕
Mij et Mij � A/(pνij

i )) ;

3. la décomposition :
M �

∏
i,j

A/(pνij

i )

est l’unique décomposition de M en produit de modules indécomposables (à iso-
morphisme près et à l’ordre près des facteurs).

Démonstration. Le théorème 2.33 donne une décomposition :

M �
q⊕
j=1

Mj (8)

en somme directe de sous-modules monogènes Mj � A/(aj), avec a1| . . . |aq.
Comme l’annulateur d’un module A/(aj) est (évidemment) l’idéal (aj), on voit que
l’annulateur de M est l’idéal (a) = (aq) puisque aj|aq pour tout j.
Le lemme suivant est une version du « lemme chinois ». �

Lemme 2.43. Soit a ∈ A un élément non nul, a = λ
∏s
i=1 p

νi

i sa décomposition en
facteurs irréductibles (λ ∈ A∗, pi ∈ P). On a alors une décomposition en somme
directe :

A/(a) =
s⊕
i=1

Mi

avec Mi � A/(pνi

i ).
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Démonstration. La démonstration est la même que celle du théorème chinois (théo-
rème 1.48). �

On déduit de (8) et du lemme précédent une décomposition de M en somme directe :

M =
⊕

Mij avec Mij � A/(pνij

i )

les pi étant des diviseurs de aq, les pi et les νij étant déterminés de manière unique
(car les idéaux (ai) sont déterminés de manière unique et la décomposition du lemme
2.43 est unique à l’ordre près des facteurs). Les Mij étant indécomposables, il suffit
maintenant pour démontrer le théorème de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.44. Avec les notations ci-dessus, on a M(pi) =
⊕

jMij .

Démonstration. Pour pi 	= pj , pi et pνjk

j sont premiers entre eux ; l’image de pi dans
A/(pνjk

j ) = Mjk est donc inversible ce qui implique M(pi) ∩Mjk = (0). On a donc
M(pi) =

⊕
jMij . �

Cela achève la démonstration du théorème.

Remarques 2.45. Pour la commodité du lecteur, nous allons récapituler les
théorèmes de structure pour un moduleM de type fini sur un anneau principal.

1. Si Mt ⊂M est le sous-module de torsion deM , il est de type fini et l’on a :

M = Mt ⊕ L
où L est un module libre de rang fini.

2. Il existe des éléments a1, . . . , aq de A tels que

• les ai sont non nuls et non inversibles ;

• a1|a2| . . . |aq,
tels que :

Mt � A/(a1)× · · · ×A/(aq)
(théorème 2.33) ; l’annulateur de Mt est alors l’idéal (aq) ; les idéaux (ai)
ne dépendent que du A-module Mt.

3. Soit Mt un module de torsion de type fini,(a) son annulateur, P un système
représentatif d’éléments extrémaux de A ; on a :

Mt =
⊕

pi∈P, pi|a
Mt(pi),

Mt(pi) désignant l’ensemble des éléments de pi-torsion de Mt (théorème
2.42).
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4. Si pi ∈ P, pi|a, il existe une suite croissante d’entiers νi1 � νi2 � · · · � νik
unique telle que :

Mt(pi) �
k∏
j=1

A/(pνij

i )

(théorème 2.42).

Exemple 2.46. Prenons A = Z, M = Mt = Z/96Z× Z/72Z× Z/10Z.
On a 96 = 25 × 3, 72 = 23 × 32, d’où :

M � Z/32Z× Z/3Z× Z/8Z× Z/9Z× Z/2Z× Z/5Z

par le théorème chinois. On a donc :

M(2) � Z/32Z × Z/8Z × Z/2Z
M(3) � Z/9Z × Z/3Z
M(5) � Z/5Z .

(9)

Pour trouver la décomposition du théorème 2.42, on lit le tableau ci-dessus « en
lignes », et on trouve M = M(2)⊕M(3) ⊕M(5).

Pour trouver la décomposition du théorème 2.33, on lit le tableau ci-dessus « en co-
lonnes » (en commençant par la fin si on veut suivre l’ordre de l’énoncé), et on re-
groupe les facteurs de chaque colonne en utilisant le théorème chinois. On trouve
donc ici a3 = 32× 9× 5 = 1440 (annulateur de M ), a2 = 8× 3 = 24, a1 = 2, d’où
la décompositionM � Z/2Z× Z/24Z × Z/1 440Z.

2.5.1. Cas des groupes abéliens

Comme nous l’avons remarqué plus haut, tout groupe abélien G est canoniquement
muni d’une structure de Z-module. Nous allons reformuler certains des résultats pré-
cédents dans le cas particulier des groupes abéliens.

Lemme 2.47. Soit G un groupe abélien de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
1. G est un groupe de torsion (i.e. G = Gt) ;
2. G est de cardinal fini (on dit que G et un groupe fini).

Démonstration. On a G = Gt⊕L avec L libre d’après le théorème 2.33. Si G est de
cardinal fini, on a nécessairement L = (0).
Réciproquement, le théorème 2.33 (ou le théorème 2.42) montre que si G est de
torsion, il est somme directe finie de groupes finis, donc il est de cardinal fini égal
au produit des cardinaux de ces groupes. �

Les résultats suivants sont des conséquences directes des propriétés ci-dessus. Leur
démonstration est laissée en exercice.

Rappelons que si G est un groupe abélien et p ∈ Z un nombre premier, on note G(p)
l’ensemble des g ∈ G annulés par une puissance de p (éléments de p-torsion).
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2.5 Modules indécomposables 45

Proposition 2.48. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n.

1. L’annulateur de G est engendré par un diviseur de n qui a les mêmes diviseurs
premiers ;

2. si p est un diviseur premier de n, G contient un élément d’ordre p ;

3. supposons G = G(p). Alors il existe une suite unique de nombres entiers
(α1, . . . , αq) telle que 1 � α1 � · · · � αq et

G �
q∏
i=1

Z/pαiZ;

4.
G =

⊕
pi|n

G(pi);

5. cas particulierG = Z/nZ : siG = Z/nZ et n = pν11 . . . pνs
s on aG(pi) � Z/pνi

i Z ;

6. si G est d’ordre n, G(p) 	= (0) si et seulement si p divise n, G = G(p) si et
seulement si n est une puissance de p.

Cette proposition permet de classer à isomorphisme près tous les groupes abéliens finis
d’ordre n donné. On procède de la manière suivante. Soit G un groupe d’ordre n.

1. On écrit n = pν11 . . . pνs
s avec pi premiers, νi entiers ;

2. on a alors G � G(p1)⊕ · · · ⊕G(ps) ;

3. pour chaque entier i, 1 � i � s il existe une suite croissante (νij) unique d’entiers
> 0 tels que

∑
j νij = νi et G(pi) �

⊕
j Z/p

νij

i Z ;

4. deux groupes d’ordre n sont isomorphes si et seulement si tous les p i et les entiers
νij sont les mêmes.

Remarque 2.49. Soient p un nombre premier, ν un nombre entier. L’ensemble
des classes d’isomorphismes des groupes d’ordre ν de la forme G(p) corres-
pond donc bijectivement à l’ensemble des suites (νj) croissantes telles que∑
νj = ν.

L’ensemble des groupes G = G(pi)) d’ordre νi (à isomorphisme près) correspond
donc bijectivement à l’ensemble des suites (νij) croissantes en j telles que Σjνij = νi.

Exemple 2.50. Classement à isomorphisme près de tous les groupes abéliens d’ordre
108.

On a 108 = 22 × 33. Si G est d’ordre 108, on G = G(2) ⊕ G(3) avec G(2) d’ordre
4 et G(3) d’ordre 27. Il y a à isomorphisme près deux possibilités pour G(2) : Z/4Z
et Z/2Z × Z/2Z (qui correspondent aux suites (2) et (1, 1)), et trois pour G(3) :
Z/27Z, Z/3Z × Z/9Z et (Z/3Z)3 (qui correspondent respectivement aux suites
(3), (1, 2) et (1, 1, 1)) ; il y a donc à isomorphisme près six groupes abéliens d’ordre
108.
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EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

ANNEAUX – CALCUL MATRICIEL

Exercice 2.1. On considère les sous-groupes de Z2 suivants :

G1 =< 2e1, 3e2 >, G2 =< 2e1, 3e1 + 4e2 > et G3 =< 2e1 + 2e2, 2e1 + 6e2 >,

(e1, e2) désignant la base canonique de Z2. On explicitera dans chacun des cas une
base adaptée de Z2 au sous-groupe Gi et l’on déterminera les facteurs invariants de
Z2/Gi.

Exercice 2.2. Soit (e1, e2, e3) la base canonique de Z3 et soit L ⊂ Z3 le sous-groupe
engendré par les vecteurs

e′1 := 2e1 − e2 + e3, e′2 := e1 + 4e2 − e3, e′3 := 3e1 − e2 − e3.
Trouver une base adaptée au sous-module L de Z3 et décrire Z3/L.

Exercice 2.3. Soit x = (n1, . . . , np) ∈ Zp.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) PGCD (n1, . . . , np) = 1.
(ii) Le vecteur x fait partie d’une base de Zp.

(iii) Il existe A ∈ SLp(Z) telle que Atx =t (1, 0, . . . , 0).

2. On pose p = 4 et x = (10, 6, 7, 11). Compléter x en une base de Z4.

Exercice 2.4. Résoudre dans Z4 le système :(
3 2 3 4
1 −2 1 −1

)
X =

( −8
−3

)

STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS FINIS

Exercice 2.5. Montrer qu’il y a (à isomorphisme près) trois groupes abéliens d’ordre 8.

Exercice 2.6. Déterminer (à isomorphisme près) tous les groupes abéliens d’ordre 72
ainsi que leurs facteurs invariants.

Exercice 2.7. Donner les facteurs invariants ainsi que la décomposition en modules
indécomposables du Z-module :

M = Z/20Z × Z/18Z× Z/12Z× Z/9Z× Z/4Z

Exercice 2.8. Déterminer tous les groupes abéliens de cardinal 24325 sous forme de
produits de modules indécomposables ainsi que leurs facteurs invariants.
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Problèmes 47

PROBLÈMES

Problème 2.1. Sous-groupes de Zn

Soient n un entier positif et G ⊂ Zn un sous-groupe de rang n. Soit (g1, · · · , gn) une
base de G ; on note M la matrice de passage de cette base dans la base canonique de
Zn (i.e. la matrice ayant pour colonnes les gi développés dans la base canonique).

1. Montrer que le groupe Zn/G est fini.

2. Montrer que card((Zn/G)) = |detM |.
3. Soit H un groupe abélien engendré par trois éléments h1, h2, h3 soumis aux rela-

tions :

3h1 + h2 + h3 = 0

25h1 + 8h2 + 10h3 = 0

46h1 + 20h2 + 11h3 = 0

Montrer que card(H) = 19 puis que H � Z/19Z.

4. Triangulariser la matrice ⎛
⎝ 3 1 1

25 8 10
46 20 11

⎞
⎠

en multipliant à droite par une matrice de SL3(Z) que l’on précisera.

5. En déduire un isomorphisme ϕ : H � Z/19Z et préciser les valeurs de
ϕ(h1), ϕ(h2), ϕ(h3).

Problème 2.2. Étude de Un := (Z/nZ)∗

1. Montrer que le groupe Aut(Z/nZ) des automorphismes du groupe Z/nZ est iso-
morphe à Un. Noter en particulier que Aut(Z/nZ) est abélien.

2. Soit n = pα1
1 · · · pαr

r . Prouver que Un �
∏r
i=1 Upαi

i
.

3. Soit p premier impair et α � 2.

(i) Montrer que pour tout k ∈ N, il existe λk ∈ N\{0} premier avec p tel que
(1 + p)p

k

= 1 + λkp
k+1. Quel est alors l’ordre de 1 + p dans Upα ?

(ii) Montrer que (Z/pZ)∗ est cyclique d’ordre p− 1.

(iii) En considérant le morphisme naturel ψ : Upα → Up, montrer que Upα

contient un élément x d’ordre p− 1.

(iv) Montrer alors en utilisant le théorème de structure des groupes abéliens finis
que Upα est cyclique et donc isomorphe à

Z/ϕ(pα)Z � Z/pα−1(p− 1)Z.

Construire explicitement un tel isomorphisme en utilisant l’élément x.



�

�

�

�

�

�

�

�

48 2 • Modules de type fini

(v) De manière indépendante, soit g ∈ Upα tel que ψ(g) soit un générateur de Up
et tel que gp−1 	= 1 mod p2. Montrer alors que g est un générateur de Upα .
Dans le cas où gp−1 ≡ 1 mod p2, montrer que g + p est un générateur de
Upα .

4. Le cas p = 2.

(i) Déterminer U2 et U4.

(ii) Soit α � 3 et k ∈N. Montrer que 52k

= 1+ k2k+2 avec k impair. En déduire
l’ordre de 5 dans U2α .

(iii) En utilisant le théorème de structure des groupes abéliens finis et en comptant
les éléments d’ordre 2, montrer queU2α est isomorphe à (Z/2Z)×(Z/2α−2).
Construire explicitement un tel isomorphisme.

5. Caractériser alors les entiers n tels que Un soit cyclique.
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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Ce chapitre utilise les résultats du chapitre 2 (avec l’anneau de polynômesK[X]
comme anneau de base) pour étudier les endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension finie. On arrive ainsi facilement à la définition des invariants de
similitude, au théorème de Cayley-Hamilton, à la forme réduite de Jordan, etc.

3.1 L’ANNEAU K[X]

SoitK un corps (commutatif). On noteK[X] l’anneau des polynômes sur le corpsK .
Si P ∈ K[X], P 	= 0, on note deg(P ) son degré, et dom(P ) son coefficient dominant
(coefficient du terme de plus haut degré). On a donc dom(P ) 	= 0 par définition.
Rappelons que le degré d’un polynôme P n’est défini que si P 	= 0. On identifie K
avec l’ensemble des polynômes de degré 0 (auquel on ajoute l’élément 0). Le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de K[X] est alors K ∗.

Proposition 3.1. L’anneau K[X] est euclidien pour le sthasme φ(P ) := deg(P ).

Démonstration. Les propriétés du degré montrent immédiatement que K[X] est un
anneau intègre.
Soient C et D deux polynômes donnés avec D 	= 0. On cherche (Q,R) tels que
C = DQ+R, R = 0 ou deg(R) < deg(D).



�

�

�

�

�

�

�

�

50 3 • Réduction des endomorphismes

L’algorithme suivant donne la réponse :

– si deg(R) � deg(D) (et donc R 	= 0), on fait :

(Q,R) := (Q+E,R − ED) avec E =
dom(R)
dom(D)

Xdeg(R)−deg(D) ;

– sinon, l’algorithme est terminé. �

Remarques 3.2.

1. Il est immédiat de voir que dans la division euclidienne définie plus haut, il
y a unicité du quotient et du reste.

2. Si les polynômes C et D sont à coefficients dans un anneau A intègre (par
exemple Z) et si dom(D) est inversible, l’algorithme produit des poly-
nômes à coefficients dans A.

3. L’anneau Z[X] n’est pas principal (vérifier que l’idéal (2,X) n’est pas
principal).

La proposition 3.1 implique que l’anneauK[X] est principal donc factoriel. On définit
P comme l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires de degré> 0. On a alors :

Proposition 3.3. Tout Q ∈ K[X] non nul s’écrit de manière unique (à l’ordre près
des facteurs) :

Q = λ

s∏
i=1

P νi

i

avec λ ∈ K∗, Pi ∈ P et νi des entiers positifs.

Étudions maintenant le quotient de l’anneau K[X] par un idéal (Q).

Proposition 3.4. Soit Q ∈ K[X] un polynôme de degré d. Alors l’anneau quotient
E = K[X]/(Q) est un espace vectoriel de dimension d sur le corps K (la structure
d’espace vectoriel est propagée par celle de K[X] de façon à ce que le morphisme
canonique π : K[X]→ E soit une application K-linéaire). Si on pose x = π(X), et
si l’on note encore 1 l’élément π(1), une base du K-espace E est (1, x, . . . , xd−1).

Démonstration. Immédiate, laissée au lecteur. �

Cette proposition sera réénoncée au chapitre 6 (proposition 6.8).

3.2 POLYNÔME MINIMAL

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K . Nous noterons
A l’anneau K[X]. Fixons u ∈ EndK(E) un endomorphisme de E ; cette donnée
fait de E un A-module (avec A = K[X]) de la manière suivante : E est déjà un
groupe abélien pour l’addition ; pour définir l’opération de multiplication d’un élément
x ∈ E par un polynôme P = a0 + · · · + apX

p, on considère l’endomorphisme
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3.2 Polynôme minimal 51

P (u) = a0I+a1u+· · ·+apup (I est l’identité et up est l’endomorphisme u◦u◦· · ·◦u
p fois). On pose P.x = P (u)(x) (image de x par l’endomorphisme P (u)). Il est
immédiat que ces opérations satisfont les axiomes des modules. La multiplication par
les constantes ai est définie par la structure d’espace vectoriel de E. Il s’en suit que
la structure de module de E prolonge celle d’espace vectoriel : si a0 	= 0 ∈ K , la
multiplication par a0 d’un élément de E (définie car E est un espace vectoriel) est la
même si on considère E comme un A-module et a0 comme un polynôme de degré 0.
Nous noterons Eu l’espace vectoriel E muni de la structure de A-module que nous
venons de décrire (cette structure dépend de l’endomorphisme u).

Lemme 3.5.

1. Le A-module Eu est un module de torsion de type fini.
2. Les sous-modules de Eu sont les sous-espaces vectoriels de E stables par u.

Démonstration. Un système de générateurs de E en tant qu’espace vectoriel est
a fortiori un système de générateurs de Eu, car si (e1, . . . , en) engendrent E sur K ,
ils engendrent a fortiori Eu sur A (tout x ∈ E peut s’écrire

∑
λiei, et les λi non

nuls peuvent être considérés comme des polynômes de degré zéro). Eu est donc un A
module de type fini, évidemment de torsion car on peut appliquer à Eu le théorème
2.33 : Eu � Eut

⊕ L, L étant un A-module libre. Mais L = 0, puisque Eu est de
dimension finie sur K . Le point 2. est évident. �

Le A-module de type fini Eu étant de torsion, il a un annulateur non réduit à 0.

Définition 3.6. On appelle polynôme minimal de u le polynôme unitaire générateur
de l’idéal annulateur de Eu ; on note ce polynôme qu.

On a alors :

Lemme 3.7. Tout polynôme Q tel Q(u) = 0 est divisible par qu.

Démonstration. Q(u) = 0 est équivalent au fait que Q ∈ (qu) = ann(Eu). �

Rappelons qu’à l’endomorphisme u est attaché un autre polynôme, son polynôme
caractéristique χu(X) qui est de degré n. Pour le calculer, on fixe une base (e) de
E, et on considère la matrice M(e)(u) qui représente u dans la base (e). On a alors
χu(X) = det(XI −M(e)(u)) (ce déterminant ne dépend pas de la base choisie).

Remarques 3.8.

1. L’idéal (qu), annulateur deEu, est le dernier facteur invariant du A-module
Eu (définition 2.34).

2. Tout endomorphisme du A-module Eu est en particulier K-linéaire et est
donc un endomorphisme du K-espace vectoriel E. Réciproquement, un
endomorphisme K-linéaire E → E est aussi un endomorphisme du A-
module Eu si et seulement s’il commute avec u, comme on le voit immé-
diatement.
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3.3 ESPACES CYCLIQUES

Définition 3.9. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K , muni d’un endo-
morphisme u. On dit que Eu est monogène (on dit aussi cyclique par analogie avec
les groupes cycliques) s’il existe un élément v ∈ E qui engendre le A-module Eu.

Proposition 3.10. Soit E un espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. le A-module Eu est cyclique ;

2. il existe un polynôme unitaire (donc non nul) Q tel que Eu � A/(Q). On a alors
Q = qu ;

3. il existe une base (e) = (e1, . . . , en) de E dans laquelle la matrice de u est de la
forme :

Me(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 a0

1 0 . . . 0 a1

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

0 0 . . . 1 an−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

4. qu(X) = χu(X).

Si ces conditions sont réalisées, on a :

qu(X) = χu(X) = Xn − an−1X
n−1 − · · · − a1X − a0.

Définition 3.11. La matrice ci-dessus s’appelle la matrice compagnon du polynôme
Xn − an−1X

n−1 − · · · − a1X − a0 qui est son polynôme caractéristique.

Démonstration.
1.⇒ 2. Supposons Eu cyclique, et soit v ∈ E qui engendre Eu (sur A). On a donc
un morphisme surjectif φ : A → Eu qui à un polynôme P ∈ A fait correspondre
P (u)(v) ∈ E, que l’on note aussi P.v. Le noyau de φ est engendré par un polynôme
unitaire Q(X) (on a alors A/(Q) � Eu, cf. le corollaire 2.5). Montrons que Q = qu.
On a qu.y = 0 ∀ y ∈ E par définition du polynôme minimal et donc en particulier
qu.v = 0, et donc Q|qu puisque Q engendre par hypothèse l’idéal des polynômes qui
annulent l’élément v. Réciproquement, si y ∈ E, on a y = R.v pour un polynôme
R ∈ A par hypothèse, et Q.y = QR.v = RQ.v = 0 puisque par hypothèse Q.v = 0,
et donc qu|Q puisque qu est l’annulateur de E et que Q annule tout y ∈ E. On a donc
bien Q = qu (car ils sont tous les deux unitaires), ce qui implique que A/(qu) � Eu.
2. ⇒ 3. On a n = dimE = deg(Q) (proposition 3.4). Soit v ∈ E l’image
de 1 par l’isomorphisme A/(Q) → Eu. On voit immédiatement que les vecteurs
v, u.v, u2.v, . . . , un−1.v forment une base de E (proposition 3.4). Dans cette base, la
matrice de l’endomorphisme u a bien la forme décrite.
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3.4 Invariants de similitude 53

3.⇒ 1. Soit (e) = (e1, . . . , en) la base dans laquelle u est représenté par la matrice
de l’énoncé. Alors si l’on pose v = e1, on voit tout de suite que
ei = u(ei−1) = ui−1(v) = Xi−1.v pour 2 � i � n et donc que E est cyclique.
3.⇒ 4. Le polynôme χu(X) annule v = e1 (on exprime que u(en) = un(v) = Xn.v
est donné par la dernière colonne de la matrice), donc il est divisible par qu (qui est
aussi l’annulateur de e1). Comme il est de plus unitaire et de même degré n, il est égal
à qu.
L’implication 4.⇒ 1. sera montrée au paragraphe suivant (corollaire 3.15). �

Supposons les conditions ci-dessus réalisées. Le calcul du déterminant deXI−Me(u)
montre que χu(X) = Xn − an−1X

n−1 − · · · − a1X − a0.

3.4 INVARIANTS DE SIMILITUDE

Avec les hypothèses ci-dessus, appliquons le théorème 2.33 au A-module Eu. On a
alors l’énoncé suivant :

Théorème 3.12. Il existe une décomposition de Eu en sous-modules (i.e. une décom-
position de E en sous-espaces stables par u) :

Eu = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ En
telle que :

1. Ei est cyclique, isomorphe à K[X]
(Pi)

(avec Pi ∈ K[X] unitaire),

2. P1|P2| . . . |Pn.

Alors le polynôme minimal de u est Pn et le polynôme caractéristique de u est
χu(X) =

∏
1�i�n Pi(X).

De plus la suite des Pi est uniquement déterminée (i.e. pour toute décomposition de
Eu en sous-modules vérifiant 1. et 2., les polynômes Pi sont les mêmes).

Remarque 3.13. Si di = degPi, on a d1 + · · · + dn = n = degχu(X)
(rappelons que l’espace vectoriel E est de dimension n). Les premiers d i sont
donc en général nuls (et les premiers polynômes Pi égaux à 1).

Démonstration. (du théorème).
On va appliquer le théorème 2.33 au K[X]-module Eu en prenant un système de
générateurs avec n éléments (qui existe toujours puisque un système de générateurs
du K-espace vectoriel E est a fortiori un système de générateurs du K[X]-module
Eu).
Supposons que P1 = P2 = · · · = Pq = 1, Pq+1 	= 1. Le théorème 2.33 appliqué au
A-module Eu donne alors une décomposition

Eu = Eq+1 ⊕ · · · ⊕ En
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en sous-modules cycliques (ou monogènes), Ei � A/(Pi), avec Pq+1|Pq+2| . . . |Pn
déterminés de manière unique (car on les suppose unitaires). On a donc Pn = qu
puisque Pn est l’annulateur (unitaire) de Eu. Cette décomposition est en particulier
une décomposition de l’espace vectoriel E en somme directe : E =

⊕n
i=q+1Ei.

Choisissons dans chaque Ei une base (e)i dans laquelle la matrice de u|Ei
soit repré-

sentée par la matrice compagnon Ci = Mei
(u|Ei

) de la proposition 3.10. La matrice

de u dans la base (e) =
(
(e)q+1, . . . , (e)n

)
est alors la matrice diagonale par blocs :

Me(u) =

⎛
⎝Cq+1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . Cn

⎞
⎠ (1)

Son polynôme caractéristique est donc le produit des polynômes caractéristiques des
matrices Ci : on a χu(X) =

∏
q+1�i�n Pi(X) =

∏
1�i�n Pi(X). �

Nous dirons qu’une base (e) vérifiant la propriété précédente est une base adaptée à u.
Nous venons en particulier de démontrer les deux résultats suivants :

Corollaire 3.14. (« Théorème de Cayley-Hamilton ») Soit u un endomorphisme d’un
espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K . Alors :

1. qu(X)|χu(X),
2. ces deux polynômes ont les mêmes facteurs irréductibles.

Corollaire 3.15. L’espace Eu est cyclique si et seulement si χu(X) = qu(X).

Définition 3.16. Les polynômes unitaires Pi sont appelés les invariants de similitude
de l’endomorphisme u.

Les invariants de similitude de l’endomorphisme u sont donc par définition les généra-
teurs unitaires des facteurs invariants du K[X]-module Eu, avec cette différence que
si n = dimK E, il y a n invariants de similitude dont certains peuvent être égaux à 1.

Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 3.17. Soient u1 et u2 deux endomorphismes de l’espace vectoriel de
dimension finie E sur le corps K . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les endomorphismes u1 et u2 ont les mêmes invariants de similitude.

2. Les A-modules Eu1 et Eu2 sont isomorphes.

3. Les endomorphismes u1 et u2 sont conjugués.

Rappelons que deux endomorphismes u1 et u2 sont conjugués s’il existe un endomor-
phismeG de E inversible tel que u1 = G−1u2G, et que deux matricesM1 et M2 sont
semblables s’il existe une matrice inversible Q telle que M1 = Q−1M2Q.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que deux endomorphismes sont conjugués
si et seulement s’ils sont représentés par la même matrice dans deux bases (éventuel-
lement) différentes.
1.⇒ 2. Il existe deux bases (e)1 et (e)2 telles que dans chaque base (e)i (1 � i � 2)
l’endomorphisme ui soit représenté par la même matrice (1) du théorème 3.12. L’ap-
plication K-linéaire φ telle que φ(e1i) = (e2i) (1 � i � n) est un isomorphisme des
A-modules Eu1 et Eu2 comme on le vérifie immédiatement.
2. ⇒ 3. Soit φ un isomorphisme Eu1 → Eu2 . Si x ∈ Eu1 (resp. Eu2) on a par
définition X.x = u1(x) (resp. X.x = u2(x)), d’où u2(φ(x)) = X.φ(x) = φ(X.x)
= φ(u1(x)) ce qui se traduit par l’égalité u1 = φ−1 ◦ u2 ◦ φ et donc u1 et u2 sont
conjugués.
3.⇒ 1. Si u1 et u2 sont conjugués, soit (e)1 une base de E adaptée à u1 (théorème
3.12). Il existe alors par hypothèse une autre base (e)2 dans laquelle la matrice de u2

est égale à M(e)1(u1) ; elle est donc adaptée à u2 et les endomorphismes u1 et u2 ont
les mêmes invariants de similitude calculés avec la matrice M(e)1(u1). �

On définit les invariants de similitude d’une matrice M ∈ Mn(K) comme les in-
variants de similitude de l’endomorphisme de Kn représenté par M dans la base
canonique de Kn.

Corollaire 3.18.

1. Deux matrices M1 et M2 ∈ Mn(K) sont semblables si et seulement si elles ont
mêmes invariants de similitude.

2. Soient K ⊂ K ′ deux corps tels que K soit un sous-corps de K ′. Alors deux ma-
trices deMn(K) sont semblables (sur K) si et seulement si elles sont semblables
sur K ′.

Démonstration. La condition 1. est conséquence directe de la proposition 3.17
puisque deux matrices M1 et M2 sont semblables si et seulement si les endomor-
phismes u1 et u2 qu’elles représentent dans la base canonique sont conjugués.
2. Si M1 et M2 sont semblables sur K , il existe Q ∈ GLn(K) telle que
M1 = Q−1M2Q. Elles sont donc semblables sur K ′ puisque K ⊂ K ′.
Réciproquement si M1 et M2 ∈ Mn(K) sont semblables sur K ′, elles ont les
mêmes invariants de similitude par 1. Mais ces invariants de similitude (uniques par
le théorème 3.12) sont des polynômes Pi ∈ K[X]. Les matrices sont donc semblables
sur K par 1. �

3.5 FORME RÉDUITE DE JORDAN

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n sur un corps
K . Supposons que qu(X) = (X−α)d avecα ∈ K et d � 1 ; il existe alors un élément
v ∈ E tel que (u − αI)d−1.v 	= 0, puisque par hypothèse le polynôme (X − α)d−1

n’annule pasEu. Soit F ⊂ Eu le sous-module engendré par v ; F est alors monogène,
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et le polynôme minimal de u|F est encore qu (car il divise qu = (X − α)d qui est le
polynôme minimal de u et donc annule u|F et ne divise pas (X − α)d−1 puisque par
hypothèse (X − α)d−1 n’annule pas F ). On a donc :

F � K[X]
(X − α)d

par la proposition 3.10. Posons :

x1 = v, x2 = (X − α).v = uv − αv, xd = uxd−1 − αxd−1.

On a xi = (X−α)i−1.v pour 1 � i � d et l’on voit immédiatement que (x1, . . . , xd)
est une famille libre, car une relation linéaire entre les xi s’interprète comme l’exis-
tence d’un polynôme de degré � d − 1 qui annule v, ce qui est impossible car
l’annulateur de v et l’annulateur de F coïncident, puisque F est monogène engendré
par v. La famille (x1, . . . , xd) est donc une base de F (en tant qu’espace vectoriel).
De plus F est stable par u, et la matrice de u|F dans cette base est :⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 0 . . .
1 α 0 . . .

0 1
. . .

... 0
. . .

0 1 α

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2)

Remarque 3.19. En prenant pour base de F la famille (xd, xd−1, . . . , x1), la
matrice de l’endomorphisme u|F dans cette base devient :⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 1 0 . . . 0

0 α 1 0
...

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . 1

0 . . . . . . 0 α

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3)

Une matrice comme (2) ou (3) est appelée bloc de Jordan. Nous ne considére-
rons dans la suite que des blocs de Jordan de la forme (3).

3.5.1. Réduction d’un endomorphisme sur le corps C

Supposons maintenant que K = C. Les polynômes irréductibles unitaires de C[X]
sont alors les Pi = X − αi, avec αi ∈ C (« Théorème de d’Alembert-Gauss » 5.1).
Soit donc u un endomorphisme du C-espace vectoriel de dimension finie E. Le mo-
dule Eu est un C[X]-module de torsion. Il est donc isomorphe (en tant que C[X]-
module) à

⊕
iE(Pi), avec Pi = X − αi et

E(Pi) �
∏
j

C[X]
((X − αi)βij )

(4)
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3.5 Forme réduite de Jordan 57

d’après le théorème 2.42. Comme les sous-espaces images dans Eu des Fij =
C[X]

((X−αi)
βij )

sont des C[X]-modules, ils sont stables par l’endomorphisme u,

cycliques, et le polynôme minimal de u|Fij
est (X − αi)βij par la proposition

3.10 ; il existe donc une base de Fij dans laquelle la matrice de la restriction de u à
cet espace est un bloc de Jordan de la forme (3) (ou (2)). Si l’on prend une base de E
réunion de telles bases pour tous les Fij , la matrice de u dans cette base est donc une
matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant un bloc de Jordan, les tailles des blocs
de Jordan étant les βij . On a ainsi montré le théorème de Jordan :

Théorème 3.20. Soit u un endomorphisme de Cn représenté par une matrice
M ∈Mn(C). Alors M est semblable à une matrice de Jordan :⎛

⎜⎜⎜⎝
M1 0 . . . 0

0 M2 . . .
...

...
. . .

0 . . . Mk

⎞
⎟⎟⎟⎠ (5)

où chaqueMi est un bloc de Jordan avec une valeur propre αi deM sur sa diagonale.

Remarquons qu’il peut y avoir plusieurs blocs avec la même valeur propre et qu’il
résulte de l’unicité dans le théorème 2.42 que à l’ordre près des blocs la matrice de
Jordan est unique.

Remarque 3.21. Avec les notations ci-dessus, on voit que les α i sont les
valeurs propres de M , que son polynôme caractéristique est χM (X) =∏
i,j(X − αi)βij (produit des polynômes caractéristiques des Mi), et que son

polynôme minimal est qM (X) =
∏
i,j(X − αi)supj(βij). On retrouve donc

que le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique, et que ces deux
polynômes ont les mêmes racines (et donc les mêmes facteurs irréductibles).
Noter qu’il peut y avoir plusieurs facteurs avec la même valeur propre αi, et
que donc la multiplicité de la valeur propre αi dans χu(X) est

∑
j βij .

3.5.2. Applications

Le théorème 3.20 montre en particulier que toute matrice à coefficients complexes est
semblable à une matrice triangulaire (au choix : supérieure ou inférieure).

Définition 3.22.

1. Soit u ∈ EndK(E) un endomorphisme. On dit que u est nilpotent s’il existe un
entier k tel que uk = 0 ;

2. on dit que u est diagonalisable s’il existe une base (e) deE dans laquelle la matrice
M(e)(u) est une matrice diagonale.
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On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.23. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable ;

2. les racines de qu(X) sont simples (i.e.tous les βij sont égaux à un).

Démonstration. 2. ⇒ 1. par le théorème 3.20, car alors tous les blocs de Jordan
sont de taille (1,1), réduits à un terme αi (éventuellement répété plusieurs fois), et la
matrice de Jordan est diagonale.
1. ⇒ 2. Si u est diagonalisable avec valeurs propres αi, 1 � i � n, chaque αi
étant de multiplicité νi, et αi 	= αj pour i 	= j, il est annulé par le polynôme
Q =

∏
1�i�n(X − αi). Son polynôme minimal divise Q, il est donc aussi à racines

simples (en fait on a qu(X) = Q(X) puisque on a vu que qu(X) avait les mêmes
facteurs irréductibles que le polynôme caractéristique χu(X) =

∏
(X − αi)νi). �

On voit en particulier qu’un bloc de Jordan est diagonalisable si et seulement s’il est
de taille (1,1).

Rappelons (théorème 2.42) que le C[X]-module Eu est égal à
⊕

iE(Pi) avec
Pi = X − αi et

E(Pi) �
∏
j

C[X]
((X − αi)βij)

.

Définition 3.24. Les sous-espaces E(Pi) de E sont appelés sous-espaces caractéris-
tiques de l’endomorphisme u.

Remarque 3.25. Posons di = supj βij . L’annulateur de E(Pi) est l’idéal
engendré par (X − αi)di . Si on pose νi =

∑
j βij , νi est la multiplicité de la

valeur propre αi de u (exposant de (X −αi) dans le polynôme caractéristique
χu(X)) comme remarqué plus haut, et di � νi. Cela entraîne que l’espace
E(Pi) est aussi le noyau de l’endomorphisme (u − αiId)νi (démonstration
aisée, laissée au lecteur), ce qui est la définition classique des sous-espaces
caractéristiques.

Remarquons que si l’endomorphismeu est nilpotent, il est annulé par le polynômeX k.
On a alors nécessairement qu(X) = Xd (avec d � k, et aussi d � n par le théorème
de Cayley-Hamilton 3.14) ; l’endomorphisme u est donc annulé par X n. D’autre part,
u est nilpotent si et seulement si la matrice M(e)(u) est nilpotente, (e) étant une base
quelconque de E.

Exemples 3.26.

1. Soit T une matrice triangulaire avec des zéros sur la diagonale. Alors T est nilpo-
tente.

2. Toute matrice semblable à une matrice nilpotente est nilpotente.

3. Une matrice A ∈ Mn(C) est nilpotente si et seulement si sa seule valeur propre
est 0.
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On a alors :

Théorème 3.27. (« Décomposition de Dunford ») Soit u ∈ EndC(E). Alors il existe
un endomorphisme diagonalisableD et un endomorphisme nilpotent N tels que :

1. u = D +N

2. DN = ND
De plus les endomorphismes N et D sont uniques et s’expriment comme des poly-
nômes en u.

Démonstration.
1. Existence. Elle est donnée par la réduction de Jordan de l’endomorphisme u : si
J est la matrice de Jordan de l’endomorphisme u, on a J = D+N ,D étant la matrice
diagonale qui a la même diagonale que J , et N la matrice J − D qui est nilpotente
(exemple 3.26). Il est alors clair que D et N commutent, car la multiplication se fait
par blocs, et que pour un bloc⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 1 0 . . . 0

0 α 1 0
...

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . 1

0 . . . . . . 0 α

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

on a Ji = Di +Ni avec Di = αiIdνj
et donc évidemmentNiDi = DiNi.

2. Unicité. Considérons une décomposition u = D + N avec N k = 0 pour
un certain entier k. Soit α une valeur propre de D, Fα l’espace propre corres-
pondant, v ∈ Fα un vecteur propre. On a D.v = αv d’où (u − αI)v = Nv,
(u − αI)2v = (u − αI)Nv = N(u − αI)v = N2v, et de proche en proche
(u − αI)sv = N sv pour tout entier s. On a donc Fα ⊂ ker(u − αI)k (puisque
par hypothèse N k = 0). Si on note αi les valeurs propres de u, α est donc l’un des
αi (car ker(u − αI)k 	= (0) implique que u − αI n’est pas inversible, donc que α
est valeur propre de u). Si α = αi, on a ainsi Fαi

⊂ Ei, Ei étant le sous-espace
caractéristique (de l’endomorphisme u) correspondant à α i (définition 3.24). Comme
E est somme directe des Ei et aussi des Fαi

(puisque D est diagonalisable), on en
déduit que Fαi

= Ei pour tout i.

L’espace Ei est donc stable par D (et N ) et D|Ei
= αi Id. Cela montre l’unicité de D

(les Ei ne dépendent que de u) et donc de N puisque N = u−D.

Montrons maintenant que D et N s’expriment comme des polynômes en u ; le théo-
rème chinois montre qu’il existe un polynôme P (X) tel que P ≡ αi mod (X−αi)νi

pour tout i. On a alors P (u)|Eαi
= αiId car il existe par hypothèse un polynôme

Ri(X) tel que P (X) = αi + Ri(X)(X − αi)νi , et (X − αi)νi annule le sous-
module Eαi

de Eu. Cela implique que D = P (u) et N = u − P (u) = Q(u) avec
Q(X) = X − P (X). �
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Exemple 3.28. Considérons la matrice B =
(

1 3
0 2

)
deM2(R). On a B = D +N

avec D =
(

1 0
0 2

)
et N =

(
0 3
0 0

)
, mais cette décomposition n’est pas celle du

théorème 3.27 car D et N ne commutent pas.

En faitB est diagonalisable (puisque à valeurs propres simples) et l’on a doncD = B,
N = 0 dans la décomposition de Dunford.

EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

POLYNÔME MINIMAL

Exercice 3.1. SoitE un espace vectoriel sur R de dimension n, u un endomorphisme
de polynôme minimal qu. On suppose que qu = P1P2, P1 et P2 étant des polynômes
unitaires non constants premiers entre eux. On noteEu l’espaceE muni de la structure
de R[X]-module définie par l’endomorphisme u.

1. Montrer que pour i = 1, 2,

Ei = {x ∈ E | Pi(u)(x)) = 0}
est un sous-module de Eu.

2. Montrer que Eu = E1 ⊕ E2.

3. Montrer que pour i = 1, 2, Pi est le polynôme minimal de u|Ei
.

INVARIANTS DE SIMILITUDE

Exercice 3.2. Soit V un C espace vectoriel de dimension finie n � 1 et
u ∈ EndC(V ). On munit V de sa structure de C[X]-module associée à u.

1. On suppose que V ne possède aucun sous-module non trivial. Montrer que n = 1.
On remplace maintenant C par R. L’énoncé est-il encore vrai ?

2. On note χu = R1.R
2
2 · · ·Rll le polynôme caractéristique de u, où les Ri sont deux

à deux premiers entre eux, sans facteurs carrés et unitaires. Vérifier qu’une telle
écriture est possible et est unique.

3. Avec les notations du (b), on suppose de plus que V est somme directe de sous-
C[X]-modules de dimension 1 (en tant que C-espaces vectoriels). Calculer les
invariants de similitude de u.
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Exercice 3.3. Soit V un C espace vectoriel de dimension finie n � 1 et
u ∈ EndC(V ). On suppose que pour toute paire W,W ′ de sous-espaces vectoriels de
V stables par u, on a soit W ⊂W ′ soit W ′ ⊂W .

Déterminer les invariants de similitude de u, son polynôme minimal en fonction de
son polynôme caractéristique.

Exercice 3.4. SoientK un corps et E unK-espace vectoriel de dimension 3. Montrer
que deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont le même
polynôme minimal et le même polynôme caractéristique.

Exercice 3.5. Soient K un corps, λ un élément de K et M le bloc de Jordan de taille
(n, n) associée à λ.

1. Montrer que M possède une unique valeur propre et déterminer la dimension du
sous-espace propre associé.

2. Quel est le polynôme minimal de M ?

Exercice 3.6. SoientE un espace vectoriel sur C de dimension finie et u un endomor-
phisme de E. On note I l’identité de E.

1. Montrer que si le C[X]-module E associé à u est cyclique, alors pour tout λ ∈ C
la dimension du noyau de u− λI est � 1.

2. En déduire que le maximum des dimensions des sous-espaces propres de u est égal
au nombre d’invariants de similitude non constants de u.

Exercice 3.7. Soit u un endomorphisme de Cn. Montrer que le nombre d’invariants
de similitude de u est égal au maximum des dimensions de ses sous-espaces propres.

Exercice 3.8. Soit u un endomorphisme de Cn ayant une seule valeur propre α.
On pose di = dim ker(u − αId)i ; on note rα l’entier à partir duquel la suite (di)
stationne (i.e. drα−1 < drα = drα+1 = · · · ). Montrer que le polynôme minimal de u
est qu = (X − α)rα .

Exercice 3.9. Pour n > 1, on note Jn ∈ Mn(C) la matrice nilpotente dont tous les
coefficients sont nuls, sauf ceux de la première sur-diagonale ji,i+1 pour 1 � i < n
qui sont égaux à 1. On considére les matrices suivantes, écrites par blocs :

1. M1 = diag(aI3, bI2, cI1) ;

2. M2 = diag(I3, I2 + J2, I2 + J2, I3 + J3, I3 + J3, 2I2, 2I3 + J3, 3I2, 3I2 + J2) ;

3. M3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 a1

0 1
. . .

... a2
...

. . .
. . .

...
...

0 · · · 0 1 an−1

0 · · · 0 0 an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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Déterminer dans chaque cas :

(i) les invariants de similitudes ;

(ii) les polynômes minimaux et caractéristiques ;

(iii) les dimensions des sous-espaces caractéristiques.

Exercice 3.10. Soit u un endomorphisme de Cn, dont les valeurs propres sont 0 et
1 ; on note K i

0 (resp. Ki
1) le noyau de ui (resp (u − Id)i) et soit di0 (resp. di1) sa

dimension. On suppose que la suite (di0) (resp. (di1)) est égale à (4, 7, 9, 10, 10, . . . )
(resp. (3, 4, 5, 5, . . . )). Déterminer alors les invariants de similitudes de u.

Exercice 3.11. Écrire sous la forme de Jordan les endomorphismes u dont les inva-
riants de similitudes non constants sont :

(a) P1(X) = X ;

(b) P1(X) = X(X − 1) ;

(c) P1(X) = X et P2(X) = X2 ;

(d) P1(X) = X et P2(X) = X(X − 1) ;

(e) P1(X) = X2(X−1), P2(X) = X2(X−1)(X−2), P3(X) = X3(X−1)2(X−2)
et P4(X) = X4(X − 1)3(X − 2)4.

PROBLÈMES

Problème 3.1. Un algorithme pour la décomposition de Dunford
On se propose dans ce problème de donner un algorithme pour calculer la décomposi-
tion de Dunford sans calculer les valeurs propres (le calcul des valeurs propres ne peut
en général se faire que de manière approchée).

Soit n � 1 et A ∈ Mm(K) une matrice carrée à coefficients dans le corps K ⊂ C.
On note χA le polynôme caractéristique de A. Dans C, χA(X) se décompose
sous la forme

∏
i(X − λi)ni avec

∑
i ni = m. On introduit alors le polynôme

P (X) =
∏
i(X − λi).

1. Montrer que

P (X) =
χA(X)

χA(X) ∧ χ′
A(X)

,

où χA(X) ∧ χ′
A(X) désigne le PGCD unitaire de χA avec son polynôme dérivé.

En déduire alors que P (X) est un polynôme à coefficients dans K .

2. Soient U et N deux matrices de Mn(K) respectivement inversible et nilpotente
qui commutent entre elles. Montrer que U − N est inversible. Montrer alors que
P ′(A) est une matrice inversible deMm(K) dont l’inverse commute avec A.
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Problèmes 63

3. On considère alors la suite suivante :A0 := A etAn+1 := An−P (An).(P ′(An))−1.
On veut montrer par récurrence sur n que la suite est bien définie, i.e. que P ′(An)
est une matrice inversible.

(i) Montrer que pour tout polynôme Q ∈ K[X], il existe Q̃ ∈ K[X,Y ] tel que
Q(X + Y ) = Q(X) + Y Q′(X) + Y 2Q̃(X,Y ).

(ii) En supposant la suite An définie jusqu’au rang n, montrer que P (An) s’écrit
sous la forme P (A)2

n

Bn où Bn est une matrice deMn(K) qui est un poly-
nôme en A.

(iii) En utilisant une formule de Taylor pour le polynôme P ′, écrire P ′(An+1)
comme la somme d’une matrice inversibleP ′(An) et d’une matrice nilpotente
qui commutent entre elles.

4. Montrer que la suite An est stationnaire de limite D avec D diagonalisable sur C
et N := A−D nilpotente vérifiant DN = ND.
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Chapitre 4

Groupes

Nous allons dans ce chapitre étudier les groupes non nécessairement
commutatifs, en nous concentrant sur le groupe symétrique, et sur quelques
exemples de groupes liés à la géométrie.

4.1 GÉNÉRALITÉS

Pour un groupe G non nécessairement commutatif (cf. 1.1), nous noterons la loi mul-
tiplicativement. L’élément neutre est donc noté 1, et l’inverse d’un élément g est
noté g−1.

Définition 4.1. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Si a ∈ G, le sous-ensemble :

aH = {g ∈ G | g = ah, h ∈ H}
est par définition la classe à gauche de l’élément a relativement à H . De même le
sous-ensemble Ha est appelé classe à droite.

Remarques 4.2.

1. En général les classes à gauche et les classes à droite ne coïncident pas, sauf
si G est commutatif, ou pour certains sous-groupes H appelés distingués
(cf. plus bas).

2. Deux éléments g1 et g2 de G sont dans la même classe à gauche
relativement à H si et seulement si g−1

1 g2 ∈ H ; les classes à gauche
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sont donc les classes d’équivalence pour la relation d’équivalence
g1 ∼ g2 ⇔ g−1

1 g2 ∈ H (il est immédiat de voir que cette relation est
une relation d’équivalence).

3. Les classes à gauche forment donc une partition de G (cf. la remarque
précédente) ; l’ensemble des classes à gauche est notéG/H (contrairement
au cas commutatif, il n’existe pas en général de structure de groupe sur
G/H propagée par celle de G). Le cardinal de G/H s’appelle l’indice de
H dans G.

Si G est fini, on en déduit le « théorème de Lagrange » (cf. le lemme 1.18 pour le cas
commutatif) :

Théorème 4.3. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G d’ordre n. Notons |G/H|
le cardinal de G/H (indice de H dans G). Alors

|G| = n = |H||G/H|.
Donc l’ordre de tout sous-groupe deG divise l’ordre deG ; en particulier, l’ordre d’un
élément g ∈ G divise l’ordre de G.

Démonstration. Soit a ∈ G. L’application de G dans lui-même τa de multiplication
à gauche par a (τa(g) = ag) est bijective, son inverse étant la multiplication par a−1 ;
elle envoie H (la classe de 1) sur aH . Toutes les classes à gauche aH ont donc le
même cardinal h =card(H). Comme ces classes constituent une partition de G, le
théorème est démontré. �

Définition 4.4. SoitA une partie d’un groupeG. Il existe un plus petit sous-groupeH
de G contenant A : on l’appelle le sous-groupe engendré par A. On note H =<A>.

L’existence de H se voit en prenant l’intersection de tous les sous-groupes contenant
A (l’intersection de sous-groupes est un sous-groupe).

À titre d’exercice, le lecteur pourra montrer que H est l’ensemble des éléments qui
peuvent s’écrire {a1 . . . an, |n ∈ N, ai ∈ A ou a−1

i ∈ A}.
Il faut noter que le sous-groupe engendré par un élément g ∈ G est commutatif, même
si G n’est pas commutatif (proposition 1.33).

Enfin, nous allons donner la condition sur un sous-groupe H pour que l’ensemble
G/H des classes à gauche ait une structure de groupe propagée par celle de G : cette
condition est que les classes à gauche et à droite coïncident.

Définition 4.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit distingué si :

∀ a ∈ G, aH = Ha.

La condition s’écrit aussi aHa−1 = H pour tout a dansG. La notationH G signifie
que H est un sous-groupe distingué de G.
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4.1 Généralités 67

Proposition 4.6. Soit H ⊂ G un sous-groupe. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
1. il existe un groupe G′ et un homomorphisme φ : G −→ G′ tels que H = kerφ ;
2. H  G (H est distingué dans G) ;
3. l’ensembleG/H est muni d’une structure de groupe (« groupe quotient ») propagée

par celle deG, i.e. telle que l’application π : G→ G/H définie par π(a) = {aH}
soit un morphisme de groupes.

Démonstration.
1.⇒ 2. Soit a ∈ G. Montrons que a−1Ha = H : si h ∈ ker φ, posons h′ = a−1ha ;
on a alors φ(h′) = 1 et donc h′ ∈ H , d’où a−1Ha ⊂ H , et de même dans l’autre sens.
2.⇒ 3. Nous allons définir sur G/H une structure de groupe telle que π : G→ G/H
soit un morphisme de noyau H et poser G′ = G/H . Par définition, on pose
aH.bH = abH pour a et b dans G. Pour voir que cette opération est bien définie
et que π (défini par π(g) = gH) est un morphisme de groupes, il faut voir que
si aH = a′H , bH = b′H , alors abH = a′b′H . Montrons par exemple que
abH ⊂ a′b′H , i.e. ab ∈ a′b′H . On a a = a′h1, b = b′h2 par hypothèse (avec
hi ∈ H), donc ab = a′h1b

′h2. Mais il existe h3 ∈ H tel que h1b
′ = b′h3 puisque H

est distingué ; on a donc ab = a′b′h3h2 ∈ a′b′H .
3.⇒ 1. Il suffit de prendre G′ = G/H et φ = π. �

Définition 4.7. On dit qu’un groupe G est simple s’il ne contient aucun sous-groupe
distingué non trivial (i.e. différent de G et {e}).

Remarques 4.8.

1. Si G est commutatif, tous les sous-groupes sont distingués.

2. Si H est distingué, le noyau du morphisme φ : G → G/H est le sous-
groupe H . Donc un sous-groupe est distingué si et seulement si c’est le
noyau d’un morphisme.

3. Si G est fini d’ordre n, et H un sous-groupe distingué d’ordre h, l’ordre du
groupe quotient G/H est n/h par le théorème 4.3.

4. Comme dans le cas des groupes abéliens, le quotient satisfait la « propriété
universelle » de la proposition 4.9 ci-dessous, dont la démonstration est la
même que dans le cas commutatif.

5. Nous allons rencontrer deux familles de groupes simples : d’abord les
groupes (Z/pZ,+) où p est un nombre premier (ce sont les seuls groupes
commutatifs simples, comme on le voit facilement : proposition 1.35), puis
les groupes alternés An pour n 	= 4 (cf. ci-dessous) ; de plus nous verrons
que le groupe des rotations SO(R3) est simple.

Proposition 4.9. SoientG un groupe,HG un sous-groupe distingué, φ : G→ G1 un
morphisme tel que H ⊂ ker φ ; il existe alors un morphisme unique φ : G/H → G1

tel que φ◦π = φ. Réciproquement l’existence d’un tel morphisme impliqueH ⊂ kerφ.
De plus le morphisme φ est injectif si et seulement si H = ker φ.
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La démonstration est la même que celle de la proposition 2.4.

On a donc sous l’hypothèse H ⊂ kerφ un « diagramme commutatif » :

G
π

���
��

��
��

�
φ �� G1

G/H
φ

����������

.

Nous verrons des exemples dans les paragraphes suivants.

4.2 LE GROUPE SYMÉTRIQUE

Définition 4.10. On appelle groupe symétrique d’indice n le groupe Sn des permu-
tations de l’ensemble E = {1, 2, . . . , n}.

Sn est un groupe fini avec n! éléments. Par définition de la loi de groupe sur Sn, si g
et g′ sont des éléments de Sn, l’élément gg′ est la permutation qui consiste à effectuer
d’abord la permutation g′, puis la permutation g.

Remarque 4.11. Si E ′ est un ensemble quelconque à n éléments, toute bi-
jection φ de E sur E ′ induit un isomorphisme entre Sn et le groupe des
permutations de E ′ : on fait correspondre à σ ∈ Sn la bijection φ ◦ σ ◦ φ−1 de
E′ dans lui-même.

Définition 4.12. 1) La permutation qui à 1, 2 . . . , n fait correspondre i1, . . . , in

se note

[
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

]
;

2) soient i1, . . . , ik ( 1 < k � n) des éléments deux à deux distincts de {1, 2, . . . , n}.
La notation (i1 . . . ik) désigne la permutation σ telle que σ(il) = il+1 (1 � l � k−1),
σ(ik) = i1, et σ(is) = is pour is 	∈ {i1, . . . , ik}. Une telle permutation est une
permutation circulaire, ou cycle. L’entier k est la longueur du cycle, et l’ensemble
{i1, . . . , ik} le support du cycle. Un cycle de longueur deux est une transposition.

Toutes les assertions qui suivent doivent être soigneusement vérifiées à titre d’exercice.

Remarques 4.13.

1. Les cycles (i1 . . . ik), (i2 . . . ik i1), . . . , (ik i1 . . . ik−1) sont identiques.

2. Deux cycles à supports disjoints commutent.

3. Soient σ une permutation et c = (i1 . . . ik) un cycle. Alors
σcσ−1 = (σ(i1) . . . σ(ik)).

4. Inversement deux cycles de même longueur sont conjugués (i.e. si c 1 et c2
sont deux tels cycles, il existe σ ∈ Sn tel que c2 = σc1σ

−1).
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4.2 Le groupe symétrique 69

5. Si n = 2, le groupe S2 a deux éléments : l’identité et le cycle (12). Il est
isomorphe à (Z/2Z,+).

6. Si n = 3, S3 a six éléments : l’identité et les cycles (123) et (132) (qui
forment un sous-groupe isomorphe à Z/3Z), et les trois transpositions
(12), (13) et (23). S3 s’identifie au groupe des isométries du plan qui
laissent globalement invariant un triangle équilatéral. Ces isométries
se caractérisent en effet par les permutations qu’elles induisent sur
les sommets du triangle. S3 n’est pas commutatif car par exemple
(12)(123) = (32) = (23) alors que (123)(12) = (13).

7. Pour le cas n = 4, cf. l’exemple 4.20 ci-dessous.

Nous allons maintenant « dévisser » les éléments de Sn, c-à-d. les exprimer comme
produit de permutations « simples ».

Proposition 4.14. Tout élément σ de Sn est produit de cycles dont les supports
sont deux à deux disjoints, et cela de manière unique, à l’ordre près des cycles (qui
commutent par la remarque 4.13).

Démonstration. Si i ∈ {1, . . . , n}, soit l le plus petit entier tel que σ l(i) = i
(un tel l existe puisque σn! = Id par le théorème de Lagrange ; en fait l � n
comme il résulte immédiatement des considérations qui suivent). La famille
A = (i, σ(i), σ2(i), . . . , σl−1(i)) vérifie les propriétés (immédiates) suivantes :

1. A définit un cycle c de longueur l de la manière suivante : c(j) = σ(j) si j ∈ A, et
c(j) = j si j 	∈ A ;

2. deux tels cycles ont des supports disjoints ou confondus ;

3. la permutation σ est le produit de tous les cycles à supports disjoints ainsi détermi-
nés.

Cela démontre l’existence et l’unicité de la décomposition de σ en produit de cycles
de supports disjoints deux à deux. �

Exemple 4.15. Soit n = 8 et σ la permutation

[
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 4 5 1 8 7 2

]
. Alors on

a σ = (1345)(268)(7) (que l’on note en général (1345)(268) en omettant les cycles
de longueur 1).

Corollaire 4.16. Le groupe Sn est engendré par les transpositions (i.e. les cycles de
longueur 2).

Démonstration. D’après la proposition 4.14, il suffit de montrer qu’un cycle est
produit de transpositions. Mais il est facile de voir que

(i1 i2 . . . ik) = (i1 i2)(i2 i3) . . . (ik−2 ik−1)(ik−1 ik)

(on reporte ik à la première place en le faisant successivement « sauter » ik−1, . . . , i1).
�
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Proposition 4.17. Soit (G,×) = {1,−1} � (Z/2Z,+). Il existe un (unique)
morphisme de groupes surjectif appelé signature :

ε : Sn −→ G.

Ce morphisme vérifie la propriété suivante :
Si σ est un cycle de longueur k, sa signature vaut ε(σ) = (−1)k−1

(en particulier, si τ est une transposition, sa signature vaut −1).

Démonstration. Montrons d’abord l’existence du morphisme ε vérifiant les propriétés
de l’énoncé ; le morphisme ε est défini sur les cycles par la formule de la proposition ;
si σ est une permutation exprimée comme un produit de cycles c1c2 . . . ck dont les
supports sont disjoints deux à deux, on pose ε(σ) = ε(c1) . . . ε(ck), ce qui définit ε
pour toute permutation σ. Il faut alors montrer que si σ et τ sont deux permutations,
on a ε(στ) = ε(σ)ε(τ). D’après le corollaire 4.16, il existe s > 0 tel que l’on puisse
écrire τ comme le produit de s transpositions τi. Par une récurrence immédiate sur
l’entier s, il suffit de montrer que si σ est une permutation exprimée comme un produit
de cycles c1c2 . . . ck dont les supports sont disjoints deux à deux et τ une transposition,
on a ε(στ) = −ε(σ). Il y a trois cas à considérer :

1. Les supports de σ et τ sont disjoints. Dans ce cas on a ε(στ) = ε(σ)ε(τ) = −ε(σ)
puisque par définition de ε on a ε(τ) = −1 ;

2. le support de τ est contenu dans le support d’un cycle ci. Posons ci = (i1 . . . ik) et
τ = (ij il), j < l. On a alors :

ciτ = (i1 . . . ij il+1 . . . ik)(ij+1 . . . il)

et ciτ est produit de deux cycles à supports disjoints de longueurs k1 et k2 avec
k1 + k2 = k. On a bien ε(ciτ) = −ε(ci), puisque

ε(ciτ) = (−1)k1−1 × (−1)k2−1 = (−1)k−2 = −(−1)k−1.

3. Le support de τ fait partie des supports de deux cycles disjoints ci et cj (on inclut ici
les cycles de longueur 1). Alors si ci = (i1 . . . ik), cj = (j1 . . . js) et τ = (ij jl),
on a :

cicjτ = (i1 . . . ij jl+1 . . . j1 . . . jl ij+1 . . . ik)

et la conclusion est la même que pour le cas précédent.

L’unicité de ε est immédiate ; il suffit de montrer que si ε : Sn → G est surjectif, on
a ε(τ) = −1 pour toute transposition τ (corollaire 4.16). Mais deux transpositions
τ et τ ′ sont conjuguées (remarque 4.13, 4.) ; on a donc ε(τ) = ε(τ ′) pour toute
transposition τ ′ ; si on avait ε(τ) = 1, on aurait ε(τ ′) = 1 pour toute transposition τ ′,
donc pour toute permutation σ et ε ne serait pas surjectif. �

Il résulte en particulier de ce résultat que si l’on écrit une permutation σ comme un
produit de transpositions de plusieurs manières différentes, la parité du nombre de ces
transpositions est toujours la même.
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4.3 Opération d’un groupe sur un ensemble 71

Remarque 4.18. Le lecteur pourra montrer à titre d’exercice que si σ une per-
mutation de l’ensemble E = {1, . . . , n}, la signature ε(σ) est égale à la parité
(−1)k du nombre k de couples (i, j) ∈ E2 tels que i < j et σ(i) > σ(j).

Définition 4.19. Le noyau de ε est un sous-groupe (distingué) de Sn appelé groupe
alterné et notéAn. Les éléments deAn sont appelés des permutations paires (car elles
sont produit d’un nombre pair de transpositions), les autres des permutations impaires.

Le sous-groupeAn est distingué d’après la proposition 4.6, et de cardinal n!/2 d’après
le théorème 4.3. C’est le sous-groupe de Sn formé des permutations de signature +1.
Le quotient Sn/An est isomorphe à (Z/2Z,+) (le sous-groupe An est donc d’indice
2 dans Sn).

Exemples 4.20.

1. Dans le groupe S3, le sous-groupeA3 est le groupe (Id, (123), (132)) isomorphe à
(Z/3Z,+) : cf. la remarque 4.13 ; si l’on identifie comme dans cette remarque S3

et les isométries qui fixent un triangle équilatéral, A3 s’identifie aux rotations qui
fixent ce triangle.

2. Le groupe S4 s’identifie aux isométries de R3 qui fixent un tétraèdre régulier. Il
a 4! = 24 éléments, et donc |A4| = 12. Les 12 éléments de A4 sont : l’identité,
les 3-cycles (il y en a huit), et les trois éléments (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4).
Ces trois éléments plus l’identité constituent un sous-groupe H de A4 commutatif
et distingué (vérification facile). Le groupeH est isomorphe au « groupe de Klein »
Z/2Z × Z/2Z. Parmi les groupes An, A4 est le seul qui possède un sous-groupe
distingué non trivial (i.e.non égal a lui-même ou à {1}) ; autrement dit pour n 	= 4,
An est simple : cf. la section 4.3.2. plus bas.

Remarques 4.21. Notons les faits suivants, qui seront proposés en exercices :

1. Les transpositions (1 2), (1 3), . . . , (1n) engendrent Sn.

2. Les cycles (1 2) et (1 2 . . . n) engendrent Sn.

3. Pour k < n on a : (k k + 1) = (1 2 . . . n)k−1(1 2)(1 2 . . . n)1−k.

4. Pour n � 3, les 3-cycles engendrentAn.

4.3 OPÉRATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Définition 4.22. Soient G un groupe, X un ensemble. On dit que G opère à gauche
sur X s’il existe une application (on dit aussi une « action » de G sur X) :

G×X −→ X : (g, x) �→ g.x

telle que :
1. ∀ g, g′ ∈ G, x ∈ X , g.(g′.x) = (gg′).x
2. ∀x ∈ X , 1.x = x.
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Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours que les actions se font
à gauche (l’action à droite se définit comme (g, x) �→ x.g, ce qui change l’axiome 1.
de la définition 4.22).

Exemples 4.23.

1. Le groupe orthogonal O2(R) opère sur R2 (cf. le paragraphe suivant).

2. Si G est un groupe, on peut le faire opérer sur lui-même de plusieurs façons, par
exemple :

a) Par translations à gauche : si g, x ∈ G, on pose g.x = gx que l’on note aussi
τg(x) (cf. la démonstration de la proposition 4.24 ci-dessous).

b) Par automorphismes intérieurs : si g, x ∈ G, on pose g.x = gxg−1 (le lecteur
vérifiera que cette opération est bien une opération à gauche ; la formule
g.x = g−1xg définit une opération à droite).

3. Le groupe Sn opère (par définition) sur l’ensemble E = {1, 2, . . . , n} par permu-
tations.

On déduit de l’exemple 2. ci-dessus la proposition suivante (« théorème de Cayley ») :

Proposition 4.24. Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomorphe à un
sous-groupe de Sn.

Démonstration. La « translation à gauche » τg (multiplication à gauche par l’élément
g) est une bijection de G sur lui-même, et deux éléments distincts g et g ′ induisent des
bijections distinctes. Dautre part on a :

∀x ∈ G : (τg′ ◦ τg).x = τg′ .gx = g′gx, et donc τg′ ◦ τg = τg′g;

l’application g �→ τg est donc un morphisme injectif de G dans le groupe S(G)
(groupe des permutations de G), qui est isomorphe à Sn puisque |G| = n. �

Définition 4.25. Soit G un groupe opérant sur l’ensemble X .

1. Si x ∈ X , l’orbite de x est l’ensemble des g.x pour g ∈ G. On la note ω(x).
2. Si x ∈ X , l’ensemble Sx ⊂ G formé des éléments g ∈ G tels que g.x = x est un

sous-groupe de G appelé le stabilisateur de x.

La vérification du fait que Sx est un sous-groupe est évidente.

Exemples 4.26.

1. Dans l’opération de Sn sur l’ensemble {1, 2, . . . , n}, le stabilisateur d’un élément i
est isomorphe à Sn−1 (il s’identifie de manière évidente au groupe des permutations
de l’ensemble à n− 1 éléments {1, 2, . . . , n} \ {i}).

2. Si σ ∈ Sn, on peut restreindre l’action de Sn sur E = {1, 2, . . . , n} au sous-
groupe < σ > de Sn engendré par σ. Soit ω ⊂ E une orbite de < σ > ; il existe



�

�

�

�

�

�

�

�

©
D

u
n

o
d

.L
a

p
h

o
to

co
p

ie
n

o
n

au
to

ri
sé

e
es

t
u

n
d

él
it

.

4.3 Opération d’un groupe sur un ensemble 73

donc un entier k et un élément i ∈ E tels que ω = {i, σ(i), . . . , σk−1(i)} (ω est
l’orbite de l’élément i). L’action de σ sur ω est donc un cycle (i0, . . . , ik−1) (avec
i0 = i et ij = σj(i)) de la décomposition de la proposition 4.14 : on voit donc que
la partition de E en orbites disjointes sous l’action de < σ > est équivalente à la
décomposition de σ en cycles à supports disjoints deux à deux.

3. Si G opère sur lui-même par automorphismes intérieurs (exemple 4.23), l’orbite
d’un élément x ∈ G s’appelle la classe de conjugaison de x : c’est l’ensemble
des x′ ∈ G tels qu’il existe g ∈ G avec x′ = gxg−1. S’il existe g ∈ G tel que
x′ = gxg−1, on dit que x et x′ sont conjugués (ou que x′ est un conjugué de x).
En particulier, si G = Sn :
• le conjugué d’un k-cycle est un k-cycle (remarque 4.13) ;
• deux k-cycles σ1 et σ2 sont conjugués ;
• plus généralement, deux permutations sont conjuguées si et seulement si, dans

leur décomposition canonique en cycles, apparaissent le même nombre de k-
cycles pour tout entier k, 2 � k � n (remarques 4.11) ;

• deux transpositions τ1 et τ2 sont conjuguées par un élément de An.

Proposition 4.27. Soit G un groupe opérant sur l’ensemble X . Pour x ∈ X ,
l’application φx : G → ω(x) définie par g �→ g.x se factorise par l’application
π : G→ G/Sx en une application φx : G/Sx → ω(x) qui est une bijection.

Démonstration. L’application φx est surjective par définition d’une orbite, et donc φx
aussi.
Pour montrer l’injectivité de φx, on remarque que deux éléments g1 et g2 de G ont
même image par φx si et seulement si

g1.x = g2.x⇐⇒ g−1
2 g1.x = x⇐⇒ g−1

2 g1 ∈ Sx ⇐⇒ g1Sx = g2Sx.

L’application φx est donc constante sur les classes à gauche suivant Sx, ce qui donne
une application surjective φx : G/Sx → ω(x) dont on vient de montrer qu’elle est
aussi injective. �

4.3.1. Quelques applications

Définition 4.28. Le centre Z(G) d’un groupe G est le sous-ensemble de G formé
des éléments x ∈ G qui commutent à tous les éléments de G :

Z(G) = {x ∈ G | xg = gx, ∀ g ∈ G}.

Le centre Z(G) est un sous-groupe distingué (et commutatif) de G (immédiat), et
Z(G) = G si et seulement si G est commutatif.

Exemples 4.29. 1) Pour n � 3, on a Z(Sn) = {1}. En effet, prenons σ ∈ Sn,
σ 	= Id. Il existe donc un indice i tel que σ(i) 	= i. Comme n � 3, il existe j (dans
{1, 2, . . . , n}) tel que j 	= i et j 	= σ(i). Soit τ la transposition (j σ(i)). Alors on a
στ(i) = σ(i) et τσ(i) = j, donc σ et τ ne commutent pas et σ 	∈ Z(Sn).
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2) Considérons l’action d’un groupe G sur lui-même par automorphismes intérieurs
(exemple 4.23). Le centre est alors caractérisé comme l’ensemble des x ∈ G tels que
ω(x) = {x}. Soient ωi les orbites de l’action deG sur lui-même (par automorphismes
intérieurs) telles que |ωi| > 1. Notons que si |G| est fini, |ωi| divise |G| (proposition
4.27) ; on a alors avec ces notations :

Proposition 4.30.

1. Soit G un groupe fini. Alors :

|G| = |Z(G)| +
∑
i

|ωi| (1)

(« équation aux classes »).

2. Soit p ∈ N un nombre premier.

(a) Si |G| = p, G est cyclique (G � (Z/pZ,+)), donc abélien.

(b) Si |G| = pk pour k � 1, alors |Z(G)| = ps pour un entier s tel que
1 � s � k (en particulier |Z(G)| � p).

(c) Si |G| = p2, G est abélien.

Démonstration. 1. traduit simplement le fait que G est réunion disjointe des orbites.
Notons que |Z(G)| � 1 puisque l’on a toujours 1 ∈ Z(G).
2. (a) Si |G| = p, soit g ∈ G, g 	= 1. Alors l’ordre |<g> | de <g> est > 1 et doit
diviser p : on a donc |<g> | = p d’où |<g> | = G et G est cyclique.
(b) Dans la formule (1), chaque |ωi| est une puissance de p car il divise |G|, et
|Z(G)| � 1. Le nombre |Z(G)| est donc une puissance non nulle de p puisqu’il
est � 1, qu’il est divisible par p et qu’il doit diviser |G| = pk.

(c) D’après (b), |Z(G)| = p ou p2. Soit x 	= 1 un élement de Z(G) ; le sous-groupe
< x > est contenu dans Z(G) et x est d’ordre p ou p2. Si x est d’ordre p2, G est
commutatif car alorsG = Z(G). Si x est d’ordre p, le sous-groupe<x> est distingué
dans G, puisque < x >⊂ Z(G). Le groupe quotient G/ < x > est d’ordre p donc
cyclique par (a). Soit y ∈ G dont l’image y dans G/ < x > engendre G/ < x > (il
suffit que y 	= 1). Alors tout élément de G s’écrit de manière unique comme xayb

avec 0 � a � p − 1 et 0 � b � p − 1 (comme il y a p2 tels éléments, il suffit de
voir que ces éléments sont distincts deux à deux, ce qui est un exercice facile laissé au
lecteur). Comme x ∈ Z(G), on voit que deux tels éléments commutent et donc que G
est abélien. �

3) On peut évidemment généraliser l’équation aux classes (1) au cas général d’une
action d’un groupeG sur un ensemble finiE en exprimant queE est réunion disjointe
des orbites.

4.3.2. *Simplicité de An

Théorème 4.31. Pour n 	= 4, le groupe alterné An est simple.
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Démonstration. Les groupes A2 = S2 � (Z/2Z,+) et A3 � (Z/3Z,+) sont
simples. Pour n � 5, la stratégie est la suivante : on sait que les 3-cycles engendrent
An pour n � 3 (remarque 4.18). On va montrer que pour n � 5, les 3-cycles sont
conjugués dans An (on sait déjà qu’ils le sont dans Sn). Si H An est un sous-groupe
distingué, il suffira de montrer que H contient un 3-cycle, car alors il les contiendra
tous et sera donc égal à An. �

Lemme 4.32. Pour n � 5, les 3-cycles sont conjugués dans An.

Démonstration. Soient c1 et c2 deux 3-cycles ; on sait qu’il existe σ ∈ Sn tel que
c1 = σ−1c2σ (remarque 4.13). Si c1 = (i1 i2 i3), c2 = (j1 j2 j3), σ est défini par
σ(i1) = j1, σ(i2) = j2, σ(i3) = j3. Si σ 	∈ An et si n � 5, il existe deux éléments
i4 et i5 différents de i1, i2, i3 ; si on pose alors τ = (i4 i5), l’élément σ̃ = στ est dans
An et l’on a aussi c1 = σ̃−1c2σ̃. �

Montrons maintenant le théorème.

Démonstration. Soit H un sous-groupe distingué de An et notons r le minimum des
cardinaux des supports des éléments de H −{Id}. Le but est de montrer que r = 3 et
donc qu’il existe un 3-cycle appartenant à H .

Soit tout d’abord σ ∈ H distinct de l’identité et a tel que b = σ(a) 	= a. On
considère alors s = (a b c) avec c 	∈ {a, b, σ(b)}. Soit τ = sσs−1σ−1 qui ap-
partient à H car, H étant un sous-groupe distingué, il contient sσs−1 et σ−1. On a
τ = (a b c) ◦ (b σ(a) σ(b)) qui est donc de support de cardinal inférieur à 5. Pour
conclure que r � 5, il reste à vérifier que τ n’est pas l’identité. Or on a τ(c) 	= c car
c 	= σ(b).

Supposons alors que r = 5 ; un élément de An de support de cardinal 5 est forcément
un 5-cycle qui quitte à renuméroter les éléments est (1 2 3 4 5). On calcule à nouveau
un commutateur soit

(1 2 3 4 5)◦(4 5 2)◦(1 2 3 4 5)−1 ◦(4 5 2)−1 = (1 2 3 4 5)◦(1 2 3 5 4) = (1 3)(2 4)

d’où la contradiction.

Supposons donc que r = 4 ; un élément de An de support de cardinal 4 est forcément
à renumérotation près, (1 2)(3 4). On introduit le commutateur

(1 2)(3 4) ◦ (4 5) ◦ (1 2)(3 4) ◦ (4 5) = (3 5 4)

On a ainsi r � 3 et commeAn ne contient aucun élément de support de cardinal 2, on
conclut que r = 3 et donc que H contient un 3-cycle. �

Corollaire 4.33. Les seuls sous-groupes distingués de Sn sont {0} et {An} pour
n = 3 et n � 5.
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4.3.3. ∗Les théorèmes de Sylow

Définition 4.34. SoitG un groupe fini d’ordre n = |G|, p un nombre premier tel que
p|n, r � 1 le plus grand entier tel que pr|n. Alors un sous-groupe de Sylow de G (on
dit aussi p-Sylow) est un sous-groupe d’ordre pr. Nous noterons Sp (ou plutôt S s’il
n’y a pas d’ambiguïté) l’ensemble des p-Sylow de G.

Théorème 4.35. Soit G un groupe fini, p un nombre premier divisant l’ordre de G. Il
existe alors un p-Sylow (autrement dit, l’ensemble S est non vide).

Lemme 4.36. Soient p un nombre premier, m et r des entiers > 0. Alors(
prm

pr

)
≡ m mod p. (2)

Démonstration. On a l’identité :

(1 +X)p =
p∑
i=0

(
p

i

)
Xi

dans l’anneau de polynômes Z[X], d’où (1 + X)p ≡ 1 + Xp mod p puisque(p
i

)
= p(p−1)...(p−i+1)

i(i−1)...1 ≡ 0 mod p (p divise le numérateur et pas le dénominateur), et
donc :

(1 +X)p
2

= ((1 +X)p)p ≡ (1 +Xp)p ≡ (1 +Xp2
) mod p

On en déduit par récurrence sur r que pour tout entier r � 0 on a (1+X)p
r ≡ 1+Xpr

mod
p, d’où :

(1 +X)p
rm =

(
(1 +X)p

r)m ≡ (1 +Xpr

)m mod p.

En identifiant les termes Xpr

dans (1 +X)mp
r

et (1 +Xpr

)m, on trouve ainsi :(
prm

pr

)
≡ m mod p.

�

Démonstration. (du théorème 4.35). Posons |G| = prm avec r � 1 et p ∧m = 1.
SoitE l’ensemble des parties deG à pr éléments ; il faut montrer qu’il existe au moins
un sous-groupe de G parmi les éléments de E.
Le groupe G opère sur E par translations à gauche (exemple 4.23). Notons ω(X)
l’orbite d’un éléments X ∈ E sous cette action (4.25). On a |E| =

( n
pr

)
=
(prm
pr

)
≡ m mod p par (2) ; il existe donc X0 ∈ E tel que p ne divise pas |ω(X0)| (puisque
E est la réunion disjointe des orbites ω(X) et p∧m = 1). SoitH ⊂ G le stabilisateur
de X0 (4.25) ; on a |G|/|H| = |ω(X0)| (proposition 4.27) et donc pr divise |H|
puisque |G| = mpr avec p ∧m = 1. On a donc |H| � pr. Montrons que |H| = pr :
soit x ∈ X0 ; on a hx ∈ HX0 = X0 ∀h ∈ H , d’où H ⊂ X0x

−1 ; on a donc
|H| � |X0x

−1| = pr et donc bien |H| = pr, i.e.H est un p-Sylow. �
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Énonçons maintenant le second théorème de Sylow qui décrit les propriétés de l’en-
semble S des sous-groupes de Sylow de G.

Théorème 4.37. Sous les hypothèses du théorème 4.35, on a les propriétés suivantes :

1. soit K ⊂ G un p-sous-groupe (i.e. tel que |K| soit une puissance de p). Il existe un
p-Sylow H tel que K ⊂ H ;

2. si H et H ′ sont deux p-Sylow, ils sont conjugués dans G (il existe g ∈ G tel que
H = g−1H ′g) ;

3. |S| ≡ 1 mod p et |S| divise m.

Démonstration. Remarquons d’abord que le conjugué d’un p-Sylow est un p-Sylow,
et que donc G opère sur S par conjuguaison. Soit K un p-sous-groupe de G, H un
p-Sylow, ω(H) l’orbite de H ; si S ⊂ G est le stabilisateur de H , on a H ⊂ S
et donc |ω(H)| = |G|/|S| est non divisible par p (car H ⊂ S implique que |S|
est divisible par pr par le théorème de Lagrange). Si on restreint l’action de G sur
ω(H) au sous-groupe K , on voit donc par la formule des classes (1) qu’il existe
H1 ∈ ω(H) fixé par K , puisque par hypothèse |K| est une puissance de p. On a
donc k−1H1k = H1 ∀ k ∈ K ; l’ensemble des l ∈ G tels que l−1H1l = H1

est ainsi un sous-groupe L de G tel que K ⊂ L (et évidemment aussi H1 ⊂ L) ;
de plus H1 est distingué dans L par définition de L. Le sous-groupe H1 étant un p-
Sylow, |L/H1| = |L|/|H1| n’est pas divisible par p (puisque |L| est un diviseur de
n = mpr) ; soit π : L → L/H1 le morphisme canonique. Le groupe K étant un p-
groupe, il en est de même pour le sous-groupe π(K) de L/H1 (car |π(K)| divise |K|
qui est une puissance de p). Comme par le théorème de Lagrange |π(K)| doit diviser
|L/H1|, on en déduit π(K) = {e}, i.e. K ⊂ H1, d’où 1., et 2. en prenant pour K un
p-Sylow (on a alors K = H1).
Montrons 3. Soit H ∈ S un p-Sylow, S ⊂ G le sous-groupe stabilisateur de H (pour
l’action de G sur S par conjugaison). On a H ⊂ S, et S est l’orbite de H par la
condition 2. Donc |S| = |G|/|S| ≡ 1 mod p. Enfin |S| divise mpr = |G| par la
condition 2. puisque S est l’orbite de n’importe quel p-Sylow et donc |S| divise m
puisque |S| ≡ 1 mod p. �

Exemples 4.38.

1. Soit G un groupe abélien fini, p un nombre premier tel que p divise |G|. Les
théorèmes 4.35 et 4.37 impliquent que |S| = 1 : il y a un et un seul p-Sylow
dans G, le groupe G(p). De plus G est somme directe de tous ses sous-groupes de
Sylow (proposition 2.48).

2. Soit Fp = Z/pZ le corps à p éléments, G = GLn(Fp) (matrices inversibles à
coefficients dans Fp).
On a

|G| = (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1) (3)

(exercice : il suffit de compter les bases de (Fp)n). Alors le sous-groupe H formé
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des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale principale est un
p-Sylow de G. On a en effet |H| = p× p2 × · · · × pn−1 = pn(n−1)/2 et

|G| = pn(n−1)/2(pn − 1)(pn−1 − 1) . . . (p− 1) = pn(n−1)/2m

avec m ∧ p = 1.

4.4 QUELQUES EXEMPLES LIÉS À LA GÉOMÉTRIE

4.4.1. Le groupe orthogonal en dimension 2

Les applications linéaires R2 → R2 qui sont des isométries forment un groupe (avec
comme opération la composition) noté O(R2). Une application linéaire f de R2

dans lui-même est dans O(R2) si et seulement si l’image (f(e1), f(e2)) de la base
canonique (e1, e2) de R2 est une base orthonormale de R2. Si Mf est la matrice qui
représente f dans la base (e1, e2), les vecteurs f(e1), f(e2) développés dans la base
(e1, e2) forment par définition les colonnes de Mf . Les matrices M représentant les
éléments de O(R2) sont donc caractérisées par la relation :

M tM = tMM = I, (4)

I représentant la matrice identité de rang deux. Cette relation implique que
detM = ±1.

Définition 4.39.

1. Le groupe O(R2) s’appelle le groupe orthogonal (en dimension 2). Ce groupe
s’identifie au groupe des matrices M de rang 2 vérifiant la relation (4) que nous
noteronsO2(R). Les matrices M ∈ O2(R) sont dites orthogonales.

2. On note SO(R2) le sous-groupe de O(R2) formé des isométries qui conservent
l’orientation, i.e. dont la matrice M est de déterminant +1 (on note SO2(R) le
sous-groupe des matrices M ∈ O2(R) de déterminant 1).

NotonsU le groupe (multiplicatif) des nombres complexes de module 1. Si on identifie
C à R2 par z = x + iy �→ (x, y) (notons que cette identification oriente canonique-
ment R2, i.e. choisit la base (e1, e2) comme étant directe), l’ensemble U s’identifie au
cercle S1 ⊂ R2.

Lemme 4.40. Soit b = (f1, f2) une base orthonormale de R2.

1. Tout élément f ∈ SO(R2) est représenté dans la base b par une matrice de la

forme M =
(
a −b
b a

)
avec a2 + b2 = 1.

2. L’application qui à f ∈ SO(R2) fait correspondre la matrice M est un isomor-
phisme de SO(R2) sur le groupe multiplicatif SO2(R) des matrices de la forme(
a −b
b a

)
avec a2 + b2 = 1 (cet isomorphisme dépend de la base b choisie).
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3. L’application SO2(R)→ U définie comme

(
a −b
b a

)
�→ a+ ib est un isomor-

phisme de groupes.

Démonstration. Soit A =
(
a c
b d

)
une matrice de SO2(R). On a

a2 + b2 = c2 + d2 = 1, ac + bd = 0 et ad − bc = 1 par (4). Si a = 0, on trouve

aussitôt d = 0, d’où c = ±1, b = ±1, b = −c, et A =
(

0 −1
1 0

)
ou

(
0 1
−1 0

)
.

Si a 	= 0, on trouve en éliminant c que d = ±a et de même b = ±c, d’où a = d et

c = −b puisque ad− bc = 1. On a donc A =
(
a −b
b a

)
avec a2 + b2 = 1.

La démonstration de 2. et 3. est immédiate. �

Remarque 4.41. Le lecteur vérifiera à titre d’exercice que l’application
SO2(R) → U ci-dessus est aussi un homéomorphisme (SO2(R) est un
sous-espace topologique de M4(R) � R4 et U est un sous-espace de
C � R2).

4.4.2. Angles

Rappelons l’existence d’un morphisme de groupes surjectif :

R→ Udonné par
θ �→ eiθ = cos θ + i sin θ

de période 2π.

On définit les angles comme les éléments de U . Tout angle est donc de la forme e iθ

avec θ ∈ R ; le nombre θ est la mesure de l’angle (définie à 2kπ près) ; on fait souvent
l’abus de langage consistant à confondre l’angle et sa mesure, et à parler de « l’angle
θ », bien que θ ne soit pas un angle, mais un nombre réel, que l’on prend en général
compris entre 0 et 2π ou entre −π et π puisque deux nombres qui diffèrent de 2kπ
définissent le même angle ; on a fait cet abus de langage dans l’énoncé de la proposition
4.42 ci-dessous.

Proposition 4.42. Tout élément f ∈ SO(R2) est représenté par une matrice de la
forme :

A =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
;

on dit que f est la rotation d’angle θ.
Tout élément de g ∈ O(R2)\SO(R2) est une symétrie orthogonale par rapport à une
droite (passant par O), on dit aussi que g est une réflexion. La matrice correspondant
à g s’écrit :

A =
(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
si l’axe de symétrie de g fait un angle θ/2 avec l’axe des x (i.e.si l’axe de symétrie est
l’image de l’axe des x par la rotation d’angle θ/2).
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Démonstration. D’après le lemme 4.40, l’élément A ∈ SO2(R) peut s’écrire :

A =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
θ (défini modulo 2π) étant la mesure de l’angle de la rotation de matrice A.
Une rotation de R2 est donc caractérisée de trois manières : soit par sa matrice A, soit
par son angle eiθ, soit par la mesure θ ∈ R de cet angle (définie modulo 2π). Comme il
a été noté plus haut, on fait souvent l’abus de langage qui consiste à confondre l’angle
et sa mesure, et de parler de « rotation d’angle θ ».
Si maintenant ad− bc = −1, le même raisonnement montre que l’on peut écrire :

A =
(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
Les relations a + d = 0 et ad − bc = −1 montrent alors que les valeurs propres de
A sont 1 et −1, et le calcul classique montre que le sous-espace propre correspondant
à la valeur propre 1 est engendré par le vecteur de coordonnées (cos θ/2, sin θ/2),
l’autre espace propre lui étant orthogonal (puisque A est symétrique). Dans cette

base de vecteurs propres, la matrice A′ de g s’écrit alors

(
1 0
0 −1

)
. Cela achève

la démonstration de la proposition. �

Remarque 4.43. Définition « géométrique » des angles

Se donner une demi-droite D d’origine O revient à se donner le point d’inter-
section de D et S1, donc un élément eiθ de U .

De même, se donner un couple (ordonné) (D1,D2) de demi-droites d’origine
O revient à se donner un couple (eiθ1 , eiθ2) d’éléments de U . On définit alors
l’angle D̂1,D2 comme l’élément ei(θ2−θ1) de U .

Si on considère l’action de SO(R2) � U sur les couples (D1,D2) de demi-
droites donnée par :

eiθ.(eiθ1 , eiθ2) �→ (ei(θ1+θ), ei(θ2+θ)),

on voit que deux angles de demi-droites sont les mêmes si et seulement s’ils
sont dans la même orbite pour cette action.

On peut donc aussi définir les angles comme les orbites de l’action de SO(R2)
sur les couples (ordonnés) de demi-droites d’origine O : c’est cette définition
que l’on peut appeler « définition géométrique des angles ».

Signalons quelques propriétés algébriques du groupeO(R2) dont la démonstration est
laissée au lecteur.
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Proposition 4.44.

1. Soit rθ la rotation d’angle θ (−π < θ � π), s une réflexion. Alors on a

srθs
−1 = r−θ = r−1

θ .

2. Le groupeO(R2) est engendré par les réflexions. Plus précisément :

• Tout élément de O(R2) \ SO(R2) est un réflexion.

• Toute rotation rθ est le produit de deux réflexions dont l’angle des axes vaut θ/2
(θ est défini modulo 2π ; θ/2 est donc défini modulo π ; c’est l’angle de deux
droites non orientées).

• Réciproquement, le produit de deux réflexions par rapport à des droites qui font
un angle de θ/2 (modulo π) est la rotation d’angle θ.

3. Le groupe SO(R2) est commutatif ; le centre de O(R2) est le sous-groupe formé
de {Id,− Id}.

Remarquons enfin que si (f1, f2) est une base orthonormale directe de R2 (i.e. image
de la base canonique par une rotation), la matrice de la rotationRθ d’angle θ dans cette

base est encore A =
(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
puisqu’elle s’écrit Q−1AQ, Q ∈ SO2(R)

étant la matrice de changement de bases, et que SO2(R) est commutatif.

En revanche, si la base (f1, f2) n’est pas directe, il résulte de la proposition 4.44, 1.,
que la matrice de la rotation Rθ dans la base (f1, f2) est la matrice A−1 (obtenue en
changeant θ en −θ dans A).

4.4.3. Sous-groupes finis de O(R2)

Définition 4.45. On appelle groupe dihédral d’indice n un sous-groupe de O(R2)
formé des isométries linéaires qui laissent globalement invariant un polygône régulier
P à n sommets (et de centre O).

L’identité est l’élément neutre d’un tel groupe que l’on note Dn par abus de langage
(en omettant la référence au polygône P).

Si Dn et D′
n sont deux groupes dihédraux de même indice n, ils sont conjugués dans

O(R2) : il existe une rotation σ ∈ SO(R2) telle queD′
n = σ−1Dnσ (exercice facile).

En particulier, les groupes Dn et D′
n sont isomorphes.

Proposition 4.46. Soit Dn un groupe dihédral. Le groupe Dn est engendré par deux
éléments r et s vérifiant les relations suivantes (en notant 1 l’élément neutre de Dn) :

rn = 1, s2 = 1, sr = rn−1s ; (5)

on a |Dn| = 2n et tout groupe engendré par deux éléments r et s satisfaisant ces
relations est isomorphe à Dn.
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Démonstration. Montrons que le groupe Dn est engendré par la rotation r d’angle
2π/n, et une symétrie orthogonale s par rapport à une droite joignant O à un sommet
du polygôneP . Soit {Ai} l’ensemble des sommets deP , s la symétrie orthogonale par
rapport à la droiteOA1. Soit φ ∈ O(R2) laissant globalement invariantP . Supposons
que φ(A1) = Ak. Il existe un entier q, 0 � q � n − 1 unique tel que rq(A1) = Ak,
d’où rq(A1) = φ(A1). On a donc soit r−qφ = Id, i.e.φ = rq, soit r−qφ = s i.e.
φ = rqs.

Tout élément de Dn s’écrit ainsi de manière unique comme rq ou rqs avec
0 � q � n − 1, ce qui implique que |Dn| = 2n. Si on a un groupe G engendré
par deux éléments r′ et s′ satisfaisant (5), il est alors facile de voir que l’application
φ : G→ Dn définie par φ(r′) = r et φ(s′) = s est un isomorphisme de groupes. �

Exemples 4.47.

1. Un groupe D2 a quatre éléments : ± l’identité et deux réflexions s et s ′ (on voit
facilement qu’il est isomorphe au « groupe de Klein » Z/2Z× Z/2Z).

2. On a D3 � S3, comme il a été vu dans la remarque 4.13.

Théorème 4.48. Soit G ⊂ O(R2) un sous-groupe d’ordre fini q. Alors G est iso-
morphe soit au groupe cyclique Z/qZ (et alors G ⊂ SO(R2)), soit à un groupe
dihédralDn (et q = 2n).

Démonstration. a) Supposons d’abord G ⊂ SO(R2) (et donc G commutatif).
Chaque élément g de G est une rotation rg d’angle θg, que l’on peut supposer tel que
0 � θg < 2π (cf. la proposition 4.42 : on identifie un angle avec sa mesure comprise
entre 0 et 2π). Comme G est fini, il existe un θ0 > 0 minimal parmi les θg non nuls
(car on suppose G 	= {Id}). Montrons que G est cyclique engendré par la rotation r0

d’angle θ0. Si g ∈ G, il existe un entier k > 0 unique tel que 0 � θg − kθ0 < θ0.
Mais θg − kθ0 est l’angle de la rotation (rg)(r0)−k ∈ G (rappelons que l’application
φ : SO2(R) → U ci-dessus permet d’identifier une rotation d’angle θ avec l’élément
eiθ ∈ U ), ce qui implique que θg − kθ0 = 0 par minimalité de θ0, et donc θg = kθ0,
ou rg = rk0 . Le groupe G est ainsi cyclique, donc isomorphe à Z/qZ pour q égal
l’ordre de G.

b) Si G 	⊂ SO(R2), soit H = G ∩ SO(R2). H est isomorphe à Z/nZ pour un
entier n par a). Soit s ∈ G une réflexion (i.e. un élément deG non dansH) ; on a alors
G = H ∪ sH comme on le vérifie immédiatement. Le groupe G est donc engendré
par les deux éléments h (générateur de H) et s, qui vérifient les relations :

hn = Id, s2 = Id, hs = sh−1 = shn−1

(la dernière résultant du fait que sh est une symétrie, donc shsh = Id d’où shs = h−1

et hs = sh−1) ; ces relations sont les relations (5) où l’on a posé 1 = Id. Le groupe
G est donc bien isomorphe à un groupe dihédral Dn. �
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4.4.4. Le groupe orthogonal en dimension 3

Dans tout ce paragraphe, les droites (resp. les plans) seront toujours des droites (resp.
des plans) contenant l’origine, i.e. des droites (resp. des plans) vectorielles (resp. vec-
toriels). L’ensemble des applications linéaires R3 → R3 qui sont des isométries
forme un groupe (avec comme opération la composition) noté O(R3). Une appli-
cation linéaire f de R3 dans lui-même est dans O(R3) si et seulement si l’image
(f(e1), f(e2), f(e3)) de la base canonique (e1, e2, e3) de R3 est une base orthonor-
male de R3. SiMf est la matrice qui représente f dans la base (e1, e2, e3), les vecteurs
f(e1), f(e2), f(e3) développés dans la base (e1, e2, e3) forment par définition les
colonnes de Mf . Les matrices M représentant les éléments de O(R3) sont donc
caractérisées par la relation :

M tM = tMM = I, (6)

I représentant la matrice identité de rang trois. Cette relation implique que detM=±1.

Définition 4.49.

1. Le groupe O(R3) s’appelle le groupe orthogonal (en dimension 3). Ce groupe
s’identifie au groupe des matrices M de rang 3 vérifiant la relation (6). Nous
noterons O3(R) ce groupe de matrices. Les matrices M ∈ O3(R) sont dites
orthogonales.

2. On note SO(R3) le sous-groupe de O(R3) formé des isométries qui conservent
l’orientation, i.e. dont la matrice M est de déterminant +1. La notation SO3(R)
désigne le sous-groupe des matrices M ∈ O3(R) de déterminant 1.

Remarque 4.50. Si f ∈ O(R3) et si M ′ est la matrice représentant l’applica-
tion f dans une base orthonormale quelconque (pas nécessairement la base ca-
nonique),M ′ est aussi une matrice orthogonale (vérification immédiate : siM
est la matrice qui représente f dans la base canonique, on a M ′ = Q−1MQ,
avec Q,M et Q−1 orthogonales).

Donnons maintenant quelques exemples classiques d’éléments de O(R3).

Exemples 4.51.

1. Soit f la symétrie orthogonale par rapport à un plan P . Alors f ∈ O(R3)\SO(R3)
(i.e. detMf = −1) ; on dit que f est une réflexion. Dans une base orthonormale
convenable (formée de deux vecteurs de P et d’un vecteur orthogonal), la matrice
de f s’écrit : ⎛

⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞
⎠ (7)
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2. Soit f la symétrie orthogonale par rapport à une droite D. Alors f ∈ SO(R3) ; on
dit que f est un renversement. Dans une base orthonormale convenable, la matrice

de f s’écrit

⎛
⎝ 1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎠.

3. Soient D une droite orientée (par un vecteur unitaire V1 porté par D), P le plan
orthogonal àD. On peut choisir une base orthonormale (V2, V3) de P de façon à ce
que la base (V1, V2, V3) de R3 soit orthonormale directe (i.e.det(V1, V2, V3) = +1).
Soit θ un angle (que l’on peut choisir par exemple tel que −π < θ � π, cf. la
proposition 4.42). On appelle rotation d’angle θ et d’axe D l’application linéaire f
dont la matrice dans la base (V1, V2, V3) s’écrit :

M =

⎛
⎝ 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠ ; (8)

on a f ∈ SO(R3), la droite D est fixée par f (c’est l’axe de la rotation), et la
restriction de f au plan P (orienté par la base (V2, V3)) est la rotation d’angle θ.
Dans le cas où θ = π, on retrouve les renversements.

Proposition 4.52. Soit M une matrice (3,3) orthogonale (i.e.telle que M ∈ O3(R)).
Alors :
1. M a toujours une valeur propre réelle λ1 = ±1. Les valeurs propres (réelles ou

complexes) de M sont de module 1.
2. Si M ∈ SO3(R), M a une valeur propre λ1 = 1. Si V1 est un vecteur propre

unitaire pour λ1, l’application f de matrice M (dans la base canonique) est une
rotation d’axe la droite (orientée) D définie par V1. La matrice de f est donc de la
forme (8) dans une base orthonormale convenable (ayant pour premier vecteur le
vecteur V1).

3. Si M ∈ O3(R) \ SO3(R), M a une valeur propre λ1 = −1. Si V1 est un vecteur
propre unitaire pour la valeur propre λ1, l’application f définie par la matrice
M est la composée d’une rotation f1 d’axe D, droite orientée définie par V1, et
d’une réflexion s par rapport au plan P orthogonal à D. Les applications s et f1

commutent, et la matrice de f dans une base orthonormale convenable (de premier
vecteur V1) est de la forme :

M =

⎛
⎝ −1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠ (9)

Démonstration.
1. Soit χ(X) ∈ R[X] le polynôme caractéristique de M . Le polynôme χ(X) étant
de degré 3, il a une racine réelle λ1. Si λ est une valeur propre réelle de M , V un
vecteur propre associé, notons encore V la matrice colonne de V développé dans la
base canonique. On a alors MV = λV d’où tV tM = λ tV et

‖V ‖2 =t V.V =t V tMMV = λ2 tV .V = λ2‖V ‖2,
d’où λ2 = 1 puisque V 	= 0.
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Si maintenant λ2 ∈ C est une racine non réelle de χ(X), λ2 est aussi racine (propo-
sition 5.4), et on a |λ1λ2λ2| = |det(M)| = 1 (cf. la définition 5.35 ; rappelons que le
terme constant de χ(X) est égal à − det(M)), d’où |λ2|2 = 1.

2. Supposons M ∈ SO3(R) ; on a alors detM = 1. Soient λ1, λ2 et λ3 les valeurs
propres de M avec λ1 = ±1. On a λ1λ2λ3 = detM = 1. Si λ2 	∈ R, on a λ3 = λ2

et λ2λ3 = λ2λ2 = ‖λ2‖2 = 1, d’où λ1 = 1.
Si λ1, λ2 et λ3 sont réelles, elles ne peuvent être toutes égales à −1 puisque leur
produit vaut 1. La matrice M a donc au moins une valeur propre égale à 1, que l’on
note λ1.
Soit maintenant V1 un vecteur propre correspondant à λ1 ; les points de la droite D
définie par V1 sont invariants par l’application linéaire f de matrice M ; il suffit alors
d’appliquer les résultats du paragraphe précédent dans le plan orthogonal à V1.

3. Si M ∈ O3(R) \ SO3(R), on a detM = −1 et le même raisonnement que
pour 2.ci-dessus montre qu’il existe une valeur propre λ1 = −1. Si V1 est un vecteur
propre correspondant à λ1 et P le plan orthogonal à V1, notons s la réflexion définie
par P , S sa matrice dans la base canonique. On voit alors immédiatement que l’on a
SM = MS ∈ SO3(R), et on peut appliquer 2. à la matrice MS. �

4.4.5. ∗Générateurs et centre

Étudions maintenant quelques propriétés algébriques du groupe O(R3).

Proposition 4.53.

1. Le groupe O(R3) est engendré par les réflexions ; plus précisément, tout élément
de O(R3) peut s’écrire comme le produit d’au plus trois réflexions ; tout élément
de SO(R3) peut s’écrire comme le produit de deux réflexions.

2. Le groupe SO(R3) est engendré par les renversements. Tout élément de SO(R3)
peut s’écrire comme le produit de deux renversements.

Démonstration.
1. Soit d’abord f ∈ SO(R3) une rotation d’axe D. Alors f est le produit de deux
réflexions par des plans contenant D (on applique la proposition 4.44 dans le plan P
orthogonal à D).
Soit maintenant f ∈ O(R3) \ SO(R3). Soit s une réflexion ; on a fs ∈ SO(R3). Il
existe donc deux réflexions s1 et s2 telles que fs = s1s2, d’où f = s1s2s.
2. Soit f ∈ SO(R3). On peut donc écrire par ce qui précède f = s1s2 où s1 et s2 sont
des réflexions. Mais l’opposé −s d’une réflexion s est un renversement, comme on le
voit par exemple sur la forme matricielle (7). L’application f est donc bien le produit
de deux renversements, car on a f = (−s1)(−s2). �

Proposition 4.54. Le centre de O(R3) est {Id,−Id}, Id désignant l’identité. Le
centre de SO(R3) est réduit à {Id}.

Commençons par démontrer deux lemmes.
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Lemme 4.55. Soit f ∈ GL(Rn) (i.e. f est une aplication linéaire inversible) qui
laisse stable toutes les droites vectorielles, alors f est une homothétie.

Démonstration. Le cas n = 1 est évident. Si n � 2, soient V1 et V2 deux vec-
teurs indépendants de Rn. On a par hypothèse f(V1) = λ1V1, f(V2) = λ2V2,
f(V1 + V2) = λ3(V1 + V2) avec λi ∈ R \ {0}.
On a donc la relation λ3(V1 + V2) = λ1V1 + λ2V2, ce qui implique tout de suite
que λ1 = λ2 = λ3 puisque V1 et V2 sont linéairement indépendants ; on voit donc en
faisant varier V2 que f est bien une homothétie. �

Lemme 4.56. Soit rθ une rotation d’axe une droite (orientée) D et d’angle θ (on
suppose−π < θ � π). Alors :

• si g ∈ SO(R3), grθg−1 est la rotation d’axe g(D) et d’angle θ ;

• si g ∈ O(R3) \ SO(R3), grθg−1 est la rotation d’axe g(D) et d’angle −θ.

Démonstration. D’après la proposition 4.53, l’élément g est produit de deux ré-
flexions si g ∈ SO(R3) et de trois réflexions si g ∈ O(R3) \ SO(R3). Il suffit
donc de montrer le lemme dans le cas où g est une réflexion.
Il est clair que la droite g(D) est fixe sous l’action de r̃ = grθg

−1. Comme
r̃ ∈ SO(R3) (parce que le déterminant de la matrice associée vaut +1), c’est
donc une rotation d’axe g(D) ; pour caractériser son angle θ̃ ∈] − π, π], il suffit de
déterminer l’angle entre un vecteur V1 ∈ g(D)⊥ (g(D)⊥ est le plan orthogonal à la
droite g(D)) et son image V2 = r̃(V1) qui est aussi dans le plan g(D)⊥.

Rappelons comment on peut définir l’angle eiθ entre deux vecteursW1 etW2 unitaires
et non colinéaires de R3. Un angle d’un plan euclidien orienté est caractérisé par son
cosinus et son sinus. On choisit un vecteur unitaire W3 orthogonal au plan (W1,W2),
ce qui oriente ce plan (en définissant une base directe de ce plan comme une base
(f1, f2) telle que la base (w3, f1, f2) soit une base directe de R3) et permet de parler

de l’angle θ = Ŵ1,W2. On a alors :

cos θ = W1.W2

sin θ = det(W1,W2,W3)
(10)

où W1.W2 est le produit scalaire et (W1,W2,W3) la matrice des Wi développés
en colonnes sur la base canonique. En effet, dans la base orthonormale directe
(f1, f2, f3) telle que f1 = W3, f2 = W1, la matrice (W3,W1,W2) s’écrit :⎛
⎝1 0 0

0 1 cos θ
0 0 sin θ

⎞
⎠, matrice de déterminant sin θ. Or ce déterminant est égal à celui de

la matrice (W1,W2,W3). Remarquons d’ailleurs que le déterminant de cette matrice
est le « produit mixte » des vecteurs unitaires W1,W2,W3. On voit donc que choisir
−W3 au lieu de W3 (ce qui change l’orientation du plan (W1,W2)) change sin θ en
− sin θ et donc θ en−θ si on a supposé−π < θ � π (si θ = π on pose aussi−θ = π
puisque θ est défini modulo 2π et que l’on a supposé que la mesure des angles était
dans l’intervalle ]− π, π]).
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Revenons à la preuve du lemme 4.56. Soit Pg le plan invariant par la réflexion g, et pre-
nons V1 ∈ Pg ∩ g(D)⊥, V2 = grθg

−1(V1) = r̃(V1), V3 = g(W ), W étant le vecteur
unitaire qui oriente la droite D. On a par hypothèse det(V1, rθ(V1),W ) = sin θ par
(10) et de même det(V1, r̃(V1), V3) = sin θ̃. Comme V1 est invariant par la réflexion
g par hypothèse, on a V1 = g(V1), r̃(V1) = g ◦ rθ(V1) et V3 = g(W ) et donc si Mg

désigne la matrice de l’endomorphisme g (dans la base canonique de R3), on a :

(V1, r̃(V1), V3) = Mg × (V1, rθ(V1),W )

d’où sin θ̃ = − sin θ (cf. (10)) puisque detMg = −1, et donc θ̃ = −θ (car on a
évidemment cos θ = cos θ̃). �

Montrons maintenant la proposition 4.54. Soit Z le centre de O(R3). Il est clair que
{Id,−Id} ⊂ Z . Réciproquement soient g ∈ Z , D une droite vectorielle, rD le
renversement défini par la droite D. Comme g ∈ Z , on a grDg−1 = rD, et aussi
grDg

−1 = rg(D) par le lemme 4.56. On a donc D = g(D) pour toute droite D, et le
lemme 4.55 montre que g est une homothétie ; comme g est aussi une isométrie, on a
bien g = ±Id. Le cas du groupe SO(R3) est analogue et laissé au lecteur (noter que
−Id 	∈ SO(R3) !). Cela achève la preuve de la proposition 4.54.

Remarque 4.57. Réciproquement, il est immédiat de voir que deux rotations
d’axes orientés D1 et D2 et de même angle θ sont conjuguées dans SO(R3) :
il suffit de montrer qu’il existe une rotation r telle que r(D1) = D2.

4.4.6. ∗Simplicité de SO(R3)

Théorème 4.58. Le groupe SO(R3) est simple.

Démonstration. Soit G un sous-groupe distingué non réduit à l’identité. On rappelle
(cf. la proposition 4.53) que O+(3,R) est engendré par les renversements et que
(remarque 4.57) tous les renversements sont conjugués dans SO(R3). Ainsi pour
montrer que G est égal à SO(R3) tout entier, il suffit de montrer que G contient
un renversement.
Soit alors u ∈ G, une rotation d’axe D et soit P le plan orthogonal à D à l’origine
de sorte que la restriction de u à P est une rotation d’angle θ. Quitte à remplacer u
par u−1, on peut supposer 0 < θ � π, et même 0 < θ < π car si θ = π, u est un
renversement et la démonstration est finie. �

Soient S2 la sphère unité de R3, x un point de S2, y = u(x) ; on note d la distance
entre x et y.

Lemme 4.59. Pour tout 0 � d′ � d, il existe x1, x2 des points de la sphère unité à
distance d′ l’un de l’autre et tels que x2 = u(x1).

Démonstration. Soit a ∈ D, ‖a‖ = 1. Donnons d’abord une démonstration
« heuristique » de ce lemme. Il est clair (cf. figure 4.1) que u transforme le grand
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cercle C1 de S2 passant par a et x en le grand cercle C2 passant par a et y = u(x).
Lorsque le point x1 parcourt C1 de x à a, la distance d(x1, x2) tend vers 0 de façon
continue ; elle prend donc toute valeur d′ (0 � d′ � d) par le théorème des valeurs
intermédiaires.
De manière plus précise, considérons le vecteur x+ λa (λ ∈ R).
On a ‖x + λa‖2 = 1 + λ2 et donc x1 = x+λa√

1+λ2 ∈ S2 et u(x1) = 1√
1+λ2 (y + λa)

(puisque u(a) = a) et donc ‖u(x1) − x1‖ = d√
1+λ2 . Si l’on suppose d′ 	= 0, il suffit

de prendre λ tel que d√
1+λ2 = d′, soit λ =

√
d2−d′2
d′ . �

.

.........................................

........................................

.......................................

......................................

.....................................

.....................................

......................................

.......................................

........................................

..........................................

.

............
............

.....

............
...........

.....

...........
...........

.....

...........
...........

.....

..........
..........

......

..........
.........
......

..........
..........
.....

.........

.........

......

.........
.........
.......

..........
..........
.......

..........
..........
........

...........
..........
.........

...........
...........
.........

...........
...........
..........

...........
...........
...........
.

������. ............ ............. ..............
...............

� �. ............ ........... ..........
x2 = u(x1)

y = u(x)
x

x1

a

.
...................

..................

..................

..................�...................

θ

Figure 4.1

Lemme 4.60. Étant donnés y1, y2 des points de S2 distants de d′ avec 0 � d′ � d, il
existe u′ ∈ G tel que u′(y1) = y2.

Démonstration. Prenons x1 et x2 deux points de S2 comme dans le lemme 4.59.
On a donc d(x1, x2) = d′ = d(y1, y2). Il existe une rotation r ∈ SO(R3) telle que
r(x1) = y1, r(x2) = y2 (exercice 4.18). On pose alors u′ = r−1ur (u′ ∈ G puisque
G est distingué). �

Démonstration. (du théorème) Considérons maintenant un point y1 ∈ S2 et la
rotation rn d’axe D et d’angle π/n. On a ‖rn(x) − x‖ = 2| sin(π/2n)| et donc
‖rn(x)− x‖ < d (avec toujours d = ‖u(x) − x‖).
D’après le lemme 4.60, il existe u′ ∈ G tel que u′(x) = rn(x) ; on a donc
u′n(x) = −x, ce qui entraîne que la rotation u′n ∈ G est un renversement. �
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EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

GROUPES

Exercice 4.1.

1. Soit G un groupe dont tous les éléments 	= 1 sont d’ordre 2. Montrer que G est
commutatif.

2. Montrer que l’ordre de G est alors de la forme 2n (raisonner par récurrence sur
l’ordre de G).

3. Soit G un groupe, H ⊂ G un sous-groupe d’indice 2. Montrer que H est distingué
dans G.

Exercice 4.2. Soient G un groupe et C un sous-groupe de son centre. Montrer que si
le groupe quotient G/C est cyclique, alors G est abélien.

Exercice 4.3. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe distingué de G d’ordre n.
On suppose que n est premier avec l’indice de H dans G. Montrer que H est le seul
sous-groupe d’ordre n de G.

Exercice 4.4. Soit G un groupe. On note e l’élément neutre de G. Étant donnés deux
sous-groupes A et B de G, on désigne par AB le sous-ensemble de G formé des
éléments de G de la forme ab, où a est dans A et où b est dans B.

Considérons désormais deux sous-groupesH et K de G.

1. Montrer que HK=KH si et seulement si HK est un sous-groupe de G.

2. Montrer que si H est distingué dans G on a HK=KH (et donc HK est un sous-
groupe de G).

3. Montrer que si H est distingué dans G l’application ϕ : K → HK/H définie par
ϕ(k) = kH réalise (par passage au quotient) un isomorphisme de K/H ∩ K sur
HK/H .

4. Montrer que si H et K sont distingués dans G et si H ∩ K = {e}, l’application
ψ : H ×K → HK définie par ψ

(
(h, k)

)
= hk est un isomorphisme de groupes.

Soit SL2(Z) le groupe des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients dans Z dont le
déterminant est 1. Posons

M =
(

0 1
−1 0

)
et N =

(
0 1
−1 −1.

)
5. Déterminer l’ordre de M , de N et de MN dans SL2(Z).
6. Soient H (resp. K) le sous-groupe de SL2(Z) engendré par M (resp. par N ).

Montrer que HK n’est pas un groupe.
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Exercice 4.5.

1. Soit G un groupe non commutatif d’ordre 10 ; montrer que G contient un élément
d’ordre 5 (utiliser la question 1. de l’exercice 4.1).

2. Montrer que G contient un sous-groupe distingué H d’ordre 5 et que tout élément
x ∈ G \H est d’ordre deux (considérer le groupe quotient G/H).

3. Montrer que G est isomorphe au groupe dihédral D5 (considérer l’ordre d’un élé-
ment xh).

Exercice 4.6. Soit p un nombre premier, G un groupe de cardinal pk. Montrer que
pour tout s � k, G possède un sous-groupe d’ordre ps (raisonner par récurrence sur k
en considérant le centre de G).

GROUPE SYMÉTRIQUE

Exercice 4.7. Dans le groupe symétrique S5, combien y a-t-il de 5-cycles distincts ?
de 4-cycles distincts ?

Exercice 4.8. Soit p � 5 un nombre premier et H ⊂ Sp un sous-groupe tel que
1 < [Sp : H] < p.

1. Montrer que tout cycle d’ordre p est contenu dans H .

2. Montrer que tout cycle d’ordre 3 est produit de deux cycles d’ordre p.

3. Montrer que H = Ap.

4. Montrer que S5 ne contient aucun sous-groupe de cardinal 30, 40.

Exercice 4.9. Soit σ l’élément de S11 :

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
10 7 9 11 2 1 3 5 8 4 6

)
.

Décomposer σ en un produit de cycles à supports disjoints. Préciser l’ordre de σ et la
signature de σ.

Exercice 4.10. (cf. la remarque 4.21).

1. Montrer que Sn est engendré par les systèmes suivants et pas par un sous-ensemble
strict :

(i) les transpositions (1 i) pour i = 2, · · · , n ;

(ii) les transpositions (i i+ 1) pour i = 1, · · · , n− 1 ;

(iii) le cycle cn = (1 · · · n) et la transposition τ = (1 2).
2. Montrer que An pour n � 3 est engendré par les 3-cycles.

3. Montrer que si un ensemble de k transpositions engendre Sn, alors k � n− 1.
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Exercices 91

Exercice 4.11. Donner la décomposition en cycles à supports disjoints de
(1 2 3)(2 4)(1 3) et de (1 2 · · · n− 1)(1 n) (cf. la proposition 4.14).

Exercice 4.12. Quel est l’ordre maximal d’un élément de S5 ?

Exercice 4.13. Quelle est la décomposition en cycles à supports disjoints de ck, où
c = (1 · · · n) ∈ Sn ?

OPÉRATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Exercice 4.14. Soit n � 5.

1. Soit H un sous-groupe d’indice n de Sn. Montrer que H est isomorphe à Sn−1.
(Le groupe Sn opère sur Sn/H par translations à gauche, ce qui donne un mor-
phisme φ de Sn dans les permutations de Sn/H ; montrer que φ est injectif et
déterminer l’image de H).

2. Soit H un sous-groupe d’indice k de Sn avec 1 < k < n. Montrer que k = 2 et
H = An.

Exercice 4.15. Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit facteur premier de l’ordre de
G. Montrer qu’un sous-groupe H de G d’indice p est distingué dans G (faire opérer
H sur l’ensemble quotient G/H des classes à gauche de G modulo H par translation
à gauche).

Exercice 4.16. Soit G un groupe fini d’ordre 21 opérant sur un ensemble fini E ayant
n éléments.

1. On suppose n = 19. On suppose aussi qu’il n’existe pas de point fixe dans E sous
l’action de G. Combien y a-t-il d’orbites dans E ? Quel est le nombre d’éléments
dans chacune de ces orbites ?

2. On suppose n = 11. Montrer qu’il existe au moins un point fixe dans E sous
l’action de G.

3. Soit n un entier> 11. Montrer qu’il existe un ensemble ayant n éléments sur lequel
G opère sans point fixe.

EXEMPLES LIÉS À LA GÉOMÉTRIE

Exercice 4.17. Soient E un espace vectoriel euclidien et f une isométrie de E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est une symétrie.

(ii) f est d’ordre 2 dans le groupe orthogonal de E.

(iii) f est diagonalisable.
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Exercice 4.18. Soient a et b deux vecteurs distincts de même norme de R3. Montrer
qu’il existe une unique symétrie par rapport à un plan de R3 qui transforme a en b.

Exercice 4.19. Soit u l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique
est

M =
1
4

⎛
⎝ −2 −√6

√
6√

6 1 3
−√6 3 1.

⎞
⎠

1. Montrer que u est une isométrie. Est-elle directe ou indirecte ?

2. Trouver une base orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de u soit de la forme :

M =

⎛
⎝ ε 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠

avec ε2 = 1 et θ∈R. Déterminer ε et cos θ. Expliciter sin θ dans la base considérée.

TROIS POLYÈDRES RÉGULIERS ET LEUR GROUPE

Exercice 4.20. Le tétraèdre régulier
On note IT le groupe des isométries qui laissent le tétraèdre globalement invariant et
DT le sous-groupe de IT constitué par les déplacements de IT .

1. Montrer que l’on peut considérer IT (resp. DT ) comme un sous-groupe de O(R3)
(resp. SO(R3)).

2. Montrer que IT est fini de cardinal � 24.

3. Montrer que IT � S4 et DT � A4.

Exercice 4.21. Le cube
Avec des notations analogues à celles du tétraèdre, on introduit IC et DC .

1. Montrer que IC est fini. Quel est l’indice [IC : DC ] ?

2. En faisant opérer IC sur l’ensemble ∆ des 4 diagonales, montrer que DC est
isomorphe à S4.

Exercice 4.22. L’octaèdre
Soit S la sphère circonscrite à l’octaèdre. Étant donné un point P 	= O, son plan
polaire est {M / ( �OM, �OP ) = 1}, où (., .) désigne le produit scalaire canonique.
De même le point dual d’un plan H ne contenant pas O est le point P tel que
( �OP , �OM) = 1 pour tout point M de H . On introduit le cube dont les faces sont les
plans polaires aux 6 sommets de l’octaèdre par rapport à S. On l’appelle le cube dual
à l’octaèdre. Montrer qu’une isométrie laisse l’octaèdre globalement invariant si et
seulement s’il laisse son cube dual globalement invariant. Donner alors le groupe de
l’octaèdre.
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Problèmes 93

PROBLÈMES

Problème 4.1. Le groupe dihédral d’ordre 26

Soient p un nombre premier, n un entier positif,G un groupe d’ordre pn etH ⊂ G un
sous-groupe d’indice p.

On note G/H l’ensemble (de cardinal p) des classes à gauches xH . On identifie le
groupe des permutations de l’ensemble {G/H} avec le groupe symétrique Sp et on
note :

φ : G→ Sp

le morphisme défini par la multiplication à gauche des classes par les éléments de G.

1. Montrer que

H1 = kerφ = ∩gHg−1,

l’intersection portant sur tous les éléments g ∈ G.

2. On suppose que p est le plus petit nombre premier divisant |G|. Montrer que H est
distingué (on montrera que H = H1).

3. Soit L un groupe fini dont tous les éléments sont d’ordre deux. Montrer que L est
commutatif.
Dans la suite, G est un groupe non commutatif d’ordre 26.

4. Montrer que G contient un élément d’ordre 13.

5. Montrer queG contient un sous-groupe distinguéH d’ordre 13, et que tout élément
x ∈ G, x 	∈ H est d’ordre deux.

6. Montrer que G est isomorphe au groupe dihédral D13.

Problème 4.2. « Jeu de taquin »

Le jeu de taquin, dit 15 − 14, fut commercialisé en 1873. Il s’agissait d’un carré
constitué de 15 cases numérotées de 1 à 15 ainsi qu’un seizième emplacement vide :

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14
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Une opération élémentaire consiste à faire glisser une des cases numérotées dans
l’espace libre comme dans la figure dessous :

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14 �

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

Le jeu suscita un engouement extraordinaire après le défi lancé par le fabricant qui
avait inversé les cases 14 et 15 et proposé une fortune au premier qui parviendrait à
remettre les cases dans le bon ordre.

Afin de résoudre le défi, on propose de numéroter la case vide par 16 et de noter la
configuration suivante :

3 5 11 6

7 9 14 12

1 10 2

4 15 8 13

sous la forme(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3 5 11 6 7 9 14 12 1 10 16 2 4 15 8 13

)
et de le considérer comme un élément de S16. Ainsi un mouvement élémentaire corres-
pond à une transposition de 16 avec un de ses voisins, ici 14, 10, 8 et 2. On considère
le marquage suivant :

� �

� �

� �

� �
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Problèmes 95

1. Montrer que si la case 16 est sur une case marquée (resp. non marquée) alors la
permutation associée est de signature 1 (resp. −1). Que penser du défi proposé à
l’époque ?

2. On inverse, en démontant le jeu, les cases 14 et 15. On veut alors déterminer quelles
sont exactement toutes les permutations de S16 que l’on peut obtenir. On commence
par étudier celles telles que 16 est invariante, de sorte que l’on peut considérer la
permutation en question comme un élément de S15 qui d’après (1) est un élément
de A15.

(i) On considère les déplacements élémentaires suivants :

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 �

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15�

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 12
13 14 11 15

�

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 12
13 14 1511

�

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 12
13 14 11

15

Montrer que l’on obtient un 3-cycle que l’on précisera.

(ii) Construire d’autres 3-cycles, par exemple (1 6 2), (7 6 11), (6 7 3), (5 9 6),
(6 10 7), (4 3 8), (11 15 12), (10 14 11), (9 13 10).

(iii) Montrer que A15 est engendré par les 3-cycles (1 2 i) pour 3 � i � 15.

(iv) Montrer que toute permutation de A15 peut être obtenue.

3. Déterminer alors toutes les configurations possibles. En outre en démontant et re-
montant le jeu de manière aléatoire, quelle est la probabilité de pouvoir, en jouant,
revenir sur la position ordonnée comme précédemment ?
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Chapitre 5

Racines des polynômes

Ce chapitre est consacré aux racines des polynômes à une variable. La section
5.2, qui traite des racines réelles des polynômes à coefficients dans R, est la
plus originale en ce sens que ces questions, bien que fondamentales à notre avis,
sont rarement traitées dans les ouvrages d’enseignement ; les autres parties sont
plus classiques (irréductibilité des polynômes à coefficients dans Q, résultant,
discriminant, fonctions symétriques des racines, etc.).

5.1 GÉNÉRALITÉS, IRRÉDUCTIBILITÉ

Tout d’abord, fixons deux notations. Soit P ∈ K[X] (K étant un corps). La notation
Z(P ) désigne le nombre de racines de P (dans K) comptées avec multiplicités, et
z(P ) le nombre de racines distinctes.

De même si K = R et si I ⊂ R est un intervalle, ZI(R) (resp. zI(R)) désigne le
nombre de racines de P dans I comptées avec multiplicités (resp. le nombre de racines
distinctes dans I).

D’autre part, si a ∈ R, (a)+ (resp. (a)−) désigne un ensemble V ∩]a,+∞) (resp.
V ∩ (−∞, a[), où V est un voisinage de a arbitrairement petit.

5.1.1. Polynômes à coefficients complexes

Rappelons le théorème de d’Alembert-Gauss :

Théorème 5.1. Tout polynôme P ∈ C[X] de degré d >0 possède une racine dans C.
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Ce théorème est admis. On en déduit que si P est de degré d > 0, il a exactement
d racines complexes, comptées avec multiplicités (autrement dit, card(Z(P )) = d).
De plus, les polynômes unitaires irréductibles sont les X − α pour α ∈ C. Tout
polynôme non nul de C[X] s’écrit donc de manière unique à l’ordre près des facteurs
(proposition 3.3) :

P (X) = λ

k∏
i=1

(X − αi)νi (1)

avec λ ∈ C∗, les νi étant des entiers positifs vérifiant
∑
νi = d.

Donnons maintenant une borne supérieure sur les modules des racines de P .

Proposition 5.2. Soit P ∈ C[X], P = a0 + a1X + · · · + adX
d, avec ad 	= 0.

Alors, si α ∈ C est une racine de P , on a :

|α| � 1 + sup
1�i�d−1

|ai|
|ad| . (2)

Démonstration. Posons Q(X) = P (X)
ad

, bi = |ai|
|ad| et B = sup(bi). Le polynôme Q

est unitaire, a les mêmes racines que P et vérifie :

|Q(x)| � |x|d −B(|x|d−1 + · · ·+ 1) = |x|d −B |x|
d − 1
|x| − 1

pour tout x ∈ C, |x| 	= 1. Si |x| > 1 +B, on a 1 > B
|x|−1 et |x|d > |x|dB

|x|−1 , d’où

|Q(x)| > B

|x| − 1
(|x|d − (|x|d − 1)

)
=

B

|x| − 1
> 0,

et donc x ne peut donc être racine de Q. �

Remarque 5.3. À titre d’exercice, le lecteur pourra montrer de manière ana-
logue que :

|α| � sup
1�i�d−1

(
d
|ai|
|ad|
)1/d−i

. (3)

(cf. exercice 5.10).

5.1.2. Polynômes à coefficients réels

Proposition 5.4. Soit P ∈ R[X]. Soit α ∈ C une racine de P de multiplicité ν. Alors
α (conjugué de α) est aussi racine de P de même multipicité ν.

Démonstration. Par hypothèse, on peut écrire P (X) = (X − α)νQ(X) avec
Q ∈ C[X], Q(α) 	= 0. Pour un polynôme Q ∈ C[X], notons Q le polynôme dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de Q. Le fait que la conjugaison z �→ z
soit un automorphisme du corps C, et donc en particulier que ∀ z1, z2 ∈ C on ait
z1.z2 = z1z2 et z1 + z2 = z1 + z2 implique que si Q1 et Q2 sont deux polynômes à
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coefficients complexes, on a Q1Q2 = Q1 Q2. Comme P ∈ R[X], on a P = P , et
donc :

P (X) = (X − α)νQ(X) = (X − α)νQ(X).
Comme on peut supposer que α 	∈ R (sinon la proposition est triviale), les polynômes
(X − α)ν et (X − α)ν sont premiers entre eux dans C[X] (puisque les polynômes
X − α et X − α sont irréductibles et différents). Le lemme de Gauss 1.27 implique
alors que (X − α)ν divise Q(X). On a donc :

P (X) = (X − α)ν(X − α)νS(X),

avec S(α) 	= 0 et a priori S(X) ∈ C[X]. Mais en prenant le conjugué de cette
relation, on voit que S(X) = S(X), i.e. S(X) ∈ R[X], ce qui implique aussi
S(α) 	= 0. �

Corollaire 5.5.

1. Si P ∈ R[X] est de degré d, Z(P ) � d et Z(P ) ≡ d mod 2.

2. Les polynômes unitaires irréductibles sur R sont les polynômes de la formeX −α
ou X2 − bX + c avec b2 − 4c < 0.

Démonstration. Immédiate en groupant chaque racine non réelle avec sa conjuguée.
�

5.1.3. Polynômes à coefficients rationnels

Définition 5.6. Soit
P = a0 + a1X + · · · + adX

d

un polynôme à coefficients entiers.

1. On définit le contenu de P comme le nombre

c(P ) = PGCD(a0, a1, . . . , ad)

(le PGCD étant défini au signe près, on prend par convention le PGCD positif.)

2. Un polynôme P ∈ Z[X] est dit primitif si c(P ) = 1.

3. Un polynôme P ∈ Z[X] est dit irréductible s’il n’est pas produit de deux éléments
non inversibles de Z[X].

Si P ∈ Z[X] on a donc P = c(P )P̃ avec P̃ primitif. En particulier tout polynôme
unitaire est primitif.

Si P ∈ Z[X] est de degré > 0 et non primitif, il n’est pas irréductible au sens de la
définition ci-dessus : on peut en effet écrire P = c(P )P̃ avec c(P ) 	= ±1 donc non
inversible dans Z (et donc dans Z[X]) et P̃ non inversible puisque de degré > 0 par
hypothèse.

La proposition suivante est connue sous le nom de « lemme de Gauss ». A ne pas
confondre avec le lemme de Gauss 1.27 !
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Proposition 5.7. « Lemme de Gauss » Soit P ∈ Z[X] un polynôme primitif. Alors P
est irréductible dans Q[X] si et seulement s’il est irréductible dans Z[X].

Démonstration. Si P ∈ Z[X] est primitif et irréductible dans Q[X] (on dit aussi
irréductible sur Q), il est évidemment irréductible sur Z (car si P = P1P2 dans Z[X],
P1 ou P2 doit être constant car P est irréductible sur Q, et cette constante doit être±1
puisque P est primitif).
Il faut maintenant montrer la réciproque (qui est moins évidente), à savoir que si P est
irréductible sur Z, il est aussi irréductible sur Q.

Lemme 5.8. Soient P,Q ∈ Z[X]. Alors

c(PQ) = c(P )c(Q). (4)

Démonstration. On peut écrire PQ = c(P )c(Q)P̃ Q̃, où P̃ et Q̃ sont primitifs. Les
coefficients du polynôme PQ sont donc divisibles par c(P )c(Q), ce qui signifie que
c(P )c(Q) divise c(PQ). Pour voir que c(PQ) = c(P )c(Q), il suffit de montrer que
P̃ Q̃ est primitif, i.e. que le produit de deux polynômes primitifs est primitif.

Supposons donc P et Q primitifs, et posons P = a0 + a1X + · · · + adx
d et

Q = b0 + b1X + · · · + bsX
s. Raisonnons par l’absurde et considérons un diviseur

premier p de c(PQ). Si on note (comme dans la preuve de la proposition 5.9 ci-
dessous) P la réduction d’un polynôme P modulo p (on a ainsi P ∈ Z/pZ[X]), on a
donc PQ = 0 par hypothèse, ce qui est absurde puisque PQ = P ·Q, P 	= 0, Q 	= 0
et que l’anneau Z/pZ[X] est intègre, Z/pZ étant un corps. �

Démontrons maintenant la proposition 5.7. Soit P ∈ Z[X] un polynôme primitif et
irréductible sur Z tel que P = P ′

1P
′
2 dans Q[X], avec P ′

1 et P ′
2 non constants. En

réduisant les coefficients de P ′
1 et P ′

2 au même dénominateur, on obtient une relation
kP = P1P2 dans Z[X] (avec k ∈ Z). Comme c(P ) = 1 par hypothèse, on obtient
c(P1)c(P2) = c(P1P2) = |k| en utilisant (4). En posant Pi = c(Pi)P̃i (i = 1, 2),
on en déduit P = P̃1P̃2 dans Z[X] avec P̃1 et P̃2 non constants, ce qui est absurde
puisque l’on a supposé P irréductible sur Z. �

Proposition 5.9. « Critère de Eisenstein »
Soient P = a0 + · · ·+adXd ∈ Z[X] un polynôme non constant, p un nombre premier
tel que :
1. p � ad
2. p|ai pour 0 � i � d− 1
3. p2 � a0

Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. En divisant par c(P ) on peut supposer P primitif. Il suffit alors
de montrer que P est irréductible dans Z[X] par la proposition 5.7. Raisonnons par
l’absurde : supposons que P = P1P2 dans Z[X], avec P1 et P2 non constants. Si
Q = c0+· · ·+cqXq ∈ Z[X] et si p est un nombre premier, notonsQ = c0+· · ·+cqXq
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5.2 Les racines réelles 101

le polynôme de Fp[X] obtenu en prenant les classes des coefficients modulo p
(« réduction de Q modulo p »). Rappelons que Fp désigne le corps premier Z/pZ.
L’égalité P = P1P2 donne par réduction modulo p la relation P = P1 P2 dans
Fp[X] (car il est immédiat de voir que P1P2 = P1 · P2 puisque l’application a �→ a

de Z dans Fp est un morphisme d’anneaux). Mais par hypothèse P = adX
d. Notons

α0 et β0 les coefficients constants de P1 et P2 ; on en déduit que α0 = β0 = 0 dans
Fp : on a en effet α0β0 = a0 = 0, d’où α0 = 0 ou β0 = 0 puisque Fp est un corps.
Si par exemple α0 = 0, notons αrXr le monôme non nul de plus bas degré de P1 ;
on alors β0αr = ar = 0 d’où β0 = 0. On en déduit que p|α0 et p|β0, et donc que
p2|α0β0, soit p2|a0, ce qui est contraire à l’hypothèse 3. �

Corollaire 5.10. Pour tout entier n � 2 il existe une polynôme unitaire irréductible
de degré n dans Q[X].

Démonstration. Le polynôme Xn − 2 est irréductible sur Q car il satisfait aux
hypothèses de la proposition 5.9 avec p = 2. �

Corollaire 5.11. Soit p un nombre premier. Alors le polynôme

P = 1 +X +X2 + · · ·+Xp−1

est irréductible sur Q.

Démonstration. Il suffit d’effectuer le changement de variables X = Y + 1 et
d’appliquer la proposition 5.9. �

5.2 LES RACINES RÉELLES

Définition 5.12. Soit (a) = (a0, . . . , ad) une suite finie de nombres réels. On appelle
variation V (a) de la suite (a) le nombre de changements de signes dans la suite des
ai (sans compter les zéros). Si P (X) = a0 + a1X + · · · + adX

d est un polynôme à
coefficients réels, on pose (a) = (a0, . . . , ad), et V (P ) = V (a).

Par exemple, si (a) = (1,−3, 0, 0, 4, 0,−12, 5), alors V (a) = 4.

Proposition 5.13. « Lemme de Descartes »

Soient P (X) = a0 + a1X + · · · + adX
d un polynôme à coefficients réels, Z+(P ) le

nombre de racines > 0 de P comptées avec multiplicités. Alors

Z+(P ) � V (P ) et Z+(P ) ≡ V (P ) mod 2 (5)

Démonstration. On suppose ad 	= 0 et on raisonne par récurrence sur d, le cas d = 0
étant évident. On peut supposer a0 	= 0, sinon on divise P par X (ce qui ne change
pas les racines > 0 ni V (P )), et on applique l’hypothèse de récurrence. On suppose
aussi a0 > 0, quitte à éventuellement multiplier P par −1.
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Considérons le polynôme dérivé P ′(X). Si P (X) = a0 + asX
s + · · · + adX

d avec
as 	= 0, on a P ′ = sasX

s−1 + · · ·+dadXd−1. Le lemme suivant est une conséquence
immédiate du théorème de Rolle :

Lemme 5.14.

1. Soit z ∈ R un zéro de P avec multiplicité ν. Alors si ν > 1, c’est un zéro de P ′
avec multiplicité ν − 1.

2. Soient zi < zi+1 deux zéros consécutifs de P (i.e. tels que P ne s’annule
pas dans l’intervalle ]zi, zi+1[). Alors Z]zi,zi+1[(P

′) est impair (en particulier
Z]zi,zi+1[(P

′) � 1, ce qui est l’énoncé du « Théorème de Rolle » pour les
polynômes).

Démonstration. 1. Par hypothèse P (X) = (X − z)νQ(X) avec Q(z) 	= 0. En
dérivant cette égalité, on voit immédiatement que si ν > 1, z est un zéro de P ′ avec
multiplicité ν − 1.
2. Comme P ne s’annule pas dans ]zi, zi+1[, P ′ a des signes opposés en (zi)+ et
en (zi+1)−. Comme un polynôme change de signe en un zéro de multiplicité ν si et
seulement ν est impair, on voit que le nombre de zéros (avec multiplicités) de P ′ dans
l’intervalle ]zi, zi+1[ est impair. �

Notons z1, . . . , zk les zéros > 0 de P , avec multiplicités ν1, . . . , νk.

On a
∑k

i=1 νi = Z+(P ). Deux cas se présentent.

a) as > 0.
On a V (P ) = V (a0, as, . . . , ad) et V (P ′) = V (sas, . . . , dad) = V (as, . . . , ad).
On a donc V (P ) = V (P ′) dans ce cas puisque on a supposé a0 > 0.
Comptons les zéros positifs de P ′ :

• Z]0,z1[(P
′) est impair (donc � 1) par le lemme 5.14 puisque P ′(0+) > 0 (car

P ′(X) = Xs−1(as−1 + · · · )) et P ′((z1)−) < 0 : cf. Figure 5.1.

• Chaque zi tel que νi > 1 est un zéro de P ′ avec multiplicité νi − 1.

• Chaque Z]zi,zi+1[(P
′), 1 � i � k − 1 est impair donc � 1 (lemme 5.14).

• Entre (zk)+ et +∞, il y a un nombre pair de zéros de P ′ avec multiplicités (ce
nombre peut être nul), car comme P ne s’annule pas entre zk et +∞, P ′ a le même
signe en (zk)+ et au voisinage de l’infini.

On obtient donc dans ce cas :

Z+(P ′) � 1 +
k∑
i=1

(νi − 1) + k − 1 =
k∑
i=1

νi = Z+(P )

et aussi :

Z+(P ′) ≡ 1 +
k∑
i=1

(νi − 1) + k − 1 = Z+(P ) mod 2.
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Comme V (P ) = V (P ′), les relations ci-dessus et l’hypothèse de récurrence appliquée
à P ′ donnent :

Z+(P ) � Z+(P ′) � V (P ′) = V (P ) et Z+(P ) ≡ Z+(P ′) ≡ V (P ) mod 2.

.
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Figure 5.1 : cas as > 0

b) as < 0. On a alors V (P ′) = V (P )− 1.
La suite du raisonnement est la même que pour le cas a), sauf qu’il y a cette fois-ci un
nombre pair (qui peut être nul) de zéros z ′ de P ′ (comptés avec multiplicités) tels que
0 < z′ < z1. On en déduit donc que :

Z+(P ) � Z+(P ′) + 1 � V (P ′) + 1 = V (P ) et

Z+(P ) ≡ Z+(P ′) + 1 ≡ V (P ′) + 1 ≡ V (P ) mod 2.

�
Corollaire 5.15. Supposons que P ∈ R[X] ait k monômes non nuls. Alors

Z+(P ) � k − 1

Démonstration. On a alors évidemment V (P ) � k − 1 et on applique le lemme de
Descartes. �

Remarque 5.16. Dans le cas où P a k monômes non nuls, on a aussi
Z−(P ) � k − 1 (en considérant les racines > 0 du polynôme P (−X)), et
donc P a au plus 2k − 2 zéros réels non nuls (comptés avec multiplicités),
plus éventuellement la racine 0.
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5.2.1. Suites de Sturm

Définition 5.17. Soient P et Q dans R[X]. On définit la suite de Sturm St(P,Q)
comme la suite de polynômes P0, P1, . . . , Pm définis de la manière suivante :
P0 = P, P1 = Q, Pi+1 est l’opposé du reste de la division euclidienne de Pi−1 par
Pi et Pm est au signe près le dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide.
Soit a ∈ R. On définit V (P,Q, a) comme la variation de la suite :(

P0(a), P1(a), . . . , Pm(a)
)

(définition 5.12).

On notera que
Pi−1 = PiQi − Pi+1 pour 1 � i � m− 1 (6)

et que le polynôme Pm est un PGCD de P et Q.

Théorème 5.18. « Théorème de Sturm »
Avec les notations ci-dessus, supposons que P (a)P (b) 	= 0. On a alors :

z[a,b](P ) = V (P,P ′, a)− V (P,P ′, b). (7)

Démonstration.
a) Cas où P et P ′ sont premiers entre eux (et donc où P n’a pas de racine multiple).
Lorsque x parcourt l’intervalle [a, b], la variation V (P,P ′, x) ne change éventuel-
lement que lorsque x passe une racine x0 d’un des Pi. Notons V (P,P ′, (x0)−) la
variation V (P,P ′, x) pour x < x0, x très proche de x0, et de manière analogue
V (P,P ′, (x0)+) pour x > x0.

1. Supposons que en un point x0 on ait Pi(x0) = 0 pour un (ou plusieurs) indices
i > 0, et P (x0) 	= 0. Soit i un indice tel que Pi(x0) = 0. On a par hypothèse
i � 1, et i < m puisque P0 et P1 étant premiers entre eux, leur PGCD Pm est une
constante non nulle. La relation (6) implique que pour 0 � j � m− 1 un nombre
x0 ne peut être racine à la fois de Pj et de Pj+1, car sinon il serait aussi racine
de Pj−1, et de proche en proche de tous les Pi pour i � j, et donc de P ′ = P1

et P = P0, ce qui est contraire à l’hypothèse a). On a donc alors Pi−1(x0) 	= 0
et Pi+1(x0) 	= 0. Supposons par exemple Pi−1(x0) < 0 et donc Pi+1(x0) > 0
(puisque (6) et le fait que Pi(x0) = 0 impliquent que Pi−1(x0)Pi+1(x0) < 0).
Considérons les signes de la suite (Pi−1(x), Pi(x), Pi+1(x)).
Pour x = (x0)−, x = x0, x = (x0)+ on trouve la suite (−, ∗,+), ∗ étant
un des trois signes +, 0, ou −. Quelle que soit la valeur du signe ∗, il y a
un et un seul changement de signe dans la suite (−, ∗,+), et donc la variation
de la suite totale ne change pas lorsque x franchit la valeur x0 : on a toujours
V (P,P ′, (x0)−) = V (P,P ′, (x0)+) dans le cas 1.

2. Supposons maintenant que P (x0) = 0. On a les tableaux de variations ci-dessous,
suivant le signe de P1(x0) = P ′(x0) (non nul par hypothèse) :

(x0)− x0 (x0)+
P0 − 0 +
P1 + + +

(x0)− x0 (x0)+
P0 + 0 −
P1 − − −

On voit que dans les deux cas la variation diminue de 1 lorsque x passe par la
valeur x0.



�

�

�

�

�

�

�

�

©
D

u
n

o
d

.L
a

p
h

o
to

co
p

ie
n

o
n

au
to

ri
sé

e
es

t
u

n
d

él
it

.
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b) Cas où P peut avoir des racines multiples.
La preuve du cas a) repose sur les trois propriétés suivantes ; on se donne une suite
(Q0, . . . , Qm), Qi ∈ R[X] telle que :

• P = Q0 et Qm est constant ;
• si α est une racine de Q0, le produitQ0Q1 est négatif sur un intervalle ]α− ε, α[ et

positif sur un intervalle ]α,α + ε[ ;
• si α est une racine de Qi, 0 < i < m, Qi−1(α)Qi+1(α) < 0.

Alors, si ces trois propriétés sont satisfaites, la démonstration ci-dessus montre que
z[a,b](Q0) = V ((Qi), a) − V ((Qi), b).
Considérons maintenant la suite P0, P1, . . . , Pm, avec P0 = P et P1 = P ′, Pm un
PGCD de P et P ′. Le polynôme Pm divisant P = P0 et P ′ = P1, il divise tous les
Pi. Il est alors immédiat que la suite de polynômes :

(Q0, . . . , Qm) = (P0/Pm, P1/Pm, . . . , Pm−1/Pm, 1)

satisfait aux trois propriétés ci-dessus. On peut donc appliquer le théorème 5.18 au
polynôme P0/Pm qui a les mêmes racines que P , et à la suite des Pi/Pm qui en
chaque point a non racine de Pm a le même nombre de changements de signes que
la suite (P0, P1, . . . , Pm) (si on multiplie tous les termes d’une suite par un même
nombre réel 	= 0, la variation ne change pas). �

Définition 5.19. On note V (P,P ′,+∞) la variation des coefficients dominants
des polynômes Pi constituant la suite de Sturm. De même V (P,P ′,−∞) désigne la
variation de la suite des coefficients dominants des polynômes P i(−X).

Si on note di le degré du polynôme Pi et ci son coefficient dominant, on a donc :

V (P,P ′,+∞) = V (c0, c1, . . . , cm),

V (P,P ′,−∞) = V ((−1)d0c0, (−1)d1c1, . . . , (−1)dmcm).

Corollaire 5.20. Soit z(P ) le nombre de racines réelles de P (sans compter les
multiplicités). Alors

z(P ) = V (P,P ′,−∞)− V (P,P ′,+∞). (8)

Démonstration. SoitM une borne pour les racines de tous lesPi, 0 � i � m (cf. (2)) ;
on a alors V (P,P ′,−M) = V (P,P ′,−∞) et V (P,P ′,+M) = V (P,P ′,+∞)
puisque chaque Pi garde un signe constant pour x � −M et x � M . Le corollaire
résulte alors du théorème 5.18. �

Définition 5.21. Si P et Q sont deux polynômes à coefficients réels et si [a, b] est
un intervalle, on note z[a,b](P,Q > 0) (resp. z[a,b](P,Q < 0) le nombre de racines
distinctes α de P dans l’intervalle [a, b] telles que Q(α) > 0 (resp. Q(α) < 0).
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Proposition 5.22. Soient P et Q deux polynômes à coefficients réels n’ayant pas de
racine réelle commune, [a, b] un intervalle tel que P (a)P (b) 	= 0. Alors

z[a,b](P,Q > 0)− z[a,b](P,Q < 0) = V (P,P ′Q, a)− V (P,P ′Q, b). (9)

La démonstration, analogue à celle du théorème 5.18 est laissée au lecteur. Remar-
quons que si l’on suppose Q = 1, on retrouve le théorème 5.18.

Remarque 5.23. On a aussi évidemment la relation :

z[a,b](P ) = z[a,b](P,Q > 0) + z[a,b](P,Q < 0).

On peut ainsi déduire de la proposition 5.22 et du théorème 5.18 les valeurs
de z[a,b](P,Q > 0) et z[a,b](P,Q < 0).

5.3 RÉSULTANT ET DISCRIMINANT

Soient
P = a0 + a1X + · · ·+ apX

p, ap 	= 0
Q = b0 + b1X + · · ·+ bqX

q, bq 	= 0

deux polynômes à coefficients dans un anneau A.

Définition 5.24. On appelle matrice de Sylvesterde P et Q la matrice suivante :

S(P,Q) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ap . . . . . . a0

. . .
. . .

ap . . . . . . a0

bq . . . b0
. . .

. . .
. . .

bq . . . b0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−−
q lignes

−−−−

p lignes

−−

(10)

Le résultant de P et Q, noté R(P,Q), est le déterminant de S(P,Q).

En échangeant les q premières lignes avec les p dernières, on voit que :

R(P,Q) = (−1)pqR(Q,P ). (11)

Le lemme suivant est essentiel pour calculer le résultant et montrer ses propriétés.

Lemme 5.25. Supposons P et Q à coefficients dans un corps K .

1. Si Q divise P , on a R(P,Q) = 0 ;

2. si Q ne divise pas P , soient R le reste de la division de P par Q, r le degré de R.
Alors

R(P,Q) = (−1)pqbp−rq R(Q,R). (12)
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Démonstration. Multiplions la i-ième colonne de la matrice S(P,Q) par X p+q−i.
On obtient la matrice S̃(P,Q)(X) suivante :⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

apX
p+q−1 . . . a0X

q−1 0 . . .
. . . . . .

0 . . . apX
p . . . a0

bqX
p+q−1 . . . b0X

p−1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
. . .

0 . . . bqX
q . . . b0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−−
q lignes

−−−−

p lignes

−−

(13)

telle que S̃(P,Q)(1) = S(P,Q). Remarquons que dans la matrice S̃(P,Q)(X), la
ligne li est formée des monômes du polynôme X q−iP (X) pour 1 � i � q, et des
monômes du polynôme Xp+q−iQ(X) pour q + 1 � i � p+ q.
Montrons maintenant (12). Si q > p, on a R = P , et le lemme est vrai par la formule
(11).
Si p � q, considérons la division euclidienne :

P = QA+R, deg(R) < deg(Q) ou R = 0. (14)

Posons :
A(X) = α0 + α1X + · · ·+ αp−qXp−q;

on a donc :
QA = α0Q+ α1(XQ) + · · ·+ αp−q(Xp−qQ). (15)

1. Si Q divise P , on voit ainsi en utilisant (15) que la relation P = QA s’interprète en
disant que la ligne lq de la matrice S̃(P,Q)(X) est une combinaison linéaire des lignes
lp+q, lp+q−1, . . . , l2q avec coefficients α0, . . . , αp−q. Le déterminant de la matrice
S̃(P,Q)(X) est donc nul, ce qui implique que R(P,Q) = 0.

2. Dans le cas général, posons

R(X) = c0 + c1X + · · · + crX
r

avec cr 	= 0. On voit alors en utilisant (15) que la relation P = QA + R s’inter-
prète en disant que la ligne lq de la matrice S̃(P,Q)(X) est la somme de la ligne
(0, . . . , 0, crXr, . . . , c0) correspondant au polynôme R(X), et d’une combinaison
linéaire des lignes lp+q, lp+q−1, . . . , l2q avec coefficients α0, . . . , αp−q.
On peut donc remplacer la ligne lq de S̃(P,Q)(X) par la ligne (0, . . . , 0, crXr, . . . , c0)
sans changer son déterminant.
En procédant de même avec les relations

XiP = XiQA+XiR

pour 0 � i � q − 1, on voit que l’on peut remplacer les q premières lignes de
S̃(P,Q)(X) par les lignes formées de zéros et des monômes des polynômes X iR,
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0 � i � q−1, la ligne lq−i étant remplacée par la ligne (0, . . . , 0, crXr+i, . . . , c0X
i,

0, . . . , 0), cela sans changer le déterminant.
En faisant X = 1 on voit alors que le déterminant de S(P,Q) est égal au déterminant
de la matrice : ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . . . cr . . . c0 0 . . .
. . . . . .

0 . . . cr . . . c0
bq . . . b0 0 . . .

0
. . . . . .

...
. . .

0 . . . bq . . . b0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−−
q lignes

−−−−

p lignes

−−

d’où la relation (12). �

Corollaire 5.26. On peut calculer le résultant en utilisant l’algorithme d’Euclide
(section 1.3), convenablement modifié.

Corollaire 5.27. Soit K un corps. Avec les notations ci-dessus, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. R(P,Q) = 0 ;

2. les polynômes P et Q ont un facteur commun de degré > 0 dans K[X].

Démonstration.
1. ⇒ 2. Supposons que 2. soit faux, i.e. que P et Q n’aient pas de facteur commun
dans K[X]. Le PGCD de P et Q (dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide)
est alors une constante c 	= 0. Le lemme 5.25 appliqué récursivement donne :

R(P,Q) = αR(Rs, c)

avec α 	= 0, c 	= 0 et Rs un reste de degré rs > 0. Mais on voit tout de suite (en
regardant la matrice de Sylvester) que R(Rs, c) = crs 	= 0, et donc que R(P,Q) 	= 0.
2. ⇒ 1. Si P et Q ont un facteur commun non trivial A dans K[X], supposons
d’abord que P = QA avec A de degré p − q > 0. Alors le lemme 5.25 montre
que R(P,Q) = 0. Dans le cas général, on se retrouve (en appliquant le lemme 5.25)
dans la situation ci-dessus en considérant le dernier reste non nul dans l’algorithme
d’Euclide. �

Proposition 5.28. Supposons que dans K[X], on ait :

P = ap(X − α1) . . . (X − αp)
Q = bq(X − β1) . . . (X − βq).

Alors

R(P,Q) = aqpb
p
q

∏
i,j

(αi − βj) = aqp
∏

1�i�p
Q(αi) = (−1)pqbpq

∏
1�j�q

P (βj) . (16)
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Démonstration. Les égalités :

aqpb
p
q

∏
(αi − βj) = aqp

∏
Q(αi) = (−1)pqbpq

∏
P (βj)

sont immédiates.
Posons R2(P,Q) = aqp

∏
Q(αi) = (−1)pqbpq

∏
P (βj).

Pour montrer que R2(P,Q) = R(P,Q), on peut supposer p � q > 0 (car on a
évidemment R(P,Q) = R2(P,Q) = bpq si q = 0). Il suffit alors de montrer que R2

satisfait à la même relation de récurrence (12) que R(P,Q). Si P = QA + R, on a
P (βj) = R(βj) pour toute racine βj de Q, et donc :

R2(P,Q) = (−1)pqbpq
∏

P (βj) = (−1)pqbpq
∏

R(βj) = (−1)pqbp−rq R2(Q,R),

ce qui est bien la même relation que (12). �

Passons maintenant au discriminant d’un polynôme.

Définition 5.29. Soit A un anneau intègre et P = apX
p + · · ·+ a0 ∈ A[X] tel que

ap 	= 0. Alors on définit le discriminant D(P ) de la manière suivante :

D(P ) =
(−1)

p(p−1)
2

ap
R(P,P ′).

Remarquons que cette définition a bien un sens quel que soit l’anneau intègre A,
car dans la matrice de Sylvester R(P,P ′), la première colonne est divisible par ap,
puisque P ′ = papX

p−1 + · · ·+ a1.

Proposition 5.30. Si P (X) = ap(X − α1) . . . (X − αp), alors :

D(P ) = (−1)
p(p−1)

2 a2p−2
p

∏
i�=j

(αi − αj) = a2p−2
p

∏
i<j

(αi − αj)2.

Démonstration. On a

P ′(X) = ap

p∑
i=1

(X − α1) . . . ̂(X − αi) . . . (X − αp),

la notation ̂(X − αi) signifiant que l’on omet le terme (X − αi) dans le pro-
duit. La proposition 5.28 montre que R(P,P ′) = ap−1

p
∏p
i=1 P

′(αi). Comme
P ′(αi) = ap(αi−α1) . . . (αi−αp) (sans le terme (αi−αi)), cela entraîne le résultat.

�

Exemple 5.31. 1) Si P = aX2 + bX + c, P ′ = 2aX + b, on a :

S(P,P ′) =

⎛
⎝ a b c

2a b 0
0 2a b

⎞
⎠ ,

d’où R(P ) = a(4ac− b2) et D(P ) = b2 − 4ac.
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2) P = X3+pX+q,P ′ = 3X2+p, un petit calcul de déterminant montre facilement
que D(P ) = −4p3 − 27q2.

Remarque 5.32. Supposons que P soit à coefficients dans C. Alors la condi-
tion D(P ) 	= 0 (équivalente au fait que P et P ′ n’ont pas de racine commune)
signifie que P n’a que des racines simples.

5.3.1. ∗Séparation et isolation des racines réelles

Définition 5.33. Soit P ∈ C[X], P = a0 + a1X + · · · + adX
d, avec ad 	= 0, αi

les racines de P . On pose :

sepP = inf
αi �=αj

|αi − αj |.

Proposition 5.34.
On suppose que P ∈ Z[X]. Alors, en posant C = |ad|+ sup1�i�d−1 |ai|, on a pour
d � 3 :

sepP � (2C)−
d(d−1)

2
+1.

Démonstration.
(a) Supposons d’abord que les racines de P sont simples.
On peut supposer, quitte à changer les indices, que sepP = |α1 − α2|. Soit D(P ) le
discriminant de P . La définition 5.29 montre que D(P ) ∈ Z puisque par hypothèse
P ∈ Z[X]. On a donc 1 � |D(P )| puisque l’hypothèse (a) implique que D(P ) 	= 0
(remarque 5.32). On a donc d’après la proposition 5.30 :

1 � |ad|2d−2
∏
i<j

(αi − αj)2, soit

1
(α1 − α2)2

� |ad|2d−2
∏

i<j,(i,j)�=(1,2)

|αi − αj |2.

Mais |αi − αj| � |αi|+ |αj | � 2 C
|ad| (cf. (2)), et il y a d(d−1)

2 − 1 = d2−d−2
2 facteurs

|αi − αj |2, ce qui donne :

1
|α1 − α2|2 � (2C)d

2−d−2

|ad|d2−3d
� (2C)d

2−d−2

(car |ad| � 1 et d2 − 3d � 0), d’où le résultat.

(b) Dans le cas général (i.e. lorsque les racines de P ∈ Z[X] ne sont pas nécessaire-
ment simples), on peut supposer P primitif (définition 5.6) quitte à le diviser par son
contenu (qui est un entier). On considère le polynôme R = PGCD(P,P ′) que l’on
peut supposer dans Z[X] et primitif ; on a alors P = QR dans Z[X], P et R étant
primitifs (conséquence immédiate du lemme 5.8). On peut alors appliquer la méthode
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5.4 ∗Fonctions symétriques des racines 111

de (a) au polynôme Q qui a les mêmes racines que P , mais avec multiplicité 1. On
trouve donc, en notant d′ le degré de Q, et en utilisant que d′ � d :

1
(sepP )2

=
1

(sepQ)2
� (2C)d

′2−d′−2 � (2C)d
2−d−2.

�

5.4 ∗FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES

Définition 5.35. Soit

P (X) = (X − t1)(X − t2) . . . (X − tn) = Xn − s1Xn−1 + · · ·+ (−1)nsn, (17)

considéré comme un polynôme en X à coefficients dans l’anneau Z[t1, . . . , tn].
Le polynôme sj(t1, . . . , tn) ∈ Z[t1, . . . , tn] s’appelle la j-ième fonction symétrique
élémentaire des ti.

On déduit immédiatement de (17) les relations suivantes :

s1 = t1 + · · ·+ tn

s2 =
∑
i<j

titj

...

sn = t1 . . . tn.

Soit maintenant A un anneau intègre (par exemple A = Z ou A = K , K étant
un corps). Si on fait agir le groupe symétrique Sn sur les variables (t1, . . . , tn) par
permutations, cette action induit une action de Sn sur l’anneau A[t1, . . . , tn] telle que
pour σ ∈ Sn, σ.Q(t1, . . . , tn) = Q(tσ(1), . . . , tσ(n)).

Définition 5.36. Un polynôme Q ∈ A[t1, . . . , tn] est dit symétrique s’il est invariant
par cette action, i.e. si σ.Q = Q pour tout σ ∈ Sn.

Exemples 5.37.

1. Les polynômes si sont symétriques (d’où leur nom !) puisque pour tout σ ∈ Sn
P (X) = (X − t1) . . . (X − tn) = (X − tσ(1)) . . . (X − tσ(n)).

2. Plus généralement si G ∈ A[X1, . . . ,Xn] est un polynôme en n variables, le
polynôme G(s1, . . . , sn) ∈ A[t1, . . . , tn] est évidemment symétrique. Nous allons
voir plus bas que la réciproque est vraie.

3. Les polynômes
Nk = tk1 + · · ·+ tkn

sont symétriques pour tout entier k � 0. On les appelle « sommes de Newton ».

Nous allons rappeler la définition du degré d’un polynôme à plusieurs variables et
introduire la notion de poids qui nous servira pour le prochain théorème.
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Définition 5.38.

1. Le degré d’un monôme non nul λXa1
1 Xa2

2 . . . Xan
n (λ ∈ A \ {0}) est l’entier

a1 + a2 + · · · + an. Le degré d’un polynôme non nul P ∈ A[X1, . . . ,Xn] est
le maximum des degrés de ses monômes.

2. Fixons pour chaque variableXi un nombre wi ∈ N que nous appellerons poids de
Xi. Le poids d’un monôme non nul λXa1

1 Xa2
2 . . . Xan

n est l’entier
∑n

i=1 wiai ; le
poids d’un polynôme non nul P est le maximum des poids de ses monômes.

Exemples 5.39.

1. Si le poids de Xi est 1 pour tout i, on retrouve la notion habituelle de degré.

2. Posons wi = i, 1 � i � n (wi est le poids de Xi). Alors, un monôme non nul
λXa1

1 Xa2
2 . . . Xan

n (avec ai � 0) est de poids p =
∑n

j=1 jaj . Si l’on remplace
chaque variable Xi par la i-ième fonction symétrique élémentaire si(t1, . . . , tn),
on obtient le polynôme

P (t1, . . . , tn) = λsa1
1 . . . san

n

qui est homogène de degré p =
∑
jaj en les variables t1, . . . , tn (cet exemple est

la raison de l’introduction ici de la notion de poids). Plus généralement, il est clair
que si P (X1, . . . ,Xn) est un polynôme de poids d, P (s1, . . . , sn) est de degré � d
en (t1, . . . , tn) puisque chaque si est de degré i en (t1, . . . , tn).

Dans le théorème suivant, le poids de chaque variable Xi est par définition l’entier i
(comme dans l’exemple précédent), et A est toujours un anneau intègre.

Théorème 5.40. Soit G ∈ A[t1, . . . , tn] un polynôme symétrique. Il existe alors un
polynôme unique R ∈ A[X1, . . . ,Xn] tel que :

G = R(s1, . . . , sn).

De plus si G est de degré d, R est de poids d.

Exemple 5.41. Soit G = t21 + · · · + t2n (G = N2, deuxième somme de Newton).
AlorsR(s1, s2) = s21− 2s2. Le polynômeG est de degré 2, et R(X1,X2, . . . ,Xn) =
X2

1 − 2X2 (qui ne dépend ici que de X1 et X2) est homogène de poids 2 (i.e. tous les
monômes sont de poids 2).

Démonstration. (du théorème). Admettons l’unicité de R, et montrons son existence.
Nous allons raisonner par une double récurrence, d’abord sur le nombre de variables
n puis sur le degré d, le cas n = 1 étant trivial (tout polynôme est alors symétrique,
on a t1 = s1 d’où G = R), ainsi que le cas d = 1 (avec un nombre quelconque de
variables).
Soit doncG(t1, . . . , tn) un polynôme symétrique de degré d, et supposons le théorème
montré pour les polynômes en n − 1 variables, ainsi que pour les polynômes en n
variables de degré � d−1. Notons s′1, . . . s

′
n−1 les fonctions symétriques élémentaires

des variables (t1, . . . , tn−1). Le polynôme G(t1, . . . , tn−1, 0) est symétrique dans les
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5.4 ∗Fonctions symétriques des racines 113

variables (t1, . . . , tn−1) et de degré � d ; il existe donc par hypothèse de récurrence
(sur n) un polynôme R1(X1, . . . ,Xn−1) de poids � d tel que :

G(t1, . . . , tn−1, 0) = R1(s′1, . . . , s
′
n−1).

Posons G1 = G − R1(s1, . . . , sn−1). Le polynôme G1(t1, . . . , tn) est symétrique
puisqu’il est la différence de deux polynômes symétriques, et de degré � d (exemple
5.39) puisqueG est de degré d et queR1(s1, . . . , sn−1) est de poids � d par hypothèse
de récurrence. De plus il vérifie G1(t1, . . . , tn−1, 0) = 0. Le polynôme G1 est donc
divisible par tn, et comme il est symétrique, il est aussi divisible aussi par t1, . . . , tn−1.
On en déduit qu’il est divisible par le produit sn = t1 . . . tn (si G1 = tnG̃1 est
divisible par t1 par exemple, on a G1(0, t2, . . . , tn) = tnG̃1(0, t2, . . . , tn) ≡ 0 d’où
G̃1(0, t2, . . . , tn) ≡ 0 et donc G̃1 est divisible par t1, etG1 par tnt1 ; on continue ainsi
de proche en proche). Posons doncG1 = snG2(t1, . . . , tn) ; le polynômeG2 est alors
de degré � d−n et symétrique. On peut donc lui appliquer l’hypothèse de récurrence
(sur d) et écrireG2(t1, . . . , tn) = R2(s1, . . . , sn), le polynômeR2(X1, . . . ,Xn) étant
de poids � d− n. La relation :

G = snG2(t1, . . . , tn) +R1(s1, . . . , sn−1) = snR2(s1, . . . , sn) +R1(s1, . . . , sn−1)

montre alors l’existence du polynôme R :

R = XnR2(X1, . . . ,Xn) +R1(X1, . . . ,Xn−1).

Il est clair que le polynôme R est de poids � d, et même exactement de poids d,
puisque R(s1, . . . , sn) est par hypothèse de degré d en t1, . . . , tn (si R était de poids
< d, R(s1, . . . , sn) serait de degré < d : exemple 5.39).

Montrons maintenant l’unicité du polynôme R(X1, . . . ,Xn) (lorsque les ti sont des
variables indépendantes). Raisonnons par l’absurde et par récurrence sur n. S’il exis-
tait deux polynômes différents R1 et R2 tels que G(t1, . . . , tn) = Ri(s1, . . . , sn),
i = 1, 2, on en déduirait par différence un polynôme non nul H ∈ Z[X1, . . . ,Xn] tel
queH(s1, . . . , sn) = 0. Considérons un tel polynômeH de degré minimal d. On peut
écrire H comme un polynôme en Xn :

H(X1, . . . ,Xn) = h0(X1, . . . ,Xn−1) + · · ·+ hd(X1, . . . ,Xn−1)Xd
n.

Le polynôme h0 est alors non nul, car sinon on pourrait écrire :

H(X1, . . . ,Xn) = XnQ(X1, . . . ,Xn)

avec Q de degré d − 1 et Q(s1, . . . , sn) = 0, ce qui contredirait la minimalité de d.
On a donc en substituant :

h0(s1, . . . , sn−1) + · · ·+ hd(s1, . . . , sn−1)sdn = 0

dans l’anneau Z[t1, . . . , tn]. En faisant tn = 0, on obtient alors h0(s′1, . . . , s
′
n−1) = 0

avec h0 	= 0, ce qui est absurde car contraire à l’hypothèse de récurrence sur n. �
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Il résulte en particulier du théorème 5.40 que pour n fixé les sommes de Newton N i

(exemple 5.37) sont des polynômes en les fonctions s1, . . . , si. Les formules qui ex-
priment les Si en fonction des sk sont connues sous le nom de « formules de Newton » ;
on a par exemple :

N0 = n, N1 = s1, N2 = s21 − 2s2.

Nous allons montrer comment on peut effectivement calculer ces formules par récur-
rence sur n.

Lemme 5.42. Pour k � n, on a :

Nk − s1Nk−1 + · · ·+ (−1)nsnNk−n = 0. (18)

Démonstration. Considérons le polynôme de la définition 5.35 :

P (X) = (X − t1)(X − t2) . . . (X − tn) = Xn − s1Xn−1 + · · ·+ (−1)nsn. (19)

On a P (ti) = tni + · · · + (−1)nsn = 0, d’où (18) en multipliant par tk−ni et en
sommant pour 1 � i � n. �
La relation (18) permet ainsi de calculerNk pour tout k � n en fonction de s1, . . . , sn
si on connait les formules pour N0, N1, . . . , Nn−1 qui résultent du lemme suivant :

Lemme 5.43. Pour 0 � h � n− 1 on a :

Nh − s1Nh−1 + s2Nh−2 + · · · + (−1)hhsh = 0. (20)

Démonstration. Dérivons (19) par rapport à X . En utilisant la première égalité (et le
fait que P (ti) = 0), cela donne :

P ′(X) =
n∑
i=1

P (X)
X − ti =

n∑
i=1

P (X) − P (ti)
X − ti =

n∑
i=1

(n−1∑
j=0

(−1)jsj
Xn−j − tn−ji

X − ti
)
.

En écrivant : Xn−j − tn−ji = (X − ti)
n−j−1∑
k=0

tkiX
n−j−k−1

et en remplaçant, on trouve :

P ′(X) =
n∑
i=1

n−1∑
j=0

(−1)jsj
(n−j−1∑
k=0

tkiX
n−j−k−1

)

=
n−1∑
j=0

(−1)jsj
(n−j−1∑
k=0

NkX
n−j−k−1

)

=
n−1∑
k=0

Nk

(n−k−1∑
j=0

(−1)jsjXn−j−k−1
)

=
∑

0�k�h�n−1

(−1)h−ksh−kNkX
n−h−1 (21)

(en ayant posé h = j + k pour la dernière égalité).
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Si maintenant on dérive la deuxième expression de P (X) dans (19), il vient :

P ′(X) =
n−1∑
h=0

(−1)h(n− h)shXn−h−1,

d’où :

(n− h)sh =
h∑
k=0

(−1)ksh−kNk

en identifiant les termes en Xn−h−1 avec (21), ce qui donne
−hsh =

∑h
k=1(−1)ksh−kNk et (20). �

Remarques 5.44.

1. Réciproquement les formules (20) montrent que les si s’expriment comme
des polynômes en N1, . . . , Ni : le théorème 5.40 est donc aussi vrai en
remplaçant les si par les Ni.

2. Considérons le polynôme en X :

P (X) = (X − t1)(X − t2) . . . (X − tn)
à coefficients dans l’anneau B = Z[t1, . . . , tn], les ti étant des indétermi-
nées. Si K est un corps, et φ le morphisme : Z[t1, . . . , tn] → K défini par
φ(ti) = αi, φ induit un morphisme d’anneaux : B[X] → K[X]. L’image
de P par ce morphisme est le polynôme unitaire de K[X] ayant les α i pour
racines (i.e. φ(P ) = (X −α1) . . . (X −αn)). Tous les calculs effectués sur
les ti se transposent ainsi aux αi.

EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

POLYNÔMES

Exercice 5.1. SoitP (X) = anX
n+· · ·+a0 ∈ Z[X] ; montrer que si p/q ∈ Q est une

racine de P (X) alors q (resp. p) divise an (resp. a0). Factoriser 3X3 +4X2 +2X−4
sur Q,R,C.

Exercice 5.2. Soit P (X) ∈ Q[X] et x une racine de P (X) de multiplicité strictement
supérieure à (degP )/2 ; montrer que x ∈ Q.

Exercice 5.3. Soit P ∈ R[X] tel que P ′(X) divise P (X) ; montrer que le quotient
est de la forme a(X − α) pour a, α réels.
En dérivant k fois (k < degP ) l’égalité P (X) = P ′(X)a(X − α), montrer que

P (k)(α) = 0 et en déduire que P (X) = P (n)(α)
n! (X−α)n, où n est le degré de P (X).
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Exercice 5.4. Soit P ∈ R[X] tel que P (x) � 0 ∀ x ∈ R. Montrer que P = R2 +S2

dans R[X].

Exercice 5.5. Soient a ∈ R et P un polynôme de degré n à coefficients réels tels que
P (a) > 0 et pour 1 � k � n, P (k)(a) � 0 ; montrer que P n’a pas de racines dans
[a,+∞[.

Exercice 5.6. Montrer que
∑n

k=0
Xk

n! n’a pas de racines multiples.

Exercice 5.7. Soit P (X) = X6 − 6X5 + 15X4 − 20X3 + 12X2 − 4 ; calculer le
pgcd de P et P ′ puis factoriser P sur R et C.

Exercice 5.8. Montrer que Xn sin θ − X sin(nθ) + sin(n − 1)θ est divisible par
X2 − 2X cos θ + 1 et donner le quotient.

Exercice 5.9. Soient a 	= b ∈ C, calculer le reste de la division euclidienne de
P (X) ∈ C[X] par (X − a)(X − b).

RACINES DES POLYNÔMES À COEFFICIENTS COMPLEXES

Exercice 5.10. Soit P = a0 + a1X + · · · + adX
d ∈ C[X], ad 	= 0. Montrer que si

α est une racine de P , on a :

|α| � sup
0�i�d−1

(
d
|ai|
|ad|
)1/(d−i)

Exercice 5.11. Soit P = a0 + a1Z + · · ·+ anZ
n ∈ C[Z].

1. Montrer que les zéros (complexes) de P ′ sont dans l’enveloppe convexe des zéros
de P .

2. Soit K ⊂ C un convexe. Montrer que l’ensemble des w ∈ C tels que les solutions
de P (Z) = w soient contenues dans K est un convexe de C. (Indication : considé-
rer Q = (P (Z)− w1)n1(P (Z)− w2)n2 où les wi sont des nombres complexes).

RACINES DES POLYNÔMES À COEFFICIENTS RÉELS

Exercice 5.12. Soit P (X) un polynôme à coefficients réels. Démontrer le lemme de
Descartes par récurrence sur le nombre de racines réelles > 0 (avec multiplicités), en
écrivant

P (X) = (X − α)Q(X)
avec α > 0, et en comparant les variations des coefficients de P et de ceux de Q.
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Exercices 117

Exercice 5.13. « Théorème de Budan-Fourier ». Soit P (X) un polynôme de degré d
à coefficients réels. On note V (x) le nombre de changements de signes dans la suite

(P (x), P ′(x), P >> (x), . . . , P (d)(x)).

Soit [a, b] un intervalle tel que P (a)P (b) 	= 0. On rappelle que Z[a,b](P ) désigne le
nombre de racines (comptées avec multiplicités) dans l’intervalle [a, b].

Montrer queZ[a,b](P ) � V (a)−V (b) et Z[a,b](P )≡ V (a)−V (b) mod 2. En déduire
le lemme de Descartes.

Exercice 5.14. Soit

F (X) =
n∑
i=0

Pi(X)eαiX

où Pi(X) ∈ R[X] est un polynôme de degré di. Montrer que le nombre z(F ) de zéros
de F dans R est fini et que z(F ) �

∑
di + n. (Même méthode que pour le lemme de

Descartes : raisonner par récurrence en utilisant le théorème de Rolle).

Exercice 5.15. On considère le polynômeX14−7.13.X2−14.6X−13.6. Que peut-
on dire du nombre de racines réelles positives et négatives de ce polynôme en utilisant
la règle de Descartes puis celle de Sturm ?

RÉSULTANT, DISCRIMINANT

Exercice 5.16. On considère la courbe paramétrée x(t) = t2 + t + 1, y(t) = t2−1
t2+1 .

En donner une équation algébrique.

Exercice 5.17. Montrer que le sous-ensemble deMn(C) constitué des matrices à n
valeurs propres distinctes est un ouvert deMn(C).

Exercice 5.18. Calculer le discriminant du polynôme P (X) = X 3 + pX + q

1. En appliquant la définition.

2. En calculant la suite de Sturm S(P,P ′).

Exercice 5.19. Calculer le résultant RY (P,Q) des polynômes
PX(Y ) = X2 −XY + Y 2 − 1 et QX(Y ) = 2X2 + Y 2 − Y − 2 considérés comme
des éléments de R[X][Y ], i.e. comme des polynômes en Y à coefficients dans R[X].
Trouver alors les points d’intersections des ellipses d’équations P = 0 et Q = 0.

Exercice 5.20. Soient CX(Y ) = X2 + Y 2 + bY + c et PX(Y ) = X2 + Y + g où
b, c, g sont des réels.

1. Calculer le résultant RY (C,P ).
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2. Donner une condition sur b, c, g pour que les points d’intersection de l’ellipse C
avec la parabole P aient la même abscisse (réelle ou complexe).

3. Donner des conditions sur b, c, g pour que tous les points d’intersection de P et C
soient réels. Retrouver cette condition en utilisant la règle de Sturm.

Exercice 5.21.

1. SoientA etB deux polynômes deK[X] oùK est un corps. Construire un polynôme
dont les racines sont les sommes d’une racine de A et d’une racine de B (on
considèrera les Y solutions du système A(X) = B(Y −X) = 0).

2. Construire un polynôme à coefficients entiers qui possède
√

2 + 3
√

7 pour racine.

FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES

Exercice 5.22.

1. Soient a1, a2, . . . , an des nombres strictement positifs. Montrer que

(a1 . . . an)1/n � a1 + · · ·+ an
n

.

2. Déterminer tous les polynômes à coefficients +1,−1, ou 0 ayant toutes leurs ra-
cines réelles (appliquer 1. aux carrés des racines d’un polynôme P à coefficients
+1,−1 ou 0 ayant toutes ses racines réelles).

Exercice 5.23. Soient α, β, γ, δ les racines complexes deX 4−2X3+aX2+bX−1 ;
trouver a, b pour que l’on ait α+ β = γ + δ et αβ = −γδ. Donner alors les racines.

Exercice 5.24. Soient a, b, c des nombres complexes ; montrer qu’une condition né-
cessaire et suffisante pour que les points A,B,C du plan réel, d’affixes respectives
a, b, c, forment un triangle isocèle rectangle en A est

c2 + b2 − 2a(b+ c) + 2a2 = 0.

En déduire qu’une CNS pour que les solutions a, b, c de l’équation x3+px+q forment
un triangle rectangle isocèle est 27q2 − 50p3 = 0.

Exercice 5.25. Calculer les fonctions symétriques élémentaires si(x, y, z) (1 � i � 3)
des solutions du système d’équations :⎧⎨

⎩
x2 + y2 + z2 = 2
x3 + y3 + z3 = 2
x4 + y4 + z4 = 2

(utiliser les relations de Newton).
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Problèmes 119

PROBLÈMES

Problème 5.1. Un analogue pour les polynômes d’une conjecture célèbre en théorie
des nombres

1. Soient a0, . . . , an des nombres complexes deux à deux distincts et b0, . . . , bn des
nombres complexes. Montrer qu’il existe un unique polynôme P , à coefficients
complexes de degré au plus n tel que pour tout 0 � i � n, P (ai) = bi (polynôme
d’interpolation de Lagrange).

2. Soient P,Q ∈ C[X] on suppose deg(Q) � deg(P ).
(i) Si pour tout x ∈ C, P (x) = 0 ⇐⇒ Q(x) = 0, peut-on affirmer que

P = Q ?

(ii ) On suppose maintenant que P (x) = 0 si et seulement si Q(x) = 0 et
P (x) = 1 si et seulement si Q(x) = 1. On note α1, . . . , αr les racines de P
et β1, . . . , βs les racines de P − 1. Montrer que r + s � deg(P ) + 1.

(iii) En déduire que P = Q.

Remarque. On conjecture que sim et n sont deux entiers ayant les mêmes diviseurs
premiers, que si de plus m + 1, n + 1 ont les mêmes diviseurs premiers ainsi que
m+ 2, n+ 2, alors m = n (conjecture d’Erdös-Woods).

Problème 5.2. Partage de secret

Soit p un nombre premier « grand » ; tous les entiers considérés dans la suite seront
supposés inférieur à p. Soit s0 un entier. On choisit alors n − 1 entiers s1, . . . , sn−1

« au hasard » (mais inférieurs à p) et soit P le polynôme
∑n−1

i=0 siX
i.

1. En considérant les polynômes de Lagrange

Li(X) =
∏

1�j�n

j �=i

X − j
i− j

montrer que la connaissance des P (i) pour 1 � i � n permet de retrouver s0.

2. On suppose connus les P (i) pour 1 � i 	= i0 � n. Sachant que P (X) est de la
forme

∑n−1
i=0 siX

i, que sait-on sur s0 ?

3. On suppose désormais connue la congruence modulo p des P (i) pour i 	= i0.
Montrer alors que l’on ne sait rien sur s0.

4. Le code pour déclencher une frappe nucléaire est un nombre inférieur à p que seul
le président connaît. Au cas où celui-ci serait dans l’impossibilité d’agir, il est prévu
que son état major constitué de n membres puissent déclencher la frappe sans que
toutefois n − 1 parmi eux n’y parviennent. Proposer une solution mathématique à
ce problème en s’inspirant des questions précédentes.

5. Généraliser la question précédente au cas où l’on voudrait que k d’entre eux le
puissent sans que k − 1 n’y parviennent.
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Problème 5.3. Signe du discriminant

Soit Q un polynôme unitaire de degré d à coefficients réels.

On rappelle que le discriminant D de Q est égal à
∏
i<j(αi − αj)2, les αi étant les

racines (réelles ou complexes) de Q.

1. On définit le signe s de D comme +1 si D > 0 et −1 si D < 0 ; (on suppose
D 	= 0). Montrer que

s = (−1)
d−r

2

où r est le nombre de racines réelles deQ comptées avec multiplicités (on regoupera
dans l’expression de D chaque terme non réel avec son conjugué).

2. En déduire que
r ≡ d+ s+ 3 mod (4).

3. On pose d = 3 et Q = x3 + px + q, p, q ∈ R. En déduire le nombre de racines
réelles de Q suivant le signe de D.

4. Calculer le discriminant D du polynôme Q en fonction de p et q (en évaluant le
résultant R(Q,Q′)).

5. Calculer la suite de Sturm de Q (on supposera p 	= 0 et q 	= 0). Retrouver les
résultats de la question 3. ci-dessus.

Problème 5.4. Polynômes de Tchebichev

1. Justifier l’égalité Re[(cos x + i sinx)n] = cosnx et en déduire l’existence d’un
polynôme Tn de degré n tel que Tn(cos x) = cosnx.

2. On considère sur R[X] le produit scalaire

< .|. >: R[X]2 → R
(f, g) �→ ∫ 1

−1 f(x)g(x) dx√
1−x2

Montrer que (Tk)0�k�n est une base orthogonale de (Rn[X], < .|. >).
3. (a) Montrer que Tn(X) admet n-racines réelles distinctes xi que l’on explicitera.

On note γn le coefficient dominant de Tn(X).
(b) En utilisant le problème (5.1), montrer que pour tout Q ∈ R[X], il existe un
unique Ln,Q ∈ Rn[X] tel que Ln,Q(xi) = Q(xi) pour tout 1 � i � n.

(c) On note ϕ la forme linéaire définie par ϕ(P ) =
∫ 1
−1 P (x) dx√

1−x2 . Soit alors Q

un polynôme de degré 2n − 1. Montrer qu’il existe S ∈ R[X] de degré n − 1
tel que Q − Ln,Q = TnS. En déduire qu’il existe des λi > 0 tels que pour tout
Q ∈ R2n−1[X] on ait l’égalité :∫ 1

−1
Q(x)

dx√
1− x2

=
n∑
i=1

λiQ(xi).

En quoi ce résultat est-il surprenant ?
(d) Que se passe-t-il pour Q(X) = T 2

n ?
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Problèmes 121

4. Soient y1, · · · , yn et ν1, · · · , νn des réels tels que pour tout Q ∈ R2n−1[X],
on ait

∫ 1
−1Q(x) dx√

1−x2 =
∑n

i=1 νiQ(yi). Montrer que les yi sont forcément
distincts puis que les νi sont uniquement déterminés par les yi. En considérant
Q = Tn,XTn, · · · ,Xn−1Tn conclure que l’ensemble des yi est égal à l’ensemble
des xi et commenter.

Problème 5.5. Polynômes cyclotomiques

On note Un le groupe multiplicatif des racines n-ièmes de l’unité (Un ⊂ C). On rap-
pelle que Un � (Z/nZ,+) (proposition 6.1) ; on note U ′

n l’ensemble des générateurs
de ce groupe, et un élément de U ′

n est dit racine primitive de l’unité.

1. Soit Φn(X) =
∏
ξ∈U ′

n
(X − ξ) ; Φn(X) est par définition le n-ième polynôme

cyclotomique et U ′
n désigne l’ensemble des racines primitives n-ièmes de l’unité.

Montrer que
Xn − 1 =

∏
d|n

Φd(X)

et en déduire que n =
∑

d|n φ(d).

2. Calculer Φn pour n = 1, 2, 3, 4, 6, 8.

3. Montrer que Φn ∈ Z[X].
4. On écrit Xn − 1 = Φn(X)P (X). Montrer qu’il existe un nombre premier p et un

entier x tels que p|Φn(x) et p |/P (x). En déduire que xn = 0 mod p mais que
xd 	= 0 mod p pour tout diviseur strict d de n. Conclure que p est du type kn+ 1
puis qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus à 1 modulo n.
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Chapitre 6

Théorie des corps

Ce chapitre est une introduction classique à la théorie des corps, avec une
section relativement étoffée traitant des corps finis.
De plus une démonstration peu habituelle (mais bien dans l’esprit de cet
ouvrage) de la loi de réciprocité quadratique est proposée dans la section 6.6∗
(donc hors programme pour la licence) ; une autre preuve de ce même résultat
est proposée en exercice.

6.1 CARACTÉRISTIQUE

SiK est un corps commutatif, on note 0 l’élément neutre pour l’addition et 1 l’élément
neutre pour la mutiplication. On a un morphisme d’anneaux canonique φ :

Z −→ K

tel que φ(1) = 1. Deux cas peuvent se présenter :

1. Le noyau de φ est l’idéal (0), i.e. φ est injective. On identifie alors Z et son image
dans K . Le corps K contenant Z contient aussi son corps des fractions Q. On dit
dans ce cas que K est de caractéristique 0.

2. Le noyau de φ est un idéal non nul de Z, donc de la forme nZ avec n > 0 ; le
morphisme φ se factorise en un morphisme injectif φ̃ :

Z/nZ −→ K.

L’anneau Z/nZ s’identifie alors à un sous-anneau du corps K , ce qui implique
qu’il est intègre, et donc que n est un nombre premier p (Z/pZ est alors un corps à
p éléments, cf. 1.39). On dit dans ce cas que K est de caractéristique p.



�

�

�

�

�

�

�

�
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6.2 GROUPE MULTIPLICATIF

Proposition 6.1. Soit K un corps. Alors tout sous-groupe fini G du groupe (K ∗,×)
est cyclique. Si n = |G| il est donc isomorphe au groupe (Z/nZ,+) (l’isomorphisme
transforme la multiplication en addition).

Démonstration. Le groupe G étant un groupe abélien, c’est aussi un Z-module (on
garde ici la notation multiplicative pour la loi de groupe sur G, pour ne pas confondre
avec l’addition deK ; la structure de Z-module est donc définie, pour n ∈ Z et g ∈ G,
par n.g = gn).
Soit bZ ⊂ Z l’idéal annulateur de G. On peut supposer b > 0. Il y a donc au moins
|G| solutions dans K à l’équationX b − 1 = 0. D’autre part cette équation a au plus b
solutions dans le corps K puisqu’elle est de degré b. On a donc |G| � b.
D’après le théorème 2.33 de structure des modules de type fini, appliqué au groupe
G (module de type fini sur Z), il existe des nombres entiers a1, . . . , as tels que
1 < a1 � a2 · · · � as (en fait a1|a2| . . . |as) et tels que :

(G,×) � (Z/a1Z× · · · × Z/asZ,+).

On alors b = as ((as) est l’annulateur de G) et |G| = a1a2 . . . as. Comme |G| � as,
on a s = 1 et (G,×) � (Z/a1Z,+) est cyclique. �

Exemple 6.2. Prenons K = C. Alors si G ⊂ C∗ est d’ordre n, G est constitué
de l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité qui est donc un groupe cyclique. Un
générateur de ce groupe est appelé racine primitive n-ième de l’unité conformément à
la définition 6.24 plus loin.

6.3 EXTENSIONS

Définition 6.3. Si K et L sont deux corps tels que K ⊂ L, on dit que L est une
extension de K . Le corps L est alors un espace vectoriel sur K dont la dimension,
notée [L : K], s’appelle l’ordre de l’extension.

Si L et L′ sont deux extensions d’un même corps K , un K-morphisme φ : L → L ′
est un morphisme de corps φ tel que φ|K est l’identité.

Remarque 6.4. Un morphisme de corps φ : K → L est par définition un
morphisme des anneaux sous-jacents. Il vérifie donc φ(0) = 0, φ(1) = 1 et
est toujours injectif puisque ker φ est un idéal deK qui ne contient pas 1, donc
réduit à {0}. Un morphisme de corps φ : K → L définit donc une extension
de K (avec l’abus de langage consistant à identifier K et φ(K)).

Proposition 6.5. Si K ⊂ L ⊂ H sont des extensions de corps, on a :

[H : K] = [H : L][L : K].
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6.3 Extensions 125

Démonstration. On suppose les dimensions finies, sinon la proposition est triviale.
Soient (e1, . . . , en) une base de L sur K , et (f1, . . . , fp) une base de H sur L. Nous
allons montrer que les (eifj) (1 � i � n, 1 � j � p) forment une base de H sur K ,
ce qui montrera la proposition.
Ces éléments sont des générateurs, car si x ∈ H , on peut écrire x =

∑p
j=1 λjfj avec

λj ∈ L. Chaque λj peut à son tour se développer sur la base (ei) : λj =
∑n

i=1 λijei,
avec λij ∈ K . On obtient alors :

x =
∑

λijeifj.

On montre de même que les eifj forment une famille libre ; si on a une relation
linéaire : ∑

λijeifj = 0,

on peut l’écrire
p∑
j=1

fj(
n∑
i=1

λijei) = 0

ce qui implique
∑n

i=1 λijei = 0 pour tout j puisque les fj sont indépendants, et donc
λij = 0 puisque les ei sont indépendants. �

Définition 6.6. Soit K ⊂ L une extension.

1. Soit A = (α1, . . . , αp) une partie de L. L’extension de K engendrée par A est le
plus petit sous-corps de L contenantA ; on la noteK(α1, . . . , αp). SiA est réduite
à un seul élément α, on dit que l’extension K(α) est monogène.

2. Soit α ∈ L, et φ : K[X] → L le morphisme d’anneaux défini par φ(λ) = λ si
λ ∈ K et φ(X) = α.
• On note K[α] l’image de φ. C’est le sous-anneau de L engendré par K et α

(ensemble des « polynômes en α »).
• Si φ est injective, on dit que α est transcendant (sur K) ;
• sinon on dit que α est algébrique surK . Le générateur unitaire de ker φ est alors

appelé le polynôme minimal de α (sur K). On le note qα(X).

Remarques 6.7.

1. Si α est transcendant, on aK[α] � K[X] et doncK(α) � K(X). L’anneau
K[α] n’est alors pas un corps.

2. Si α est algébrique, le morphisme φ se factorise en φ ◦ π où φ :
K[X]/(qα) → K[α] est un isomorphisme. Le diagramme suivant est donc
commutatif :

K[X]
π

����
��

��
��

φ �� K[α]

K[X]
(qα)

φ

����������

(1)

et l’anneau K[α] est un corps (cf. plus bas).
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Rappelons maintenant quelques propriétés des quotients de l’anneau des polynômes
K[X] sur un corps K .

Soient P ∈ K[X], P = a0 + a1X + · · ·+Xd un polynôme unitaire, π la surjection
canonique :

K[X] −→ K[X]
(P )

.

Posons x = π(X) et K[X]
(P ) = K[x].

Proposition 6.8.

1. L’anneau K[x] est un espace vectoriel sur K de dimension d, dont une base est
1, x, . . . , xd−1 ;

2. l’anneauK[x] est un corps si et seulement si le polynôme P est irréductible surK .

Démonstration. Si d > 0, l’application π restreinte à K (identifié aux polynômes de
degré 0) est injective puisque ker π∩K = (P )∩K = (0). On identifie alors en général
K et son image π(K) dans K[x], ce qui définit la structure de K-espace vectoriel de
K[x]. La suite est évidente, laissée en exercice au lecteur (pour 2., la démonstration
est la même que dans le cas de Z : cf. le corollaire 1.39). �

Exemples 6.9.

1. Si K = Q, P = 1 +X + · · · +Xp−1, p étant un nombre premier, Q[x] = Q[X]
(P )

est une extension de Q de degré p.

En effet, le polynôme P est irréductible (corollaire 5.11) et donc Q[x] = Q[X]
(P )

est un corps.

2. Toujours avec K = Q, posons P = X2 − a avec
√
a 	∈ Q. Alors Q[X]

(P ) est une
extension de degré 2 de Q. On dit que c’est une extension quadratique.

Proposition 6.10. SoientK ⊂ L une extension, α ∈ L. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
1. α est algébrique sur K ;
2. K[α] = K(α) ;
3. dimKK[α] < +∞.

De plus, si qα(X) est le polynôme minimal de α, il est irréductible et son degré q est
égal à [K[α] : K]. On dit que q est le degré de α (sur K).

Démonstration. 1.⇒ 2. Si α est algébrique sur K , on a une injection

φ :
K[X]
(qα)

−→ L

et donc qα est irréductible puisque l’anneau K[X]
(qα) est intègre car inclus dans un corps
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6.4 Corps de rupture 127

(on l’identifie avec son image par φ, cf. (1)). L’anneau K[X]
(qα) , isomorphe à K[α], est

donc alors un corps (proposition 6.8), ce qui signifie que K[α] = K(α).

2.⇒ 3. L’anneau K[X]
(qα) est un espace vectoriel de dimension q sur K si q est le degré

de qα et il s’identifie à son image K[α] par le morphisme φ.
3.⇒ 1. Si dimK K[α] < +∞, le morphisme φ a un noyau non trivial (sinon on aurait
K[α] � K[X] qui est de dimension infinie), et donc α est algébrique par définition.

�
On dit que l’extension K ⊂ L est algébrique si tout α ∈ L est algébrique sur K .

Théorème 6.11. Soit K ⊂ L une extension. Alors l’ensemble M des éléments de L
algébriques sur K est un sous-corps de L. En particulier, la somme et le produit de
deux éléments algébriques sont algébriques.

Démonstration. Soient α et α′ deux éléments de L algébriques surK . Il faut montrer
que α+α′, αα′ et 1/α (pour α 	= 0) sont algébriques. Comme α est algébrique surK ,
la proposition 6.10 montre que L1 = K[α] est un corps et que [L1 : K] < +∞. Tout
élément de L1 est donc algébrique sur K (proposition 6.10), ce qui est en particulier
le cas de 1/α. L’élément α′ étant algébrique sur K , il l’est a fortiori sur L1. L’anneau
L2 = L1[α′] est donc aussi un corps, et l’on a [L2 : K] < +∞ (proposition 6.5). Mais
on a évidemment α+α′ et αα′ ∈ L2. Une nouvelle application de la proposition 6.10
montre alors qu’ils sont algébriques sur K . �

6.4 CORPS DE RUPTURE

Définition 6.12. Soient K un corps, P ∈ K[X] un polynôme irréductible non
constant. Un corps L extension de K est appelé corps de rupture de P sur K si
L = K(α) (extension monogène) avec P (α) = 0.

Proposition 6.13. Soit P ∈ K[X] un polynôme irréductible non constant. Il existe
un corps de rupture de P sur K unique à K-isomorphisme près (définition 6.3).

Démonstration. a) Existence. Posons L = K[X]/(P ). Comme P est irréductible, L
est un corps (proposition 6.8), et donc une extension de K . Si l’on note x l’image de
X dansL par l’application canonique π : K[X]→ K[X]/(P ), on a bienL = K(x)
et P (x) = 0 puisque P (x) est l’image de P par π, nulle par définition.
b) Unicité. Si on a un corps de rupture L′ = K(α), le morphisme canonique φ :
K[X]→ L′ qui envoieX sur α se factorise en unK-isomorphismeK[X]/(qα) � L′
par (1). On a φ(P ) = P (α) = 0 par définition, et donc P ∈ kerφ = (qα). Le
polynôme qα divise donc P et n’est pas constant puisque qα(α) = 0. Comme P est
irréductible, on a (P ) = (qα) et donc

L′ � K[X]
(qα)

� K[X]
(P )

= L. �
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Remarque 6.14. Si L est un corps de rupture de P sur K, le polynôme P a
par définition une racine α dans L. Cependant il n’est en général pas complè-
tement factorisé dans L. Par exemple, prenons K = Q, P (X) = X 3 − 2,
L = Q( 3

√
2) ⊂ R et soit j une racine cubique de l’unité non réelle. Alors

les deux racines non réelles j 3
√

2 et j2 3
√

2 de P ne sont pas dans L (le lecteur
vérifiera que

X3 − 2 = (X − 3
√

2)
(
X2 +X

3
√

2 + ( 3
√

2)2
)
,

le second facteur étant irréductible sur L).

Définition 6.15. Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré d > 0. Un corps L extension
de K est appelé corps de décomposition de P sur K si :
1. Le polynôme P est scindé sur L (i.e. P a toutes ses racines dans L) ;
2. les racines de P engendrent L sur K (et donc L est minimal parmi les corps

contenant les racines de P ).

Remarquons que dans la définition précédente, on ne fait aucune hypothèse d’irréduc-
tibilité sur le polynôme P , contrairement à ce qui se passe pour la définition du corps
de rupture.

Exemples 6.16.

1. Dans la remarque 6.14, le corps L = Q( 3
√

2) est un corps de rupture de
P = X3 − 2, mais pas un corps de décomposition.

2. Si au contraire on considère un nombre premier p et le polynôme irréductible
P = 1 + X + · · · + Xp−1 (corollaire 5.11), son corps de rupture L = Q[X]

(P )

est aussi un corps de décomposition. En effet, L contient par hypothèse une racine
ξ de P ; les p − 1 racines de P sont les racines p-ièmes de l’unité différentes de
1 ; ces p− 1 racines sont ξ, ξ2, . . . , ξp−1 (vérification immédiate laissée au lecteur)
qui sont bien dans L puisque L est un corps. Toutes les racines 	= 1 sont primitives
puisque p est premier.

Proposition 6.17. Pour tout polynômeP ∈ K[X], il existe un corps de décomposition
noté DK(P ) unique à un K-isomorphisme près.

Démonstration. a) Existence. Immédiate par récurrence sur d : si d = 1 ou si P est
scindé sur K , on a DK(P ) = K . Sinon, soient Q(X) un facteur irréductible de P de
degré � 2, K ′ un corps de rupture de Q, x1 une racine de Q (donc de P ) dans K ′.
On peut donc écrire P (X) = (X − x1)P1(X) dans K ′[X], avec deg(P1) = d − 1.
Soit L un corps de décomposition de P1 sur K ′ (obtenu par hypothèse de récurrence).
Le corps L est alors aussi un corps de décomposition de P sur K (car si x2, . . . , xd)
sont les racines de P1 dans L (éventuellement multiples), on a L = K ′(x2, . . . , xd) et
donc L = K(x1, . . . , xd), puisque K ′ = K(x1)).
b) Unicité. La démonstration, sans difficulté mais un peu technique, se fait par récur-
rence sur [L : K], et sera admise ici. Nous n’utiliserons pas ce résultat (on pourra se
reporter à [2] pour une démonstration). �
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6.5 Corps finis 129

Définition 6.18. Un corpsK est dit algébriquement clos s’il vérifie une des propriétés
équivalentes suivantes :
1. Tout polynôme P ∈ K[X] de degré � 1 admet une racine dans K ;
2. tout P ∈ K[X] est produit de polynômes de degré 1 ;
3. si une extension K ⊂ L est algébrique, on a K = L.

La démonstration de l’équivalence des trois propriétés ci-dessus est immédiate et
laissée au lecteur. Le corps C est algébriquement clos (théorème de d’Alembert-
Gauss), mais il y en a d’autres, par exemple le sous-corps de C formé des éléments
algébriques sur Q.

6.5 CORPS FINIS

Rappelons que siK est un corps fini, le morphisme φ : Z→ K défini par φ(n) = n.1
a un noyau de la forme pZ, où p est un nombre premier non nul appelé la caractéris-
tique de K . On note Fp le corps Z/pZ (1.39) et |K| le cardinal de K .

Lemme 6.19. Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors K contient un sous-
corps isomorphe à Fp (que l’on identifie à Fp), et son cardinal est de la forme pn,
avec n entier � 1.

Démonstration. On a déjà vu que l’image de φ était isomorphe à Fp. Identifions Imφ
et Fp. Le corps K est un espace vectoriel sur Fp de dimension finie n. Son cardinal
|K| est donc bien pn. �

Lemme 6.20. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Notons F l’application
K → K définie par F (x) = xp (F s’appelle le morphisme de Frobénius). Alors
1. F est un morphisme de corps (donc injectif).
2. Si K est fini, c’est un automorphisme (i.e.il est bijectif).
3. Pour x ∈ K , F (x) = x si et seulement si x ∈ Fp.

Démonstration. On a évidemment F (xy) = F (x)F (y) et F (1) = 1, ce qui im-
plique que F (x−1) = (F (x))−1 pour x 	= 0. Pour l’addition, écrivons la formule du
binôme :

(x+ y)p = xp +
(
p

1

)
xp−1y + · · · +

(
p

i

)
xp−iyi + · · ·+ yp.

Il est bien connu (et facile à vérifier) que p divise
(
p
i

)
(1 � i � p − 1). En caractéris-

tique p, la formule du binôme devient donc : (x + y)p = xp + yp, ce qui montre 1.
F étant un morphisme de corps, il est injectif et donc bijectif si le cardinal de K est
fini. Enfin on a xp−1 = 1 pour tout x ∈ Fp non nul (car Fp

∗ est de cardinal p− 1) et
donc xp = x pour x ∈ Fp. Les éléments de Fp sont les seuls vérifiant cette équation,
puisque l’équation Xp −X = 0 a au plus p racines dans le corps K . �
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Le théorème suivant montre pour tout n > 0 l’existence d’un corps de cardinal q = pn.
L’unicité (à isomorphisme près) d’un tel corps sera montrée plus loin (proposition
6.30).

Théorème 6.21. (Existence du corps Fq)
Soient p un nombre premier, n ∈ N∗. On pose q = pn. On considère le polynôme
Xq −X comme à coefficients dans Fp. Alors le corps de décomposition du polynôme
Xq −X sur Fp est un corps à q éléments noté Fq.

Démonstration. Soit K le corps de décomposition de X q − X sur le corps Fp.
L’ensemble A ⊂ K des racines de X q − X est un corps car si x ∈ A et y ∈ A, on
a xq = x et yq = y, d’où (xy)q = xy et (x + y)q = x + y car q étant égal à pn,
l’application x �→ xq de K dans K est le morphisme de Frobenius itéré n fois. On a
donc xy ∈ A et x+ y ∈ A. De plus si x ∈ A, x 	= 0, on a évidemment 1/x ∈ A, etA
contient Fp (lemme 6.37). On a donc A = K puisque par définition K est engendré
sur Fp par les racines de Xq − X . D’autre part si l’on pose P = Xq − X , on a
P ′ = qXq−1 − 1 = −1 puisque la caractéristique p de K divise q. Cela entraîne
que les racines de P sont simples (puisque pour toute racine α de P dans K on a
P ′(α) = −1 	= 0), et donc queA = K est un corps à q éléments (puisque le polynôme
Xq −X a alors exactement q racines dans K). En particulier, si q = p, on a K = Fp.

�

Remarques 6.22.

1. Il résulte du théorème ci-dessus que l’on aX q −X =
∏
a∈Fq

(X −a) dans
Fq[X], ou encore en enlevant la racine 0, X q−1 − 1 =

∏
a∈Fq

∗(X − a).
2. Si q = p, on a la factorisation Xp−X = X(X − 1) . . . (X− (p− 1)) dans

Fp[X], si l’on note k l’élément k.1 de Fp = Z/pZ.

3. PosonsP = Xq−X, P étant considéré comme un élément de Fp[X]. Alors
la factorisation deP dans Fp[X] (en produit de polynômes irréductibles sur
Fp) est le produit des polynômes minimaux (distincts) des éléments de Fq.
En effet, si a ∈ Fq, son polynôme minimal qa (sur le corps Fp) est irré-
ductible et est un diviseur de P (puisque P (a) = 0). Réciproquement tout
facteur irréductible Q de P est le polynôme minimal d’une quelconque de
ses racines.

4. On suppose toujours q = pn. Si Q est un facteur irréductible de
P = Xq −X (sur le corps Fp), son degré d divise n.
En effet, soit α une racine de Q dans Fq. Le corps Fp(α) est alors un
sous-corps de Fq, et [Fp(α) : Fp] = d (proposition 6.10). La formule

n = [Fq : Fp] = [Fq : Fp(α)] [Fp(α) : Fp]

montre l’assertion.

5. En fait nous allons montrer ci-dessous (corollaire 6.34) que tout polynôme
unitaire irréductible de Fp[X] dont le degré divise n apparaît une fois et
une seule dans la factorisation de P .
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Étudions maintenant le groupe (Fq
∗,×). En appliquant la proposition 6.1, on a :

Proposition 6.23. Soit q = pn, p étant un nombre premier. Alors

(Fq
∗,×) � (Z/(q − 1)Z,+).

Définition 6.24. Un élément a ∈ Fq qui engendre le groupe cyclique Fq
∗ est dit

primitif.

Remarques 6.25.

1. Il y a ϕ(q − 1) éléments primitifs dans Fq
∗, ϕ étant la fonction d’Euler

(définition 1.40).

2. Si a ∈ Fq
∗ est primitif, les éléments primitifs sont les ai avec

1 � i < q − 1 et i ∧ (q − 1) = 1 (cf. la proposition 1.38).

Proposition 6.26. Soient p un nombre premier, n un entier > 0, q = pn, a ∈ Fq un
élément primitif, qa son polynôme minimal sur le corps Fp. Alors qa est de degré n et
est un diviseur irréductible du polynômeX q−X . En particulier l’élément a engendre
l’extension Fq de Fp (donc Fq est à la fois le corps de décomposition du polynôme
Xq −X et le corps de rupture du polynôme qa sur le corps Fp).

Démonstration. Comme a est primitif, il engendre l’extension Fq de Fp puisqu’alors

tout élément non nul de Fq est une puissance de a. On a donc Fp(X)
(qa(X)) � Fq, ce qui

implique que qa est irréductible et de degré n = [Fq : Fp] (proposition 6.8). De plus
il divise P = Xq −X puisque P annule a. �

Remarque 6.27. Avec les notations ci-dessus, comme qa est un diviseur de
Xq −X, il a toutes ses racines dans Fq qui chacune engendre l’extension Fq

de Fp.

Corollaire 6.28. Soit p un nombre premier. Alors pour tout entier n il existe un
polynôme P ∈ Fp[X] de degré n irréductible.

Démonstration. Il suffit de prendre pour P le polynôme minimal d’un élément pri-
mitif de l’extension Fq de Fp pour q = pn (le corps Fq existe par le théorème 6.21).

�

Exemple 6.29. Soit q = 16 = 24. Le lecteur pourra vérifier à titre d’exercice que la
décomposition de X16 −X en facteurs irréductibles sur F2 s’écrit :

X(X + 1)(X2 +X + 1)(X4 +X + 1)(X4 +X3 + 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1).

Si l’on note a une racine du polynôme X 4 +X + 1, on a F16 = F2(a). L’élément a
est de plus primitif, car d’ordre (multiplicatif) 15 dans F16

∗ (l’ordre de a divise 15 ;
comme on a la relation a4 + a + 1 = 0, il est immédiat de voir que a ne peut être
d’ordre 1, 3 ou 5).
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En revanche l’élément a3 est d’ordre 5 dans F16
∗ ; il n’est donc pas primitif. Cepen-

dant son polynôme minimal est X4 +X3 +X2 +X + 1 aussi de degré 4, et l’on a
F16 = F2(a3).

Le lecteur vérifiera que les éléments primitifs sont les racines des polynômes
X4 +X + 1 et X4 +X3 + 1.

Montrons maintenant l’unicité (à isomorphisme près) du corps fini à q = pn éléments.

Proposition 6.30. « Unicité du corps Fq ».
Soit L un corps fini à q = pn éléments. Alors il est isomorphe au corps Fq (par un
Fp-isomorphisme).

Démonstration. Comme |L| = q = pn, le corps L est de caractéristique p. Il contient
donc le corps Fp.
Soit a ∈ Fq un élément primitif, qa ∈ Fp[X] son polynôme minimal. Le polynôme
qa est de degré n, et

Fq = {λ0 + λ1a+ · · ·+ λn−1a
n−1, λi ∈ Fp},

puisque Fq � Fp[X]
(qa(X)) .

Comme |L| = q, les éléments deL vérifient aussi l’équationX q−X = 0 (proposition
1.18) et L s’identifie aussi à l’ensemble des solutions de l’équation X q − X = 0.
Comme qa est un diviseur irréductible (sur Fp) de Xq −X , il existe b ∈ L tel que qa
soit le polynôme minimal de b (b est une racine dans L du polynôme qa). Considérons
l’application f : Fq −→ L :

λ0 + λ1a+ · · ·+ λn−1a
n−1 �→ λ0 + λ1b+ · · ·+ λn−1b

n−1.

Il est immédiat de vérifier que f est un isomorphisme (en fait un Fp-isomorphisme)
de corps. �

Étudions maintenant les sous-corps de Fq.

Proposition 6.31. Posons q = pn avec p premier.

1. Pour tout entier d tel que d|n, il y a un unique corps K de cardinal pd tel que :

Fp ⊂ K ⊂ Fq.

Ce corps K est l’ensemble des x ∈ Fq tels que xp
d

= x et est isomorphe à Fq
′

avec q′ = pd.

2. Réciproquement, tout corps K tel que Fp ⊂ K ⊂ Fq est de cardinal pd avec d|n.

Démonstration. Soit d un entier tel que d|n. Montrons l’existence de K . Soit K
l’ensemble des racines (dans Fq) du polynôme Xpd −X : il a déjà été démontré que
K était un corps (démonstration du théorème 6.21).
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6.5 Corps finis 133

Lemme 6.32. Soit k un entier tels que k − 1 soit un diviseur de q − 1. Alors le
polynôme Xk −X a exactement k racines dans Fq.

Démonstration. Le nombre de racines d’un polynôme de degré k dans un corps est
� k. D’autre part (Fq

∗,×) � (Z/(q − 1)Z,+). La proposition 1.35 implique qu’il
y a dans Fq

∗ exactement k − 1 éléments d’ordre divisant k − 1. Ces k − 1 éléments
plus {0} sont racines du polynôme X(Xk−1 − 1) = Xk −X . �

Lemme 6.33. Soient d et n deux entiers tels que d|n, p un entier > 1. Alors
(pd − 1)|(pn − 1).

Démonstration. Il suffit de considérer l’identité polynomiale :

Xn − 1 = (Xd − 1)(X(n−d) +X(n−2d) + · · · +Xd + 1)

et de faire X = p. �

Le lemme 6.32 appliqué avec k = pd implique que |K| = pd. Le corps K étant
de cardinal q′ = pd, il est isomorphe à Fq′ (théorème 6.21). Pour l’unicité, soit K1

un sous-corps de Fq de cardinal pd. Le corps K1 est alors isomorphe aussi à Fq′

ce qui montre l’unicité (i.e.K = K1), car tout élément de Fq′ vérifiant l’équation
Xq′ −X = 0, il en est de même pour les éléments de K1.
Réciproquement, si K est un corps tel que :

Fp ⊂ K ⊂ Fq

c’est une extension de degré d de Fp, Fq est une extension de degré b deK , on a donc
n = bd avec card(K) = pd. �

Corollaire 6.34. Soient p un nombre premier, q = pn, {Qi}, i ∈ I , l’ensemble des
polynômes unitaires irréductibles de Fp[X] dont le degré divise n. On a alors :

Xq −X =
∏
i∈I

Qi

En particulier, les (X − αj)αj∈Fp
sont parmi les Qi.

Démonstration. On a déjà montré (remarque 6.22) que siQ est un facteur irréductible
de P = Xq −X , son degré divise n.
Réciproquement, soit Q un polynôme irréductible unitaire de Fp[X] dont le degré d

divise n. Le corps K1 = Fp[X]
(Q) est de cardinal q′ = pd donc isomorphe au corps

K � Fq′ tel que :
Fp ⊂ K ⊂ Fq

(proposition 6.31). L’élément x ∈ K1 (image de X) a pour polynôme minimal le po-
lynôme Q. Son image α ∈ K par le Fp-isomorphismeK1 � K a le même polynôme
minimal qui divise donc P (puisque α est annulé par P ). Ce facteur n’apparaît qu’une
fois dans la décomposition de P puisque toutes les racines de P sont simples. �
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Corollaire 6.35. Soit P ∈ Fp[X] un polynôme de degré n. Les conditions suivantes
sont alors équivalentes :

1. P est réductible sur le corps Fp ;

2. P a une racine dans un corps Fpd avec d � n/2.

6.6 ∗COMPLÉMENTS

6.6.1. Automorphismes de Fq

Rappelons que si K est un corps, un automorphisme φ de K est un morphisme non
nul (donc bijectif) K → K .

Plus généralement, si K ⊂ L est une extension de corps, un K-automorphisme de
L est un automorphisme φ de L tel que φ|K = Id (cf. la définition 6.3). L’ensemble
des automorphismes de K (resp. des K-automorphismes de L) est un groupe (pour la
composition). Il résulte du lemme 6.37 que si K est un corps fini de caractéristique p,
alors pour s ∈ N, l’application F s : K → K définie par F s(x) = xp

s

(« Frobenius
itéré s fois ») est un automorphisme de K . Nous allons montrer que tout automor-
phisme est de cette forme. On peut supposer que K = Fq, avec q = pn (proposition
6.30).

Proposition 6.36. Soient p un nombre premier, n un entier > 0, q = pn, φ un
automorphisme du corps Fq. Il existe alors un entier s � n tel que φ(x) = xp

s

pour
tout x ∈ Fq.

Démonstration. Montrons deux résultats préliminaires.

Lemme 6.37. Soit P ∈ Fq[X] un polynôme. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. P ∈ Fp[X] ;

2. (P (X))p = P (Xp).

Démonstration. Posons P (X) = adX
d + · · ·+ a1X + a0. On a alors

(P (X))p = apd(X
p)d+· · ·+ap1Xp+ap0. Ce polynôme est égal àP (Xp) si et seulement

si api = ai pour tout i, i.e.si et seulement si ai ∈ Fp pour tout i (en effet, les p racines
dans Fq du polynôme Xp −X sont les éléments de Fp). �

Lemme 6.38. Soit α ∈ Fq, qα(X) ∈ Fp[X] le polynôme minimal de α sur Fp. Soit
r le plus petit entier � 0 tel que αp

r

= α. On a alors

qα(X) = (X − α)(X − αp) . . . (X − αpr−1
).

En particulier, qα(X) est de degré r, et donc r|n (proposition 6.31).
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Démonstration. Remarquons d’abord que pour 0 � i < j < r, on a αp
i 	= αp

j

. En
effet, dans le cas contraire on aurait :

αp
i+r−j

= (αp
i

)p
r−j

= (αp
j

)p
r−j

= αp
r

= α

contrairement à la propriété de minimalité de r (car i+ r − j < r).
Posons P (X) = (X − α)(X − αp) . . . (X − αp

r−1
). Le polynôme P est de de-

gré r, vérifie P (α) = 0, mais est a priori à coefficients dans Fq. Montrons que
P (X) ∈ Fp[X]. On a :

P (X)p = (Xp − αp)(Xp − αp2
) . . . (Xp − αpr

) = P (Xp)

(puisque αp
r

= α), d’où P ∈ Fp[X] par le lemme 6.37. Le polynôme qα(X) divise
donc P (X) dans Fp[X]. Mais qα(X) étant invariant par le morphisme de Frobenius
F (puisque qα(X) ∈ Fp[X]), l’ensemble de ses racines aussi. Les αp

i

étant distincts,
on en déduit que deg(qα) � r, et donc que qα(X) = P (X). �

Montrons maintenant la proposition 6.36. Soit φ un automorphisme de Fq. On a
φ(1) = 1, d’où φ(n.1) = n.1 pour tout entier n. On en déduit que φ|Fp

est l’identité.
Prenons pour α un élément de Fq primitif sur Fp (définition 6.24). Comme le poly-
nôme qα(X) ∈ Fp[X] est invariant par φ, on a que φ(α) est aussi racine de qα(X),
donc φ(α) = αp

s

pour un entier s tel que 0 � s < n (lemme 6.38). Mais l’ensemble
des x ∈ Fq qui vérifient φ(x) = xp

s

est un sous-corps K de Fq qui contient Fp et
l’élément α. On a donc K = Fq puisque Fq = Fp(α). �

Corollaire 6.39.

1. Tout automorphisme de Fq induit l’identité sur Fp ;

2. le groupe des automorphisme de Fq est cyclique, engendré par l’automorphisme
de Frobenius x �→ xp ;

3. plus généralement, soient r un entier � 1, q1 = pr, q = qn1 ; on a donc Fq1
⊂ Fq.

Alors le groupe des Fq1
-automorphismes de Fq est cyclique, engendré par l’auto-

morphisme x �→ xq1 .

Démonstration.
1. et 2. découlent immédiatement de la proposition 6.36. Montrons 3.
L’automorphisme x �→ xq1 laisse fixes les éléments de Fq1

puisque ceux-ci vérifient
l’équation Xq1 −X = 0 (proposition 6.36).
Réciproquement, soit φ un Fq1

-automorphisme de Fq ; φ est de la forme x �→ xp
s

par
2. Remarquons d’abord que si α ∈ Fq1

est un élément primitif, l’entier r est le plus
petit entier k tel que αp

k

= α puisque le polynôme minimal de α est de degré r. On
en déduit tout entier s qui vérifie αp

s

= α est un multiple de r (car si s = ar + b, on
a αp

s

= αp
b

). �

Ce résultat permet d’illustrer la « théorie de Galois » dans le cas particulier des corps
finis.
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Proposition 6.40. Soit q = pr, G � (Z/nZ,+) le groupe des automorphismes de
Fqn sur Fq. Il y a une bijection Φ entre les corps K tels que Fq ⊂ K ⊂ Fqn et les
sous-groupes de H ⊂ G. À un sous-corps K correspond le sous-groupe H ⊂ G
des automorphismes de Fqn qui laissent fixes les éléments de K . Le groupe des
automorphismes de K sur le corps Fq est alors isomorphe au quotient G/H .

Démonstration. SoitK un corps tel que Fq ⊂ K ⊂ Fqn . Le corpsK est de cardinal
qd avec d|n (c’est d’ailleurs l’unique sous-corps de Fqn de cardinal qd (proposition
6.36).
On lui fait correspondre le sous-groupe H ⊂ G des K-automorphismes de Fqn .
Comme K � Fqd , ce groupe est cyclique d’ordre n/d (corollaire 6.39, 3.) : c’est
l’unique sous-groupe de G � (Z/nZ,+) d’ordre n/d. Cela montre que Φ est une
bijection.
Montrons maintenant la fin de la proposition. Le groupe L des Fq-automorphismes de
K est isomorphe à Z/dZ ; on a une application ψ : G → L qui à un automorphisme
de Fqn fait correspondre sa restriction à K . Pour achever de montrer la proposition, il
suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 6.41. Soit H ⊂ G le sous-groupe des automorphismes qui laissent fixes les
éléments de K . L’application ψ est un morphisme de groupes surjectif de noyau H .

L’application ψ est évidemment un morphisme de groupes, dont le noyau est H par
définition (le noyau est l’ensemble des Fq-automorphismes de Fqn qui induisent
l’identité sur K). Le morphisme ψ s’interprète comme un morphisme de groupes :
Z/nZ→ Z/dZ qui envoie la classe de 1 (mod n) sur la classe de 1 (mod d), puisqu’il
envoie l’identité sur l’identité. Le morphisme ψ est donc surjectif, et son noyau est
isomorphe à Z/sZ avec s = n/d (proposition 1.36). �

6.6.2. ∗Carrés de Fq

Pour q = pn fixé (p nombre premier), posons :

(Fq)2 = {x ∈ Fq| ∃ y ∈ Fq, y
2 = x}, Fq

∗2 = Fq
∗ ∩ (Fq)2.

Proposition 6.42.

• Si p = 2, on a (Fq)2 = Fq. ;

• si p > 2, on a |(Fq)2| = q+1
2 , |Fq

∗2| = q−1
2 .

Démonstration. Si p = 2, l’application x �→ x2 de Fq dans lui-même est le mor-
phisme de Frobenius, donc un isomorphisme (il est donc en particulier surjectif ; cf. le
lemme 6.37).
Si p > 2, on a 1 	= −1 et l’élévation au carré donne un morphisme surjectif :

Fq
∗ → Fq

∗2

dont le noyau est le sous-groupe (−1, 1) de (Fq
∗,×). Cela montre que |Fq

∗2| = q−1
2 ,

et donc |(Fq)2| = q+1
2 puisqu’il faut ajouter l’élément 0. �
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Proposition 6.43. « Critère d’Euler »

x ∈ Fq
∗2 ⇐⇒ x

q−1
2 = 1.

Démonstration. Notons

X = {x ∈ Fq |x
q−1
2 = 1}.

On a évidemment Fq
∗2 ⊂ X (car si x = y2 avec y ∈ Fq

∗, yq−1 = 1, d’où x
q−1
2 = 1),

et |X| � q−1
2 puisqu’il est constitué des racines d’un polynôme de degré q−1

2 . On a
donc X = Fq

∗2. �

Signalons deux corollaires classiques en théorie des nombres.

Corollaire 6.44. Soient p > 2 un nombre premier, n un entier, q = pn. Alors

−1 ∈ (Fq)2 ⇐⇒ q ≡ 1 mod 4

Démonstration.
−1 ∈ Fq

∗2 ⇔ (−1)
q−1
2 = 1⇔ q − 1

2
≡ 0 mod 2⇔ q ≡ 1 mod 4. �

Corollaire 6.45. Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4m+ 1.

Démonstration. Soient n un entier arbitraire et p un facteur premier de (n!)2 + 1.
Alors on a p > n (sinon p diviserait n!) et la classe de (n!)2 + 1 est nulle dans Fp.
Donc −1 est un carré dans Fp (puisque −1 = (n!)2) ce qui entraîne que p est de la
forme 4m + 1 d’après le corollaire 6.44. Comme p > n et que n est arbitraire, on en
déduit l’assertion. �

6.6.3. ∗La loi de réciprocité quadratique

Définition 6.46. Un entier a ∈ Z est dit un résidu quadratique modulo n si l’image
a ∈ Z/nZ est un carré.

Ainsi pour connaître, par exemple, les résidus quadratique modulo 6, il suffit de faire
la table des carrés dans Z/6Z :

x 0 1 2 3 4 5
x2 0 1 4 3 4 1

de sorte que a est un résidu quadratique modulo 6 si et seulement si a ≡ 0, 1, 3, 4
mod 6.

Rappelons que dans le corps Fq, −1 est un carré si et seulement si q ≡ 1 mod 4
(corollaire 6.44) ; donc si p est un nombre premier, −1 est résidu quadratique modulo
p si et seulement si p ≡ 1 mod 4.
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Définition 6.47.
– Symbole de Legendre : pour p premier et a non divisible par p, on définit(
a
p

)
∈ {±1} comme étant égal à 1 si a est un résidu quadratique modulo p et −1

sinon.
– Symbole de Jacobi : pour p premier et a divisible par p, on prolonge le symbole de

Legendre en posant
(
a
p

)
= 0. Si b =

∏
i pi où les pi sont des nombres premiers, on

pose : (a
b

)
=
∏
i

(
a

pi

)
(le produit est défini avec la multiplication dans Z).

Lemme 6.48. Le symbole de Legendre est multiplicatif, i.e. :(
ac

p

)
=
(
a

p

)(
c

p

)
de sorte que le symbole de Jacobi est bi-multiplicatif (i.e. par rapport aux variables a
et b).

Démonstration. La multiplicativité du symbole de Legendre découle directement
du critère d’Euler (proposition (6.43). En effet si x est non nul dans Z/pZ, x
est un carré si et seulement si x(p−1)/2 = 1 alors que dans le cas contraire on a
x(p−1)/2 = −1. Ainsi si x et y sont des résidus quadratiques non nuls modulo p,
on a (xy)(p−1)/2 = x(p−1)/2y(p−1)/2 ≡ 1 mod 2 et xy est un résidu quadratique
modulo p. Si x est un résidu quadratique modulo p alors que y n’en n’est pas
un, l’égalité précédente donne que xy n’est pas un résidu quadratique modulo p.
Enfin si x et y ne sont pas des résidus quadratiques modulo p, l’égalité précédente
donne (xy)(p−1)/2 ≡ 1 mod p et xy est un résidu quadratique modulo p, d’où la
multiplicativité du symbole de Legendre et la bi-multiplicativité du symbole de Jacobi.

�

Lemme 6.49. Le symbole de Jacobi
(
a
b

)
est nul si et seulement si a et b ne sont pas

premiers entre eux. Par ailleurs si a ∧ b = 1 et si a est un résidu quadratique modulo
b alors

(
a
b

)
= 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe p premier divisant a ∧ b ; on en déduit alors

que a ≡ 0 mod p et donc
(
a
p

)
= 0, soit

(
a
b

)
= 0. Réciproquement si

(
a
b

)
= 0, on

en déduit qu’il existe p divisant b tel que
(
a
p

)
= 0 soit a ≡ 0 mod p et donc p divise

a ∧ b.
En outre s’il existe c tel que a ≡ c2 mod b, on en déduit que a ≡ c2 mod p pour tout
p divisant b et donc

(
a
b

)
= 1. �

Remarquons que la réciproque de la dernière assertion est fausse : soit b = p2 et a qui
n’est pas un carré modulo p. On a par définition

(
a
b

)
= 1 alors que a n’est pas un carré

modulo b car sinon il en serait un modulo p.
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Proposition 6.50. « Lemme de Gauss » (encore un !). Pour p premier impair et
n ∈ Z, on appelle résidu minimal de n modulo p l’unique entier n ′ ∈]− p/2, p/2[ tel
que n ≡ n′ mod p. Soitm ∈ N non multiple de p ; on note µp(m) (ou simplement µ

s’il n’y a pas de confusion possible) le nombre d’entiers parmi {m, 2m, · · · , (p−1)
2 m}

dont le résidu minimal est strictement négatif. On a alors
(
m
p

)
= (−1)µ.

Démonstration. Posons λ = p−1
2 −µ et soit r1, · · · , rλ (resp. −s1, · · · ,−sµ) les ré-

sidus minimaux positifs ou nuls (resp. strictement négatifs) de {m, 2m, · · · , p−1
2 m}.

Notons tout d’abord que les ri (resp. si) sont distincts deux à deux. Supposons par
exemple qu’il existe un couple (i, j) tel que ri = sj , soit donc am ≡ ri ≡ sj ≡ −bm
mod p avec 1 � a, b � (p − 1)/2. On obtient alors am + bm ≡ 0 et comme m est
premier avec p, a + b est divisible par p ce qui est impossible, d’où la contradiction.
On a ainsi :

{r1, · · · , rλ, s1, · · · , sµ} = {1, 2, · · · , (p − 1)/2};
on obtient en particulier :

m.2m. . .
p− 1

2
m ≡ (−1)µr1 · · · rλs1 · · · sµ = (−1)µ

(p− 1
2

)
! mod p

Comme p ne divise pas ( p−1
2 )!, il vient m

p−1
2 ≡ (−1)µ mod p, d’où le résultat. �

Corollaire 6.51. (Le cas de 2) : pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)(p

2−1)/8 et

donc 2 est un carré modulo p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

Démonstration. Il s’agit de calculer µ pour m = 2 ; on est donc ramené à compter
les entiers l tels que p/2 < 2l < p. On vérifie aisément que si p ≡ 1 mod 4 (resp.
p ≡ 3 mod 4) alors µ = λ = p−1

4 (resp. λ = p−3
4 et µ = p+1

4 ). On vérifie alors que
p2−1

4 a la même parité que µ, d’où le résultat. �

Théorème 6.52. (Loi de réciprocité quadratique). Pour p et q premiers impairs on a :(
p

q

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4

(
q

p

)

Énoncée la première fois par Euler en 1783, la première preuve est due à Gauss en
1798, qui en donnera 7 en tout. Aujourd’hui on en dénombre plus de 163 ! Nous
proposons une preuve assez récente via le « symbole de Zolotarev ».

Notons d’abord que l’ensemble des bijections de Z/nZ dans lui-même s’identifie
au groupe Sn (cf. la remarque 4.11 : il suffit de choisir une bijection de l’ensemble
{Z/nZ} sur {1, 2, . . . , n}, par exemple la bijection {1, . . . , n} �→ {1, 2, . . . , n} ; si
alors m ∧ n = 1, la multiplication par m dans Z/nZ est une bijection et correspond
donc à un élément de Sn.
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Définition 6.53. Pour m premier avec n on définit le symbole de Zolotarev en(m)
comme la signature de la permutation correspondant à la multiplication par m dans
Z/nZ.

Proposition 6.54. Pour n et m des nombres premiers impairs distincts, le symbole de
Zolotarev est égal au symbole de Legendre.

Démonstration. Le résultat découle directement du lemme suivant :

Lemme 6.55. Le symbole de Zolotarev est multiplicatif en la variable m, i.e.
en(mm′) = en(m)en(m′). En outre pour n premier impair en(m) ≡ m(n−1)/2

mod n.

Démonstration. La multiplicativité du symbole de Zolotarev en la variablem provient
du fait que la composition de la multiplication par m avec la multiplication par m ′
correspond à la multiplication par mm′ et que la signature d’une composée est le
produit des signatures.
Soit r l’ordre de m dans le groupe ((Z/nZ)∗,×) qui est cyclique puisque n est
premier ; ce groupe se décompose alors sous l’action de la multiplication par m en
(n − 1)/r orbites chacune de longueur r et sur ces orbites la multiplication par m
induit un cycle de longueur r. On en déduit alors que le symbole de Zolotarev est
(−1)(r−1)(n−1)/r . Ainsi si r est pair on a :

m(n−1)/2 = (mr/2)(n−1)/r ≡ (−1)(n−1)/r mod n

car n étant premier, mr/2 ≡ −1 mod n ; si r est impair, n− 1 étant pair est divisible
par 2r et donc m(n−1)/2 = (mr)(n−1)/2r ≡ 1 mod n d’où le résultat. �

Lemme 6.56. On fixe n et m des nombres premiers impairs distincts. On considère
alors σ (resp. τ ) la permutation de Z/nZ × Z/mZ définie par (i, j) �→ (mi + j, j)
(resp. (i, nj + i)). On a alors ε(σ) =

(
m
n

)
et ε(τ) =

(
n
m

)
.

Démonstration. La multiplication par m dans Z/nZ étant injective, il est immédiat
de voir que σ (resp. τ ) est bien une permutation de Z/nZ × Z/mZ. La signature
de σ restreinte à Z/nZ × {j}, comme composée de la multiplication par m et de la
translation par j sur la première composante, est de signature

(
m
n

)
car la translation en

question est de signature (−1)n−1 = 1 (proposition 6.54). En outre j décritm valeurs
de sorte que la signature de σ est

(
m
n

)m =
(
m
n

)
. Par symétrie τ est de signature

(
n
m

)
.

�

Lemme 6.57. Soit π : Z/nmZ −→ Z/nZ × Z/mZ l’isomorphisme du lemme
chinois. On considère la permutation λ de Z/nmZ définie par mi+ j �→ nj + i. On

a alors λ ◦ π−1 ◦ σ = π−1 ◦ τ et ε(λ) = (−1)
n(n−1)

2
m(m−1)

2 .

Démonstration. L’isomorphisme canonique π : Z/nmZ→ Z/nZ× Z/mZ vérifie
π(mi + j) = (mi + j, j) et π(i + nj) = (i, i + nj). Ainsi en notant λ la bijection
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de Z/mnZ définie par λ(mi + j) = i + nj et qui correspond au passage de l’ordre
lexicographique à l’ordre lexicographique inverse, on obtient λ ◦ π−1 ◦ σ = π−1 ◦ λ.
Pour le calcul de ε(λ), il s’agit de compter le nombre d’inversions, i.e. le nombre de
(i, j) < (i′, j′) pour l’ordre lexicographique soit i < i′ ou i = i′ et j < j′, tels que
(i, j) > (i′, j′) pour l’ordre lexicographique inverse, i.e. j > j ′ ou j = j′ et i > i′. On
obtient alors les conditions i < i′ et j > j′ soit C2

nC
2
m possibilités, d’où le résultat. �

Preuve de la loi de réciprocité quadratique : on réécrit l’égalité du lemme sous
la forme λ ◦ (π−1 ◦ σ ◦ π) = π−1 ◦ τ ◦ π, d’où en prenant les signatures :
(−1)(m−1)(n−1)/4

(
m
n

)
=
(
n
m

)
. On en déduit alors la loi de réciprocité quadratique

pour le symbole de Legendre.
En outre on obtient aussi la multiplicativité pour la variable n du symbole de Zolotarev
et donc son égalité avec le symbole de Jacobi. �

Exemple 6.58. Calcul de
(

713
1 009

)
. En appliquant la loi de réciprocité quadratique, on a :

(
713

1 009
) = (

1 009
713

)(−1)
1 008.712

4 = (
296
713

)(+1) = (
8.37
713

) = (
8

713
)(

37
713

);

par ailleurs on a ( 8
713 ) = ( 2

713 ) = 1 car 713 ≡ 1 mod 8. On calcule alors

(
37
713

) = (
5
37

)(−1)
712.36

4 = (
5
37

)(+1) = (
2
5
)(−1)

4.36
4

et (2
5 ) = −1 et finalement ( 713

1 009) = 1 soit 713 est un carré modulo 1 009.

EXERCICES

Les solutions des exercices et problèmes sont données en fin d’ouvrage.

FACTORISATION DES POLYNÔMES

Exercice 6.1. Soient K un corps et P ∈ K[X] un polynôme irréductible de degré d.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le polynôme P est réductible sur K .

(ii) Le polynômeP possède une racine dans une extensionL deK de degré inférieur
ou égal à d

2 .

Exercice 6.2. En utilisant le corollaire (6.34), déterminer tous les polynômes irréduc-
tibles de degré inférieur à 4 sur F2.
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Exercice 6.3.

1. Soit p un nombre premier, q1 = pn1 , q = qn1 . Soient P = Xq −X , Q un diviseur
de P de degré d irréductible sur le corps Fpq1 ; montrer que d divise n (même
démonstration que pour la remarque 6.22, 4.).

2. Déterminer tous les polynômes irréductibles de degré inférieur ou égal à 2 sur F4

(appliquer 1. et l’exercice 6.2).

Exercice 6.4. On considère le polynôme Q(X) = X9 −X + 1 sur F3.

1. Montrer que le polynôme Q n’a pas de racines dans F3,F9.

2. Montrer que F27 � F3[X]
(X3−X−1) .

3. Montrer que toute racine α ∈ F27 du polynôme X3 − X − 1 est une racine du
polynôme Q.

4. Déterminer toutes les racines de Q dans F27.

5. Factoriser le polynôme Q sur le corps F3.

Exercice 6.5. À quelle condition un polynôme P à coefficients dans Fp de degré d
est-il irréductible sur Fpn ? Dans le cas où P est irréductible sur Fp, on donnera des
précisions sur les degrés des facteurs irréductibles de P sur Fpn . En particulier pour
d = 5, donner n minimal tel que tout polynôme de degré 5 à coefficients dans Fp soit
totalement décomposé (resp. possède une racine) sur Fpn .

Exercice 6.6. Montrer que X4 + 1 est irréductible sur Z et réductible modulo tout
nombre premier p (on pourra utiliser que pour p premier impair le groupe (Fp2)∗ est
cyclique d’ordre p2 − 1, montrer que le polynôme X4 + 1 a une racine dans le corps
Fp2 et appliquer l’exercice 6.1).

Exercice 6.7. Soit P (X) = X4 − 10X3 + 21X2 − 10X + 11.

1. Décomposer P en facteurs irréductibles modulo 2,3.

2. Montrer que P est irréductible sur Q.

CORPS FINIS

Exercice 6.8.

1. Quels sont les ordres (multiplicatifs) des éléments de F∗
23 ?

2. Calculer 52 et 511 modulo 23.

3. En déduire que la classe de 5 modulo 23 engendre le groupe F∗
23
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Exercice 6.9. Soit P [X] un polynôme unitaire de degré n sur un corps K . On note
σ1, . . . , σn les fonctions symétriques élémentaires des racines αi (1 � i � n) de P ,
et

Nk =
n∑
i=1

αki .

On rappelle que pour 1 � k � n,

Nk = Pk(σ1, . . . , σk)

où Pk est un polynôme en k variables.

1. Calculer P1, P2, P3.

2. Soit Fq le corps fini à q éléments avec q = pr, p nombre premier. On pose

ψ(i) =
∑
x∈Fq

xi

Montrer que

• ψ(i) = −1 mod p si q − 1 | i
• ψ(i) = 0 sinon.

Exercice 6.10. Soit p un nombre premier, q = pn, Fq le corps à q éléments. Soit
a ∈ F∗

q , qa le polynôme minimal de a sur le corps Fp.

1. Que peut-on dire du degré de qa ?

2. Montrer que qa est aussi le polynôme minimal de ap.

3. On suppose que qa est de degré n ; montrer que les racines de qa sont alors :

a, ap, ap
2
, . . . , ap

n−1
.

Exercice 6.11. Montrer les isomorphismes suivants et donner un générateur du groupe
des inversibles des corps en question :

1. F4 � F2[X]/(X2 +X + 1) ;

2. F8 � F2[X]/(X3 +X + 1) ;

3. F9 � F3[X]/(X2 +X − 1).

Exercice 6.12. Montrer l’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que :

1. p ≡ 1 mod 8 (on pensera à utiliser l’exercice 1.17) ;

2. p ≡ 3 mod 4 ;

3. p ≡ 5 mod 6 ;

4. p ≡ 5 mod 8.
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(La méthode est la même que pour le corollaire 6.45 : on suppose par l’absurde que
l’ensemble en question est fini ; on aboutit alors à une contradiction en notant n le
plus grand élément de cet ensemble et en considérant l’entier N = 2(n!)− 1 pour 1.,
N = n!− 1 pour 2. et N = (2.3.5.7.11...n)2 + 4 pour 3. On utilisera de plus pour 3.
l’exercice 1.19).

PROBLÈMES

Problème 6.1. Irréductibilité modulo 5

1. Le nombre 2 est-il un carré dans F5 ? Montrer que X2 +X + 1 est irréductible sur
F5.

2. Soit P (X) ∈ F5[X] un polynôme unitaire irréductible de degré deux. Montrer que
le quotient

F5[X]
(P (X))

est isomorphe au corps F25 et que P a deux racines dans F25.

3. On note α une racine de X2 + X + 1 dans F25. Montrer que tout β ∈ F25 peut
s’écrire aα+ b avec a et b dans F5.

4. Soit P = X5−X+1. Montrer que pour tout β ∈ F25, on a P (β) 	= 0. En déduire
que P est irréductible sur F5. P est-il irréductible sur Q ?

Problème 6.2. Un critère d’irréductibilité

Soient p et l deux nombres premiers impairs. On suppose que p engendre (Z/lZ)∗ et
que l ≡ 2 mod 3. On note P (X) = X l+1 − X + p. On veut montrer que P est
irréductible sur Z.

1. Montrer que P n’a pas de racine rationnelle.

2. On raisonne par l’absurde et on suppose P = QR avec Q,R ∈ Z[X] unitaire
et de degré au moins 2. Montrer que P = X(X − 1)Φl est la décomposition en
polynômes irréductibles de P sur Fp (avec Φl = 1 +X + · · ·+X l−1) ; en déduire
alors que Q = Φl et R = X(X − 1).

3. En passant modulo 2, en déduire une contradiction. Comme exemple on propose le
polynôme X72 −X + 47.

Problème 6.3. Une démonstration de la loi de réciprocité quadratique

Soient p et q des nombres premiers impairs distincts. On considère un surcorps K de
Z/pZ contenant une racine primitive q-ième de l’unité que l’on note w, et on introduit

τ :=
∑

x∈(Z/qZ)∗

(
x
q

)
wx ∈ K (cf. la définition 6.47). On notera en particulier que la

somme précédente a un sens car wx ne dépend que de la classe de x modulo q.
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1. En écrivant τ 2 sous la forme
∑

x,y∈(Z/qZ)∗

(
xy
q

)
wx+y et en effectuant le change-

ment de variable y = xz, montrer que τ 2 =
(
−1
q

)
(q − 1) +

∑
z∈(Z/qZ)×

z �=−1

−
(
z
q

)
.

2. En notant que dans (Z/qZ)∗, il y a autant de carrés que de non carrés ; en déduire

que τ 2 =
(
−1
q

)
q.

3. En déduire que
(
−1
q

)
q est un carré dans Z/pZ si et seulement si τ p = τ .

4. En utilisant le calcul de
(
−1
q

)
= (−1)(q−1)/2 (cf. la proposition (6.43)), montrer

alors la loi de réciprocité quadratique (théorème (6.52)), à savoir(
p

q

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4

(
q

p

)

Problème 6.4. « Jeu du solitaire »

Le jeu du solitaire se joue sur un plateau disposant de 33 réceptacles (cercles vides)
dans lesquels il peut y avoir des billes notés avec un cercle plein. À chaque étape
on peut faire passer une bille au-dessus d’une autre sur un axe vertical ou horizontal,
pourvu que le réceptacle suivant soit vide, comme dans la figure 6.1 :
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Figure 6.1

Soit alorsO placé au centre du plateau et un repère (O,x, y) comme dans la figure 6.2
et pour une configuration C quelconque de billes sur le plateau on introduit :

αC :=
∑

(x,y)∈C
jx+y ∈ F4 βC :=

∑
(x,y)∈C

jx−y ∈ F4

où j est un générateur de F ∗
4 .
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� � �

� � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � �

� � �

�x

�y

� �.
.....................

...................
.................. ................. .................. ...................

..................
...�

� � �

� � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � �

� � �

�x

�y

�

Figure 6.2

1. Montrer que (α, β) est un invariant du jeu.

2. Habituellement le jeu consiste à partir d’une configuration où l’on place des billes
dans tous les réceptacles sauf un seul, disons (x0, y0), et à arriver à la configuration
où tous les réceptacles sont vides sauf celui (x0, y0). Montrer qu’effectivement les
deux configurations précédentes, possèdent les mêmes invariants (α, β).

3. Partant de la configuration de la figure 6.3, montrer qu’il est impossible d’arriver à
une configuration où il n’y aurait qu’une seule bille sur le plateau.
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Figure 6.3
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Solutions des exercices
du chapitre 1

ANNEAUX

Exercice 1.1.

1. A∗ est constitué des fonctions qui ne s’annulent jamais.

2. V (G) est clairement un idéal de A ; il est fermé car si une suite (fn) de fonctions
converge simplement vers une fonction f et si pour un x ∈ G, fn(x) = 0 pour tout n,
on a aussi f(x) = 0.

3. Soit a ∈ E ; montrons que m = V ({a}) est maximal ; soit f 	∈ m. On écrit alors

1 = f
f(a) + f−f(a)1

f(a) de sorte que 1 appartient à l’idéal engendré par f et m, ce qui
entraîne que m est maximal.

Réciproquement soit m un idéal maximal deA ;Z(m) = {x ∈ E, ∀f ∈ m, f(x) = 0}
est un fermé de E (intersection des fermés f−1(0) pour f parcourant m). Montrons
que Z(m) est non vide ; dans le cas contraire, pour tout x ∈ E, il existerait une
fonction continue fx ∈ m telle que fx(x) 	= 0. Par continuité, il existerait un
voisinage ouvert Ux de x sur lequel fx ne s’annule pas ; les ouverts Ux recouvrent
E et par compacité, on peut en extraire un recouvrement fini Ux1 , · · · , Uxr

. Ainsi
f2
x1

+ · · ·+ f2
xr

est un élément de m qui ne s’annule pas, d’où m = A ce qui n’est pas.
Soit donc x ∈ Z(m) ; on a alors m ⊂ V ({x}) et par maximalité m = V ({x}), d’où
le résultat.

4. On a clairement V (G) = V (G), d’où G = H ⇒ V (G) = V (H).

Réciproquement, supposons G 	= H . On peut supposer (quitte à échanger les rôles de
G et H) qu’il existe un point x ∈ G \ H ; d’après le théorème de Tietze-Urysohn il
existe f ∈ A tel que f(x) = 1 et f|H = 0 ; on a alors f ∈ V (H) et f 	∈ V (G).
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L’ANNEAU Z

Exercice 1.2.

On note an = 2n + 3n et soit δ := an ∧ an+1 le pgcd de an et an+1. On a alors
δ = an ∧ (an+1 − 2an) = an ∧ 3n = (an − 3n) ∧ 3n = 2n ∧ 3n = 1.

Exercice 1.3. On rappelle que les sous-groupes de Z sont de la forme nZ ; l’inclusion
48Z ⊂ nZ se traduit par n divise 48 soit n = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 18, 24, 48 avec
les inclusions :

(16) ⊂ (8) ⊂ (4) ⊂ (2) ⊂ (1) = Z
∪ ∪ ∪ ∪ ∪

(48) ⊂ (24) ⊂ (12) ⊂ (6) ⊂ (3)

Exercice 1.4.

1. Tout nombre divisant ac et b est premier avec a par hypothèse et donc divise c par
le lemme de Gauss. Les diviseurs communs à ac et b sont donc les mêmes que ceux
communs à c et b.

2. On décompose a en facteurs premiers :

a =
∏
p∈P

pνp(a)

où P est l’ensemble des nombres premiers et où la famille νp(a) est nulle sauf pour
un nombre fini de nombres premiers. On introduit de même les multiplicités νp(b) et
νp(c). On a alors

(ab) ∧ c =
∏
p∈P

pνp

avec νp := min(νp(a) + νp(b), νp(c)). L’hypothèse a ∧ b = 1 s’interprète
par νp(a)νp(b) = 0, i.e. νp(a) et νp(b) ne sont jamais tous deux non nuls.
On en déduit alors que νp = min(νp(a), νp(c)) + min(νp(b), νp(c)) soit donc
(ab) ∧ c = (a ∧ b)(b ∧ c).
Dans le cas où l’on ne suppose plus a ∧ b = 1, la deuxième égalité est fausse comme
le montre le cas a = b = c = 2 : 4 ∧ 2 	= (2 ∧ 2)(2 ∧ 2). En ce qui concerne la
première égalité, on peut choisir a = b = 2 et c = 3 ce qui donne 6 ∧ 2 	= 3 ∧ 2.

Exercice 1.5.

1. D’après l’exercice précédent (1.4), on a (a ∧ 6) = (a ∧ 2)(a ∧ 3) pour tout entier
a > 0. On calcule alors (n2 + 2n − 2) ∧ 2 = n2 ∧ 2 = n ∧ 2. De même on
a n2 + 2n − 2 ≡ 0 mod 3 si et seulement si n ≡ 2 mod 3 (il suffit de tester
n = 0, 1, 2 modulo 3). Ainsi le pgcd en question est égal ±1 (resp. 2, resp. 3, resp.
6) si et seulement si n ≡ 1 mod 2 et n 	≡ 2 mod 3 (resp. n ≡ 0 mod 2 et n 	≡ 2
mod 3, resp. n ≡ 1 mod 2 et n ≡ 2 mod 3, resp. n ≡ 0 mod 2 et n ≡ 2
mod 3) soit n ≡ 1, 3 mod 5 (resp. n ≡ 0, 4 mod 6, resp. n ≡ 5 mod 6, resp.
n ≡ 2 mod 6).
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2. Le but est de faire des combinaisons pour faire descendre le degré en utilisant des
égalités du genre a ∧ b = (a − b) ∧ b. Concrètement appelons δ(n) ce pgcd. On a
n3+n2+1 = (n2+2n−1)(n−1)−(n+1) de sorte que δ(n) = (n2+2n−1)∧(n+1).
De même n2 + 2n − 1 = (n + 1)2 − 2 et donc δ(n) = (n + 1) ∧ 2 soit δ(n) = 2 si
n ≡ 1 mod 2 et δ(n) = 1 si n ≡ 0 mod 2.

Exercice 1.6.

On suppose a et b positifs et on décompose a et b en facteurs premiers :

a =
∏
p∈P

pνp(a) b =
∏
p∈P

pνp(b)

où P est l’ensemble des nombres premiers> 0 et où les familles d’entiers (νp(a))p∈P
et (νp(b))p∈P sont nulles sauf pour un ensemble fini de nombres premiers. Soit alors
u ∈N tel que ab = uk. On écrit de même u =

∏
p∈P p

νp(u) avec pour tout p ∈ P
νp(a) + νp(b) = kνp(u).

L’hypothèse a et b premiers entre eux signifie que pour tout p ∈ P, νp(a) et νp(b) ne
sont pas tous deux non nuls. On en déduit donc que pour tout p ∈ P, νp(a) et νp(b)
sont divisibles par k : νp(a) = kap et νp(b) = kbp avec à nouveau ap et bp non tous
deux non nuls. En posant α =

∏
p∈P p

ap et β =
∏
p∈P p

bp , on en déduit a = αk et

b = βk.

Exercice 1.7.

1. On remarque tout d’abord que 650 = 2 × 325 et 66 = 2 × 33. On va appliquer
l’algorithme d’Euclide à 325 et 33 puis on multipliera par deux.

325 = 33× 9 + 28
33 = 28 + 5

28 = 5× 5 + 3
5 = 3 + 2
3 = 2 + 1

On remonte alors les calculs :

1 = 3− 2
1 = 3− (5− 3) = 2× 3− 5

1 = 2× (28− 5× 5)− 5 = 2× 28− 11× 5
1 = 2× 28− 11× (33− 28) = 13 × 28 − 11 × 33

1 = 13× (325 − 9× 33)− 11× 33 = 13× 325− 128 × 33

Finalement la relation de Bézout est 2 = 13.650 − 128.66 ; on rappelle que les autres
sont données par :

2 = (13 + k × 66)650 − (128 − k × 650)66

pour k ∈ Z (cf. la remarque 1.11)
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2. (i) L’ensemble des n = ua+ vb avec (u, v) ∈ Z2 est par définition le sous-groupe
de Z engendré par a et b qui est alors égal à (a ∧ b)Z, soit ici Z, i.e. tout entier relatif
n ∈ Z peut s’écrire sous la forme ua + vb pourvu que u et v puissent prendre des
signes quelconques.

(ii) Soit (u, v) ∈ Z2 tels que n = ua + vn. Par ailleurs toute autre écriture
n = u′a + v′b = ua + vb donne (u − u′)a = (v′ − v)b soit, comme a et b sont
premiers entre eux, u− u′ = tb et v′ − v = ta de sorte qu’il existe un unique couple
(u0, v0) tel que 0 � u0 < b (cf. la remarque 1.11).

(iii) En utilisant (ii), on écrit n = ab − a − b − t avec t = u0a + v0b < 0 tel que
0 � u0 < b et donc v0 < 0, soit n = (b−1−u0)a+b(−v0−1)b avec b−1−u0 � 0
et −v0 − 1 � 0.

(iv) Si v0 � 0, le couple (u0, v0) convient. Réciproquement on écrit m = u0a+ v0b
= ua + vb avec 0 � u0 < b et u, v � 0. Il existe alors t tel que u = u0 + tb et
v = v0 − ta. On a ainsi 0 � u − tb < b et u � 0 de sorte que t � 0 et donc
v0 = v + ta � 0.

(v) L’égalitém+n = ab− a− b donne ab = a(u0 + u′0 + 1) + b(v0 + v′0 + 1) : a et
b étant premiers entre eux, le lemme de Gauss nous dit que b divise u0 + u′0 + 1. Or
comme1 0 � u0, u

′
0 � b− 1, on a 1 � u0 + u′0 + 1 � 2b− 1 et le seul multiple de b

dans cet intervalle est b lui-même, soit u0 + u′0 + 1 = b et donc v0 + v′0 + 1 = 0.

Les nombres v0 et v′0 étant des entiers, exactement un parmi eux deux est positif ou
nul, l’autre étant strictement négatif. Ainsi d’après (iv), parmi n et m exactement un
peut s’écrire sous la forme ua+ vb avec u et v positifs ou nuls.

(vi) Posons n = 0 etm = ab−a−b de sorte que d’après (v), parmi n etm exactement
un des deux peut s’écrire sous la forme ua+vb avec u et v positifs. Clairement il s’agit
de n = 0a+ 0b, d’où le résultat.*

(vii) Pour 0 � n � ab − a − b, l’entier n′ tel que n + n′ = ab − a − b est distinct
de n. D’après (v), exactement un des deux nombres n ou n ′ appartient à l’ensemble
considéré, d’où le résultat.

Remarque : on peut par ailleurs retrouver (iii) en posant, pourm > ab−a−b,
n = ab− a− b−m < 0 de sorte que d’après (v) exactement un parmi n et
m peut s’écrire sous la forme ua + vb avec u et v positifs. Clairement il ne
peut pas s’agir de n car il est strictement négatif, de sorte qu’il s’agit de m.

3. Il s’agit d’appliquer la question 2.

(i) Toutes les sommes peuvent être payées en écrivant tout n ∈ Z sous la forme ua+vb
ce qui correspond, par exemple si u > 0 et v < 0, à donner u pièces de valeur a et le
marchand nous rend v pièces de valeur b.

(ii) Il s’agit de 2.

1. On notera que pour un entier l’inégalité u0 < b est équivalente à u0 � b − 1 ; cependant quand on désire
additionner deux telles inégalités, pour ne pas perdre en précision, il vaut mieux utiliser l’inégalité stricte.
Notez bien qu’ici la perte de précision aurait été préjudiciable.
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(iii) On écrit 48x + 20y + 15z = 3(16x + 5z) + 20y. D’après ce qui précède, tout
nombre de la forme 60+t avec t � 0 peut s’écrire sous la forme 16x+5z avec x � 0,
y � 0. De même tout nombre de la forme 38 + s avec s � 0, peut s’écrire sous la
forme 3t+20y avec t � 0, y � 0. Finalement toute somme supérieure ou égale à 218
est payable. Étudions le cas de 217 : 217 = 20y + 3u, 217 ≡ −3 mod 20, on en
déduit que−3(u+1) doit être divisible par 20, soit u = 20k−1 et 220 = 20(y+3k)
soit 11 = y + 3k ce qui donne u = 19, 39, 59 et on vérifie aisément qu’aucune de ses
possibilités ne s’écrit sous la forme 16x+ 5z avec x, z positifs.

4. Il s’agit encore d’appliquer 2. Ainsi tous les scores strictement supérieurs à
3× 7− 3− 7 = 11 peuvent être atteints, 11 ne le pouvant pas. En ce qui concerne les
scores entre 1 et 10, seuls 3, 6, 7, 9, 10 peuvent être obtenus.

L’ANNEAU Z/NZ, CONGRUENCES

Exercice 1.8.

L’ordre (multiplicatif) de 2 dans (Z/7Z)∗ est 3 comme on le constate immédiatement.
Si n est pair, on a 2n ≡ 1 mod 3 et donc 22n ≡ 2 mod 7 ; si n est impair, 2n ≡ 2 mod
3 et donc 22n ≡ 4 mod 7. Le même raisonnement pour 4 (aussi d’ordre (multiplicatif)
3 dans (Z/7Z)∗ donne 42n ≡ 4 mod 7 si n est pair et 42n ≡ 2 mod 7 si n est impair,
d’où le résultat.

Exercice 1.9.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté possible, on note de la même manière un nombre
entier et sa classe modulo n.

On rappelle que les sous-groupes de Z/nZ sont indexés par les diviseurs d de n ;
concrètement l’application d|n �→ ( nd ) qui à un diviseur d de n associe le sous-
groupe de Z/nZ engendré par n

d est une bijection (proposition 1.35. Pour n = 24,
les sous-groupes sont ceux engendrés par les classes de 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 0 avec les
relations d’inclusion :

(8) ⊂ (4) ⊂ (2) ⊂ (1)
∪ ∪ ∪ ∪
(0) ⊂ (12) ⊂ (6) ⊂ (3)

En outre on rappelle que le groupe engendré par k dans Z/nZ est le même que celui
engendré par k ∧ n (remarque 1.37). On a ainsi (16) = (8) et (18) = (6).

Exercice 1.10.

D’après le lemme chinois, il suffit de donner la congruence de a = 20052 005 modulo 2
et 7. On a d’abord de manière immédiate a ≡ 1 mod 2. D’autre part, on a 2 005 ≡ 0
mod 7 et donc a ≡ 0 mod 7. On en déduit alors que a ≡ 7 mod 14, par exemple
parce que a = 7α avec α impair.
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Exercice 1.11.

Comme précédemment on cherche la congruence de a = 10100 modulo 13 et 19. On
a 10 ≡ −3 mod 13 et d’après le petit théorème de Fermat (proposition 1.46)) on a
(−3)12 ≡ 1 mod 13. Comme 100 ≡ 4 mod 12, on obtient a ≡ (−3)4 mod 13
soit a ≡ 3 mod 13.

De la même façon, on a 10 ≡ −9 mod 19 avec (−9)18 ≡ 1 mod 19. Comme
100 ≡ 10 mod 18, on obtient a ≡ (−9)10 mod 19. Or on a 92 ≡ 5 mod 19,
94 ≡ 52 ≡ 6 mod 19 et 98 ≡ 62 ≡ −2 mod 19 et donc 910 = 9298 ≡ −10
mod 19.

On a alors a ≡ −10 mod 13 et a ≡ −10 mod 19 soit a ≡ −10 mod 247. De
manière générale on rappelle que pour trouver la congruence de a modulo 247 , on
cherche une relation de Bézout. Pour cela on effectue l’algorithme d’Euclide, soit
19− 13 = 6 et 13− 2.6 = 1 ce qui donne 1 = 13− 2(19− 13) = 3× 13− 2× 19.
On a alors a ≡ 9× 3 × 13 − 3× 2 × 19 mod 247 soit a ≡ 237 mod 247 ≡ −10
mod 247 (cf. l’exemple 1.52).

Exercice 1.12. On a 1 035 125 ≡ 12 mod 17. D’après le petit théorème de Fermat
on a 1216 ≡ 1 mod 17. Or 5 642 ≡ 10 mod 16 de sorte que 1 035 1255 642 ≡ 1210

mod 17. Or 12 ≡ −5 mod 17 et 122 ≡ 8 mod 17 soit 124 ≡ −4 soit 128 ≡ −1
de sorte que l’ordre de 1210 = 122128 = −122 = −8 = 9 mod 17.

Exercice 1.13.

On a 1 823 ≡ 5 mod 18 ; or 5 ∈ (Z/18Z)∗ ; on peut donc utiliser le petit théorème
de Fermat avec ϕ(18) = ϕ(2)ϕ(9) = 1.6 = 6 soit 56 ≡ 1 mod 18. Or on a 242 ≡ 2
mod 6 soit 1 823242 ≡ 52 ≡ 7 mod 18.

De même 2 222 ≡ 2 mod 20 avec 2 	∈ (Z/20Z)∗ ; on ne peut donc pas utiliser
le petit théorème de Fermat (28 est pair et ne peut donc pas être congru à 1 mo-
dulo 20). On utilise l’isomorphisme du lemme chinois : on a 2 222 ≡ 2 mod 4
de sorte que 2 222n ≡ 0 mod 4 dès que n � 2. On a aussi 2 222 ≡ 2 mod 5 et
321 ≡ 1 mod 4 et donc d’après le petit théorème de Fermat 2 222321 ≡ 2 mod 5
d’où 2 222321 ≡ 5× 0− 4× 2 ≡ 12 mod 20.

Exercice 1.14.

On a 42 = 2×3×7, il suffit alors de vérifier la congruence modulo 2, 3 et 7 (corollaire
1.50). Pour 2 et 3, on a clairement n7 ≡ n et pour 7 le résultat découle du petit
théorème de Fermat.

Exercice 1.15. On rappelle que 700 n’étant pas premier, 429 est inversible dans
Z/700Z si et seulement s’il est premier avec 700 et son inverse est donné par la
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relation de Bézout, i.e. si 1 = 700a + 429b alors l’inverse cherché est la classe de b.
Il suffit donc d’appliquer l’algorithme d’Euclide :

700 = 429 + 271
429 = 271 + 158
271 = 158 + 113
158 = 113 + 45

113 = 2× 45 + 23
45 = 23 + 22
23 = 22 + 1

On remonte alors les calculs et on obtient la relation de Bézout : 1 = 19×700−31×429
de sorte que l’inverse de 429 dans Z/700Z est −31 = 669.

Exercice 1.16.

(i) 3 étant premier avec 7, il est inversible dans Z/7Z ; on calcule rapidement que
3 × 5 ≡ 1 mod 7, i.e. 5 = 1/3 dans Z/7Z de sorte que l’équation s’écrit x ≡ 20
mod 7 soit x ≡ 6 mod 7 ;

(ii) d’après le corollaire 1.50 il suffit de vérifier l’équation modulo 3 et 7. L’équation
s’écrit 0.x ≡ 0 mod 3 et est donc toujours vérifiée. D’autre part l’équation s’écrit
2x ≡ −2 mod 7 ; l’inverse de 2 dans Z/7Z est −3, soit donc x ≡ 6 mod 7. Le
résultat final est donc x ≡ 6 mod 7 ;

(iii) on a 676 = 22 × 132 ; par le théorème chinois (cf. le corollaire 1.50) on est
donc ramené à résoudre −x ≡ 0 mod 4 et 103x ≡ 105 mod 169. L’algorithme
d’Euclide fournit 64 × 103 − 39 × 169 = 1 soit donc x ≡ 64 × 105 mod 169 soit
x ≡ −40 mod 169 et donc x ≡ −40 mod 676.

Exercice 1.17.

Dans le corps Z/pZ, on a a2 + b
2 = 0. On a aussi b 	= 0 par hypothèse. Posons

x = a2/b
2
. On a alors x2 = −1. par suite, 4 est l’ordre de x dans le groupe (Z/pZ)∗.

D’après le petit théorème de Fermat, on a xp−1 = 1 et donc 4 divise p− 1.

Exercice 1.18.

1. On commence par regarder la congruence de a4 modulo 16. On remarque tout
d’abord que si a est pair, celle-ci est nulle. Si a est impair, sa classe modulo 16 = 24

appartient à (Z/16Z)∗ qui est de cardinal ϕ(24) = 4 de sorte que a4 ≡ 1 mod 16.
On en déduit alors que si a et b sont premiers entre eux et donc ne sont pas tous deux
pairs, a4 + b4 ≡ 1, 2 mod 16.

2. Si p divisait a, il diviserait b4 = n− a4 et donc diviserait b ce qui n’est pas car a et
b sont premiers entre eux. On en déduit donc que les classes de a et b dans Z/pZ en
sont des éléments inversibles.
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3. Z/pZ étant un corps, on déduit de la relation n = a4 + b4 que (a
b
)4 = −1 dans

Z/pZ. On en déduit donc que a
b

est d’ordre 8 puisque ( a
b
)8 = 1 et (a

b
)4 	= 1.

4. Le groupe (Z/pZ)∗ est d’ordre p− 1 et contient un élément d’ordre 8 de sorte que,
d’après le théorème de Lagrange, 8 divise p− 1, soit p ≡ 1 mod 8.

Exercice 1.19.

Si p est premier, le résultat découle du fait que p divise le coefficient binomial ( pi ),
pour 0 < i < p. En effet on a p( p−1

i−1 ) = i(pi ) de sorte que p divise i( pi ) et comme
p ∧ i = 1, p divise (pi ).

Réciproquement supposons p non premier ; soit alors q un facteur premier de p = q km
avec q ∧m = 1 et k � 1. On a alors ( pq ) = qk−1m̃ avec q ∧ m̃ = 1 et donc qk ne
divise pas ( pq ), de sorte que le coefficient de X q de (X − a)p, qui est égal à ( pq )a

p−q

est non nul modulo p.

Exercice 1.20.

1. Il résulte du lemme chinois (corollaire 1.50) que l’on a (Z/pqZ)∗�(Z/pZ)∗×(Z/qZ)∗
de sorte que ce dernier est de cardinal (p − 1)(q − 1). Les éléments x égaux à leur
inverse sont ceux qui vérifient x2 = 1, i.e. ceux d’ordre divisant 2, ce qui donne 4
éléments, à savoir (±1,±1) c’est-à-dire les classes dans Z/pqZ de 1,−1, x1, x2 avec
xi ≡ (−1)i mod p et xi ≡ (−1)i−1 mod q, pour i = 1, 2.

2. On considère alors le produit de tous les éléments de (Z/pqZ)∗ i.e. le produit des
pq − 1 premiers entiers auxquels il faut enlever tous les multiples de p ainsi que
tous les multiples de q. Les multiples de p (resp. q) sont p, 2p, · · · , (q − 1)p (resp.

q, 2q, · · · , (p − 1)q), de sorte que le produit en question vaut (pq−1)!
(q−1)!pq−1(p−1)!qp−1

(modulo pq). Par ailleurs en regroupant les classes distinctes de 1,−1, x1, x2 avec
leur inverse ce produit est égal à a = 1(−1)x1x2 = −x1x2. On a donc a ≡ 1 mod p
et a ≡ 1 mod q de sorte que a ≡ 1 mod pq (lemme chinois), d’où le résultat.

MORPHISMES

Exercice 1.21.

1. On a φ(k) = kφ(1) de sorte que φ est déterminé par φ(1). En outre on doit avoir
φ(a.1) = φ(0) = 0 = aφ(1) et donc l’ordre de φ(1) divise a.
Réciproquement, si l’ordre de x ∈ Z/bZ divise a, le morphisme ψ : Z → Z/bZ tel
que ψ(1) = x se factorise par le morphisme canonique π : Z → Z/aZ (proposition
1.19) pour donner un diagramme commutatif :

Z

π
��

ψ

�����
���

���
�

Z/aZ
ψ �� Z/bZ
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On pose alors φ = ψ.

2. Si a et b sont premiers entre eux, soit φ : Z/aZ→ Z/bZ un morphisme de groupes.
L’élémentφ(1) est d’ordre divisant a et b, donc φ(1) est d’ordre 1 i.e. φ(1) = 0 et donc
φ est le morphisme nul. Pour la réciproque, on raisonne par contraposée. Supposons
que a et b ne soient pas premiers entre eux et soit ψ le morphisme de Z dans Z/bZ
tel que ψ(1) = b/a ∧ b mod b et donc ψ(1) 	= 0 mod b. On a alors ψ(a) = 0 (car
ab
a∧b est divisible par b) et le morphisme ψ se factorise par un morphisme non nul
φ : Z/aZ→ Z/bZ.

Exercice 1.22.

Dans le premier cas comme 3 et 4 sont premiers entre eux, les seuls éléments d’ordre
divisant 3 dans Z/4Z sont le seul d’ordre 1 à savoir 0 de sorte que tout morphisme
Z/3Z→ Z/4Z est nul.

Dans Z/15Z les éléments d’ordre divisant 12 sont d’ordre divisant 12 ∧ 15 = 3 et
sont donc 0, 5, 10, ce qui donne 3 morphismes distincts (dont le morphisme nul).

Exercice 1.23.

1. D’après l’exercice 1.21, la condition nécessaire et suffisante est que p divise n.

2. D’après l’exercice 1.21, il faut et il suffit que x soit d’ordre divisant pa. Comme
pbx = 0 pour a � b, tout élément x convient, tandis que pour a � b, il faut et il suffit
que x soit divisible par pb−a.

3. Le nombre de morphismes distincts est donc, d’après ce qui précède, égal au nombre
d’éléments d’ordre divisant pa dans Z/pbZ qui est donc égal à pa si a � b (et à pb si
a � b).

Exercice 1.24.

On note n∨m le PPCM de n etm. On a évidemment n∨m ⊂ ker π. Réciproquement,
soit k ∈ ker π : k est alors divisible par n et m donc par n ∨ m (par définition du
PPCM). On a donc ker π = (n ∨ m). Soient maintenant a, b tels que b − a soit
divisible par n ∧ m. On écrit une relation de Bézout un + vm = n ∧m et on pose
k = u n

(n∧m)b + v m
(n∧m)a. On a alors k = un (b−a)

n∧m + a ≡ a mod n ; de même on

a k = vm (a−b)
n∧m + b ≡ b mod m, de sorte que (a, b) est dans l’image de π. Pour la

réciproque, si (a, b) = π(k), on a k = a+λn = b+µm soit (b− a) = λn−µm qui
est donc divisible par n ∧m. En particulier lorsque n et m sont premiers entre eux, π
induit un isomorphisme Z/nmZ � Z/nZ× Z/mZ et on retrouve le lemme chinois.

Si k ≡ 3 mod 6, on applique ce qui précède avec n = 6,m = 10. On a alors k ≡ a
mod 10 avec a− 3 divisible par 2 = 6 ∧ 10, soit a = 1, 3, 5, 7, 9.
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PROBLÈMES

Problème 1.1.

1. Si q divise am − 1, on a am ≡ 1 mod q, d’où amp
r−1 ≡ 1 mod q et donc q divise

a
n−1

p − 1 et n ce qui contredit l’hypothèse.

2. On a an−1 ≡ 1 mod n par hypothèse, donc a fortiori an−1 ≡ 1 mod q, soit
(am)p

r ≡ 1 mod q. On en déduit que la classe b de am est inversible dans Z/qZ et que
son ordre (multiplicatif) divise pr. Ce dernier est donc de la forme pk avec 0 � k � r.
Si on avait k < r, on aurait aussi bp

r−1
= 1 dans Z/qZ ce qui impliquerait que q

divise a
n−1

p − 1 ce qui n’est pas. Ainsi b est d’ordre pr.

3. Le groupe (Z/qZ)∗ qui est d’ordre q − 1 contient un élément d’ordre pr ce qui
impose, d’après le théorème de Lagrange, que pr divise q − 1 soit q ≡ 1 mod pr.

4. Soit q premier divisant n. Pour p premier divisant u, on écrit u (resp. v) sous la
forme prm (resp. psm′) avec p ne divisant pas m (resp. m′). D’après ce qui précède,
q ≡ 1 mod pr+s et donc q ≡ 1 mod pr. La propriété étant vérifiée pour tout
diviseur premier p de u, on en déduit par application du lemme chinois que q ≡ 1
mod u.

5. Les facteurs premiers de n sont tous de la forme 1 +αu. Si n n’était pas premier, il
possèderait au moins deux facteurs de la forme précédente et serait donc supérieur ou
égal à (1 + u)2 > 1 + u+ 2u = 1 + uv d’où la contradiction et donc n est premier.

Problème 1.2.

1. (i) =⇒ (ii) Supposons n = p1. · · · .ps les pi étant distincts deux à deux. Le lemme
chinois donne alors Z/nZ � Z/p1Z×· · ·×Z/psZ et la congruence an ≡ a mod n
est équivalente à an ≡ a mod pi pour tout i (corollaire 1.50). Pour i fixé, si pi
divise a le résultat est clair, sinon la congruence est équivalente à an−1 ≡ 1 mod pi
(lemme de Gauss). Le petit théorème de Fermat donne alors api−1 ≡ 1 mod pi soit
an−1 ≡ 1 mod pi puisque pi − 1 divise n− 1 par hypothèse.

(ii) =⇒ (iii) Si a et n sont premiers entre eux l’implication est évidente car a est
inversible dans Z/nZ.

(iii) =⇒ (i) Commençons par montrer que n est sans facteur carré ; supposons par
l’absurde que n = prq avec r > 1, p premier et q non divisible par p. Pour a non
divisible par p, on a an−1 ≡ 1 mod pr par hypothèse. On choisit alors un élément a
de (Z/prZ)∗ d’ordre p (c’est possible car r > 1). On en déduit que p divise prq − 1
ce qui n’est pas. Montrons ensuite la deuxième propriété ; soit p premier divisant n et
soit a tel que sa classe modulo p engendre (Z/pZ)∗. La congruence an ≡ a mod n
implique an ≡ a mod p soit an−1 ≡ 1 mod p et donc p− 1 divise n− 1 car p− 1
est l’ordre de a.

2. L’implication (i) ⇒ (ii) se prouve exactement comme dans 1., en utilisant que
dans Z/pZ, xp−1 = 1 de sorte que si p − 1 divise (n − 1)/2 alors x(n−1)/2 = 1.
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Pour la réciproque, on raisonne comme dans 1. Supposons que n = prq avec r � 2 et
soit a un élément de (Z/prZ)∗ d’ordre p. L’égalité a(n−1)/2 ≡ 1 mod pr, implique
alors que 2p divise prq − 1 ce qui n’est pas. Ainsi n est sans facteur carré. Soit alors
p divisant n et a un générateur de (Z/pZ)∗ ; l’égalité a(n−1)/2 ≡ 1 mod p implique
alors que p− 1 divise (n− 1)/2, d’où le résultat.

3. Si p = 6m + 1 (resp. p = 12m + 1, resp. p = 18m + 1), n ≡ 1 mod 6m (resp.
n ≡ (1 + 6m)2 ≡ 1 mod 12m, resp. n ≡ (1 + 12m)(1 − 12m) ≡ 1 mod 18m).

Par ailleurs p − 1 divise n−1
2 si et seulement si 2(p − 1) divise n − 1. Ainsi

pour m impair, si n − 1 est divisible par 8, étant divisible par 12m et 18m
d’après ce qui précéde, on en déduit qu’il sera divisible par 8 ∨ (12m) = 24m
et par (18m) ∨ 8 = 36m (a ∨ b désigne le PPCM des nombres a et b). Or on a
n ≡ (1− 2m)(4m+ 1)(1 + 2m) ≡ (1− 4m2)(1 + 4m) ≡ (1− 4m)(1 + 4m) ≡ 1
mod 8, d’où le résultat.

Problème 1.3.

1. Pour n > 0, on a la factorisation :

X2n+1 + 1 = (X + 1)(X2n −X2n−1 + · · · + 1)

car −1 est racine de ce polynôme. On écrit m sous la forme 2nk avec k impair. Si
k > 1, on en déduit l’égalité :

2m + 1 = (22n

)k + 1 = (22n

+ 1)((22n

)k−1 − · · ·+ 1).

On obtient alors que 22n

+1 est un diviseur propre dem, d’où la contradiction, et donc
k = 1 et m est une puissance de 2.

2. On trouve F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 et F4 = 65537 et l’on vérifie
aisément qu’ils sont tous premiers.

3. Soit p premier divisant F5, on a alors 225
= −1 dans Z/pZ et 2 est d’ordre (multi-

plicatif) 26 dans (Z/pZ)∗. D’après le petit théorème de Fermat, on a 2p−1 ≡ 1 mod p
et donc 26 = 64 divise p− 1, d’où le résultat.

4. On vérifie que 641 est premier. Dans le corps Z/641Z, on a 0 = 641 = 1 + 5.27

soit 27 = −1/5. Ainsi F5 = 232 + 1 = (27)4.24 + 1 car 32 = 7.4 + 4. D’où dans
Z/641Z, F5 = (−1/5)4.24 + 1 = (24 + 54)/54 = 0.

5. Supposons n = m+ r avec r > 0. On a 22n

= (22m

)2
r

et dans Z/FmZ, on a alors
Fn ≡ (−1)2

r

+ 1 mod Fm. Ainsi le pgcd de Fm et de Fn divise 2 ; or 2 ne divise
pas Fn d’où le résultat.

L’ensemble P des nombres premiers positifs contient la réunion disjointe
∐
n Fn où

Fn est le sous-ensemble de P des diviseurs premiers divisant Fn ; Fn étant non vide
pour tout n car Fn > 1, on en déduit que P est infini.
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Problème 1.4.

1. La multiplicativité de N découle de la multiplicativité bien connue de la norme
complexe (N est le carré de la norme complexe).

Si z ∈ A∗, on a zz′ = 1 et donc N(zz′) = N(z)N(z′) = 1 soit N(z) = 1. En
écrivant z = a + ib, N(z) = 1 donne a2 + b2 = 1 soit (a, b) = (±1, 0) ou (0,±1)
soit z = ±1,±i. L’égalité N((a + ib)(c + id)) = N(a + ib)N(c + id) donne alors
l’identité remarquable de Lagrange.

2. Soit z1 et z2 des éléments de A ; on écrit z = z1/z2 = q + e avec q ∈ A
et e ∈ C de module strictement plus petit que 1. On a alors z1 = qz2 + r avec
r = z2e = z1 − qz2 ∈ A et N(r) < N(z2).
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��

z1/z2

	q
�

�


.
.......................................

....................................

z

q
e


�z0

Par ailleurs on remarque qu’en général le choix de q n’est pas unique ; par exemple
pour le point z0 au centre d’un carré, les quatres sommets du carré conviennent pour q.

3. Le fait que S est stable par multiplications découle directement de l’identité de
Lagrange.

4. On rappelle que p est irréductible si et seulement si A/(p) est intègre ; or
A/(p) � Z/pZ[X]/(X2 + 1) qui est intègre si et seulement si X 2 + 1 n’a pas
de racines dans Z/pZ, soit si et seulement si (−1) n’est pas un carré modulo p et donc
si et seulement si p ≡ 3 mod 4 (cela est démontré au chapitre 6 : corollaire 6.44).

En outre n ∈ S si et seulement s’il existe z ∈ A tel que n = N(z) de sorte que si
p ∈ S, on a p = zz avec N(z) = p et donc z et z ne sont pas inversibles et donc
p est réductible. Réciproquement si p est réductible, on a p = zz ′ avec z et z′ non
inversibles, soit p2 = N(z)N(z′) avec N(z) et N(z′) distincts de 1 ce qui impose
N(z) = N(z′) = p et p ∈ S.
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5. Si p premier est congru à 3 modulo 4 alors p est irréductible dansA d’après (iv). De
même si N(z) est premier, z est irréductible car z = xy impliqueN(x)N(y) premier
et donc N(x) ou N(y) est égal à 1, i.e. x ou y est inversible.

Montrons qu’aux inversibles près, ce sont les seuls ; soit z irréductible et p premier
divisant N(z). Si p ≡ 3 mod 4, alors p est irréductible et p|zz, donc p|z ou p|z. On
remarque alors que p divise à la fois z et z (car p = p) de sorte que z étant irréductible,
on a z = εp avec ε inversible.

Si p = 2 ou p ≡ 1 mod 4, on a p = a2+b2 par (iv) de sorte que a+ib est irréductible
et divise p et donc divise z de sorte que z = ε(a+ib) avec ε inversible, d’où le résultat.

6. Soit n � 2 et supposons que pour tout p ≡ 3 mod 4, vp(n) est pair. Pour montrer
que n ∈ S, il suffit de montrer que pour tout p, pvp(n) ∈ S. Le résultat est clair pour
p ≡ 3 mod 4 car vp(n) est pair ; pour p = 2 et p ≡ 1 mod 4, on a p ∈ S et donc
pvp(n) ∈ S.

Réciproquement, raisonnons par récurrence sur n � 2 : le cas n = 2 est trivial et pour
n � 3, n = a2+b2, si p ≡ 3 mod 4 premier, divise n, alors p divise (a+ib)(a−ib) ;
or p est irréductible dans A de sorte que p divise a+ ib et a− ib, et donc p divise a et
b ; ainsi n = p2((a/p)2 +(b/p)2) et n/p2 ∈ S. Par hypothèse de récurrence vp(n/p2)
est pair et donc vp(n) aussi.

Problème 1.5.

1. L’application N est bien sur multiplicative, i.e. N(zz ′) = N(z)N(z′), à valeurs
dans N. Si z est inversible, on en déduit qu’il existe z ′ tel que zz′ = 1 soit
N(z)N(z′) = 1 ce qui impose N(z) = 1, c-à-d. si z = a+ b

√
5, a2 + 5b2 = 1, d’où

a = ±1, b = 0. Réciproquement si on a N(z) = zz = 1 alors z est l’inverse de z.

Soit alors z tel que N(z) soit premier ; soit z1z2 = z avec z1 non inversible, il s’agit
alors de montrer que z2 l’est. On a donc N(z) = N(z1)N(z2) et donc N(z2) = 1 et
z2 ∈ A∗.

2. On va montrer que si z est tel que N(z) = 9 alors z est irréductible de sorte
que 3, 2 ± i

√
5 sont tous irréductibles, et l’égalité 3 × 3 = (2 + i

√
5)(2 − i

√
5)

correspond à deux factorisations distinctes en produit d’irréductibles. Soit donc
z ∈ Z[i

√
5] tel que N(z) = 9 ; on écrit z = z1z2 avec N(z1) 	= 1. On a donc

N(z) = 9 = N(z1)N(z2) ; or les factorisations de 9 dans Z, sont 3× 3 et 9× 1. On
remarque que N(a+ ib

√
5) = a2 + 5b2 = 3 est impossible, de sorte N(z2) = 1 i.e.

z2 inversible.

3. De la même façon, si N(z) = 4 ou 6, alors z est irréductible de sorte que
2×3 = (1+i

√
5)(1−i√5) est un autre contre-exemple à l’unicité de la décomposition

en produit d’irréductibles. En particulier 2 est irréductible et divise 6 = ab et 2 ne
divise ni a, ni b. Soit δ un éventuel pgcd de 2a et ab ; on a 2 et a qui divisent δ, de
sorte que N(δ) est un multiple de 4 et de 6 et donc un multiple de 12. De la même
façon comme d divise 6 et 2a, on en déduit queN(δ) divise 36 et 24 et donc leur pgcd
qui est 12. Ainsi on obtiendrait N(δ) = 12 = a2 + 5b2 qui n’a pas de solution, d’où
la contradiction.
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du chapitre 2

CALCULS MATRICIELS

Exercice 2.1.

1. Posons M =
(

2 0
0 3

)
. C’est la matrice du morphisme d’inclusion dans la base

(2e1, 3e2)(= (g1, g2)) de G et la base canonique de Z2. On détermine deux matrices
L et R de SL2(Z) telles que LMR soit réduite. Conformément à l’algorithme décrit
dans le théorème 2.17 on procède comme suit :

1.1 On multiplie à gauche M par

(
1 1
0 1

)
de façon à remplacer la première ligne de

M par la somme de ses deux lignes. On obtient

M1 :=
(

1 1
0 1

)
M =

(
2 3
0 3

)
.

1.2 On fait apparaître un zéro à la place (1, 2) de M1. Pour cela, on multiplie M1 à

droite par la transposée de la matrice

(−1 1
−3 2

)
. On obtient

M2 := M1

( −1 −3
1 2

)
=
(

1 0
3 6

)
.
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1.3 On fait apparaître un zéro à la place (2, 1) de M2. On multiplie à gauche M2 par

la matrice

(
1 0
−3 1

)
, ce qui donne

M3 :=
( −1 0
−3 1

)
M2 =

(
1 0
0 6

)
.

Les matrices

L =
(

1 0
−3 1

)(
1 1
0 1

)
=
(

1 1
−3 −2

)
et R =

( −1 −3
1 2

)
,

conviennent. On a alors que (f1, f2) où

f1 = −2e1 + 3e2 et f2 = −e1 + e2,

est une base adaptée de Z2 au sous-moduleG1. Les facteurs invariants de Z2/G1 sont
Z et 6Z, ou bien a1 = 1 et a2 = 6. En particulier, Z2/G1 est isomorphe à Z/6Z (cette
dernière assertion était d’ailleurs prévisible au départ).

2. Posons M =
(

2 3
0 4

)
. On procède comme ci-dessus.

2.1 On fait apparaître un zéro à la place (1, 2) en multipliant M à droite par la

transposée de

(−1 1
−3 2

)
. On trouve

M

( −1 −3
1 2

)
=
(

1 0
4 8

)

2.2 On fait apparaître un zéro dans cette matrice à la place (2, 1) en la multipliant à

gauche par

(
1 0
−4 1

)
, et l’on obtient(

1 0
−4 1

)(
1 0
4 8

)
=
(

1 0
0 8

)
.

On en déduit que l’on a(
1 0
0 8

)
= LMR avec L =

(
1 0
−4 1

)
R =

( −1 −3
1 2

)
.

Il en résulte que (f1, f2) = (e1 + 4e2, e2) est une base adaptée de Z2 à G2. Les
facteurs invariants de Z2/G2 sont Z et 8Z et Z2/G2 est isomorphe à Z/8Z.

3. Posons M =
(

2 2
2 6

)
. On vérifie dans ce cas que l’on a(

2 0
0 4

)
= LMR avec L =

(
1 0
−1 1

)
, R =

(
1 −1
0 1

)
.

On en déduit que (e1 +e2, e2) est une base de Z2 adaptée àG3. Les facteurs invariants
de Z2/G3 sont 2Z et 4Z et Z2/G3 est isomorphe à Z/2Z× Z/4Z.



�

�

�

�

�

�

�

�

162 Solutions des exercices

Exercice 2.2.

On suit les étapes de la preuve du théorème 2.17 : on note M la matrice des éléments
e′i en colonnes (comme dans le théorème 2.29) :

M =

⎛
⎝ 2 1 3
−1 4 −1

1 −1 −1

⎞
⎠

1. On fait apparaître un zéro à la place (2, 1) en multipliant à gauche par la matrice

L1 =

⎛
⎝ 1 1 0

1 2 0
0 0 1

⎞
⎠. On a :

L1M =

⎛
⎝ 1 5 2

0 9 1
1 −1 −1

⎞
⎠

2. On fait apparaître un zéro à la place (3, 1) en multipliant à gauche par

L2 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
−1 0 1

⎞
⎠. On a alors :

L2L1M =

⎛
⎝ 1 5 2

0 9 1
0 −6 −3

⎞
⎠ , L2L1 =

⎛
⎝ 1 1 0

1 2 0
−1 −1 1

⎞
⎠

3. On fait apparaître un zéro à la place (1, 2) en multipliant à droite par la matrice

R1 =

⎛
⎝ 1 −5 0

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠, L2L1MR1 =

⎛
⎝ 1 0 7

0 9 10
0 −6 −9

⎞
⎠ ;

4. On multiplie ensuite parR2 =

⎛
⎝ 1 0 −7

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ pour avoir un zéro à la place (1, 3) :

L2L1MR1R2 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 9 10
0 −6 −9

⎞
⎠

5. On mutiplie à gauche par L3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 −1
0 1 3

⎞
⎠ pour obtenir :

L3L2L1MR1R2 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 3 1
0 0 −7

⎞
⎠
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6. Puis à droite par R3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 2
0 1 3

⎞
⎠ pour obtenir :

L3L2L1MR1R2R3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 −7 −21

⎞
⎠

7. Et enfin à gauche par L4 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 7 1

⎞
⎠ pour obtenir finalement :

L4L3L2L1MR1R2R3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 −21

⎞
⎠ .

8. On a donc

R = R1R2R3 =

⎛
⎝ 1 −7 −16

0 1 2
0 1 3

⎞
⎠

et

MR =

⎛
⎝ 2 −10 −21
−1 10 21

1 −9 −21

⎞
⎠

d’où la base adaptée :

(f1, f2, f3) =

⎛
⎝ 2 −10 1
−1 10 −1

1 −9 1

⎞
⎠

puisque l’on doit avoir LMRei = aiei et donc MR(ei) = aifi (1 � i � 3).

Comme confirmation le lecteur pourra vérifier que Lfi = ei (1 � i � 3), la matrice
L étant L = L4L3L2L1 (ce qui peut être une autre façon de déterminer les fi).

On en déduit alors que Z3/L � Z/21Z. On peut retrouver ce dernier résultat sans
calculs, car le calcul du déterminant de la matrice de départ donne −21 qui est donc
égal au produit des facteurs invariants, ce qui impose a1 = a2 = 1 et a3 = 21 = 3×7
et donc Z3/L � Z/21Z (on rappelle que les facteurs invariants sont définis au signe
près si on est dans Z).

Exercice 2.3.

1. (i) implique (ii) : les ni étant premiers entre eux par hypothèse, il existe des
nombres entiers ui tels que u1n1 + · · · + upnp = 1 (car 1 appartient à l’idéal
engendré par les ni). On considère le morphisme φ : Zp �−→ Z défini par
φ(x1, . . . , xp) = u1x1 + · · · + upxp. Le théorème fondamental du cours dit de
la base adaptée (théorème 2.29), nous assure l’existence d’une base (f1, . . . , fp)
de Zp tel que ker φ = Za1f1 ⊕ · · · ⊕ Zakfk avec k � p et ai|ai+1 dans Z
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(les ai ∈ Z sont les facteurs invariants du Z-module Zp/ ker φ) ; le morphisme
φ : Zp −→ Z est surjectif car 1 ∈ Imφ par hypothèse (relation de Bézout
entre les ni). On a donc Zp/ ker φ � Z. Comme le théorème de la base adaptée
dit que Zp/ ker φ � Z/a1Z × · · · × Z/akZ, on en déduit k = p − 1 et
a1 = · · · = ap−1 = 1, ap = 0.

Les vecteurs f1, . . . fp formant une base de Zp, il en est de même des vecteurs
f1, . . . , fp−1, x comme on le voit tout de suite : si φ(fp) = λ, on a fp − λx ∈ kerφ
et donc ils forment un système de générateurs. Ils forment un système libre car une
relation linéaire entre f1, . . . fp−1, x donnerait (après multiplication par λ 	= 0) une
relation linéaire entre les fi.

(ii) implique (iii) : Le vecteur x faisant partie d’une base de Zp, la matrice de passage
A de cette base (avec x comme premier vecteur) dans la base canonique vérifie bien
Atx =t (1, 0, . . . , 0).

(iii) implique (i) : soit (v1, . . . vp) la première ligne de la matrice A ; on a :
1 = v1n1 + · · ·+ vpnp par hypothèse, et donc les (ni) sont premiers entre eux.

2. On a la relation 7− 6 = 1 de sorte que la matrice suivante est de déterminant−1 :⎛
⎜⎝

10 6 7 11
0 1 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ .

(on développe le déterminant par rapport à l dernière ligne, puis à l’avant dernière).
Les 4 vecteurs colonnes de la transposée de la matrice ci-dessus constituent donc une
base de Z4.

Exercice 2.4.

Résoudre cette équation revient comme d’habitude à trouver une solution particulière,
puis déterminer le noyau de la matrice en question. On fait d’une pierre deux coups en
cherchant les éléments du noyau de la matrice

M =
(

3 2 3 4 8
1 −2 1 −1 3

)
dont la dernière coordonnées est 1.

On commence par trigonaliser la matrice M en faisant apparaître des zéros sur les
lignes, donc en multipliant à droite par des matrices de SL2(R).
1.

�
3 2 3 4 8
1 −2 1 −1 3

�
�
�����

1 −2 0 0 0
−1 3 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
����� =

�
1 0 3 4 8
3 −8 1 −1 3

�
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2.

�
1 0 3 4 8
3 −8 1 −1 3

�
�
�����

1 0 −3 0 0
0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
����� =

�
1 0 0 4 8
3 −8 −8 −1 3

�

3.

�
1 0 0 4 8
3 −8 −8 −1 3

�
�
�����

1 0 0 −4 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
����� =

�
1 0 0 0 8
3 −8 −8 −13 3

�

4.

�
1 0 0 0 8
3 −8 −8 −13 3

�
�
�����

1 0 0 0 −8
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
�����=

�
1 0 0 0 0
3 −8 −8 −13 −21

�

5.

�
1 0 0 0 0
3 −8 −8 −13 −21

�
�
�����

1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
�����=

�
1 0 0 0 0
3 −8 0 −13 −21

�

6.

�
1 0 0 0 0
3 −8 0 −13 −21

�
�
�����

1 0 0 0 0
0 −5 0 13 0
0 0 1 0 0
0 3 0 −8 0
0 0 0 0 1

�
����� =

�
1 0 0 0 0
3 1 0 0 −21

�

7.

�
1 0 0 0 0
3 1 0 0 −21

�
�
�����

1 0 0 0 0
0 1 0 0 −21
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

�
����� =

�
1 0 0 0 0
3 1 0 0 0

�

La matrice R, produit des 7 matrices de SL2(R) ci-dessus, est égale à

R =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 2 −1 6 34
1 −27 −6 58 −575
0 0 1 0 0
0 3 0 −8 63
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

Un élément X du noyau de M vérifie MX = 0, et on cherche X sous la
forme X = RY . Le vecteur Y étant dans le noyau de MR est de la forme
t
(

0 0 α β 1
)

où α et β sont des paramètres réels ; la solution demandée est
donc :

X = α t
( −1 −6 1 0 O

)
+β t

(
6 58 0 −8 0

)
+t
(

34 −575 0 63 1
)

(somme de la solution générale de l’équation sans second membre et d’une solution
particulière).
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STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS FINIS

Exercice 2.5.

Les groupes abéliens d’ordre 8 = 23, à isomorphismes près, sont en bijection
(cf. la proposition (2.48)) avec les suites 0 < a1 � a2 � · · · � ar telles que
a1 + · · · + ar = 3 : à une telle suite on associe le groupe Z/2a1Z× · · ·Z/2arZ. On
trouve alors : 3 = 1 + 2 = 1 + 1 + 1 soit les groupes Z/23Z, Z/2Z × Z/22Z et
(Z/2Z)3.

Exercice 2.6.

On a 72 = 2332 et donc G = G(2)×G(3) pour un groupe G d’ordre 72.

D’après la remarque 2.49, il y a trois possibilités pourG(2): (Z/2Z)3,Z/2Z×Z/4Z,
Z/8Z correspondant respectivement aux suites (1, 1, 1), (1, 2) (3), et deux pour
G(3) : (Z/3Z)2 et Z/9Z (correspondant aux suites (1, 1) et (2)), ce qui donne au
total 6 possibilités pour G.

Pour trouver les facteurs invariants, on fait comme dans l’exemple 2.46, ce qui donne
immédiatement :

(Z/2Z)3 × (Z/3Z)2 � Z/2Z× Z/6Z× Z/6Z
(Z/2Z)3 × Z/9Z � Z/2Z× Z/2Z× Z/18Z
Z/2Z× Z/4Z× (Z/3Z)2 � Z/6Z× Z/12Z
Z/2Z× Z/4Z× Z/9Z � Z/2Z× Z/36Z
Z/8Z× (Z/3Z)2 � Z/3Z× Z/3Z× Z/24Z
Z/8Z× Z/9Z � Z/72Z

Exercice 2.7.

On fait comme dans le cours (exemple 2.46).

On a ainsi :
M(2) = Z/4Z× Z/4Z× Z/4Z× Z/2Z
M(3) = Z/9Z× Z/9Z× Z/3Z
M(5) = Z/5Z.

Les facteurs invariants s’obtiennent en lisant ce tableau par colonnes (en commençant
par la dernière), d’où :

a1 = 2, a2 = 4× 3, a3 = 4× 9, a4 = 4× 9× 5

Exercice 2.8.

On utilise la remarque 2.49.

Si G est d’ordre 24325, on a pour G(2) les possibilités :

Z/24Z, Z/2Z× Z/23Z, (Z/22Z)2, (Z/2Z)2 × Z/22Z (Z/2Z)4
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pour G(3) :
Z/32Z, (Z/3Z)2

et
G(5) = Z/5Z.

Pour chacune de ces solutions on construit G = G(2) × G(3) × G(5) ce qui donne
en tout 10 solutions.

Pour la détermination dans chaque cas des facteurs invariants, la technique est la même
que dans l’exercice précédent.

PROBLÈMES

Problème 2.1.

1. Le théorème de la base adaptée (théorème 2.29) fournit une base (f1, · · · , fn) de
Zn ainsi que des entiers 1 < a1| · · · |an 	= 0 tels que (a1f1, · · · , anfn) soit une base
de G. On obtient alors Zn/G � Z/a1Z× · · · × Z/anZ qui est donc fini de cardinal
a1 . . . an (les ai sont tous non nuls car G est supposé de rang n).

2. D’après ce qui précède, on a card(Zn/G) =
∏n
i=1 ai qui est donc égal à detM .

3. Soit M =

⎛
⎝ 3 1 1

25 8 10
46 20 11

⎞
⎠ de sorte que M

⎛
⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0

0
0

⎞
⎠

Il existe alors (théorème 2.17) des matrices L,R ∈ GL3(Z) telles que

M = Ldiag(a1, a2, a3)R avec a1|a2|a3. En outre si on pose

⎛
⎝ h′1

h′2
h′3

⎞
⎠ := R

⎛
⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠,

H est aussi engendré par h′1, h′2, h′3 et l’équation

Ldiag(a1, a2, a3)

⎛
⎝ h′1

h′2
h′3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0

0
0

⎞
⎠

est équivalente à : ⎧⎨
⎩

a1h
′
1 = 0

a2h
′
2 = 0

a3h
′
3 = 0

et donc H � Z/a1Z × Z/a2Z × Z/a3Z, avec a1.a2.a3 = detM . L’énoncé nous
suggère de simplement calculer detM ; on vérifie aisément qu’il est égal à −19 (cf.
(iv) ci-après) comme annoncé. On obtient alors a1 = a2 = 1 et a3 = 19.

De manière générale si la décomposition en facteurs premiers de detM ne fait appa-
raître aucune multiplicité (i.e. p2 � detM pour tout premier p), alors tous les ai sont
égaux à 1 sauf le dernier égal à detM et le groupe quotient est alors cyclique.
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4. Les étapes du calcul sont les suivantes (cf. le théorème 2.17) :

(i) ⎛
⎝ 3 1 1

25 8 10
46 20 11

⎞
⎠
⎛
⎝ 0 −1 0

1 3 0
0 0 1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 0 1

8 −1 10
20 14 11

⎞
⎠

(ii) ⎛
⎝ 1 0 1

8 −1 10
20 14 11

⎞
⎠
⎛
⎝ 1 0 −1

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 0 0

8 −1 2
20 14 −9

⎞
⎠

(iii) ⎛
⎝ 1 0 0

8 −1 2
20 14 −9

⎞
⎠
⎛
⎝ 1 0 0

0 −1 −2
0 0 1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 0 0

8 1 0
20 −14 −19

⎞
⎠

5. Le produit des trois matrices de SL2(R) ci-dessus est égal à :⎛
⎝ 0 1 2

1 −3 −5
0 0 −1

⎞
⎠ .

On a

⎛
⎝ h′1

h′2
h′3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0 1 2

1 −3 −5
0 0 −1

⎞
⎠
⎛
⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠ ce qui s’inverse facilement : h3 = h′3,

h2 + 2h3 = h′1 soit h2 = h′1− 2h′3 et h1− 3h2− 5h3 = h′2 soit h1 = 3h′1 +h′2−h′3.
Comme φ(h′1) = φ(h′2) = 0 et φ(h′3) = 1, on obtient φ(h1) = −1, φ(h2) = −2 et
φ(h3) = 1.

Problème 2.2.

1. Considérons les deux morphismes de groupes suivants :

(Z/nZ)∗ −→ Aut(Z/nZ)
a �−→ k �→ ak

Aut(Z/nZ) −→ (Z/nZ)∗
φ �−→ φ(1)

On vérifie aisément qu’ils sont inverses l’un de l’autre : ce sont donc des isomor-
phismes.

Remarque : Un morphisme d’un groupe cyclique vers un groupe est carac-
térisé par la donnée de l’image d’un générateur.

2. Le corollaire 1.53 du lemme chinois, généralisé au cas de r facteurs, donne l’iso-
morphisme :

(Z/nZ)∗ �
r∏
i=1

(Z/pαi

i Z)∗ (2)

d’où le résultat.
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3. (i) On raisonne par récurrence : pour k = 0, (1 + p)p
0

= 1 + p = 1 + p0+1 et
pour k = 1 par la formule du binôme de Newton, on a (1 + p)p = 1 + p2λ1 avec
λ1 = (1 + p(p − 1)/2 + · · · + pp−2), soit λ1 ≡ 1 mod p : c’est ici que l’on utilise
l’hypothèse p > 2 puisque le nombre p(p− 1)/2 n’est divisible par p que pour p > 2.
Supposons donc le résultat vrai au rang k ; on obtient :

(1 + p)p
k+1

= (1 + λkp
k+1)p = 1 + λk+1p

k+2

en posant λk+1 = λk + pk
∑p

α=2

(α
p

)
λαkp

(α−2)(k+1). Comme k > 1, on a λk+1 ≡ λk
mod p.

Ainsi (1+p)p
α−1 ≡ 1 mod pα de sorte que l’ordre de (1+p) dans (Z/pαZ)∗ divise

pα−1 et est donc de la forme pk pour k � α−1. En outre on a (1+p)p
k

= 1+λkpk+1

avec λk non divisible par p ; en particulier (1 + p)p
α−2 	≡ 1 mod pα, de sorte que

l’ordre de 1 + p est pα−1.

(ii) C’est la proposition 6.1 du chapitre 6.

(iii) Le morphisme ψ est clairement surjectif. Soit donc y un antécédent d’un
générateur h de (Z/pZ)∗ ; l’ordre m de y est alors un multiple de p − 1 (car
1 = ψ(ym) = hm) : m = (p − 1)k, de sorte que x = yk est d’ordre p− 1.

(iv) Le groupe (Z/pαZ)∗ est abélien et donc de la forme Z/a1Z × · · · × Z/arZ
avec 1 < a1| · · · |ar 	= 0 et pα−1(p − 1) =

∏r
i=1 ai. Tout élément a alors un ordre

divisant ar ce qui d’après (ii) et (iii) implique pα−1 et p−1 divisent ar et donc comme
p ∧ (p − 1) = 1, ar est divisible par leur produit, soit donc r = 1 et (Z/pαZ)∗ est
cyclique.

Posons u = (1 + p)x et soit m son ordre ; 1 = ψ(um) = ψ(u)m = ψ(x)m, soit
p − 1 divise m et donc um = (1 + p)m soit pα−1 divise m. En outre u(p−1)pα−1

= 1
et donc u est un générateur de (Z/pαZ)∗. On construit alors un isomorphisme
Z/pα−1(p− 1)Z �−→ (Z/pαZ)∗ en envoyant 1 sur u.

(v) On a gp−1 = 1 + pλ avec λ 	≡ 0 mod p ; notons d l’ordre de g qui est un
multiple de p − 1 et un diviseur de φ(pα) = pα−1(p − 1) soit d = (p − 1)pe avec
0 � e < α car p est premier avec p−1. Par une récurrence comme dans (i), on obtient
(1 + pλ)p

e

= 1 + µpe+1 avec p ne divisant pas µ de sorte que gd = 1 mod p si et
seulement si e = α− 1 et donc g est un générateur.

Supposons maintenant gp−1 ≡ 1 mod p2. On remarque que ψ(g + p) = ψ(g) est
générateur, il suffit donc de montrer que (g + p)p−1 	= 1 mod p2. Or on a

(g + p)p−1 ≡ gp−1 + (p− 1)gp−2p ≡ 1− pgp−2 mod p2

et gp−2 est inversible dans Z/p2Z (d’inverse g) de sorte que pgp−2 	≡ 0 mod p2,
d’où le résultat.
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4. (i) On a de manière directe (Z/2Z)∗ = {1} et (Z/4Z)∗ = {1,−1} � Z/2Z.

(ii) On raisonne à nouveau par récurrence, les cas k = 0 et k = 1 étant
directs. Supposons donc que 52k

= 1 + λk2k+2 avec λk impair. On a alors
52k+1

= (1 + λk2k+2)2 = 1 + 2k+3(λk + 2k+1λ2
k) d’où le résultat en posant

λk+1 = λk + λ2
k2
k+1 ≡ λk mod 2. Comme précédemment, on en déduit que 5 est

d’ordre 2α−2 dans (Z/2αZ)∗.

(iii) Le groupe (Z/2αZ)∗ en tant que groupe abélien fini est de la forme Z/2α1Z×· · ·
× Z/2αrZ avec 0 < α1 � · · · � αr et

∑r
i=1 αi = α − 1. Comme dans les

questions précédentes, tout élément est alors d’ordre divisant 2αr ce qui, d’après (ii),
impose αr � α − 2. Restent alors deux possibilités pour les αi à savoir r = 2 et
(α1, α2) = (1, α − 2) ou bien r = 1 et α1 = α − 1. Dans le premier cas on compte
3 éléments d’ordre 2 alors que dans le second on en compte qu’un. Reste donc à
déterminer le nombre d’éléments d’ordre 2 de (Z/2αZ)∗. Or on a vu que 52α−3

et
−1 étaient d’ordre 2 ; montrons qu’ils ne sont pas égaux. Considérons le morphisme
canonique φ : (Z/2αZ)∗ �−→ (Z/4Z)∗ ; on a φ(−1) = −1 et φ(52α−3

) = 12α−3
= 1.

Comme 1 	= −1 dès que α � 2, cela entraîne que 52α−3 	= −1 dans (Z/2αZ)∗. On
en déduit donc que (Z/2αZ)∗ est isomorphe à (Z/2α−2Z)× Z/2Z.

Construisons explicitement un tel isomorphisme f : Z/2α−2Z×Z/2Z �−→ (Z/2αZ)∗.
On définit tout d’abord f : Z2 �−→ (Z/2αZ)∗ en posant f((1, 0)) = 5 et
f((0, 1)) = −1. L’application f passe alors au quotient pour définir une application
f . Pour montrer que f est un isomorphisme, en vertu de l’égalité des cardinaux, il
suffit de montrer qu’elle est injective ou qu’elle est surjective. Pour l’injectivité soit
(i, k) ∈ Z/2Z × Z/2α−2Z tel que (−1)i5k = 1 soit (−1)i = 5k. Or d’après la
remarque ci-dessus −1 n’appartient pas au groupe engendré par 5 de sorte que i ≡ 0
mod 2 et 5k ≡ 1 mod 2α soit k ≡ 0 mod 2α−2 et donc (i, k) = (0, 0).

Remarque : Pour prouver la surjectivité directement, il suffit de remarquer
que l’image de f contient le groupe engendré par 5 strictement car il contient
−1 ce qui n’est pas le cas du groupe engendré par 5. On en déduit alors que
le cardinal de cette image est divisible strictement par 2α−2, car il contient
strictement un groupe de cardinal 2α−2, et divise 2α−1 de sorte que ce dernier
est égal à 2α−1 et donc f est surjective.

5. Pour n = 2α
∏
p∈P p

αp où P désigne l’ensemble des premiers impairs, le théorème
chinois donne

(Z/nZ)∗ � Z/2Z× Z/2α−2Z×
∏

Z/pαp−1(p− 1)Z.

Pour que ce dernier soit cyclique il faut et il suffit que les nombres 2, 2α−2, pi, pi − 1
pour pi premier impair divisant n, soient premiers entre eux deux à deux. On en déduit
alors n = 2, pαp , 2pαp .
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Solutions des exercices
du chapitre 3

POLYNÔME MINIMAL

Exercice 3.1.

1. Il suffit de vérifier que si x ∈ Ei, alors u(x) ∈ Ei, soit Pi(u)(u(x)) = 0. Mais
Pi(u)(u(x)) = u(Pi(u)(x)) = 0, car u commute avec Pi(u).

2. P1 et P2 étant premiers entre eux, on écrit une relation de Bézout UP1 + V P2 = 1
où U, V sont des polynômes de R[X]. Ainsi pour tout vecteur x de V , on a
x = x1 + x2 avec x1 = (UP1)(u)(x) et x2 = (V P2)(u)(x). En outre on a
P2(u)(x1) = (UqU )(u)(x) = 0 car qu(u) est l’endomorphisme nul et qu = P1P2

par hypothèse ; on a donc x1 ∈ E2. De la même façon on a P1(u)(x2) = 0 de sorte
que Eu = E1 + E2. Par ailleurs si x est un élément de E1 ∩E2, on a x1 = x2 = 0 et
donc x = 0, d’où le résultat.

3. Le polynôme minimal q1 de u|E1
divise P1 tandis que celui q2 de u|E2

divise P2.
En outre d’après (b), q1q2 est un polynôme annulateur de u et donc q1q2 est divisible
par le polynôme minimal qu = P1P2. Cela entraîne immédiatement que q1 = P1 et
q2 = P2 puisque tous ces polynômes sont unitaires.

INVARIANTS DE SIMILITUDE

Exercice 3.2.

1. Sur C tout endomorphisme possède une valeur propre et donc un vecteur propre
v tel que Cv soit un sous-espace stable non réduit au vecteur nul de sorte que par
hypothèse il est égal à l’espace tout entier qui est donc de dimension 1.
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Sur R, l’énoncé est faux : il suffit de considérer dans R2 une matrice de rotation
d’angle θ < π.

2. On décompose χu, qui par convention est unitaire, en produits de facteurs irréduc-
tibles Qν1

1 · · ·Qνr
r et on remarque que Ri se définit comme le produit des Qj tels que

νj = i.

3. En tant que C[X]-module, V est par hypothèse de la forme

(C[X]/(X − α1))ν1 × · · · × (C[X]/(X − αr))νr ,

où les αi sont les valeurs propres de u et νi leur multiplicité dans le polynôme ca-
ractéristique. Avec les notations de (b), on a Ri =

∏
j|νj=i

(X − αj). Les inva-
riants de similitude sont de la forme P1|P2| · · · |Pl où chacun des Pj est de la forme∏
i∈Ij

(X − αi) , Ij étant un certain sous-ensemble de {1, · · · , r} tel que Ij ⊂ Ij+1.
L’hypothèse implique en effet que le polynôme minimal qu(X) = Pl(X) n’a pas de
facteur multiple. Ainsi les éléments de I1 sont répétés l fois, ceux de I2 le sont (l− 1)
fois et de manière générale ceux de Ij le sont (l + 1− j) fois. On en déduit donc que
l = maxi{νi} puis que Ij est l’ensemble des i tels que νi � l+ 1− j de sorte que les
invariants de similitude sont Rl, RlRl−1, RlRl−1Rl−2, · · · , Rl · · ·R1.

Exercice 3.3.

On remarque tout d’abord que u possède une unique valeur propre car dans le cas
contraire, pour λ1 et λ2 des valeurs propres distinctes, W = ker(u − λ1Id) et
W ′ = ker(u − λ2Id) auraient une intersection réduite au vecteur nul. Soit alors λ
l’unique valeur propre de u (sur C, un endomorphisme possède toujours au moins une
valeur propre). On remarque alors que ker(u−λId) est de dimension 1, car sinon pour
x1 et x2 des vecteurs propres non colinéaires, W = Cx1 et W ′ = Cx2 auraient une
intersection réduite au vecteur nul. On en déduit donc que u admet un unique invariant
de similitude égal à son polynôme minimal et à son polynôme caractéristique, soit
(X − λ)n.

Exercice 3.4.

Considérons un endomorphisme u de E. Soient q1, q2, q3 les trois invariants de si-
militude de u tels que q1 divise q2 et q2 divise q3. Le polynôme q3 est le polynôme
minimal de u et χ := q1q2q3 est le polynôme caractéristique de u. Si le degré de q3

vaut 1, on a les égalités q1 = q2 = q3. Si q3 est de degré 2, on a q1 = 1, q2 est de
degré 1 et l’on a χ = q2q3. Si le degré de q3 vaut 3, on a q1 = q2 = 1 et q3 = χ.
Deux endomorphismes de E ayant le même polynôme minimal et le même polynôme
caractéristique, ont donc les mêmes invariants de similitude, ils sont donc semblables.
L’implication réciproque est évidente.

Exercice 3.5.

1. On note I la matrice identité d’ordre n. Le polynôme caractéristique de M est
(X − λ)n, donc λ est l’unique valeur propre de M . Par ailleurs, la matrice M − λI
est de rang n − 1. En effet, M − λI n’est pas inversible, et l’on peut en extraire une
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matrice carrée d’ordre n− 1 inversible. La dimension du noyau de M − λI vaut donc
1, qui n’est autre que la dimension du sous-espace propre associé à λ.

2. On a M = λI + N , où N est nilpotente. Notons (e1, · · · , en) la base canonique
de Kn. Pour tout k tel que 0 � k � n − 1, on a N k(en) = en−k. Il en résulte que la
famille

(
en, N(en), N2(en), · · · , Nn−1(en)

)
est une base de Kn, ce qui montre que

le K[X]-module associé à N est cyclique. Le polynôme minimal de N est donc égal
à son polynôme caractéristique i.e. à Xn. Il en résulte que le polynôme minimal de
M est (X − λ)n. En particulier, si u est l’endomorphisme représenté par M dans
la base canonique de Kn, le K[X]-module associé à u est cyclique isomorphe à
K[X]/(X − λ)n.

Exercice 3.6.

1. Considérons un élément λ ∈ C. Il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est la matrice compagnonM du polynôme minimal (ou caractéristique) de u. On
peut extraire de M − λI une matrice d’ordre n − 1 inversible. Par suite, le rang de
u− λI est n− 1 ou n, suivant que λ est une valeur propre de u ou non. La dimension
du noyau de u− λI est donc au plus 1.

2. Soit E = E1
⊕ · · ·⊕Er une décomposition de E en somme directe de

sous-modules cycliques, pour laquelle Ei est C[X]-isomorphe à C[X]/(Pi) (avec
Pi ∈ C[X] unitaire de degré � 1) et Pi divise Pi+1 (théorème 2.33). Les invariants
de similitude non constants de u sont les polynômes Pi. Il y en a donc r (dont certains
peuvent être éventuellement égaux). Les sous-espaces Ei sont stables par u. Soit λ
une valeur propre de u. On a

(1) ker
(
u− λI) =

r⊕
i=1

ker
(
u|Ei
− λI|Ei

)
.

En effet, soit y un élément de ker
(
u − λI). Pour tout i = 1, · · · , r, il existe xi ∈ Ei

tel que y = x1 + · · ·+ xr. Par ailleurs, on a les égalités

u(y) =
r∑
i=1

u(xi) =
r∑
i=1

λxi.

Puisque u(xi) et λxi sont dans Ei, on en déduit que u(xi) = λxi (par l’unicité de
la décomposition d’une somme directe). Par suite, xi appartient à ker

(
u|Ei
− λI|Ei

)
,

ce qui prouve l’égalité (1). (On notera que ker
(
u|Ei
− λI|Ei

)
= ker

(
u− λI) ∩ Ei).

D’après la question 1, la dimension de ker
(
u|Ei
−λI|Ei

)
est 0 ou 1. On en déduit que

la dimension de ker
(
u − λI) est au plus r. Le maximum des dimensions des sous-

espaces propres associés à u est donc � r. Considérons alors une racine α de P1, qui
existe car P1 n’est pas constant. Puisque P1 divise les Pi, le polynôme minimal de
u|Ei

étant Pi, α est donc valeur propre de u|Ei
et la dimension de ker

(
u|Ei
− αI|Ei

)
vaut 1. L’égalité (1) entraîne alors que ker

(
u− αI) est de dimension r.
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Exercice 3.7.

Soit αi une valeur propre de u. Le sous-espace caractéristique correspondant est
E(X − αi) = ⊕jEij avec Eij � C[X]

(X−αi)
βij

(définition 3.24). Or le sous-espace

propre de chaque Eij est de dimension 1 (engendré par la classe de (X − αi)βij ).
La dimension ni de l’espace propre correspondant à la valeur propre αi est donc le
nombre de facteurs Eij (i fixé). D’autre part, le nombre d’invariants de similitude est
clairement égal à sup(ni) (cf. l’exemple 2.46).

Exercice 3.8.

Le polynôme (X − α)rα annule le A-module Eu (avec E = Cn), le polynôme
caractéristique est égal à (X − α)n et les deux endomorphismes correspondants à
ces deux polynômes ont même noyau par hypothèse.

En revanche, le polynôme (X − α)rα−1 n’annule pas Eu par hypothèse ; il est donc
clair que qu = (X − α)rα .

Exercice 3.9.

1. LeA-module V est clairement isomorphe à (A/(X−a))3×(A/(X−b))2×A/(X−c);
on calcule alors les invariants de similitude via le théorème chinois comme
dans les exercices du chapitre 2, ce qui donne : (X − a), (X − a)(X − b) et
(X−a)(X−b)(X−c). La matrice étant diagonalisable, les sous-espaces propres sont
les sous-espaces caractéristiques, et le polynôme minimal est (X−a)(X−b)(X−c).
2. On a de même

V � (A/(X − 1))3 × (A/(X − 1)2)2 × (A/(X − 1)3)2×
(A/(X − 2))2 ×A/(X − 2)3 × (A/(X − 3))2 ×A/(X − 3)2

les invariants de similitude donnés comme d’habitude par application du théorème
chinois sont alors

(X − 1), (X − 1), (X − 1), (X − 1)2, (X − 1)2(X − 2)(X − 3),

(X − 1)3(X − 2)(X − 3), (X − 1)3(X − 2)3(X − 3)3.

Le polynôme minimal est le dernier invariant de similitude, soit (X−1)3(X−2)3(X−3)3.

Les dimensions des sous-espaces caractéristiques sont 11 pour la valeur propre 1, 8
pour la valeur propre 2 et 5 pour la valeur propre 3.

3. La matrice étant sous forme triangulaire, on voit que les valeurs propres sont 0,1 et
an.

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 0 (resp. 1) est de dimension supérieure
ou égale à 1 (resp. n − 2). Si an 	= 0, 1 alors la somme des dimensions des sous-
espaces propres associés aux valeurs propres 0, 1, an est n de sorte que la matrice est
diagonalisable et donc

V � A/(X) ×A/(X − an)× (A/(X − 1))n−2



�

�

�

�

�

�

�

�

©
D

u
n

o
d

.L
a

p
h

o
to

co
p

ie
n

o
n

au
to

ri
sé

e
es

t
u

n
d

él
it

.

Solutions des problèmes 175

et les invariants de similitude sont

a1(X) = (X − 1), a2(X) = X − 1, · · · an−2(X) = (X − 1)X(X − an).
Si an = a1 = 0, on est dans la même situation, car le noyau de la matrice est alors
de dimension 2 parce que son rang est de manière évidente n − 2 ; les invariants de
similitude sont alors :

P1(X) = · · · = Pn−4(X) = X − 1, Pn−3 = Pn−2 = X(X − 1).

Dans le cas où an = 0 et a1 non nul, on a alors

V � A/(X2)× (A/(X − 1))n−2

soit
P1(X) = · · · = Pn−3(X) = (X − 1), Pn−2 = X2(X − 1).

Exercice 3.10.

D’après l’exercice 3.7, le nombre d’invariants de similitude est égal à la dimen-
sion maximale des sous-espaces propres soit donc ici 4 invariants de similitude
P1, P2, P3, P4. Le polynôme minimal s’écrit sous la forme P4(X) = X4(X − 1)3
d’après l’exercice 3.8 appliqué successivement aux valeurs propres 0 et 1).
La seconde question de ce même exercice fournit immédiatement :

P1(X) = X(X − 1), P2(X) = X2(X − 1),

P3(X) = X3(X − 1),

P4(X) = X4(X − 1)3.

Exercice 3.11.

On note n la dimension de l’espace vectoriel sur lequel agit u (n est la somme des
degrés des invariants de similitude).

On reprend les notations de l’exercice 3.9 : pour n > 1, on note Jn ∈ Mn(C) la
matrice nilpotente dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la première sur-
diagonale ji,i+1 pour 1 � i < n qui sont égaux à 1.

(a) Ici n = 1 et l’endomorphisme en question est l’identité.

(b) On a n = 2 et deux valeurs propres distinctes ; u est donc diagonalisable et sa
matrice dans une base de diagonalisation est la matrice diagonale diag(0, 1).

(c) n = 3 et 0 est la seule valeur propre et la matrice de Jordan associée est
diag(0, J2).

(d) n = 3 et 0, 1 sont les valeurs propres de u. L’endomorphisme est diagonalisable
puisque le polynôme minimal est à racines simples.

(e) n = 24, les valeurs propres étant 0, 1, 2 ; la forme de Jordan est la matrice
diagonale par blocs

diag(J2, J2, J3, J4, I1, I1, I2, I3, 2I2, 2I4 + J4).
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PROBLÈMES

Problème 3.1.

1. On remarque que la multiplicité de λi dans P ′ est égale à ni− 1 de sorte que λi est
une racine à l’ordre 1 de χA(X)

χA(X)∧χ′
A(X) et qu’en outre ce sont ces seules racines d’où le

résultat. On notera en particulier que la connaissance des λi n’est pas nécessaire pour
calculer P qui peut se calculer via l’algorithme d’Euclide.

2. – L’idée est d’utiliser la relation formelle (1−x)(1+x+x2 + · · ·+xk) = 1−xk+1

avec x = U−1N et k tel queN k+1 = 0 soit (1−U−1N)(1+U−1N+· · ·+(U−1N)k)
= In car (U−1N)k+1 = U−k−1Nk+1 car U et N commutent entre eux ; soit en
multipliant à gauche par U et à droite par U−1,

(U −N)(U−1 + U−2N + · · · + U−k−1Nk) = In.

– Les valeurs propres deA ne sont pas des racines de P ′ car P ∧P ′ = 1. On considère
alors une relation de Bézout UP ′ + V P = 1 pour P et P ′ qui en l’appliquant à
A, donne U(A)P ′(A) = 1 − N avec N = V (A)P (A). Or d’aprés le théorème de
Cayley-Hamilton, on aP r(A) = 0 pour r � maxi(ni) de sorte queN est nilpotente et
donc par application de ce qui précède P ′(A) est une matrice inversible dont l’inverse
commute avec A (car c’est un polynôme en A).

3. Il s’agit de la méthode de Newton appliquée aux matrices, le but étant de construire
une racine de P , i.e. de trouver la partie diagonalisable de A dans sa décomposition
de Dunford. Remarquons que pour n = 0, P ′(A0) est inversible d’après la question
précédente.

(i) Il suffit par exemple de le vérifier sur les monômes Xm, soit
(X + Y )m = Xm +mYXm−1 + Y 2

∑m
k=2 (kλm)Y k−2Xm−k.

(ii) Il est clair d’après (a) que pour tout 0 � k � n, Ak est un polynôme en
A. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, on a P (A0) = P (A).
Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang k. D’après (i), on écrit
P (Ak+1) = P (Ak + Y ) = P (Ak) + Y P ′(Ak) + Y 2Q̃(Ak, Y ) avec Y
tel que P (Ak) + Y P ′(Ak) = 0. D’après (a) Y = P (Ak)Q(Ak) et donc
P (Ak+1) est de la forme P (A)2

k+1
Bk+1 pour une matrice Bk+1 qui en tant que

polynôme en Ak commute avec A.
(iii) La formule de Taylor donne P ′(An+1) − P ′(An) = (An+1 − An)Q(An) où

Q ∈ K[X]. OrAn+1−An est de la forme P (An)Q̃(An) et est donc nilpotent et
commute avec An qui est un polynôme en A. On en déduit alors que P ′(An+1)
est inversible d’après (a).

4. On rappelle que P r(A) = 0 pour r = maxi{ni} de sorte que la sous-suite
(Ak)k�n est constante dès que 2n � r. La limite D est un polynôme en A tel
que P (D) = 0 de sorte que D est diagonalisable car elle possède un polynôme
annulateur scindé à racines simples (dans C). Par ailleurs, pour n tel que 2n � r,
on a A −D = A0 − An =

∑n−1
i=0 (Ai − Ai+1) avec Ai − Ai+1 nilpotente et qui est

un polynôme en A. Ainsi les Ai − Ai+1 commutent en eux de sorte que leur somme
est nilpotente d’où le résultat.
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Solutions des exercices
du chapitre 4

GROUPES

Exercice 4.1.

1. Soient x, y deux éléments quelconques de G, il s’agit alors de monter que xy = yx
ce qui revient à prouver aussi que xyx−1y−1 = 1. Or x (resp. y) étant d’ordre 2, on
a xx = 1 = x−1x soit x = x−1 (resp. y = y−1). L’égalité cherchée s’écrit alors
xyxy = 1 ce qui revient à montrer que xy est d’ordre 2 ce qui est vrai par hypothèse.

2. Supposons, par récurrence, que si le cardinal de G est inférieur à r alors il est de
la forme 2n. La récurrence est clairement vérifiée pour r = 1 et r = 2, supposons-la
vraie jusqu’au rang r et traitons le cas de r+ 1. Soit alors g1 	= 1 un élément de G qui
engendre, par hypothèse, un sous-groupe d’ordre 2 qui est distingué car gg1g

−1 = g1.
On considère alors le groupe quotient G/(g1) qui est de cardinal r

2 et dont tous les
éléments sont d’ordre 2 ; en effet gg = gg = 1. Par récurrence on a donc r

2 qui est de
la forme 2n, d’où le résultat.

3. Soit h ∈ H et soit g ∈ G, il s’agit de montrer que ghg−1 ∈ H . Or H étant d’indice
2, il existe g0 	∈ H tel que G soit la réunion disjointe de H et de g0H . Il suffit alors
de montrer que g0hg

−1
0 ne s’écrit pas g0h

′. On raisonne par l’absurde ce qui donne
hg−1

0 = h′ et donc g0 = h(h′)−1 soit g0 ∈ H ce qui n’est pas.

Exercice 4.2.

Il existe un élément a de G tel que la classe aC engendre G/C . Soient x et y deux
éléments de G. Il existe des entiers p et q tels que xC = (aC)p et yC = (aC)q. Il
existe donc des éléments α et β de C tels que l’on ait les égalités x = apα et y = aqβ.
On obtient les égalités xy = apαaqβ = ap+qαβ = yx, et le fait que G est abélien.
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Exercice 4.3.

On considère la surjection canonique s : G → G/H . Soit N un sous-groupe de G
d’ordre n. Alors, l’ordre de s(N) divise l’ordre n de N . Par ailleurs, s(N) étant un
sous-groupe de G/H , son ordre divise l’indice de H dans G. On déduit de là (et de
l’hypothèse), que s(N) est nul, autrement dit que N est contenu dans H . Puisque N
et H ont le même ordre, on a donc N = H . D’où le résultat.

Exercice 4.4.

1. Supposons que HK soit un sous-groupe de G. Soit hk un élément de HK . Cet
élément possède un inverse uv dans HK . On a donc hk = (uv)−1 = v−1u−1 qui est
donc dans KH . Cela montre que HK est contenu dans KH . Par ailleurs soit kh un
élément de KH . L’inverse de kh qui est h−1k−1 appartient à HK . Puisque HK est
un sous-groupe de G, kh est donc aussi dans HK . D’où l’inclusion KH ⊆ HK , et
l’égalitéHK = KH .

Inversement supposons HK = KH . D’abord e ∈ HK et si x est dans HK , il est
clair que x−1 aussi. Considérons par ailleurs, deux éléments u = ab et v = cd dans
HK . On a bc = fg, où f ∈ H et g ∈ K . D’où uv = (af)(gd) ∈ HK . Cela prouve
que HK est un sous-groupe de G.

2. Soit hk un élément de HK . On a hk = k(k−1hk), ce qui prouve que hk ∈ KH
(car H est distingué dans G) : d’où HK ⊆ KH . Inversement, soit kh ∈ KH .
L’élément khk−1 = h′ est dans H . D’où kh = h′k ∈ HK et l’on a KH ⊆ HK .
D’où le résultat.

3. D’abord l’ensemble quotient HK/H est un groupe car H est distingué dans
G (donc aussi dans HK) et ϕ est un homomorphisme de groupes (car kk ′H
= (kH)(k′H)). Par ailleurs ϕ est surjective : en effet, soit a = hkH un élément
de HK/H : on a a = k′h′H où k′ ∈ K et h′ ∈ H (car on a HK = KH). D’où
a = k′H et l’on a ϕ(k′) = a. Enfin étant donné un élément k de K , on a kH = H si
et seulement si k est dans H . Le théorème de factorisation des homomorphismes de
groupes entraîne alors notre assertion.

4. Par définition l’application ψ est surjective. Elle est injective carH ∩K est réduit à
l’élément neutre deG. Tout revient à vérifier queψ est un homomorphisme de groupes.
Considérons pour cela deux éléments (h, k) et (h′, k′) de H × K . On a les égalités
suivantes :ψ

(
(h, k)(h′, k′)

)
= ψ
(
(hh′, kk′)

)
= (hh′)(kk′). Par ailleurs, tout élément

de H commute avec tout élément de K : en effet, si h ∈ H et k ∈ K , l’élément
hkh−1k−1 appartient àH ∩K carH et K sont par hypothèse distingué dansG ; d’où
hkh−1k−1 = e et le fait que hk = kh. On a donc ψ

(
(h, k)(h′, k′)

)
= (hk)(h′k′) i.e.

ψ
(
(h, k)(h′, k′)

)
= ψ
(
(h, k)

)
ψ
(
(h′, k′)

)
.

5. Soit I la matrice identité de SL2(Z). On vérifie queM 2 	= I et les égalitésM 4 = I ,
et N3 = I . Donc l’ordre de M est 4 et celui de N est 3. Par ailleurs, pour tout entier
n � 0, on a les égalités

(MN)2n =
(

1 2n
0 1

)
et (MN)2n+1 =

(−1 −1− 2n
0 −1

)
.



�

�

�

�

�

�

�

�

©
D

u
n

o
d

.L
a

p
h

o
to

co
p

ie
n

o
n

au
to

ri
sé

e
es

t
u

n
d

él
it

.

Solutions des exercices 179

Il en résulte que MN n’est pas d’ordre fini (MN est donc d’ordre infini).

6. Supposons que HK soit un sous-groupe de SL2(Z) ; c’est alors un groupe fini (car
par exemple l’application H × K → HK définie par (h, k) �→ hk est surjective).
Mais cela conduit à une contradiction car MN appartient à HK et MN est d’ordre
infini. D’où l’assertion.

Exercice 4.5.

1. On rappelle que dans un groupe fini G, l’ordre de tout élément est un diviseur du
cardinal de G. Ainsi, si dans un groupe de cardinal 10 il n’y a aucun élément d’ordre
5, il n’y aurait aucun élément g d’ordre 10 car sinon g2 serait d’ordre 5, de sorte que
tout élément g 	= 1 serait d’ordre 2 ce qui contredit l’exercice précédent 4.1 car 10
n’est pas une puissance de 2.

2. Soit alors g un élément d’ordre 5 ; le sous-groupe H qu’il engendre est d’indice 2
et est donc distingué d’après le point (c) de l’exercice 4.1. Soit alors x 	∈ H . Dans
le groupe quotient G/H , on a (x)2 = 1 de sorte que x2 appartient à H . Si on avait
x2 	= 1, x2 serait alors d’ordre 5 et x serait d’ordre 10 et G serait cyclique donc
abélien.

3. Supposons pour commencer que G est non commutatif. Soit x 	∈ H de sorte que
tout élément de G s’écrit de manière unique sous la forme gkxi avec 0 � k < 5 et
i = 0, 1. On considère alors l’application f : G �−→ D5 qui envoie gkxi sur rk ◦ si
où r est la rotation d’angle 2π/5 et s la réflexion d’axe (Ox). Montrons que f est
un morphisme de groupe, i.e. f(gkxigk

′
xi

′
) = rksirk

′
si

′
. Pour i = 0 ou k′ = 0, le

résultat découle de la définition. Dans le cas i = i′ = 1, comme (gk
′
x)2 = 1 (resp.

(rk
′
s)2 = 1), on a gkxgk

′
x = gk−k′

(resp. rksrk
′
s = rk−k′

), d’où le résultat. Si
i′ = 0 on écrit gkxgk

′
(resp. rksrk

′
) sous la forme gkxgk

′
xx (resp. rksrk

′
ss) et on

applique le calcul précédent.

On obtient ainsi un morphisme G �−→ D5 qui est clairement injectif par définition, et
qui réalise donc, vu l’égalité des cardinaux de G et D5, un isomorphisme.

Si G est commutatif, on reprend le raisonnement de (b). Si x2 	= 1, x est d’ordre 10 et
G est cyclique. Si x2 = 1, x est alors d’ordre 2. Considérons alors y = xg et soit n tel
que yn = xngn = 1 soit x−n = xn = gn. Si n était impair, on aurait x ∈ H ce qui
ne se peut pas car H ne contient pas d’éléments d’ordre 2. Ainsi n est pair et gn = 1
soit 5 divise n et donc 10 divise n, de sorte que y est d’ordre 10, d’où le résultat.

Exercice 4.6.

Soit Z(G) le centre de G ; c’est un groupe (abélien) d’ordre pr avec 1 � r � k
(Proposition 4.30). Le groupe Z(G) étant distingué, le groupe quotient G/Z est un
groupe d’ordre pk−r auquel on peut appliquer l’hypothèse de récurrence. Donc si
i � r, le groupe G/Z(G) possède un sous-groupe d’ordre pi−r (par hypothèse de
récurrence). Si π : G → G/Z(G) désigne l’application canonique, π−1(x) est de



�

�

�

�

�

�

�

�

180 Solutions des exercices

cardinal r (ordre de Z(G)) pour tout x ∈ G/Z(G), et donc π−1(H) est un sous-
groupe de G de cardinal pi−r × pr = pi.

Si i � r, il suffit de montrer que Z(G) possède un sous-groupe d’ordre pi, ce qui est
clair puisqu’il est commutatif.

GROUPE SYMÉTRIQUE

Exercice 4.7.

L’ensemble des 5-cycles est en bijection avec les 5-uplets (a, b, c, d, e) d’éléments
distincts modulo permutation circulaire, i.e. :

(a, b, c, d, e) ∼ (b, c, d, e, a) ∼ (c, d, e, a, b) ∼ (d, e, a, b, c) ∼ (e, a, b, c, d)

de sorte que chaque classe est constituée de 5 éléments. On obtient alors ( 5
5 )5!

5 tels
cycles, où (5

5 ) est le coefficient binomial.

Pour les 4-cycles le même raisonnement donne ( 4
5 )3! et de manière générale le nombre

de r-cycles dans Sn est ( rn)(r − 1)!.

Exercice 4.8.

1. Soit c un p-cycle et soit c son image dans Sp/H qui n’est qu’un ensemble et n’est
pas muni de structure de groupe car H n’est pas distingué. L’ensemble Sp/H étant
de cardinal strictement inférieur à p, on en déduit qu’il existe 0 � i < j < p tel que
ci = cj de sorte qu’il existe h ∈ H tel que cj = cih soit cj−i ∈ H . Or p étant premier,
il existe u et v tel que u(j − i) + vp = 1 de sorte que c(j−i)u = c ∈ H (car cp = Id
puisque c est un p-cycle.

2. On calcule (1 3 2 4 · · · p)−1 ◦ (1 2 3 · · · p) = (1 3 2) de sorte que pour un 3-
cycle quelconque (a b c) on a (a b c) = (a b c i1 · · · ip−3)−1 ◦ (a c b i1 · · · ip−3) où
{i1, · · · , ip−3} = {1, · · · , n}\{a, b, c}.
3. Le groupeAp étant engendré par les 3-cycles (exercice 4.8) qui d’après la question
précédente appartiennent à H , on en déduit que Ap ⊂ H ⊂ Sp de sorte que p!

2 divise
le cardinal de H qui est lui-même un diviseur de p!. Comme H est un sous-groupe
strict de Sp, on en déduit alors que H est de cardinal p!2 et donc que Ap = H .

4. On applique ce qui précède au cas p = 5. Si H était un sous-groupe de S5 de
cardinal 30 (resp. 40), il serait d’indice 4 (resp. 3) de sorte qu’il devrait contenir A5

ce qui ne se peut pas.

Exercice 4.9.

On trouve σ = (1, 10, 4, 11, 6)(2, 7, 3, 9, 8, 5). L’ordre de σ est donc le ppcm de 5 et
6, soit 30 ; sa signature est −1.
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Exercice 4.10.

1. On part du fait que Sn est engendré par les transpositions (i j). La technique est
alors de montrer que toutes ces transpositions appartiennent au sous-groupe engendré
par les éléments que l’on considère.

(i) On a (i j) = (1 i) ◦ (1 j) ◦ (1 i) ; de plus pour 2 � i0 � n, i0 est laissé fixe
par toutes les transpositions (1 i) pour i 	= i0 de sorte que Sn ne peut pas être
engendré par un sous-ensemble strict de celui considéré.

(ii) Pour 1 � i < j−1 � n−1, on a (i j) = (j−1 j)◦(i j−1)◦(j−1 j), le résultat
découle alors d’une récurrence simple sur j − i ; soit 1 � i0 < n, l’intervalle
{1, · · · , i0} est laissé globalement stable par tous les éléments (i, i + 1) pour
i 	= i0, de sorte que Sn ne peut pas être engendré par un sous-ensemble strict de
celui considéré.

(iii) On a (i, i + 1) = ci−1
n ◦ τ ◦ c−i+1

n ; le résultat découle alors de (ii).

2. Le résultat est clair pour n = 3. Pour n � 4, si a 	= b et b 	= c alors
(a b) ◦ (b c) = (a b c) ; ainsi si a, b, c, d sont deux à deux distincts, (a b) ◦ (c d)
= (a b c) ◦ (b c d), d’où le résultat.

3. Soit T = τ1, . . . , τk un ensemble de k transpostions. Considérons le graphe Γ avec
n sommets P1, . . . , Pn, une arête joignant Pi à Pj si et seulement si la transposition
(i, j) est dans T . Le fait que T engendre Sn implique que Γ est connexe : il possède
donc au moins n− 1 arêtes, soit k � n− 1.

Exercice 4.11.

On a σ = (1 2 3) ◦ (2 4) ◦ (1 3) qui est bien une décomposition en cycles
mais pas à supports disjoints ; on vérifie sans peine que σ = (3 2 4). De même
(1 2 · · · n− 1) ◦ (1 n) = (1 n 2 · · · n− 1).

Exercice 4.12.

Si σ = c1 ◦ · · · ◦ cr est la décomposition en cycles à supports disjoints de σ, chaque
cycle est d’ordre sa longueur et ces cycles commutent car leurs supports sont disjoints,
de sorte que l’ordre de σ est le ppcm des longueurs des cycles c i pour 1 � i � r. En
particulier dans S5, on trouve que l’ordre maximal d’un élément est 6.

Exercice 4.13.

Soit x ∈ {1, · · · , n} ; déterminons le cycle de la décomposition de σ = ck auquel il
appartient (on appelle ce cycle l’orbite de x sous ck) :

(ck)i(x) = x⇐⇒ n|ki⇐⇒ n

(n ∧ k) |i

de sorte que l’orbite de x sous ck est toujours de longueur n/(n∧k). La décomposition
en cycles à supports disjoints de ck est donc constitué de (n ∧ k) cycles de longueur
n/(n ∧ k).
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OPÉRATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Exercice 4.14.
1. On rappelle (théorème 4.31) que pour n � 5, An est simple et que les sous-groupes
distingués de Sn sont {1},An et Sn. On considère l’action par translations à gauche de
Sn sur Sn/H , ce qui donne un morphisme φ : Sn �−→ S(Sn/H) ; S(Sn/H) désigne
le groupe des permutations de l’ensemble Sn/H . Si σ ∈ ker φ, on a en particulier
σH = H , soit σ ∈ H , de sorte que kerφ ⊂ H ; H étant d’indice n dans Sn, kerφ
ne peut qu’être le sous-groupe trivial puisqu’il est distingué. Le sous-groupe φ(H) est
ainsi un sous-groupe de cardinal (n−1)! laissant stable l’élément Id (la classe deH),
de sorte que φ(H) est inclus dans un sous-groupe de S(Sn/H) qui est isomorphe à
Sn−1 ; par cardinalité on en déduit H � Sn−1.

2. On considère de même l’action par translation à gauche de Sn sur Sn/H ce qui
donne un morphisme de groupe Sn �−→ Sk qui pour des raisons évidentes de cardina-
lité (k < n) ne peut être injectif ; or le noyau étant un sous-groupe distingué contenu
dans H car stabilisant la classe de l’identité, on en déduit An ⊂ H et donc comme
k > 1, H = An.

Exercice 4.15.
Le groupe H agit sur l’ensemble G/H des classes à gauche de G modulo H par
translation à gauche : (h, xH) �→ hxH.

Soient n le nombre des H-orbites distinctes de G/H , et (Ωk)1�k�n ces orbites. On a

|G/H| = p =
∑

1�k�n
|Ωk|. (1)

Par ailleurs, pour tout k compris entre 1 et n, le cardinal de Ωk est égal à 1 ou p : en
effet, le cardinal de Ωk divise |H|, |H| divise |G| et p est le plus petit diviseur premier
de l’ordre de G. Toutes les orbites sont en fait de cardinal 1. En effet, dans le cas
contraire, il n’y aurait d’après (1) qu’une seule orbite de cardinal p, ce qui n’est pas,
car l’orbite deH est réduite à {H}. Il en résulte que le stabilisateur de tout élément de
G/H est H tout entier. Considérons alors un élément a de G. Pour tout élément h de
H on a donc haH = aH ; ainsi a−1Ha est contenu dans H , et donc H est distingué
dans G.

Exercice 4.16.
1. L’équation aux classes s’écrit :

n = a1 + 3a2 + 7a3 + 21a4 (3)

où a1 (resp. a2, resp. a3, resp. a4) désigne le nombre de classes de cardinal 1 (resp.
3, resp. 7, resp. 21). Pour n = 19, a4 est forcément nul et si par ailleurs on impose
a1 nul, l’équation (3) s’écrit 3a2 + 7a3 = 19 ce qui impose a3 = 1 et a2 = 4, soit 5
orbites dont une de cardinal 7 et 4 de cardinal 3.

2. Pour n = 11, a4 est aussi nul. Par ailleurs l’équation 3a2 + 7a3 = 11 n’a pas de
solutions entières de sorte que a1 ne peut pas être nul, i.e. il existe au moins un point
fixe.
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3. Il suffit de montrer que tout entier n � 12 peut s’écrire 3a + 7b avec a, b � 0. Or
c’est vrai pour 12, 13 et 14 et donc pour tout entier plus grand en rajoutant un multiple
de 3.

EXEMPLES LIÉS À LA GÉOMÉTRIE

Exercice 4.17.

(i) ⇒ (ii). Supposons que f soit une symétrie par rapport à un sous-espace vectoriel
F de E. Notons F⊥ l’orthogonal de F . On a E = F

⊕
F⊥. Par définition, la

restriction de f à F est l’identité et la restriction de f à F ⊥ est moins l’identité.
Par suite, on a f ◦ f = IdE (où IdE est l’identité de E).

(ii) ⇒ (iii). Supposons f ◦ f = IdE . Le polynôme minimal de f divise alors
X2 − 1 ∈ R[X]. Ses racines étant réelles et simples, f est donc diagonalisable.

(iii)⇒ (i). Supposons f diagonalisable. Il s’agit de démontrer que f est une symétrie
de E. Puisque f est une isométrie, ses seules valeurs propres possibles sont −1 et 1.
D’après l’hypothèse faite, E est somme directe des sous-espaces propres de f . On a
ainsi

E = ker(f − IdE)
⊕

ker(f + IdE).

Par ailleurs, les sous-espaces vectoriels ker(f − IdE) et ker(f + IdE) sont ortho-
gonaux. En effet, si x et y sont des éléments respectivement de ker(f − IdE) et
ker(f + IdE), on a les égalités

(x|y) =
(
f(x)|f(y)

)
= (x| − y) = −(x|y),

d’où (x|y) = 0. Il en résulte que ker(f − IdE) est contenu dans ker(f + IdE)⊥.
Puisqu’ils ont tous les deux pour dimension la codimension de ker(f + IdE), on a
donc l’égalité ker(f − IdE) = ker(f + IdE)⊥. Par suite, f est la symétrie par rapport
à ker(f − IdE).

Exercice 4.18.

Considérons une symétrie f par rapport à un plan H transformant a en b. On a
f(a) = b, f(b) = a, d’où f(a− b) = b− a, de sorte que a− b appartient à la droite
H⊥ (l’orthogonal de H). Puisque a et b sont distincts, on a donc H⊥ = R(a − b). Il
en résulte que l’on a nécessairementH = R(a− b)⊥. Inversement, soit S la symétrie
de E par rapport à R(a − b)⊥. Il s’agit de vérifier que l’on a S(a) = b. Les normes
de a et b étant les mêmes, on a les égalités

(a+ b|a− b) = ||a||2 − ||b||2 = 0.

On en déduit que a + b appartient à R(a − b)⊥, d’où S(a + b) = a + b. On a par
ailleurs S(a− b) = b− a. L’égalité

a =
1
2
(
(a+ b) + (a− b)),

entraîne alors le résultat.
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Exercice 4.19.

Notons (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et Id l’identité de R3. L’espace R3 est
muni de sa structure euclidienne pour laquelle (e1, e2, e3) est une base orthonormée.

1. On vérifie que tMM est la matrice identité, ce qui prouve que u est une isométrie.
Le déterminant de u étant égal à 1, u est donc une isométrie directe.

2. On vérifie que le noyau de u− Id est la droite engendrée par le vecteur e2 + e3. Le
planH orthogonal à cette droite a pour équation y+z = 0 et une base est (e1, e2−e3).
Il en résulte que le système

B =
(e2 + e3√

2
, e1,

e2 − e3√
2

)
,

est une base orthonormée de R3. L’endomorphisme u fixe la droite engendrée par
e2 + e3, en particulierH est stable par u. La restriction de u à H est une isométrie de
H . Puisque le déterminant de u vaut 1, on en déduit que la restriction de u à H est une
isométrie directe de H . La matrice de u dans B est donc de la forme

M ′ :=

⎛
⎝ 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠ ,

où θ ∈ R. La trace de M étant nulle, on a 2 cos θ + 1 = 0 i.e. cos θ = −1/2.
Déterminons sin θ. Soit P la matrice de passage de la base canonique à la baseB. Les
bases (e1, e2, e3) et B étant orthonormées, P est une matrice orthogonale, autrement
dit, on atP = P−1. On a donc l’égalité M ′ = tPMP. On obtient ainsi

M ′ =

⎛
⎝ 1 0 0

0 −1
2 −

√
3

2

0
√

3
2 −1

2

⎞
⎠ ,

d’où sin θ =
√

3/2.

TROIS POLYÈDRES RÉGULIERS ET LEURS GROUPES

Exercice 4.20. Le tétraèdre régulier

1. L’isobarycentre O du tétraèdre est invariant par tout élément de IT de sorte que
l’application vect : g ∈ IT �→ �g ∈ O(3) définie par �g(�v) = �Og(M) où M est tel que
�OM = �v est un morphisme de groupes injectif.

2. Une application affine est déterminée par les images de 4 points non coplanaires.
Tout élément de IT permute les 4 sommets, de sorte que l’on a une injection
i : IT �−→ S4.

3. Il suffit de vérifier que la transposition (12) est dans l’image de i ; en effet toute
transposition est alors dans l’image et comme les transpositions engendrent S4, i sera
alors un isomorphisme. La transposition (12) est l’image par i de la réflexion par
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rapport au plan médiateur du segment [1, 2]. Le sous-groupeDT étant d’indice 2, il en
est de même de son image soit DT � A4.

Exercice 4.21. Le cube

1. Comme dans l’exercice précédent, on a une injection i : IC ↪→ S8. L’indice
[IC : DT ] est égal à 2 ou 1 selon que IC contient ou non une isométrie négative ;
clairement la réflexion par rapport à un plan qui coupe le cube en deux selon le milieu
de 4 arêtes parallèles appartient à IC\DC de sorte que [IC : DC ] = 2.

2. On remarque que les grandes diagonales sont les plus grandes distances entre deux
éléments du cubes et sont donc conservées par toute isométrie. On obtient ainsi un
morphisme f : IC �−→ S4. Soit alors g ∈ ker f . On vérifie aisément que g = ±Id.
Pour montrer la surjectivité, il suffit comme précédemment de montrer que la trans-
position (12) est obtenue. Notons abcd les sommets de la face du dessus du cube et
a′b′c′d′ les points de la face du dessous de sorte que les grandes diagonales soient aa ′,
bb′, cc′ et dd′. La réflexion par rapport au plan contenant aa′ et la direction orthogonale
à la face du dessus a pour image la transposition qui échange bb ′ et dd′ et laisse fixe
aa′ et cc′. On obtient ainsi que f induit un isomorphisme de DC sur S4.

Exercice 4.22. L’octaèdre

On remarque que le dual du dual d’un point (resp. d’un plan) est le même point
(resp. plan). Ainsi le dual du cube est l’octaédre. En outre toute isométrie préserve
le produit scalaire, de sorte qu’une isométrie conservant une figure, conserve aussi la
figure duale. On en déduit alors que le groupe de l’octaèdre est celui du cube.

Remarque : Le tétraèdre est autodual.

PROBLÈMES

Problème 4.1.

1. Un élément x de G est dans ker φ, si et seulement si, pour tout g ∈ G, xg ∈ gH ou
de manière équivalente, x ∈ gHg−1, d’où le résultat.

2. On fait agir H sur E = G/H par translation à gauche ; l’équation aux classes
s’écrit p =

∑
x∈O |x|, où O désigne l’ensemble des orbites. On sépare cette somme

en deux en différenciant les orbites de cardinal 1 : p = k+
∑

x∈O1 [G : Gx], oùO1 est
l’ensemble des orbites de cardinal supérieur strictement à 1, et Gx est le stabilisateur
d’un élément quelconque de l’orbite x ; Gx est un sous-groupe de G et d’après le
théorème de Lagrange, [G : Gx] est un diviseur de |G| et est donc supérieur ou égal
à p. Or on a k � 1 car H est stable sous l’action de H ; ainsi O1 est vide, soit toutes
les orbites sont de cardinal 1, i.e. H = H1 et donc H est distingué dans G.

3. Cf. l’exercice 4.1.

4. Le raisonnement est strictement identique à celui de l’exercice 4.5, 1.

5. Même preuve que dans l’exercice 4.5, 2.

6. Cf. l’exercice 4.5, 3.
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Problème 4.2. (« Jeu de taquin »)

1. On remarque qu’une opération élémentaire correspond, dans S16, à une transposi-
tion et fait passer la case vide, numérotée 16, d’une case marquée (resp. non marquée)
à une case non marquée (resp. marquée), de sorte qu’au bout de n opérations élémen-
taires la signature de la permutation obtenue est (−1)n et la case 16 se trouve sur une
case non marquée pour n impair et marquée pour n pair.

Ainsi si la case vide se retrouve en position initiale, la signature de la permutation
obtenue est forcément égale à 1 de sorte qu’il est impossible d’obtenir la transposition
(14 15) et de gagner la fortune promise.

2. (i) On obtient le 3-cycle (11 15 12).
(ii) Pour obtenir les autres 3-cycles de l’énoncé, il suffit de faire glisser la case vide
dans la bonne position et d’opérer les manipulations de l’énoncé pour obtenir le nou-
veau 3-cycle, puis de ramener la case vide dans sa position initiale. On illustre se
principe dans le cas de (9 13 10).

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 �

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15
. ...............

...........
........
......
.................................................................... .........

	

1 2 3 4

5 6 7 8

10 13 12

9 14

11

15�

1 2 3 4

5 6 7 8

10 13 12

9 14 15

11

(iii) On rappelle que A15 est engendré par les 3-cycles. Le principe est alors d’écrire
tout 3-cycle (i j k) comme un produit de 3-cycles (1 2 s). L’idée est de considé-
rer des conjugués ; par exemple pour i, j, k distincts et distincts de 1 et 2, on a :
(1 2 i)(1 2 j)(1 2 i)−1 = (2 i j) et (1 2 k)(2 i j)(1 2 k)−1 = (k i j) d’où le
résultat.

(iv) D’après (iii), A5 est engendré par les 3-cycles (2 1 i) pour 3 � i � 15. Par
ailleurs, pour un mouvement autorisé on peut revenir en arrière et l’on peut enchaî-
ner deux mouvements autorisés ; le sous-ensemble cherché est ainsi évidemment un
sous-groupe de A5. Il suffit donc de montrer que l’on peut obtenir tous les (2 1 i).
À nouveau, on considère des conjugaisons des éléments dont on dispose. Ainsi en
conjugant (2 1 6) avec (5 9 6), (5 9 6)−1, (6 10 7), (6 11 7), (6 7 3) et (6 7 3)−1,
on obtient respectivement (2 1 5), (2 1 9), (2 1 10), (2 1 11), (2 1 7) et (2 1 3). En
conjuguant (2 1 3) (resp. (2 1 11), resp. (2 1 10)) avec (3 8 4) et (3 8 4)−1 (resp.
(11 15 12), resp. (10 14 11), (9 13 10) et (9 13 10)−1), on obtient (2 1 8) et (2 1 4)
(resp. (2 1 15), resp. (2 1 14), (2 1 9) et (2 1 13)), d’où le résultat.

3. La condition de parité du point (i) est le seul impératif. En effet, il suffit de décider
d’un chemin pour faire passer la case vide de la position initiale (celle de (i)) à la
position cherchée, ce qui induit une bijection de l’ensemble des configurations avec la
case vide en position initiale avec l’ensemble des configurations avec la case vide à la
position considérée, d’où le résultat.

Ainsi, si on remonte le jeu au hasard, on a une chance sur deux de tomber juste.
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Solutions des exercices
du chapitre 5

POLYNÔMES

Exercice 5.1.

On a anpn + an−1p
n−1q + · · ·+ a0q

n = 0 de sorte que p (resp. q) divise a0q
n (resp.

anp
n), et comme (p ∧ q) = 1, p (resp. q) divise a0 (resp. an) par le lemme de Gauss.

Ainsi les solutions rationnelles de P (X) = 3X 3 + 4X2 + 2X − 4 sont à
chercher avec p = 1, 2, 4 et q = 1, 3 ; on vérifie alors que 2/3 est solution et
P (X) = 3(X − 2/3)(X2 + 2X + 2). Le polynôme X2 + 2X + 2 est irréductible
sur R, donc sur Q, et possède deux racines complexes.

Exercice 5.2.

On raisonne par récurrence sur le degré de P ; le résultat est évident pour P de degré
1. Supposons le résultat vrai pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à n et soit
P de degré n+1. On note ∆ = (P ∧P ′) de degré supérieur ou égal à 1 par hypothèse
car ∆(x) = 0. Ainsi ∆ divise P et donc P n’est pas irréductible (deg ∆ < degP ).
Soit donc P = QR dans Q[X] avec Q et R de degré inférieur à n.

Pour un polynôme P et x une racine, notons νP (x) la multiplicité de la racine x. On a
par hypothèse νP (x) = νQ(x)+νR(x) > (n+1)/2 et donc soit νQ(x) > (degQ)/2,
soit νR(x) > (degR)/2 et par hypothèse de récurrence x ∈ Q.
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Exercice 5.3.

On écritP =P ′Q avecQ de degré 1, soitQ(X)=a(X−α) etP (X)=aP ′(X)(X−α).
En dérivant k fois cette égalité, on obtientP (k)(X)=aP (k+1)(X)(X−α)+kaP (k)(X)
et pour k < degP on a ak 	= 1 car sinon P (k+1) serait le polynôme nul, ce qui
n’est pas. En évaluant en α, l’expression précédente on obtient P (k)(α) = 0 pour
k < degP . La formule de Taylor pour le polynôme P donne alors :

P (X) = P (α) + P ′(α)(X − α) + · · ·+ P (deg P−1)(α)
(X − α)deg P−1

(degP − 1)!
+

P (deg P )(α)
(X − α)deg P

(degP )!
=
P (deg P )(α)
(degP )!

(X − α)deg P .

Réciproquement on vérifie immédiatement qu’un polynôme de la forme aX n est
divisible par son polynôme dérivé.

Exercice 5.4.

En regardant les coefficients dominants et en notant que, dans R, l’égalité a2 +b2 = 0
est équivalente à a = b = 0, on obtient que degP est pair. On raisonne alors par récur-
rence sur le degré 2n de P . Pour n = 1, on a aX2 +bX+c = a(X+ b

2a)
2 +(c− b2

4a).
Par ailleurs comme la limite en +∞ de P est positive, on en déduit a > 0 et comme
P (0) � 0 on obtient aussi c − b2

4a � 0 qui est donc de la forme δ2 de sorte que
aX2 +bX+c est bien de la formeQ2 +R2 avecQ(X) =

√
a(X− b

2a) etR(X) = δ.

Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang n−1 et traitons le cas de degP = 2n.
On considère la factorisation de P =

∏
i(X − λi)ni

∏
j Dj(X)mj où Dj est un

polynôme irréductible de degré 2 sur R. S’il existe j tel que mj est non nul, le

polynôme P (X)
Dj(X) est alors de degré inférieur à 2(n − 1) et vérifie la condition de

l’énoncé de sorte qu’il existe Q1 et R1 tel que P
Dj

= Q2
1 + R2

1. D’après le cas

n = 1, il existe aussi Q2 et R2 tels que Dj = Q2
2 + R2

2. On considère alors l’identité
remarquable de Lagrange (cf. le problème (1.4))

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ab− cd)2 + (ad+ bc)2

de sorte que P = Q2 +R2 avec Q = Q1Q2 −R1R2 et R = Q1R2 +R1Q2.

De la même façon s’il existe i tel queni � 2 est pair, on remarque queQ(X) := P (X)
(X−λi)2

vérifie les hypothèses ; on a en effet P (x) = Q(x)(x − λi)2 de sorte que pour tout
x 	= λi, on a Q(x) � 0. En outre Q étant un polynôme, est continu de sorte que
Q(λi) � 0. On conclut alors comme précédemment, en appliquant l’hypothèse de
récurrence et l’identité de Lagrange.

Le dernier cas à étudier est celui où P (X) est scindé à racines simples. On remarque
alors qu’au passage d’une racine α, P change de signe car P (X) est équivalent, au
voisinage de α à P ′(α)(X − α). Un tel P ne vérifie pas l’hypothèse de l’énoncé.
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Exercice 5.5.

On utilise la formule de Taylor P (X) = P (a)+(X−a)P ′(a)+ · · ·+ (X−a)n

n! P (n)(a)
qui est une égalité car P est un polynôme de degré n. On en déduit donc que P (x) > 0
pour tout x > a.

Exercice 5.6.

Si x est une racine multiple de P , on a alors P (x) = P ′(x) = 0 soit
1 + x + · · · + xn

n! = 1 + x + · · · + xn−1

(n−1)! = 0 soit xn = 0 et donc x = 0 qui ne
convient pas.

Exercice 5.7.

On a P ′(X) = 6X(X4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4) et X étant premier avec P (X),
on calcule alors le PGCD δ de P (X) avec X 4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4 selon
l’algorithme d’Euclide :

δ =
(
(P (X)− (X2 +X)(X4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4)

)∧(
X4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4)

)
= (X2 − 2X + 2) ∧ (X4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4)
= (X2 − 2X + 2)∧

(X4 − 5X3 + 10X2 − 10X + 4− (X2 − 3X)(X2 − 2X + 2))
= X2 − 2X + 2

Comme X2 − 2X + 2 divise à la fois P (X) et P ′(X), on en déduit que
(X2 − 2X + 2)2 divise P . On effectue alors la division et on obtient finalement
P (X) = (X2 − 2X + 2)2(X2 − 2X − 1).

Exercice 5.8.

On a X2 − 2 cos θX + 1 = (X − eiθ)(X − e−iθ) et on évalue le polynôme
en question en eiθ et e−iθ : einθ sin θ − eiθ sin(nθ) + sin(n − 1)θ = a + ib avec
a = sin θ cos(nθ)−cos θ sin(nθ)+sin(n−1)θ = 0 et b = sin(nθ) sin θ−sin θ sin(nθ)
= 0. Ainsi (X−eiθ) et (X−e−iθ) divisentXn sin θ−X sin(nθ)+sin(n−1)θ et donc
aussi le ppcm de (X− eiθ) et (X− e−iθ) qui est égal au produit (X− eiθ)(X− e−iθ)
car le pgcd ((X − eiθ), (X − e−iθ)) = 1.

On calcule facilement par récurrence Xn sin θ − X sin(nθ) + sin(n − 1)θ
= (X2−2 cos θX+1)(Xn−2 sin(nθ)+Xn−3 sin(2θ)+· · ·+Xn−k sin(k−1)θ)+∆k

avec ∆k = sin(kθ)Xn−k+1 − sin(k − 1)θXn−k −X sin(nθ) + sin(n− 1)θ.

Exercice 5.9.

Au lieu de prendre la base (1,X,X2) de C2[X], on choisit la base (1,X − a,
(X−a)(X−b)) et on évalue en a et b. On écrit ainsi P (X) = Q(X)(X−a)(X−b)
+ α + β(X − a). En évaluant en a on trouve α = P (a) puis en évaluant en b on
obtient finalement P (X) = Q(X)(X − a)(X − b) + P (a) + P (b)−P (a)

b−a (X − a).
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RACINES DES POLYNÔMES À COEFFICIENTS COMPLEXES

Exercice 5.10. Posons M = sup0�i�d−1

(
d |ai|
|ad|
)1/d−i

. Soit z ∈ C tel que |z| > M

alors, pour 0 � i < d, on a |ai| < |ad|
d |z|d−i et donc |ad−1z

d−1 + · · ·+ a0| < |adzd|
soit P (z) 	= 0.

Exercice 5.11.

1. Soit z ∈ C une racine de P ′ et supposons P (z) 	= 0 ; on écrit
P ′(z)
P (z) =

∑n
i=1

1
z−zi

= 0 soit en « multipliant par la quantité conjuguée » :∑n
i=1

z−zi

|z−zi|2 = 0 d’où
∑n

i=1
z−zi

|z−zi|2 = 0. On a donc z =
�

n
i=1

zi
|z−zi|2�

n
i=1

1
|z−zi|2

et z est un

barycentre à coefficients strictement positifs des zi et appartient donc à l’enveloppe
convexe des zi.

2. On pose Q(z) = (P (z) − ω1)n1(P (z) − ω2)n2 et donc

Q′(z) = (n1 +n2)P ′(z)(P (z)−ω1)n1−1(P (z)−ω2)n2−1[P (z)− (
n1ω2 + n2ω1

n1 + n2
)]

Soit alors E = {ω ∈ C / {z / P (z) = ω} ⊂ K} ; ainsi pour tous ω1, ω2 ∈ E et tous
n1, n2 ∈ N∗, on a {z / P (z) = n1ω2+n2ω1

n1+n2
} ⊂ {z / Q′(z) = 0}. Or {z / Q′(z) = 0}

est inclus dans l’enveloppe convexe des zéros de P (z) − ω1 et P (z) − ω2 et donc
contenu dansK carK est convexe. On conclut alors par un petit argument de topologie
en utilisant le fait que Q est dense dans R.

RACINES DES POLYNÔMES À COEFFICIENTS RÉELS

Exercice 5.12.

Soit P (X) = anX
n + · · ·+ a0 avec an 	= 0 et a0 	= 0. Supposons que P ne s’annule

pas sur R+ de sorte que a0 = P (0) est du même signe que an car la limite de P en
+∞ est an(+∞). On en déduit alors que VP , qui est égal au nombre de changements
de signe entre a0 et an est pair, d’où le lemme de Descartes dans ce cas. Supposons
le résultat acquis pour tout polynôme possédant strictement moins de n racines réelles
positives. Soit alors α > 0 une racine de P et considérons P (X) = (X − α)Q(X)
avec Q(X) = bn−1X

n−1 + · · ·+ b0 de sorte que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

an = bn1

an−1 = bn−2 − αbn−1
...
ai = bi−1 − αbi
...
a1 = b0 − αb1
a0 = −αb0
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On remarque tout d’abord que les égalités an = bn−1 et a0 = −αb0 avec α > 0,
impliquent que V (P ) ≡ V (Q) + 1 mod 2. Il ne reste alors plus qu’à montrer
que V (P ) � V (Q). On remarque d’abord que a0 et b0 sont de signes contraires.
Considérons un changement de signes dans la suite des bi : bi−1, 0, . . . , O, bj , . . . ...
avec j � i et bj de signe contraire à celui de bi−1. On voit alors que ai est du signe de
bi−1, ce qui implique que V (P ) � V (Q), d’où le résultat.

Exercice 5.13.

Si x est une racine d’un P (i) pour i > 0 avec P (x) 	= 0, alors V (x+) − V (x−)
est un nombre négatif pair ; en effet soit [i, i + r] ⊂ [1, d − 1] un segment
tel que P (j)(x) = 0 pour i � j � i + r et P (i−1)(x)P (i+r+1) 	= 0, on
remarque que i + r < d car P (d) est une constante non nulle, on a alors
P (i+k)(x+ h) = hr+1−kP (i+r+1)(x) + o(h2) de sorte le nombre de changements de
signes de la sous-suite (P (i)(x−), · · · , P (i+r+1)(x−)) est maximal tandis que celui
de (P (i)(x+), · · · , P (i+r+1)(x+)) est minimal, de sorte que la différence du nombre
de changements de signes de la sous-suite (P (i−1), · · · , P (i+r+1)) est négatif ou nul.
On conclut alors aisément que V (x+) − V (x−) est négatif ou nul ; ce nombre est de
plus pair car les signes des deux extrémités P,P (d) est le même en x− et x+ et que le
signe de P (d)(x) est égal au signe de P (x) multiplié par (−1)V (x).

Si x est une racine de P d’ordre r, le même raisonnement permet de conclure que
V (x−)− V (x+) est égal à k + 2l pour un certain entier l.

On en déduit alors facilement l’énoncé de l’exercice. Le lemme de Descartes corres-
pond alors au calcul de V (0)− V (+∞).

Exercice 5.14.

On pose G(x) = e−α0xF (x) ; les zéros de G sont les mêmes que ceux de F ; on
raisonne alors par récurrence sur la somme m des degrés des P i, le premier cas,
m = 0 étant une application directe du lemme de Rolle, comme dans la démons-
tration du lemme de Descartes ; par hypothèse de récurrence G(d0) a alors au plus∑n

i=1 di + (n − 1) zéros réels de sorte que d’après le théorème de Rolle G a au plus∑n
i=0 di + n zéros réels.

Exercice 5.15.

D’après le lemme de Descartes, le nombre de racines réelles positives est inférieur à
V (P ) = V (−13×6,−14×6,−7×13, 1) = 1 tout en y étant congru modulo 2, ce qui
donne donc exactement 1 racine positive. En ce qui concerne les racines réelles néga-
tives, on considère le polynômeP (−X) = X14−7×13X2+14×6X−13×6 de sorte
que le nombre de racines négatives est inférieur à V (P (−X)) = V (−13× 6, 14× 6,
−7 × 13, 1) = 3 tout en y étant congru modulo 2 ce qui donne une ou trois racines
réelles négatives.

Afin de déterminer le nombre de racines négatives, on applique la règle de Sturm : on
a P ′(X) = 14(X13 − 13X − 6) de sorte que modulo P ′, on a X13 ≡ 13X + 6 soit
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P (X) ≡ X(13X+6)−7×13X2−14×6X−13×6 ≡ −13×6(X2+X+1) mod P ′.
On pose P1 = 13.6(X2 +X + 1) de sorte que X3 ≡ 1 mod P1 et donc X13 ≡ X
mod P1 de sorte queP ′ ≡ −14(X−13X+6) ≡ −14×6(2X+1) mod P1. On pose
P2 = 14×6(2X+1) de sorte que P1 ≡ 13×6((−1/2)2+(−1/2)+1) ≡ 13×6×3/4
mod P2. La règle de Sturm donne alors que le nombre de racines réelles négatives
de P est égale à V (P,P ′,−∞) − V (P,P ′, 0) = V (1,−14 × 13.6,−12 × 3/4)
− V (−13× 6,−6× 14, 13× 6, 12× 3/4) = 4− 1 = 3. On retrouve par ailleurs que
le nombre de racines réelles positives est égale à

V (P,P ′, 0)− V (P,P ′,+∞) = V (−13× 6,−6× 14, 13 × 6, 12 × 3/4)
−V (1, 14, 13 × 6, 12 × 3/4) = 1− 0 = 1

RÉSULTANT, DISCRIMINANT

Exercice 5.16.

L’équation algébrique est donnée par le résultant des polynômes à coefficient dans
Q[x, y], t2 + t+ 1− x et t2 − 1)− y(t2 + 1), soit :∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1− x 0
0 1 1 1− x
1− y 0 −1− y 0
0 1− y 0 −1− y

∣∣∣∣∣∣∣
c’est-à-dire y2x2 − 2yx2 + (y + x)2 − 2x+ 3 = 0.

Exercice 5.17.

L’ensemble cherché est le lieu où le discriminant du polynôme caractéristique est non
nul ; cela définit donc un ouvert dans l’ensemble des matrices identifié à Rn2

.

Exercice 5.18.

1. Il s’agit de calculer le déterminant suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q p 0 1 0
0 q p 0 1
p 0 3 0 0
0 p 0 3 0
0 0 p 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On peut par exemple faire les manipulations suivantes sur les lignes : L5 ← L5− 3L2

et L4 ← L4 − 3L1 ce qui donne le déterminant suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q p 0 1 0
0 q p 0 1
p 0 3 0 0

−3q −2p 0 0 0
0 −3q −2p 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
qui vaut 4p3 + 27q2.
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2. On suppose pour commencer p 	= 0. En notant que X 2 ≡ −p/3 mod (3X2 + p),
on obtient X3 + pX + q ≡ 2pX

3 + q mod (3X2 + p) soit P1(X) = −(2pX
3 + q).

Ensuite on a 3X2 + p ≡ 3(−3q
2p )2 + p ≡ 27q2+4p3

4p2 mod P1. Ainsi P et P ′ sont

premiers entre eux si et seulement si 27q2+4p3 	= 0 de sorte queP (X) = X3+pX+q
et P ′ ont une racine commune si et seulement si 27q2 + 4p3 = 0. On en déduit que le
discriminant est égal à 27q2 + 4p3.

Pour p = 0, on a X3 + q ≡ q mod (3X2) de sorte que P (X) = X3 + q et P ′ ont
une racine commune si et seulement si q = 0, soit si et seulement si 27q2 = 0, d’où le
résultat.

Exercice 5.19.

On considère donc PX(Y ) et QX(Y ) comme des polynômes à coefficients dans
C[X]. Le résultant est alors donné par le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −X X2 − 1 0
0 1 −X X2 − 1
1 −1 2X2 − 2 0
0 1 −1 2X2 − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Un calcul aisé nous donne alors 3X(X 2 − 1)(X − 1).

Les points d’intersection cherchés ont pour abscisse 0, 1 et −1 ce qui donne, en
calculant Y , les points (0,−1), (1, 0), (1, 1) et (−1, 0), soit 4 points réels (on rappelle
que le théorème de Bézout donne 4 points dans le plan projectif a priori non réels).

Exercice 5.20.

1. Le résultant est donné par le déterminant∣∣∣∣∣∣
1 b X2 + c
1 X2 + g 0
0 1 X2 + g

∣∣∣∣∣∣
soit X4 + (2g − b + 1)X2 + (g2 − bg + c) : c’est évidemment ce que l’on trouve
en éliminant Y dans les deux équations. On pose dans la suite α = 2g − b + 1 et
β = g2 − bg + c.

2. Si on veut 4 points de même abscisse, i.e. P (X) = X4 + αX2 + β = (X − x0)4,
il faut x0 = 0 ce qui revient à imposer α = β = 0.

3. Pour avoir 4 racines réelles il faut et il suffit que l’équation Z 2 + αZ + β = 0 ait
deux racines réelles positives, soit δ = α2 − 4β � 0, β � 0 et α � 0 (la somme des
racines et le produit doivent être positifs).



�

�

�

�

�

�

�

�

194 Solutions des exercices

En utilisant la règle de Sturm (cf. le théorème (5.18), on effectue les divisions eucli-
diennes suivantes :

X4 + αX2 + β = (4X3 + 2αX)
X

4
− (−X2α

2
− β)

4X3 + 2αX = (−X2α

2
− β)(−X 8

α
)− (−X 2δ

α
)

−X2α

2
− β = (−X 2δ

α
)X

α2

4δ
− β

de sorte que V (P,P ′,−∞) = V (1,−4,−α/2, 2δα, β) et V (P,P ′,+∞) = V (1, 4,
−α/2,−2δ/α, β). Si on veut 4 racines réelles il faut V (P,P ′,−∞)−V (P,P ′,+∞)
= 4 soit V (P,P ′,−∞) = 4 et V (P,P ′,+∞) = 0 soit α � 0, δ � 0 et β � 0.

Exercice 5.21.

1. Le système d’équations A(X) = B(Y − X) = 0 possède comme solutions les
couples (xa, xb + xa) où xa (resp. xb) décrit les solutions de A(X) = 0 (resp.
B(X) = 0). On considère alors les polynômes A(X) et B(Y − X) comme des
polynômes à valeurs dans K[Y ] et on introduit leur résultant qui est un polynôme en
Y dont les zéros sont d’après ce qui précède, exactement les sommes des zéros de A
avec ceux de B.

2. Appliquons ce qui précède à A(X) = X2 − 2 et B(X) = X3 − 7. Le résultant en
question est donné par le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −2 0 0
0 1 0 −2 0
0 0 1 0 −2
−1 3Y −3Y 2 Y 3 − 7 0

0 −1 3Y −3Y 2 Y 3 − 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
soit après calcul Y 6 − 6Y 4 − 14Y 3 + 12Y 2 − 84Y + 41.

FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES

Exercice 5.22.

1. L’inégalité proposée découle directement de la concavité du logarithme : pour n
nombres réels positifs ) (ai) 1 � i � n, on a lna1+···+lnan

n � ln a1+···+an

n , d’où le
résultat en prenant les exponentielles des deux membres.

2. Quitte à factoriser par une puissance de X , on suppose P (0) 	= 0 et on écrit
P (X) = Xn − σ1X

n−1 + · · · + (−1)nσn avec σn 	= 0. On applique alors (a) ce

qui donne (σ2
n)1/n � σ2

1−2σ2

n � 3/n, d’où n � 3. Une inspection cas par cas donne
X ± 1, X2 ±X − 1, X3 +X2 −X − 1 et X3 −X2 −X + 1.
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Exercice 5.23.

On a α + β + γ + δ = 2 = 2(α + β), αβγδ = 1 = −(αβ)2 de sorte que α, β
(resp. γ, δ) sont les racines de X2 − X + i (resp. X2 − X − i). En outre on a
(β + α)(γ + δ) + (αβ + γ + δ) = −a = 1 et αβ(γ + δ) + γδ(α + β) = b = 0.
Finalement (α, β, γ, δ) sont les racines de X4 − 2X3 −X2 − 1 qui se factorise sous
la forme (X2 −X + i)(X2 −X − i) ; on les calcule alors par la formule du binôme.

Exercice 5.24.

Une CNS pour que ABC soit rectangle isocèle en A est b − a = ±i(c − a), soit
(b− a)2 + (c− a)2 = 0, i.e. b2 + c2 + 2a2 = 2a(b+ c). En outre on a a+ b+ c = 0,
abc = −q et ab + ac + bc = p. Le but est alors d’éliminer dans la CNS a, b, c et de
les remplacer par p et q ; on a a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2p = −2p de sorte que
la CNS s’écrit −2p+ a2 = −2a2 soit 3a2 = 2p. Or on a a3 = −pa+ q 	= 0 de sorte
que la CNS s’écrit−3pa+ 3q = 2pa, soit a = 3q

5p . Ainsi l’équation 3a2 = 2p devient

27q2 − 50p3 = 0.

Exercice 5.25.

Les relations de Newton donnent⎧⎨
⎩

2 = s21 − 2s2
2 = s31 − 3s2s1 + 3s3
2 = s41 − 4s2s21 + 4s3s1 + 2s22

ce qui donne ⎧⎨
⎩

s2 = s21/2− 1
3s3 = 2− s31 + 3s1(s21/2− 1)
s1(s31/6 − 2s1 + 8/3) = 0

Les racines de X3 − 12X + 16 étant 2 et −4, on obtient alors s1 = 0, 2,−4 et
donc s2 = −1, 1, 7 et s3 = 2, 0,−6. Les triplets (x, y, z) sont alors les racines des
polynômes X3 −X − 2, X3 − 2X2 +X , X3 + 4X2 + 7X + 6.

PROBLÈMES

Problème 5.1.

1. Soit li(X) =
∏

0�j �=i�n
(X−aj)
ai−aj

et soit P (X) =
∑n

i=0 bili(X) qui est donc de
degré inférieur ou égal à n. On a alors P (ai) = bi pour tout i = 0, · · · , n.

Montrons alors l’unicité d’une telle solution dans Cn[X]. Si P et Q sont des poly-
nômes de degré � n prenant la valeur bi au point ai (0 � i � n, le polynôme P −Q
est de degré � n et a n+ 1 racines, il est donc identiquement nul.

2. (i) La réponse est évidemment négative comme on peut le constater dans le cas
Q(X) = X et P (X) = X2.
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(ii) On note ni (resp. mi) la multiplicité de αi (resp. βi) dans P (resp. dans P − 1).
On a alors

∑r
i=1 ni =

∑s
i=1mi. Par ailleurs si ni � 2 (resp. mi � 2), alors αi (resp.

βi) est une racine de P ′ de multiplicité ni − 1 (resp. mi − 1). Par ailleurs comme les
αi sont distincts de βj , on en déduit alors l’inégalité

s∑
i=1

(mi − 1) +
r∑
i=1

(ni − 1) � degP − 1

soit 2 deg P − r − s � degP − 1 et donc r + s � degP + 1.

(iii) On considère le polynômeR = P−Q de sorte que les αi et les βi sont des racines
de R. D’après la question précédente, on a ainsi r+ s > degR racines ce qui impose
que R soit le polynôme nul.

Problème 5.2.

1. Le polynôme
∑n−1

i=0 P (i)Li(X) − P (X) est dans Qn−1[X] et appartient à l’inter-
section des noyaux ker fi où fi est la forme linéaire P ∈ Qn[X] �→ P (i) ∈ Q. Or
la famille des (fi)0�i�n−1 est libre ; en effet étant donnée une relation

∑
i λifi = 0,

en la testant sur Li, on obtient λi = 0. Ainsi l’espace vectoriel
⋂n−1
i=0 ker fi est de

dimension nulle de sorte que P (X) =
∑n−1

i=0 P (i)Li(X).

2. Comme précédemment soit R ∈ Qn−1[X] tel que R(i) = P (i) pour tout

0 � i 	= i0 � n − 1. Ainsi P − R appartient à
⋂

0�i�n−1
i�=i0

ker fi qui est de dimen-

sion 1 engendré par
∏

0�i�=i0�n−1(X − i) de sorte qu’il existe λ ∈ Q tel que
R(X) = P (X)+λ

∏
i�=i0(X− i) ; orR est à coefficients dans Z de sorte que λ ∈ Z.

Ainsi pour le coefficient constant de R on obtient s0 + (−1)n−1λn!
i0

où λ ∈ Z est non

déterminé ; on connaît alors s0 à un multiple de n!
i0

près. Si p < n!
i0

, alors s0 est connu.

3. On travaille cette fois-ci dans Z/pZ[X] et comme dans 2., le coefficient constant
d’un R tel que R(i) = P (i) pour tout i 	= i0 est de la forme s0 + λn!

i0
où λ ∈ Z/pZ

est indéterminé. Or n!
i0

est inversible dans Z/pZ, de sorte que lorsque λ décrit ZpZ,

s0 + λn!
i0

aussi.

4. Le code est s0. On tire au sort les si, et on transmet P (i) modulo p à la personne
numérotée i. D’après (2), les n personnes réunies peuvent reconstituer s0 alors que
d’après 3., n− 1 quelconques ne le peuvent pas.

5. De la même façon soitP (X) =
∑k−1

i=0 siX
i et on transmetP (i) à la personne i pour

1 � i � n. Comme précédemment, k personnes quelconques peuvent reconstituer P
et donc s0 alors que k − 1 quelconques ne le peuvent pas

Remarque : Si une personne mal intentionnée i0 transmet une mauvaise
valeur distincte de P (i0) alors que toutes les autres transmettent leur P (i),
la personne i0 sera la seule à connaître le code s0. Bien sûr, s’il y en a deux
qui trichent, personne ne sait rien.
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Problème 5.3.

1. On a D(Q) =
∏
i<j(αi − αj)2, les αi étant les racines (réelles ou non) de Q. Si

αi 	= αj , le terme (αi − αj)2 (si αi et αj son réelles) ou (αi − αj)2αi − αj)2 (si au
moins l’une des deux n’est pas réelle) est positif. Les seuls termes négatifs du produit
sont donc ceux de la forme αi − αi pour αi non réel, d’où la formule demandée.

2. Il suffit d’envisager séparément les cas s = 1 et s = −1.

3. Si d = 3, on a r ≡ s + 2 mod 4. Donc si s = +1, il il y 3 racines réelles, et si
s = −1 il n’y en a qu’une seule.

4. La suite de Sturm est : R0 = Q = X3 + pX + q, R1 = Q′ = 3X2 + p,
R2 = −2pX

3 − q, R3 = −p − 27q2

4p2 = 1
4p2 (−4p3 − 27q2) = 1

4p2D(Q) . Si on
note V la variation de cette suite, on a pour D(Q) > 0 la suite de signes (− + −+)
en−∞ (car p est alors nécessairement< 0) et (+ + + +) en +∞, d’où V (∞) = 3 et
V (+∞) = 0 ; dans ce cas là, le polynôme Q a donc 3 racines réelles. Si au contraire
D(Q) < 0 (et donc 4p3 + 27q2 > 0), on trouve (− + ±−) en−∞ (le signe± étant
le signe de p) et (+ + ±−) en +∞ d’où V (−∞) = 2 et V (+∞) = 1 quel que soit
le signe de p, et il y a dans ce cas une racine réelle.

Problème 5.4.

1. L’égalité correspond à dire que la partie réelle de einx=(eix)n=(cos(x)+i sin(x))n
est égale à cos(nx).

2. La règle de Riemann justifie la convergence en ±1. Pour le calcul de < T i|Tj > on
effectue le changement de variable x = cos t de sorte que dx√

1−x2 = dt ce qui donne

< Ti|Tj >=
∫ π
0 cos(it) cos(jt)dt. Par ailleurs on a 2 cos(it) cos(jt) = cos(i + j)t

+ cos(i − j)t et pour k 	= 0,
∫ π
0 cos ktdt = 0 d’où le résultat. On remarquera que la

base n’est pas orthogonale car on calcule aisément ||T0||2 = π et ||Ti||2 = π/2 pour
i 	= 0.

3. (a) On remarque que pour t tel que cosnt = 0, cos(t) est racine de Tn(X). Ainsi
pour ti = π/2n + iπ/n pour 0 � i < n, cos(ti) est racine de Tn(X). Par ailleurs les
angles ti sont distincts deux à deux et appartiennent à l’intervalle dans [0, π] sur lequel
cos réalise une bijection avec [−1, 1], de sorte que les cos(ti) sont n-racines réelles
distinctes de Tn(X) qui étant de degré n, n’en possède pas d’autres :

Tn(X) = γn

n−1∏
i=0

(X − cos(
π

2n
+ i

π

n
)).

Remarque : On peut aussi raisonner de manière générale.
Soit Tn(X) =

∏
i(X − λi)ni

∏
j Dj(X), la factorisation de Tn, où les Di

sont des polynômes de degré 2 irréductibles sur R. On considère alors le
polynôme

S(X) =
∏

i≡1 mod 2

(X − λi).
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Si Tn n’est pas scindé à racines simples, S(X) est alors de degré strictement
inférieur à n de sorte que < Tn|S >= 0 alors que ce dernier est l’intégrale
sur [−1, 1] d’une fonction positive non nulle, d’où la contradiction.

(b) Il s’agit du polynôme d’interpolation de Lagrange : Ln,Q =
∑

iQ(xi)li où

li =
∏

1�j �=i�n
(X−xj)
(xi−xj)

.

(c)Q−Ln,Q s’annule aux points xi et est donc divisible par
∏n
i=1(X−xi) = Tn/γn,

d’où l’existence de S. On écrit alors Q(X) =
∑

iQ(xi)li(X) + S(X)Tn(X). On a
alors ϕ(Q) =

∑
iQ(xi)λi+ < S|Tn > avec λi = ϕ(li) et < S|Tn >= 0 car Tn est

orthogonal à Rn−1[X] et donc à S.

On applique ce qui précède à li(X)2 qui est de degré 2n− 2, de sorte que ϕ(l2i ) = λi
qui est donc strictement positif.

Commentaire du résultat : soient n points yi quelconques et soient δyi
la forme linéaire

définie par P �→ P (yi). On dispose alors de n + 1 formes linéaires ϕ, δy1 , · · · , δyn
.

Celles-ci sont alors liées quand on les considère comme des formes linéaires sur
Rn−1[X] car cet espace est de dimension n. Sur R2n−1[X], qui est de dimension
2n, il est a priori étonnant qu’elles soient liées. Nous verrons à la question suivante
que cela ne se produit que pour les points xi définis ci-dessus et que l’on appelle les
points de Gauss.

(d) On a ϕ(T 2
n) > 0 alors que la somme

∑n
i=1 λiTn(xi)

2 est nulle. Ainsi l’égalité
précédente n’est pas valable sur R2n[X]. Le résultat est par ailleurs valable quels que
soit les points xi, i.e. avec n points d’interpolation, une égalité comme dans la question
précédente ne peut pas être vraie sur R2n[X].

4. Les yi sont forcément distincts sinon cela contredirait (d). En regardant les égalités
données sur 1,X, · · · ,Xn−1, on obtient une matrice de Vandermonde A telle que
A(νi) = (ϕ(Xi)) de sorte que les νi sont uniquement déterminés et comme précé-
demment strictement positifs. En appliquant à nouveau pour Tn,XTn, · · · ,Xn−1Tn,
on obtientA(νiTn(yi)) = 0. La matriceA étant inversible, on en déduit alors que pour
tout i, νiTn(yi) = 0. Or les νi sont non nuls, sinon comme précédemment on aurait
strictement moins de n points d’interpolation ce qui contredirait (d). On en déduit donc
que pour tout i, Tn(yi) = 0 et donc que les yi sont les racines de Tn.

Problème 5.5.

1. On rappelle que Φn(X) est le produit des X − ξ où ξ décrit l’ensemble des racines
primitives n-ièmes de l’unité soit Φn(X) =

∏
k∧n=1
1�n�n

(X − e2ikπ/n) qui est donc un

polynôme de degré φ(d). Pour ξ une racine n-ième de l’unité le groupe qu’il engendre
est un sous-groupe cyclique d’ordre d divisant n des racines n-ièmes de l’unité, de
sorte que Xn − 1 =

∏
d|n Φd(X). En regardant les degrés, on obtient n

∑
d|n φ(d).

2. On a Φ1(X) = X−1, Φ2(X) = X+1, Φ3(X) = X2 +X+1, Φ4(X) = X2 +1
et Φ8(X) = X4 + 1.
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3. On calcule Φn par récurrence en utilisant l’égalité Φn(X) = Xn−1�
d|n
d �=n

Φd(X) et donc

Φn(X) ∈ Q[X]. En outre par récurrence, les Φd(X) sont des polynômes de Z[X] uni-
taires, de sorte que l’égalité précédente nous donne que Φn(X) est aussi à coefficients
dans Z et unitaire.

4. Comme Φn et P sont premiers entre eux et unitaires, on en déduit qu’il existe
A,B ∈ Z[X] tels que AΦn + BP = 1. En écrivant 2 � Φn(k!) = (k!)φ(n) + · · ·
+ a1(k!) + 1, pour k assez grand, on en déduit que l’ensemble des diviseurs premiers
de {Φn(x) / x ∈ Z} est infini. Soit donc p divisant Φn(x) alors p � k divise xn − 1
et ne divise pas P (x) soit p ne divise pas xd − 1 pour n 	= d divisant n. Ainsi l’ordre
de x dans Z/pZ est exactement n qui divise donc p− 1, soit p ≡ 1 mod n.
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Solutions des exercices
du chapitre 6

FACTORISATION DES POLYNÔMES

Exercice 6.1.

(i) ⇒ (ii) : parmi les facteurs irréductibles de P , il y en a au moins un de degré
inférieur ou égal à d

2 , soit Q. On considère alors L = K[X]/(Q(X)) ; comme Q est
irréductible, L est un sur-corps deK de degré r = degQ � d

2 de sorte qu’en notant x
l’image dans Fqr de la classe de X dans L, on a Q(x) = 0 et donc P (x) = 0.

(ii) ⇒ (i) : soit x ∈ L une racine de P . On rappelle que le polynôme minimal
qx de x sur K est, par définition, le générateur de l’idéal principal des polynômes
Q ∈ K[X] tels que Q(x) = 0. Par ailleursK/(qx(X)) est un sous-corps de L tel que
[K[X]/(qx(X)) : K] = deg qx soit un diviseur de [L : K]. Ainsi P (X) est divisible
par q(X) qui constitue ainsi un diviseur irréductible de degré inférieur ou égal à degP

2 .

Exercice 6.2.

Les polynômes irréductibles de degré 1 sontX etX−1 ; ceux de degré 2 sont tels que
X4−X = X(X−1)P (corollaire 6.34), ce qui donneX2+X+1. Pour ceux de degré
3, on a X8 −X = X(X − 1)P1P2 et on trouveX3 +X + 1 et X3 +X2 + 1. Enfin
pour ceux de degré 4, on a X16−X = (X4−X)Q1Q2Q3 et on trouveX4 +X + 1,
X4 +X3 +X2 +X + 1 et X4 +X3 + 1. Ces polynômes sont irréductibles sur F2

car un élément j de F4 qui n’est pas dans F2 vérifie j3 = 1 de sorte qu’il ne peut être
racine des polynômes en question.
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Exercice 6.3.

Pour la première question, il suffit de recopier la démonstration de la remarque 6.22.

Pour la seconde, on a X16 − X = (X4 − X)Q1Q2Q3 (exercice 6.2), avec
Q1 = X4 +X + 1, Q2 = X4 +X3 +X2 +X + 1, Q3 = X4 +X3 + 1.

Notons 0, 1, j, j2 les éléments de F4 avec 1 + j + j2 = 0. Les polynômes de degré 1
sontX,X−1,X−j,X−j2 de produitX4−X . En ce qui concerne le degré 2, on voit
en appliquant la question 1. queX4 +X+1, X4 +X3 +X2 +X+1 etX4 +X3 +1
doivent s’écrire chacun comme le produit de deux polynômes irréductibles de degré
deux sur F4. On trouve alors X4 + X + 1 = (X2 + X + j)(X2 + X + j2),
X4 + X3 + 1 = (X2 + jX + j)(X2 + j2X + j2) et X4 + X3 + X2 + X + 1
= (X2 + jX + 1)(X2 + j2X + 1).

Exercice 6.4.

1. On note (1,−1, 0) les éléments du corps F3. On vérifie rapidement queQ(0), Q(1)
et Q(−1) ne sont pas nuls de sorte que Q n’a pas de racine dans F3. On cherche alors
ses racines dans F9. Pour a ∈ F9, on a a9 = a de sorte que a9 − a + 1 = 1 et donc
Q n’a pas de racine dans F9.

2. Afin de calculer dans F27, on commence par le décrire concrètement : on vérifie
aisément que X3 −X − 1 n’a pas de racines dans F3 et est donc irréductible sur F3

ce qui implique F27 � F3[X]/(X3 −X − 1).

3. Soit alors α ∈ F27 tel que α3 = α+ 1. On a alors α9 = α3 + 1 = α+ 2 = α− 1
et donc finalement α est une racine de Q dans F27 de sorte que Q est divisible par
X3−X−1, polynôme minimal de α sur F3. Cela donneX9−X+1 = (X3−X−1)
(X6 +X4 +X3 +X2 −X − 1).

4. Cherchons de manière générale toutes les racines de Q dans F27 ; d’après (b), un
élément quelconque de F27 s’écrit sous la forme x = aα2 + bα+ c avec a, b, c ∈ F3.
On a alors x9 = aα18 + bα9 + c avec α9 = α− 1 et donc α18 = α2 +α+ 1 de sorte
que x9−x+1 = aα+a−b+1 ce qui impose a = 0 et b = 1 soit x = α,α+1, α−1.

5. On en déduit alors queX6 +X4 +X3 +X2−X − 1 n’a pas de racines dans F27 ;
cela implique qu’il est irréductible sur F3, car sinon il aurait un facteur irréductible de
degré 1, 2 ou 3 et donc une racine dans F3, F9 ou F27.

Exercice 6.5.

Si P est réductible sur Fp, il l’est sur toute extension Fpn . Supposons donc P irréduc-
tible sur Fp de sorte que P a d racines dans Fpd et aucune n’appartient à un sous-corps
strict (remarque 6.27). On regarde alors P comme un polynôme dans Fpn [X] dont on
se demande s’il est encore irréductible. Il faut regarder s’il possède ou non des racines
dans Fpnr pour r � d/2 (exercice 6.1) et donc si Fpd ⊂ Fpnr ; cela signifie que d
divise nr ce qui est possible si et seulement si d et n ne sont pas premiers entre eux. En
outre en notant δ = d ∧ n, les facteurs irréductibles sont alors de degré r un multiple
de d/δ.
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La décomposition en facteurs irréductibles d’un polynôme de degré 5 donne en prenant
les degrés les décompositions suivantes de 5 : 5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1
= 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1. Si on veut être sûr d’avoir toutes les racines (resp.
au moins une racine) il faut donc se placer dans Fp60 (resp. Fp10) avec 60 = 5.4.3
(resp. 10 = 5.2).

Exercice 6.6.

Le polynôme P = X4 + 1 est irréductible sur Q (donc sur Z) car sa décom-
position en facteurs irréductibles unitaires sur R n’est pas à coefficients dans Q
(X4 + 1 = (X2 +

√
2X + 1)(X2 −√2X + 1)).

Modulo 2, on a X4 + 1 = (X + 1)4 et pour p 	= 2, le groupe F∗
p2 est cyclique d’ordre

p2 − 1 qui est divisible par 8. Soit alors x ∈ F∗
p2 d’ordre 8, on a x8 = (x4)2 = 1 et

x4 	= 1 soit x4 = −1 de sorte que P a une racine dans Fp2 et donc P est réductible
modulo p (exercice 6.1). On a ainsi un exemple d’un polynôme irréductible sur Z et
réductible modulo tout nombre premier p.

Exercice 6.7.

1. – Modulo 2, on a P = X4+X2+1 que l’on factorise facilement en (X 2+X+1)2.

– Modulo 3, on a P = X4 −X3 −X − 1 qui n’a pas de racine dans F3. On regarde
alors dans F9, qui en remarquant que X2 + 1 n’a pas de racines dans F3, est alors
isomorphe à F3[X]/(X2 + 1). Notons i l’image de X dans F9 par l’isomorphisme
F3[X](X2 + 1) −→ F9. On a alors i4 = 1 et i3 = −i de sorte que P (i) = 0. On
en déduit alors que P est divisible par X 2 + 1 et on calcule le quotient X2 −X − 1
qui, ne possédant pas de racine sur F3, est irréductible sur F3, d’où la factorisation
P = (X2 + 1)(X2 −X − 1).
2. Il suffit de montrer que P est irréductible sur Z. Sur Z, P n’a pas de racine car
sinon il en aurait modulo 2 ce qui n’est pas. Si P était réductible, on aurait alors
P (X) = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d) et donc⎧⎪⎨

⎪⎩
a+ c = −10
b+ d+ ac = 21
ad+ bc = −10
bd = 11

Ainsi on obtient soit {b, d} = {1, 11} et donc ac = 9 et {a, c} = {−1,−9} car
a+c = −10, et ad+bc 	= −10 ; soit {b, d} = {−1,−11} et ac = 33 et a+c 	= −10.
Ainsi P est irréductible sur Z.

CORPS FINIS

Exercice 6.8.

1. Le groupe multiplicatif F∗
23 est cyclique, (proposition 6.1), et donc isomorphe à

(Z/22Z,+), de sorte que l’ordre d’un élément distinct de 1 est 2, 11 ou 22.
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2. On a 52 ≡ 2 mod 23 de sorte que 5 n’est pas d’ordre 2. Pour calculer 511, on
propose d’écrire 11 en base 2, i.e. 11 = 23 + 21 + 20 et de calculer 52i

pour i � 3
de sorte que 511 = 523

521
520

, ce qui donne : 524
= (52)2 ≡ 22 mod 23 et 523 ≡ 42

mod 23. On obtient alors 511 ≡ 16.2.5 mod 23 soit 511 ≡ −1 mod 23.

3. On déduit de (b) que 5 est d’ordre 22 et engendre donc F∗
23.

Exercice 6.9.

1. – De manière évidente P1(X1, · · · ,Xs) = X1.

– De l’égalité
∑s

i=1 α
2
i = (

∑s
i=1 αi)

2 − 2
∑

1�i<j�s αiαj , on déduit que
P2(X1,X2) = X2

1 − 2X2.

– On calcule de même
∑s

i=1 α
3
i = (

∑s
i=1 αi)

3 − 3
∑

1�i�=j�s α
2
iαj) ce qui donne

P3(X1,X2,X3) = X3
1 − 3(X1X2 − 3X3).

2. On rappelle que les x ∈ Fq sont les racines du polynôme X q − X de sorte que
σ1 = · · · = σq−2 = σq = 0 et (−1)q−1σq−1 = −1 dans Fp. Pour i divisible par q−1,
on a xi = 1 pour tout x ∈ F∗

q puisque xq−1 = 1, d’où ψ(i) = 0 + (q − 1).1 = −1
dans Fq. De manière générale, le même argument montre que ψ(i) = ψ(r) où r est le
reste de la division euclidienne de i par q − 1. Par ailleurs, pour 1 � r � q, ψ(r) est
un polynôme en les σk pour 1 � k � i de sorte que ψ(i) = 0 si i n’est pas congru à 0
modulo q − 1.

Exercice 6.10.

1. Le sous-anneau de Fpn engendré par a est un sous-corps isomorphe à F[X]/(qa(X))
qui est isomorphe à Fpdeg qa de sorte que deg qa divise n.

2. L’application de Frobenius Fr : x �→ xp est un automorphisme du corps Fpn

qui laisse stable le sous-corps Fp. On applique alors le Fr à l’égalité qa(a) = 0 ce
qui donne qa(ap) = 0, car qa étant à coefficients dans Fp est invariant par Fr. On en
déduit alors que ap est une racine de qa ; ce dernier étant irréductible, c’est le polynôme
minimal de ap.

3. Le lemme 6.38 implique immédiatement que n est le plus petit entier s tel que
ap

s

= a. On en déduit donc que pour tout 0 � i 	= j � n − 1, ap
i 	= ap

j

de
sorte que les qa admet les n racines : a, ap, · · · , apn−1

. Or qa étant de degré n, ce sont
exactement toutes ses racines.

Exercice 6.11.

1. On vérifie rapidement queX2 +X+1 n’a pas de racines dans F2 ; étant de degré 2
il est alors irréductible de sorte que F2[X]/(X2 +X + 1) est un corps, une extension
de degré 2 de F2 et donc isomorphe à F4.

2. De même, on vérifie que X3 +X + 1 n’a pas de racines dans F2 ; étant de degré
3 il est alors irréductible sur F2 de sorte que F2[X]/(X3 + X + 1) est un corps de
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cardinal 8 et donc isomorphe à F8. Comme F∗
8 � Z/7Z tout élément autre que 1 est

un générateur du groupe des inversibles, par exemple x (x désigne la classe deX dans
F2[X]/(X3 +X + 1)).

3. À nouveau X2 + X − 1 n’a pas de racines dans F3, il y est donc irréductible et
F9 � F3[X]/(X2 + X − 1). En outre F∗

9 � Z/8Z de sorte qu’il y a ϕ(8) = 4
générateurs. On a X4 = (X − 1)2 = X2 − 2X + 1 = −3X + 2 = −1 et X est un
générateur de F∗

9.

Exercice 6.12.

Le schéma de démonstration est le même que celui du cours : on raisonne par l’absurde
en supposant la finitude de l’ensemble considéré et on construit un entier N qui
permette d’aboutir à une contradiction. On note n le plus grand élément de l’ensemble
supposé fini. Toute la difficulté revient donc à construire N en fonction de n et de
l’ensemble considéré :

1. N = (n!)2 + 1 ; d’après l’exercice 1.17, si p premier divise N alors p ≡ 1 mod 4
et donc par hypothèse p � n ce qui implique que p divise n! et donc p|N − (n!)2 = 1
d’où p = 1 et N premier. Or visiblement, on a N > n d’où la contradiction.

2. N = 2(n!) − 1 ; soit p premier divisant N alors p ≡ 1 mod 4 car p étant impair
car N l’est, on aurait p � n d’après la définition de n et donc p divise n! ainsi que
N − 2(n!) = 1. En remarquant judicieusement que dans Z/4Z on a 1.1 = 1, on en
déduit que N ≡ 1 mod 4, ce qui n’est pas.

3. N = n! − 1 ; soit p premier divisant N ; visiblement p > 5 de sorte que p ≡ 1
mod 6 ou p ≡ 5 mod 6. Comme précédemment p ≡ 5 mod 6 est exclu ; en
remarquant à nouveau que 1.1 = 1 dans Z/6Z, on en déduit que N ≡ 1 ce qui
n’est pas.

4.N = 325272112 · · · n2+22 ;N est visiblement impair. Soit alors p premier divisant
N , p ne divise pas 4, de sorte que d’après l’exercice (1.17), p ≡ 1 mod 4, soit
p ≡ 1 ou 5 mod 8. À nouveau p ≡ 5 mod 8 est exclu car sinon p diviserait
4 = N − 32 · · · n2. On en déduit donc N ≡ 1 mod 8. Or si p est premier impair
on a p ≡ 1, 3, 5, 7 mod 8 et on vérifie aisément que p2 est alors congru à 1 modulo 8
et donc N ≡ 5 mod 8, d’où la contradiction.

PROBLÈMES

Problème 6.1.

1. On écrit la table des carrés de F5, soit

x 0 1 2 −2 −1
x2 0 1 −1 −1 1

et on remarque que 2 n’est pas un carré dans F5.
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On vérifie rapidement que pour P (x) := X 2 + X + 1, P (0), P (±1) et P (±2) ne
sont pas nuls de sorte que P n’a pas de racine dans F5 ; étant de degré 2 il y est donc
irréductible.

2. Le corps F5[X]/(P (X)) est de cardinal 25 et donc isomorphe à F25 qui est un
corps de décomposition de X25 −X .

Par ailleurs la classe x de X dans F5[X]/(P (X)) vérifie P (x) = 0 de sorte que x est
une racine de P qui étant de degré 2, y est alors totalement décomposé. On en déduit
alors que P admet deux racines dans F25.

3. Un isomorphisme f : F5[X]/(X2 + X + 1) � F25 étant fixé, l’image α ∈ F25

de X par f vérifie alors α2 + α + 1 = 0 et est donc une racine de X2 + X + 1.
Le sous-espace vectoriel sur F5 de F25 engendré par 1 et α est de dimension 2 car
α 	∈ F5 et est donc égal à F25 de sorte que tout élément β ∈ F25 s’écrit sous la forme
aα+ b avec a, b ∈ F5.

4. On vérifie rapidement queP n’a pas de racine dans F5. Soit alors β = aα+b ∈ F25 ;
on a β5 = a5α5 + b5 = aα5 + b. Or on a α2 = −α− 1 soit α4 = α2 + 2α + 1 = α
et donc α5 = α2 = −α− 1. Ainsi β5 − β + 1 = α(−a− a) + (b− b− a+ 1) 	= 0
car α 	∈ F5 et donc P n’a pas de racine dans F25 de sorte qu’il est irréductible sur F5.

Par ailleurs P en tant que polynôme de Z[X] unitaire est irréductible. En effet une
factorisation P = QR dans Z[X] induit par réduction modulo 5 une factorisation
P = Q · R dans F5[X]. Comme P est unitaire, Q et R le sont aussi, de sorte que
degQ = degQ et degR = degR ; P étant irréductible, on en déduit que Q ou R est
un polynôme constant donc, étant unitaire, égal à 1 et donc Q ou R est le polynôme
constant égal à 1. Ainsi P est irréductible sur Z et donc irréductible sur Q d’après le
lemme de Gauss (proposition (5.7)).

Problème 6.2.

1. Si x = a/b ∈ Q avec (a, b) = 1, est une racine de P alors comme P est unitaire
on a b divise 1 et donc x ∈ Z. En outre modulo 2, xl+1 − x+ 1 ≡ 1 mod 2 de sorte
que P n’a pas de racine modulo 2 et donc n’a pas de racine dans Z.

2. Modulo p, on a P = X(X − 1)Φl (où Φl = 1 +X + · · ·+X l−1 ; il suffit donc de
prouver que Φl est irréductible. Considérons pour 1 � n < (l + 1)/2, x ∈ Fpn une
racine de Φl. On a x 	= 1 car Φl(1) = l 	= 0 et xl+1 = x avec l premier implique que
l est l’ordre M de x dans F∗

pn et donc l divise pn− 1 d’où pn ≡ 1 mod l. Or comme
p engendre (Z/lZ)∗, on en déduit que n est un multiple de l − 1 ce qui contredit le
fait que n < (l + 1)/2.

3. Modulo 2, P admet donc un diviseur de degré 2 qui est donc irréductible car P n’a
pas de racine. Or sur F2, il y a un unique polynôme irréductible de degré 2, à savoir
X2 +X + 1. Ainsi sur F4, on doit avoir P (j) = 0 où j est un générateur de F∗

4, soit
jl+1 = j + 1 = j2 et donc l + 1 ≡ 2 mod 3 ce qui n’est pas.
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Problème 6.3.

1. On pose donc y = xz de sorte que
(
xy
q

)
=
(
x
q

)2 (
z
q

)
=
(
z
q

)
. On obtient alors

τ2 =
∑

z∈(Z/qZ)×

(
z

q

) ∑
x∈(Z/qZ)×

wx(1+z)

En outre on a
∑q−1

x=1 w
x = 0 de sorte que si z 	= −1,

∑
x∈(Z/qZ)× w

x(1+z) = −1 ce
qui permet d’écrire

τ2 =
(−1
q

)
(q − 1) +

∑
z∈(Z/qZ)∗

z �=−1

−
(
z

q

)

2. Comme il y a autant de carrés que de non carrés dans (Z/qZ)∗, on en déduit que∑
x∈(Z/qZ)∗

(
x
q

)
= 0 d’où le résultat.

3. Ainsi
(
−1
q

)
q est un carré dans Z/pZ si et seulement si τ appartient à Z/pZ, soit

si et seulement si τ p = τ . En effet on rappelle que Z/pZ ⊂ K est l’ensemble des
racines de l’équation Xp −X .

4. On calcule alors

τp =
∑

x∈(Z/qZ)×

(
x
q

)
wpx

=
(
p
q

)−1∑
y∈(Z/qZ)×

(
y
q

)
wy =

(
p
q

)
τ

Ainsi
(
−1
q

)
q est un carré si et seulement si

(
p
q

)
= 1 i.e. p est un résidu quadratique

modulo p. On a alors(
p
q

)
=
(�−1

q

�
q

p

)
=
(

(−1)(q−1)/2

p

)(
q
p

)
=
(
−1
q

)(q−1)/2 (
q
p

)
=
(
q
p

)
(−1)

(p−1)(q−1)
2

Problème 6.4. (« Jeu du solitaire »).

1. Prenons par exemple le mouvement élémentaire de la figure 6.2. Dans le plateau de
gauche on a α = jx0+y0(1 + j) (resp. β = jx0−y0(1 + j)) alors que dans le plateau
de droite on a α = jx0+y0 .j2 (resp. β = jx0−y0j2), avec (x0, y0) = (−2,−1). Le
résultat découle alors de l’égalité 1 + j = j2 dans F4 (on rappelle que dans F4, on
a 1 = −1). Les autres mouvements élémentaires se traitent de manière strictement
identique.

2. Commençons par calculer (α, β) pour la configuration où tous les réceptacles
contiennent une bille. La configuration étant invariante par la réflexion d’axe (Oy),
on a α = β, calculons donc α. Pour cela on propose de sommer sur les droites x + y
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constantes, de sorte que ne contribuent que les droites où il y a un nombre impair de
billes, ce qui donne α = j0 + j2 + j−2 = 0, comme on le voit sur la figure 6.4.

Notons alors avec un indice tot (resp. C0, resp. 0) ce qui fait référence à la configura-
tion où tous les réceptacles sont remplis (resp. tous sauf en (x0, y0), resp aucun sauf
en (x0, y0)). On a ainsi (αtot, βtot) = (αC0 , βC0) + (α0, β0) = (0, 0) de sorte que
(αC0 , βC0) = (α0, β0).
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Figure 6.4

3. On calcule comme précédemment les invariants (α, β) ce qui donne (0, 0) qui ne
peut pas être de la forme (jx0+y0 , jx0−y0).
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