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Introduction

Ce livre correspond au cours fondamental d’algébre professé a I’université Pierre et
Marie Curie dans le cadre de la troisiéme année de la licence de mathématiques (niveau
L3 du nouveau cursus LMD).

Le cours correspond a 12 ECTS (quatre heures de cours et six heures de travaux dirigés
sur douze semaines).

Le parti pris pédagogique de cet ouvrage est I’inverse de celui habituellement adopté
par les cours de mathématiques; il va du « particulier au général », ce qui implique
quelquefois des redites (par exemple les groupes commutatifs (chapitre 2) sont traités
avant les groupes généraux (chapitre 4) et certains résultats valables dans les deux
cas sont énoncés deux fois). De plus de nombreux résultats sont présentés sous forme
d’algorithmes (en particulier les théorémes du chapitre I1).

D’autre part ce livre comprend aprés chaque chapitre un grand nombre d’exercices et
problemes classés par themes et tous corrigés.

Enfin certains développements sont marqués d’une astérisque ; ils concernent des no-
tions un peu plus élaborées, plutét a notre avis du programme de maitrise que de
licence, et ne sont donc pas enseignés dans le cours dont il a été question plus haut.
Cependant ces questions sont classiques et bien a leur place dans le cadre de cet
ouvrage.



Vi Algébre : groupes, anneaux, corps

Le livre comprend six chapitres (plus une derniére partie consacrée a la correction des
exercices) largement indépendants les uns des autres et qui exposent les notions fonda-
mentales d’algébre que tout professionnel des mathématiques (chercheur, enseignant,
ingénieur mathématicien) se doit de connaitre.

Le premier chapitre débute par une sorte de petit lexique dans lequel sont rassemblées
toutes les définitions de base auxquelles le lecteur peut ainsi aisément se reporter; il
traite ensuite de I’arithmétique classique.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux groupes abéliens de type fini et aux modules
de type fini sur I’anneau de polyndmes k[X]; la méthode consiste a utiliser le calcul
matriciel & coefficients entiers présenté sous forme algorithmique.

Le chapitre suivant consiste en I’application classique des résultats du chapitre 2 & la
réduction des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie (forme réduite
de Jordan, décomposition de Dunford, etc.).

Le chapitre 4 traite des groupes généraux en évitant le plus possible les notions abs-
traites conformément au parti pris de ce livre. Il traite essentiellement deux exemples
fondamentaux ; le groupe symétrique et le groupe orthogonal en dimension 2 et 3.

Le chapitre 5 s’occupe des racines des polyndmes a une variable ; toute la partie sur les
racines réelles, pourtant fondamentale, n’est en général pas traitée dans les ouvrages
d’enseignement et constitue une des originalités de ce livre.

Enfin le chapitre 6 est une introduction a la théorie des corps, en insistant sur les corps
finis.
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Chapitre 1

L'anneau Z

Ce chapitre, aprés une section qui rassemble les définitions de base, traite de
I’arithmétique classique : factorialité de Z, groupes cycliques, petit théoreme
de Fermat, lemme chinois, etc.

1.1 DEFINITIONS DE BASE

Cette section est congue comme une sorte de lexique dans lequel sont répertoriées
les définitions de base (groupes, sous-groupes, anneaux, morphismes, quotients, etc.)
utilisées tout au long du livre, de fagon a ce que le lecteur puisse s’y référer commo-
dément.

1.1.1. Notations, conventions

Un objet mathématique (par exemple une application entre deux ensembles, ou un
morphisme de groupes) est dit canonique si sa définition ne nécessite pas de choix
arbitraire (elle ne dépend que des données).

La notation : «:=» au cours de la description d’un algorithme doit é&tre lue comme
« doit étre remplacé par ».

Le symbole : B signifie la fin d’une démonstration.

Certains paragraphes sont précédés d’une astérisque ; ces astériques indiquent des
résultats qui, bien que traitant de questions classiques qui s’insérent naturellement
dans les développements de ce livre, nous semblent dépasser le programme de
Licence de mathématiques, et peuvent donc étre omis en premiere lecture.
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1.1.2. Généralités

Définition 1.1. Un groupe (G, %) est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne G x G — G, (a,b) — a x b, telle que :

1. il existe un élément neutre ¢, i.e.tel que pourtouta € G,exa=a*xe =a;
2. la loi est associative : pour tous a,b,c € G,onaa* (b*c) = (a*b) *x c;
3. tout élémenta € G auninversea’telque a xa’ = a’ xa = e.

La notation (G, x) pour un groupe précise que la loi de groupe est notée *. Si la loi
de groupe est notée multiplicativement, le groupe est noté (G, x) ou simplement G
car on omet en général le symbole x. L’élément neutre se note alors 1, et I’inverse
de a se note a1, Pour un groupe (G, +) I’élément neutre se note 0, et I’inverse d’un
élément a se note —a ; par convention, la notation additive est réservée aux groupes
commutatifs (cf. la définition ci-dessous).

Définition 1.2.

e Soient G et H deux groupes. On dit d’une application ¢ : G — H qu’elle est
un morphisme de groupes si elle est compatible avec les lois de groupes (notées ici
multiplicativement), i.e.pour tous x et y dans G, ¢(zy) = ¢(z)d(y). Cela entraine
que ¢(1) = 1 et p(z~ 1) = (¢(x))~L. S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on dira
simplement morphisme au lieu de morphisme de groupes.

* Si G estun groupe fini, le cardinal de G, noté |G|, s’appelle I’ordre de G.

» Sipourtousa,b € G onaab = ba, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

» Un sous-groupe d’un groupe G est un sous-ensemble qui contient I’unité et qui est
stable pour la loi de groupe et pour I’opération de passage a I’inverse, autrement
dit, un sous-ensemble H C G d’un groupe G est un sous-groupe si et seulement si
lecHetVe,yc H, vy~ ' € H.

» Soient x;, (i € I) des éléments d’un groupe G noté multiplicativement. Le sous-

5 414 , PP Aiy
groupe engendré par les éléments z; est I’ensemble des produits finis = ™ ... z; ™",

123
les \;, parcourant Z. Ce sous-groupe est noté < (z;);cr >.

Si¢ : G — H estunmorphisme, il estimmédiat de voir que I’'image de ¢ (notée Im ¢)
est un sous-groupe de H, et que le noyau ¢~ (e) de ¢ (noté ker ¢) est un sous-groupe
de G.

Définition 1.3. Soit G un groupe, g € G. L’ordre de g, noté ord(g), est le cardinal
| < g> | dugroupe < g > si|<g>| estfini, sinon ord(g) = +oo (cf. le lemme 1.34
plus bas).

Définition 1.4.

 Un anneau (commutatif et unitaire) A est un groupe commutatif (A, +) muni d’une
deuxiéme loi de composition interne (notée multiplicativement et appelée multipli-
cation) vérifiant les conditions suivantes :
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1. la multiplication est associative, commutative, et posséde un élément neutre
noté 1;
2. la multiplication est distributive par rapport a I’addition, i.e. pour tous
a,b,ce Aona:
a(b+ c) = ab+ be.

* Si A et B sont deux anneaux (commutatifs et unitaires), une application
¢o:A— B

est un morphisme d’anneaux si elle est compatible avec les opérations des deux
anneaux, i.e. si :

1. ¢ estun morphisme des groupes additifs (A, +) et (B, +) ;
2. ¢(1) =1letpourtousa,b € A, ¢p(ab) = ¢(a)p(b).

Dans tout le livre, «anneau» signifiera «anneau commutatif unitaire» (un anneau
non commutatif est tel que sa multiplication ne soit pas commutative ; I’addition est
toujours commutative).

Définition 1.5. Un corps (commutatif) A est un anneau tel que tout élément non nul
soit inversible pour la multiplication.

Remarque 1.6. Soient A et B deux groupes (resp. deux anneaux). Il existe un
structure naturelle de groupe (resp.d’anneau) sur le produit cartésien A x B
en définissant les opérations coordonnée par coordonnée. En revanche, si A et
B sont des corps commutatifs, I’anneau produit A x B n’est pas un corps (par
exemple les éléments (1,0) et (0, 1) ne sont pas inversibles pour la multipli-
cation).

Définition 1.7. Unidéal I d’un anneau A est un sous-groupe de (A, +) tel que I soit
stable par la multiplication par les élémentsde A,ie.x € et A€ A = Az € I.

Il est immédiat de voir que le noyau d’un morphisme d’anneaux ¢ : A — B est
un idéal de A. Réciprogquement, nous verrons au chapitre suivant (définition 2.3 et
remarque 2.9) que tout idéal est le noyau d’un morphisme d’anneaux.

Définition 1.8. Soient x; (i € I) des éléments d’un anneau A (resp. d’un groupe
abélien (G, +)). L’ensemble des combinaisons linéaires 277, \; x; , i; € I, A;; € A
(resp. \;, € Z)estun idéal de A (resp. un sous-groupe de ). On dit que c’est I’idéal
(ou le sous-groupe) engendré par les x; ; c’est aussi le plus petit idéal de A (resp.
sous-groupe de G) contenant les z;.

Siz; € A(i € I),onnote ((x;);cr) Iidéal engendré par les éléments ;. Cet idéal
est aussi I’intersection de tous les idéaux de A contenant tous les ;. Si¢ : A — B
est un morphisme d’anneaux et I C B un idéal, ¢ —1(I) est un idéal de A.

Le cas des groupes non commutatifs sera traité au chapitre 4.

Exemple 1.9. Un sous-ensemble I C Z est un idéal de Z si et seulement si c’est un
sous-groupe de (Z, +).
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1.1.3. Divisibilité dans un anneau

Rappelons que dans tout le livre les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.

Définition 1.10. Soit A un anneau.

e Ondit que A est intégre s’il n’a pas de diviseur de 0, i.e.si pour a et b dans A, la
relation ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.

» L’ensemble des éléments inversibles de A (pour la multiplication) se note A*. L’en-
semble (A*, x) est un groupe abélien.

» Soienta € Aetb € A. Onditque a divise b (notation a | b) il existe ¢ € A tel que
b = ac. Si A estintégre et b = 0, c est unique s’il existe.

e Deux éléments a et b de A sont dits associés si a = \bavec \ € A*.

e Unélément a € A est irréductible s’il n’est pas inversible et si la relation a« = be
impligue b ou c inversible (« a n’a pas de diviseur strict »).

e Soienta € Aetbe A.Onditqued € AestunPGCD de a etbsi:
1. d|aetd]|b(«ddivise aetb»);
2. toutx € A quidivise a et b divise d.
Autrement dit, si I’on note D(z) I’ensemble des diviseurs d’un élément 2z € A, on a
D(a) ND(b) = D(d).
e Onditquep € AestunPPCM deaetbsi:
1. alpetb|p;
2. pour tout élémentz € Atelquea|zetdb|x, alorsp| .

Remarque 1.11. Si A est integre, il est immédiat de voir que si le PGCD
(resp.le PPCM) de deux éléments existe, il est unique a multiplication par un
élément de A* pres.

Définition 1.12. Un anneau A est dit euclidien si :
» Aestintegre;
« il existe une fonction ¢ : A\ {0} — N (appelée « sthasme euclidien ») telle que :

Va,b € A\ {0}, il existe q et r tels que a = bg+r, ¢(r) < ¢(b) our = 0.

L’opération ci-dessus s’appelle la division euclidienne de a par b ; ¢ est le quotient et
r le reste (avec ici un léger abus de langage, puisque dans la définition 1.12 on n’exige
pas I’unicité du quotient et du reste).

Définition 1.13. Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal est
engendré par un élément (un tel idéal est dit principal).
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Définition 1.14.

e Ondit qu’un ensemble P d’éléments irréductibles de A est un « systéme représen-
tatif d’éléments irréductibles » si pour tout p € A irréductible il existe un unique
p € Ptelquep = A\pavec A € A*.

e Onditqu’un anneau A est factoriel s’il vérifie les trois conditions suivantes :
1. Aestintegre;

2. (existence de la factorisation) : touta € A, a # 0, S’écrita = Ap1 ... ps avec
p; irréductibleset A € A*;

3. (unicité de la factorisation) : soit P un systeme représentatif d’éléments irréduc-
tibles. Si on prend les p; dans P, I’écriture ci-dessus est unique (& permutation
pres).

Signalons que tout anneau principal est factoriel (théoréme 1.30 dans le cas de Z ; la
démonstration est la méme pour tout anneau principal).

Exemple 1.15. Nous verrons plus loin que Z et K'[X] sont principaux (et donc facto-
riels). Dans le cas de Z, on prend en général pour P I’ensemble des nombres premiers
> 0, et dans le cas de K[X] I’ensemble des polynémes irréductibles unitaires.

Définition 1.16. Soit A un anneau intégre. On considére sur le produit A x A\ {0}
la relation d’équivalence suivante :

(a,b) ~ (a',V) <= ab' = bd'.

Le quotient de A x A\ {0} par cette relation d’équivalence s’appelle le corps de
fractions de A et se note K (A). La classe d’équivalence d’un couple (a, b) se note 7.
On définit sur K (A) une structure de corps commutatif en posant :

E_ad—i—bc ; a
d- b b

ac

N c
d bd’

X

S

1.1.4. Structure quotient

Les propriétés des quotients seront revues et développées au chapitre suivant dans le
cadre des modules sur un anneau, et au chapitre 4 pour les groupes non nécessairement
commutatifs.

Définition 1.17. Soit (G, +) un groupe commutatif, H C G un sous-groupe. On note
G/H I’ensemble des classes pour la relation d’équivalence z ~ y <= x —y € H.
La classe de x se note . On a donc :

T=x+H={x+hlhe H}.

Méme définition pour A/I dans le cas ou A est un anneau et I un idéal.
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L’ensemble G/H est alors muni canoniquement d’une structure de groupe abélien
«propagée » par celle de G, i.e.telle que I’application :

m: G— G/H

qui a x fait correspondre sa classe Z (on dit aussi classe modulo H) soit un morphisme
(surjectif) de groupes.

De méme, si I C A est un sous-groupe (additif) d’un anneau A, le groupe A/I est
muni d’une structure d’anneau commutatif propagée par celle de A si et seulement si
I est un idéal.

\oici une application de ce qui précede connue sous le nom de «théoreme de La-
grange ». Ce théoreme est vrai aussi dans le cas non commutatif (chapitre 4).

Proposition 1.18. Soit (G, +) un groupe abélien fini d’ordre n, H C G un sous-
groupe. Soit i I’ordre de H. Alors I’ordre de G/ H est n/h. En particulier h divise n :
I’ordre d’un sous-groupe d’un groupe fini GG divise I’ordre de G.

Démonstration. Soit a € G. L’application 7, («translation par a») de G dans G
définie par 7,(g) = a + g est une bijection, la bijection inverse étant 7_,. Cette
application envoie le sous-groupe H sur I’ensemble a + H, classe de ¢ modulo H,
qui est donc de cardinal h. Les classes modulo H formant une partition de G, on en
déduit immédiatement la proposition. |

Le quotient G/ H est caractérisé par la propriété suivante, appelée « propriété univer-
selle du quotient» :

Proposition 1.19. Soit ¢ un morphisme de G dans un groupe (abélien) G';. Alors ¢
se factorise en un morphisme ¢ : G/H — G (tel que ¢ = ¢ o ) si et seulement si
H C ker ¢. Si ¢ existe, il est unique.

Démonstration. Supposons H C ker ¢. On a alors ¢(x + h) = ¢(x) pour tout
x € Gettout h € H, puisque ¢(h) = 0. Le morphisme ¢ est donc constant sur les
classes d’équivalence = + H modulo H. On peut ainsi définir ¢ : G/H — G par
&(T) = ¢(z), = étant un élément quelconque de la classe 7, (car ¢(x) ne dépend que
de la classe = de = modulo H). Il est immédiat de voir que ¢ est bien un morphisme
de groupes, et on a par construction ¢ = ¢ o 7.

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

N

s

G/H -2~

Réciproguemen existe avec ¢ = ¢ o on a pour h € H :

t,
¢(h) = é(n(h)) = ¢(0) = 0, et donc H C ker¢. Enfin la relation ¢ = ¢ o7
implique () = ¢(z) pour tout = € G, ce qui montre I’unicité de ¢. [ |

Si

¢ e
¢
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Corollaire 1.20. Sous les hypothéses de la proposition 1.19 les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. H =ker ¢;
2. ¢ est injectif.
De plus ¢ est surjectif si et seulement si ¢ Iest.

La démonstration, immédiate, est laissée au lecteur.

Remarque 1.21. La proposition 1.19 est encore vraie dans le cas du quotient
d’un anneau A par un idéal I : Soit ¢ un morphisme de A dans un anneau B.
Alors ¢ se factorise en un morphisme ¢ : A/I — B (tel que ¢ = ¢ o 7) si et
seulement si I C ker ¢. Si ¢ existe, il est unique. De plus, ¢ est injectif si et
seulement si ker ¢ = I.

1.2 L'ANNEAU Z. DIVISION EUCLIDIENNE

Rappelons comment on définit une structure d’anneau sur le groupe (Z, +).

La structure de groupe de Z permet de définir canoniquement la multiplication : si a
et n sont des nombres positifs, on pose :

nao=an=a+---+ta=n-+---+n,

n fois a fois

et on étend aux éléments de Z en utilisant la régle des signes. Un sous-groupe de Z
est ainsi toujours stable pour la multiplication par tout entier : c’est donc un idéal de
I’anneau Z comme indiqué en remarque 1.6.

Théoreme 1.22. L’anneau Z est un anneau euclidien (définition 1.12).

Démonstration. Il est clair que Z est intégre. On prend pour sthasme ¢ la valeur
absolue : ¢(b) = |b|. Soient a et b donnés avec b # 0. On cherche (g, r) tels que
a=bg+r; 0<]|r| <|blour =0.0nvaen fait pouvoir imposer que r > 0, ce
qui entrainera I’unicité. L’algorithme suivant donne la réponse :

* initialisation : (0,a);

e si0<r<lb, fin;

« sir>1bf, (¢,r) == (¢ + 1,7 —|b]),
e sir<O0,(q,r):=(qg—1,7+1b|).

Comme I’on suppose r > 0, ¢ et r sont uniques (démonstration immédiate). |

Proposition 1.23. Un anneau euclidien est principal (et donc en particulier Z est un
anneau principal).
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Démonstration. Soient A un anneau euclidien, I C A un idéal non réduit & {0}.
Soit ¢ le sthasme de A. Celui-ci étant & valeurs dans N, il atteint son minimum sur
I. 1l existe donc un élément =z € I \ {0} tel que ¢(x) soit minimal parmi tous les
éléments (non nuls) de I. Montrons que I = (x), i.e.que I est engendré par x. Soit
y € I, y # 0; On peut diviser y par z dans A : y = gz + r avec ¢(r) < ¢(x) ou
r = 0. Mais [ étant un idéal, » € I, ce qui implique » = 0 & cause de I’hypothése sur
¢(x).Onadoncy = gx. [ |

Remarque 1.24. Dans le cas de Z, les notions de sous-groupe et d’idéal
se confondent comme il a été vu plus haut, et donc tout sous-groupe est de
la forme < n > (on notera plutét nZ), engendré par un élément n € Z.
Inversement I’ensemble nZ des multiples de n est un sous-groupe et un idéal.

1.3 ALGORITHME D'EUCLIDE

Proposition 1.25. Deux éléments a et b de Z (et plus généralement d’un anneau
principal A) ont un PGCD et un PPCM (définition 1.10). Si d est un PGCD de a et b,
il existe deux éléments u et v de A tels que

d=au + bv @)
(relation de Bézout).
Démonstration. Tout générateur d de I’idéal (a, b) est un PGCD de a et b. [ |

Remarques 1.26.

1. Rappelons (Remarque 1.11) que deux PGCD de a et b sont associés. Dans
le cas de Z, les inversibles sont +1 et —1 ; le PGCD dans Z est donc défini
au signe pres.

2. On dit que a et b sont premiers entre eux si (a,b) = (1).

3. Dans le cas de Z, si a et b sont deux entiers, on note a A b le PGCD positif
de a et b, i.e.le générateur positif de I’idéal (a, b).

4. Dans larelation (1) il n’y a pas unicité des nombres « et v. Remarquons que
si I’on pose a; = a/d et by = b/d, la relation (1) devient 1 = aju + byv.
Le lecteur vérifiera a titre d’exercice (en utilisant le lemme de Gauss ci-
dessous) que :

a) si on part de la relation (1) d = au + bv, toute les autres relations sont de
la forme d = au’ + bv' avec

{u’ =u-+ kbl

v o=v—ka

pour k parcourant Z.

b) Il'y a unicité de u et v dans (1) si on impose par exempleque 0 < u < |b1]
(cf. I'exercice 1.7)
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Lemme 1.27. (dit « Lemme de Gauss »). Soient a, b et ¢ des éléments de Z (ou plus
généralement d’un anneau principal) tels que a divise bc et a A b = 1 (i.e.a et b
premiers entre eux). Alors a divise c.

Démonstration. La relation de Bézout (1) s’écrit 1 = au + bv, d’ol ¢ = cau + bev.
L’élément « divise le second membre par hypothése, il divise donc c. |

Remarque 1.28. Si on supprime I’hypothese a A b = 1, le lemme est évidem-
ment faux : le nombre 6 divise 12 = 3 x 4 mais ne divise ni 3 ni 4!

Signalons le corollaire suivant dont la démonstration est immédiate par récurrence :

Corollaire 1.29. Soientaq,...,a,,bdesentierstelsque a; Ab=1pourl < i < n.
Alors (ay ...ap) ANb=1.

Passons maintenant au point de vue « effectif », i.e.algorithmique, pour calculer dans
le cas de Z le PGCD de deux nombres a et b, que I’on suppose > 0 pour simplifier.
On remarque d’abord que si a = bg + r, alors (a,b) = (b, r), d’ou I’algorithme (dit
«algorithme d’Euclide ») pour calculer le PGCD > 0 aAb, utilisant celui de la division
euclidienne décrit plus haut :

« Jinitialisation: rg = a,r1 = b;

o Sir; #0,alorsr;—y = riq; + rit1;

e sir;=0,alorsa Ab=r;_1.

Le PGCD est donc le dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide.
On peut aussi calculer les coefficients u et v de la relation de Bézout (1) par I’algo-
rithme d’Euclide « étendu » qui calcule récursivement u; et v; tels que :

r; = au; + bv;. 2)
L algorithme utilise deux triplets (u, v, r) et (u’, v, ') :
e initialisation : (u,v,7)(u/, v, ") :== (1,0,a)(0,1,b);

» tantquer’ # 0, (u,v,r)(u, v ") = (W, v, ") (u—qu',v—qv',r — qr’), q étant
défini par la division euclidienne de r par ' : r = g1’ + (r — qr') ;

 sir’ =0, alors (u,v) est le couple cherché.

Justification : si a I’étape i on a les triplets (w;_1,v;—1,7i—1)(ui, v;, ;) tels que
Ti—1 = au;—1 + bv;_1 et r; = au; + bv;, alorson a

Tigl = Ti1 — ¢iT; = (Uim1 — ¢U;)a + (Vi1 — ¢0;)b = Ui 10 + vip1 .

Le «théoreme fondamental de I’arithmétique» (pour I’anneau A = Z) dit que Z
est factoriel (définition 1.14) :

Théoréme 1.30. Soit P I’ensemble des nombres premiers > 0 (le nombre 1 n’est pas
un nombre premier par convention). Alors :

1. Touta € Z, a # 05s’écrita = Apy...p, avec X inversible dans Z (A = +1) et
p; € P (non nécessairement distincts deux a deux) ;

2. cette écriture est unique a permutation pres des p;.
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(a)

On peut aussi écrire la condition 1. sous la forme a = )\Hpieppf“ ou les

vp, (a) € N sont nuls sauf au plus un nombre fini.

Démonstration. Sin € Z, I’existence d’une décomposition n = £p4 ... p, (o les p;
sont des nombres premiers > 1) est évidente. Pour I’unicité, on peut supposer n > 0.
On raisonne alors par récurrence sur r.

Supposons que I’on ait deux décompositions d’un nombre entier n > 0 :

n=pi...pr=p}...0,

les p; et les p;- n’étant pas nécessairement distincts deux a deux. Si » = 1, le corollaire
1.29 du lemme de Gauss 1.27 (et une récurrence immediate sur I’entier s) implique
qu’il existe i, 1 < i < stel que p; = p;. Onaalors s = 1, d’ou Iunicité dans ce cas.
Dans le cas général, si pour tout i, 1 < i < sonap, # pi, le corollaire 1.29
implique que p; ne divise pas le produit p] ... p%, ce qui est absurde. Il existe donc i
tel que p; = pf, on peut diviser les deux membres par p; et appliquer I’hypothése de
récurrence. |

Remarque 1.31. La démonstration ci-dessus (et donc le théoréme 1.30) est
valable pour tout anneau principal en prenant pour P un systéme représentatif
d’éléments irréductibles.

1.4 L'ANNEAU Z/NZ

1.4.1. Groupes cycliques

Le groupe Z/nZ est le quotient du groupe Z par le sous-groupe nZ. Le morphisme
canonique m : Z — Z/nZ fait correspondre & un entier = sa classe z modulo n
(on a par définition T = x + nZ). Si n = 0, on retrouve le groupe Z. Sin # 0,
onanZ = (—n)Z. Le groupe Z/nZ est fini d’ordre n. Ses n éléments sont
0,1,...,n—1.

Définition 1.32. Soit GG un groupe. On dit que GG est monogeéne s’il est engendré par
un élément g. On dit que G est cyclique s’il est monogéne et de cardinal fini.

Commencons par le cas d’un groupe (G, +). Soit g € G un élément de G. Considé-
rons le morphisme ¢ :

Z— G, m—mg = g+---+g.
—_—

m fois

Son image est le sous-groupe monogéne < g > de G engendré par g. Son noyau est
un sous-groupe de Z donc de la forme nZ pour n € Z. Le morphisme ¢ se factorise
alors par un morphisme injectif ¢ : Z/nZ — G (corollaire 1.20) d’image < g > qui
donne un isomorphisme de Z /nZ sur < g>.
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De méme, pour un groupe (G, x) (noté multiplicativement, et donc non nécessaire-
ment commutatif) et g € G, on pose

v:Z— G, me—g",

dont I’image est le sous-groupe de G engendré par g, aussi noté < g >, encore
isomorphe a un groupe (Z, +) ou (Z/nZ,+) (suivant que 1 est injectif ou non). On
adonc:

Proposition 1.33. Tout groupe monogéne est isomorphe soit a (Z,+) soit a
(Z/nZ,+) pour un entier n > 0. En particulier tout groupe cyclique est isomorphe
a un groupe (Z/nZ,+) avec n > 0.

On remarque donc que le sous-groupe < g > est commutatif, méme si le groupe G
ne I’est pas. Rappelons (définition 1.3) que I’ordre d’un élément g € G est I’ordre du
sous-groupe < g > engendré par g.

Lemme 1.34. Soit g € G un élément d’ordre fini . Alors si la loi de groupe est notée
additivement, ona :

r = inf{n € N\ {0},ng = 0},
et si la loi de groupe est notée multiplicativement,

r=inf{n € N\ {0},¢" = 1}.

Démonstration. Considérons par exemple le cas additif. Le sous-groupe < g >
est d’ordre r par hypothése, donc isomorphe a Z/rZ par la proposition 1.33. Le
morphisme ¢ : Z —< g >, 1 — g est par hypothése surjectif. Il se factorise par
un morphisme ¢ : Z/rZ —< g > qui est injectif (proposition 1.19), donc bijectif. Il
suffit donc de voir que :

r =inf{n € N*,nl =0}
dans Z/rZ, ce qui est évident. [

Etudions maintenant les sous-groupes et les groupes quotients d’un groupe cyclique.
Considérons d’abord le cas des sous-groupes.

Tout sous-groupe de Z non réduit a {0} est isomorphe a Z (cf. la remarque 1.24 : un
sous-groupe de Z est de la forme nZ, et la multiplication par n donne un isomorphisme
de groupes de Z sur nZ si n # 0). Pour les groupes cycliques, on a la proposition
suivante :

Proposition 1.35. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisé-

ment, soit n un entier > 1.

1. Tout sous-groupe de Z /nZ est cyclique engendré par la classe b d’un diviseur b de
n. Ce sous-groupe est d’ordre a = n/b.

2. Soit @ > 0 un diviseur de n, b = n/a. Il existe alors un et un seul sous-groupe de
Z/nZ d’ordre a. Ce sous-groupe est engendré par la classe de b modulo n ; il est
formé de I’ensemble des éléments de Z /nZ dont I’ordre divise a.
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Démonstration. 1. Soient 7 : Z — Z/nZ le morphisme canonique, et
H C Z/nZ un sous-groupe. L’ensemble 7—!(H) C Z est un sous-groupe contenant
kerm = nZ; il est donc de la forme bZ avec b|n (remarque 1.24); H est donc
engendré par b = 7(b). Soit k I’ordre de I’élément b. On a ab = ab = = = 0 ce qui
montre que k£ < a; d’autre part, si ay estun nombretel que 0 < ay < a,0naaib <n
etdonc a;b # 0, d’ol k > a.

2. L’élément b est d’ordre a (cf. la démonstration de 1.). Il engendre donc un sous-
groupe H d’ordre a. Donc si g € H, son ordre divise a (proposition 1.18). Récipro-
quement si un élément g € Z/nZ a un ordre qui divise a, on a ag = 0, soit ag € nZ,
d’olg € bZ etg € H, ce qui montre I’unicité de H. |

Considérons maintenant la cas des groupes quotients.

Proposition 1.36. Tout quotient d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisément,
soit G ~ Z/nZ. Tout groupe quotient de G est cyclique, isomorphe & Z /bZ avec b|n.
Réciproquement, si b|n, il existe un et un seul groupe quotient de G de cardinal b,
isomorphe & Z /bZ.

Démonstration. Soit H un groupe quotient de Z/nZ. Considérons le diagramme
ci-dessous :

1

7 Z/nZ "> H

ou 7 et o sont les morphismes canoniques. Posons ¢ = o oy : Z — H. Le mor-
phisme ¢ est surjectif; son noyau est donc de la forme bZ, avec ker 1 = nZ C bZ,
soit b|n. On a donc bien H ~ Z /bZ.

Réciproguement soit b un entier tel que b|n, b € Z/nZ sa classe modulo n. 11y a un
et un seul quotient de Z/nZ de cardinal b : c’est le quotient de Z/nZ par I’unique
sous-groupe < b > d’ordre a = n/b. Soit H ce sous-groupe. On considére comme
ci-dessus le diagramme :

7 —57/nZ [

avec H = (Z/nZ)/ <b>. Il estimmédiat de voir que le morphisme ¢ = 75 o 7y est
surjectif de noyau bZ, ce qui montre que H ~ Z/bZ. |

Remarques1.37.

1. On a ainsi une bijection entre les diviseurs > 0 de n et les sous-groupes de
Z/nZ.

2. Soit z un entier > 0, z sa classe modulo n. Il résulte de la relation de Bézout
(1) que dans I’anneau Z /nZ on a la relation :

<T>=<xTAn>.
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3. Rappelons que si (G, +) est un groupe commutatif, on définit pour g € G
et m € N I’élément mg comme :

—_—
m fois

et on prolonge & Z en posant (—m)g = —(mg) pour m = 0.
Si a et b sont dans Z, on alors dans le groupe Z /nZ :

ab = ab = ba

comme on le voit immédiatement.

1.4.2. Inversibles de Z/nZ, applications arithmétiques

Le sous-groupe nZ de Z étant aussi un idéal, le groupe (Z/nZ,+) est muni cano-
niquement d’une structure d’anneau propagée par celle de Z : si on note @ la classe
d’un entier « modulo n, on pose pour a et b dans Z, @.b = ab. Cette opération est bien
définie et fait de Z /nZ un anneau commutatif avec unité 1. La notation ((Z/nZ)*, x)
(ou simplement (Z/nZ)*) désigne le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles
pour la multiplication de I’anneau Z /nZ. Cet ensemble n’est pas stable pour I’addi-
tion (en particulier il ne contient pas 0), mais constitue un groupe (abélien) pour la
multiplication.

Proposition 1.38. Soient n > 1 et a deux entiers, @ la classe de a modulo n. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

l.aAn=1;

2.a€ (Z/nZ);

3. @ engendre le groupe (Z/nZ,+).

Démonstration. Pour tout élément x € Z, on note ici Z sa classe modulo n.

1.= 2. SiaAn=1,ilexiste deux nombres u et v tels que au +nv =1 (1). Ona
donc au = 1 mod n, soitau = 1, d’ou 2.

2. = 3. |llexiste par hypothése un élémentwtel quea-w = 1.Pour 1 < k < n—1,
les classes k@ sont alors toutes distinctes (car k@ = K'apour 1 < k' < k < n
implique (k — k')a = 0, ce qui est absurde car en multipliant par @, on trouve
(k — k)1 = k — k' = 0). Cela implique que tout élément de Z/nZ est de la forme
ka.

3.= 1. Siaengendre Z/nZ, I’élément 1 est dans le groupe engendré par a. 1l existe
donc u € Z tel que 1 = wua, soit 1 = wa + vn pourv € Z, etdonca An = 1. |

Corollaire 1.39. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si I’entier » est un
nombre premier p. Le corps Z /pZ se note alors Fp,.

Démonstration. Rappelons d’abord que par définition, I’entier 1 n’est pas un nombre
premier. Si p > 0 est premier,onaa A p = 1 pour tout a, 0 < a < p, et donc tout
élément @ # 0 de Z/pZ est inversible, ce qui veut dire que Z /pZ est un corps.
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Réciproquement, si ¢ = 1, I’anneau Z/qZ n’ayant qu’un élément ne peut étre un
corps (par définition tout corps K posséde un élément neutre O pour I’addition et
(K \ {0}, x) étant un groupe posséde au moins un élément neutre 1 # 0).

Sig > 1n’estpas premier,onag =abavecl <a < ¢, 1 <b< g, d’otab = 0
dans Z/qZ, avec @ # 0 et b # 0 (on note toujours 0 I’élément neutre pour I’addition),
et donc Z/qZ n’est pas un corps. |

Définition 1.40. Pour n > 2, on note ¢(n) le nombre de générateurs distincts
du groupe Z/nZ. C’est aussi d’apreés la proposition 1.38 le nombre d’entiers a tels
que 1 < a < netaAn = 1ouencore I’ordre du groupe ((Z/nZ)*, x). On pose
par convention ¢(1) = 1. La fonction ¢ s’appelle la fonction d’Euler (on dit aussi
indicatrice d’Euler).

Exemple 1.41. Si p est un nombre premier, ¢(p) = p — 1 puisque F, étant un corps,
Fp*| = w(p) =p—1.
Plus généralement, si n = []*_, p, les p; étant des nombres premiers et les v; des
nombres entiers > 0, on a
k
o(n) =i — Dp;"
(2

(remarque 1.56 ci-apres).

Proposition 1.42. Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Alors pour tout d > 0 tel que
d|n, ily a dans G exactement (d) éléments d’ordre d.

Démonstration. On peut supposer que G = Z/nZ (proposition 1.33). Soit d > 1 tel
que d|n. Il existe d’aprés la proposition 1.35, 2.un et un seul sous-groupe H C Z/nZ
d’ordre d, et I’'on a H ~ Z/dZ. De plus, H contient tous les éléments de Z/nZ
d’ordre d (unicité de H). Par définition de ¢, il y a donc ¢(d) éléments d’ordre d dans
H donc dans G. On notera que I’unique élément d’ordre 1 est I’élément neutre 0O, ce
qui justifie la convention (1) = 1. [ |

Corollaire 1.43. Soitn € N\ {0}. La fonction ¢ vérifie la relation suivante :

> p(d) =n. 3)

din

Démonstration. On considére les n éléments de Z /nZ. Chaque élément non nul a un
ordre d qui divise n, et pour chaque d|n, il y a ¢(d) éléments d’ordre d. |

Exemple 1.44. Si p est un nombre premier, on a ¢(p) = p — 1 (exemple 1.41) et
Yapeld) =e1)+ep)=1+p-—1=p.
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\Voici maintenant quelques résultats arithmeétiques classiques, conséquences immé-
diates de ce qui précede. Rappelons que par le théoreme de Lagrange (théoreme 1.18),
dans le groupe ((Z/nZ)*, x) I’ordre (multiplicatif) de tout élément divise p(n).

Notons tout d’abord que nous démontrerons au chapitre 6 (Proposition 6.1) que
pour p premier le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique, donc isomorphe &

(2/(p—1)Z,+).
Pour la structure de (Z/nZ)* avec n quelconque, cf. le probleme 2.2.

Proposition 1.45. («théoreme d’Euler ») Soient a et n deux éléments non nuls de N
telsquea An = 1. Alors :

a?™ =1 mod n.

Démonstration. Soit @ la classe de @ modulo n; onaa € (Z/nZ)* par la propo-
sition 1.38 et donc I’ordre de @ divise ¢(n), d’ot @™ = T, ce qui est équivalent &
a?™ =1 mod n. |

Proposition 1.46. («petit théoréme de Fermat»). Soient p un nombre premier et
a € N\ {0} non divisible par p. Alors :

a?~! =1 mod p.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.45 puisque si
p est un nombre premier, on a p(p) = p — 1 (exemple 1.41). |

Proposition 1.47. («théoreme de Wilson») Soit p un nombre premier. On a alors :

(p—1)!=—1mod p.

Démonstration. Le cas p = 2 étant évident, on suppose p > 2. Considérons lesp — 1
éléments de (Z/pZ)* (en notant avec I’abus de langage habituel encore 1 la classe de
1 modulo p) :

1,2,...,p—1.

Leur produit vaut (p — 1)!; un de ces éléments x est égal & son inverse si et seulement
siz? = 1. Or,comme p # 2, 1 # —1 mod p et I’équation X2 = 1 a exactement
deux solutions dans le corps Z /pZ quisont 1etp — 1 =p—1 = —1; onaen effet la
factorisation X? — 1 = (X — 1)(X + 1), etsiz € Z/pZ, v # +1, (x — 1)(z + 1)
est non nul puisque I’anneau Z /pZ étant un corps, il est intégre. On peut donc dans le
produit 1.2... (p — 1) grouper chaque élément z; avec son inverse, sauf 1 et —1 qui
sont chacun égaux a leur inverse ; on a ainsi :

12..... (ﬁ—l)z(p—l)!zl.(ﬁ—l)H(x_ix é) —p-1=-1.

Z;

On a donc bien (p — 1)! = —1 mod p. [
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1.4.3. Théoreme chinois

Théoréme 1.48. «Lemme chinois»
Soit n un entier tel que n = myme, avec my A mo = 1. Alors I’application ¢ :

Z/nZ — Z/miZ X Z/msoZ 4)

qui & la classe £ modulo n d’un entier k € Z fait correspondre Iélément (k 1, ko) (k;
étant la classe de & modulo m;) est un isomorphisme d’anneaux. (cf. la remarque 1.6).

Démonstration. Soient ¢ le morphisme d’anneaux :
Z—>Z/77’L1Z><Z/77’L2Z $l—>(fl,fg)

(z; est la classe x dans Z/m;Z), = le morphisme canonique : Z — Z/nZ. On a les
inclusions suivantes d’idéaux puisque n = myms : nZ C m1Z et nZ C moZ, d’ou
nZ. C my1Z N myZ. Cela impligue que le morphisme ¢ se factorise pour donner un
morphisme d’anneaux v :

Z/nZ — Z/m\Z x Z/myZ.

tel que ¢ = vor (carnZ C ker ¢ = m1Z(meZ; cf. laproposition 1.19). Autrement
dit, le diagramme suivant est commutatif :

l/ \
™
Z/nZ — = Z)m\Z x Z)msZ.

Montrons que ) est bijectif.

Pour montrer que 4 est injectif, il faut montrer que ker ¢ = nZ (corollaire 1.20),
soit myZ(\meZ = nZ. On a déja vu que nZ C mqZ()moZ. Réciproquement,
soit z € m1Z(\maZ; on peut écrire x = Amy = pme;sSiz = 0,0naxz € nZ,
et si x # 0, mq divise u par le lemme de Gauss 1.27, d’ou x € mimeZ = nZ; le
morphisme ¢ est donc injectif. Il est aussi surjectif, puisque les deux ensembles Z /nZ
et Z/m1Z x Z/moZ ont méme cardinal n. |

On a en fait le méme résultat pour plusieurs entiers m; premiers deux a deux :

Corollaire 1.49. Soit n un entier tel que n = my ... mgavecm; > 1, m; Am; =1
pour i # j. Alors I’application ¢ :

Z/nZ — Z/m\Z x --- X Z/mZ

qui a laclasse k modulo n d’un entier k € Z fait correspondre I’élément (k1 ..., k)
(k; étant la classe de £ modulo m;) est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Immédiate par récurrence sur s, en remarquant que si les m; sont
premiers entre eux deux a deux, my ... ms_1 et mg sont premiers entre eux par le
corollaire 1.29, et en utilisant le théoréme 1.48 pour ces deux entiers. |
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Par exemple, sin = pi" ... pp* est la décomposition de n en facteurs premiers, on a
k i
Z/nZ ~ ;- Z/p;"Z.

Corollaire 1.50. Soit » un entier tel que n = my ... mgzavecm; > 1, m; Am; =1
pour ¢ # j. Alors pour deux entiers a et b, on a ¢ = b mod n si et seulement si
a=bmodm; (1 <i<s).

Démonstration. Sia — b = 0 mod n, on a évidemment a — b = 0 mod m,; pour tout
1. Réciproquement, si a — b = 0 mod m; pour tout 7, I’injectivité du morphisme
(corollaire 1.49) montre que a — b = 0 mod n. |

Remarques1.51. 1) Pour avoir une version « constructive » du théoréme chi-
nois, il faut construire I’application g inverse de . De plus la démonstration
n’utilisera alors plus que Z/nZ est de cardinal fini, et pourra s’appliquer a tout
anneau principal, en particulier a I’anneau K [X |, comme nous le verrons au
chapitre 3.

Considérons le cas général ol n = m; ... mg avec m; A m; = 1 pour i # j.
Soit ¢ le morphisme d’anneaux du corollaire 1.49. La construction de I’inverse
g du morphisme 1/ se fait de la maniére suivante :
* on déetermine par I’algorithme d’Euclide étendu des nombres u; et v; tels
que :
um; +vin/m; =1 (cf.(2))
ce qui est possible car les entiers m; et n/m; = my ... mj—1mq1 ... Mg
sont premiers entre eux (corollaire 1.29) ;

e onposee; =1—uym; =wvn/m;;

e onadonc:
e; =1 (mod my),
ei =0 (mod m;) (Vj#1i);
» SiT; € Z/m;Z est laclasse de z; € Z, on pose ¢g(Z1,...,Ts) = Y. e (
mod n).

Le fait que g est I’inverse de v est alors immédiat.

2) Le casoun A m # 1 est traité dans I’exercice 1.24.

Exemple 1.52. Soit  un nombre entier tel que * = 3 mod 13 et x = 7 mod
19. Si on veut trouver sa classe modulo 247 = 13 x 19, on cherche la relation
de Bézout par I’algorithme d’Euclide : 19 = 13 x 1 + 6, 13 = 2 x 6 + 1, d’ou
1=13-2(19-73) =3x13—2x 19.Onaalors :

x="17.3.13 — 3.2.19 mod 247,
soit x = 159 mod 247.
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Corollaire 1.53. Sin = mymy avec m; A mo = 1, on a alors, en appliquant (4) :
(Z/nZ)* ~ (Z/mZ)* x (Z/moZ)* (5)

Démonstration. L’isomorphisme ¢ :
Z/nZ — Z/mZ x Z/moZ
étant un isomorphisme d’anneaux, induit un isomorphisme
(Z/nZ)" ~(Z/m1Z x Z/myZ)";
il suffit alors de montrer que
(Z)m1Z x Z/moZ)* = (Z/m1Z)* x (Z/moZ)",
ce qui est évident, car un élément (x,y) € Z/m1Z x Z/moZ est inversible si et
seulement si z et y le sont (on a alors (z,y)~* = (z71,y71)). [ |

Remarque 1.54. Notons que le corollaire 1.49 donne par la méme méthode
un isomorphisme d’anneaux

(Z/nZ)* ~ (Z)miZ)* % - x (Z)msZ)".

Le corollaire 1.53 va nous permettre de calculer la fonction ¢(n) pour tout entier
n > 1.

Corollaire 1.55. Soient m et n deux entiers > 0 tels que m A n = 1. Alors
p(mn) = @(m)p(n).
Démonstration. Sim > 1,n > 1il suffitd’appliquer le corollaire 1.53 en remarquant

que pour tout entier £ > 0 la fonction (k) est le cardinal de (Z/kZ)*. Sim = 1 ou
n = 1, la formule est vraie & cause de la convention p(1) = 1. [ |

On en déduit par récurrence que si n est un entier > 0, n = p7" ... p/* sa décomposi-
tion en facteurs premiers, on a

pin) =[] «@)).

1<i<k

Remarque 1.56. Le lecteur vérifiera facilement a titre d’exercice que si p est
un nombre premier,

() =@ -1)p"!
ce qui, avec le corollaire 1.53, permet de calculer ¢(n) pour tout entier n > 0.
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EXERCICES

Les solutions des exercices et problemes sont données en fin d’ouvrage.

ANNEAUX

Exercice 1.1. Soit E un espace compactet A = C(E) I’ensemble des fonctions réelles
continues sur £, muni de la topologie de la convergence uniforme. Soit ¢ I’application
qui aun ensemble G C E associe I'ensemble V(G) = {f € A, fc = 0}.

1. Déterminer A*.
2. Montrer que V' (G) est un idéal fermé de A.

3. Montrer que les idéaux maximaux de A sont les V' ({a}) avec a € E (un idéal
m # A est dit maximal s’il est maximal pour la relation d’inclusion, i.e. si le seul
idéal qui le contient strictement est I’anneau tout entier).

4. Montrer que V(G) = V(H) <= G = H.

L'ANNEAU Z

Exercice 1.2. Montrer que V n > 0, (2" + 37) et (271 + 37*1) sont premiers entre
EUX.

Exercice 1.3. Trouver les sous-groupes de Z contenant 48Z et donner leurs relations
d’inclusion.

Exercice 1.4. Soient a,b,c € N. Montrer que sia A b = 1alors :
1. (ac) Nb=cAb
2. (ab)ANe=(aNc)(bAc).

Dans le cas ou I’on ne suppose plus aAb = 1, donner des contre-exemples aux égalités
précédentes.

Exercice 1.5.

1. Déterminer (n? + 2n — 2) A 6 en fonction de n
(appliquer le 2. de I’exercice 1.4 et montrer que

n? +2n —2=0mod 3 <= n =2 mod 3).

2. Déterminer (n3 +n? + 1) A (n? + 2n — 1) en fonction de n ;
(en remarquant que les coefficients dominants sont inversibles dans Z, utiliser des
divisions euclidiennes successives afin de faire descendre les degrés).

Exercice 1.6. Soient a et b des entiers premiers entre eux tels que leur produit soit
une puissance k-ieme d’un entier pour k > 2 entier. Montrer alors que a et b sont
eux-mémes des puissances k-iemes d’entiers.
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Exercice 1.7. Variations sur le théoreme de Bézout

1. En utilisant I’algorithme d’Euclide, trouver toutes les relations de Bézout
650u + 66v = 650 A 66 (cf. (1)).

2. Soient a et b des entiers premiers entre eux, on cherche a savoir si un entier n peut
s’écrire sous la forme ua + vb avec u et v entiers positifs.

(i) Sionn’impose pas au et v d’étre positifs, quels sont les n qui peuvent s’écrire
sous la forme ua + vb?

(ii) Montrer que pour tout n € Z, il existe un unique couple (ug, vo) € Z? tel que
n = wupa + vgbet 0 < ug < b.

(iii) Montrer que pour n > ab—a — b il existe u et v positifs tels que n = ua + vb.

(iv) Soit m un entier et soit (ug,vg) € Z comme dans (ii), i.e. m = upa + vob
avec 0 < ug < b. Montrer qu’il existe des entiers positifs u et v tels que
m = ua + vb si et seulement si vy > 0.

(v) Soit m et n des entiers relatifs tels que m +n = ab — a — b. On écrit
m = upa + vob et n = wuya + vyb avec 0 < wo,uj, < b. Montrer que
vo + vy = —1 et en déduire que parmi m et n un et un seul peut s’écrire sous
la forme ua + vb avec u et v positifs ou nuls.

(vi) Montrer que ab — a — b ne peut pas s’écrire sous la forme ua + vb avec u et
v positifs ou nuls.

(vii) Montrer que I’ensemble des entiers n telsque 0 < n < ab — a — b et qu’il
existe u, v > 0 avec n = au + bv a pour cardinal ==t

3. On suppose que dans un pays n’existent que deux sortes de pieces, de valeurs a et
b entiéres avec (a A b) = 1.

(i) Quelles sont les sommes qui peuvent étre payées si on dispose d’un stock
infini de piéces et qu’on autorise le rendu de monnaie ?

(i) Montrer que ab — a — b est la somme la plus grande qu’il est impossible de
payer si le rendu de monnaie n’est pas autorisé.

(iii) Etudier le cas de 3 piéces de valeur 15, 20 et 48, et montrer que 217 est la plus
grande somme que I’on ne peut pas payer sans rendu de monnaie (se ramener
au cas précédent en écrivant :

48z + 20y + 152 = 3(16x + 52) + 20y).

4. On considére un jeu de fléchettes ou le centre de la cible rapporte 7 points et son
extérieur 3 points. Quels sont les scores atteignables ?

L'ANNEAU Z/NZ, CONGRUENCES

Exercice 1.8. Montrer que pour tout entier n > 1,
42" 4+ 922" £+ 1=0mod 7.
(Distinguer les cas n pair et n impair).
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Exercice 1.9. Donner les sous-groupes de Z/24Z ainsi que leurs relations d’inclusion
(cf. 1.36). Quels sont les sous-groupes engendrés par la classe de 18 (resp. 16) ?

Exercice 1.10. Calculer 20052°% mod 14.
Exercice 1.11. Calculer 10’ modulo 247 = 13 x 19.
Exercice 1.12. Donner la congruence modulo 17 de (1035 125)5 642,

Exercice 1.13. Donner la congruence de 1823242 modulo 18 puis celle de 2222321
modulo 20.

Exercice 1.14. Montrer que pourn > 1,onan” =n mod 42.

Exercice 1.15. Montrer que 429 est inversible dans Z /700Z et donner son inverse.

Exercice 1.16. Résoudre dans Z les congruences suivantes :

(i) 3z=4 mod 7;
(i) 9z =12 mod 21;
(iii) 103z = 612 mod 676.

Exercice 1.17. Soient p # 2 un nombre premier impair, a,b € N non divisibles par
p. Montrer que si p divise a® + b2, alorsp = 1 mod 4.

Exercice 1.18. Soient a et b deux entiers premiers entre eux, n = a* + b, p un
diviseur premier de n, p # 2.

1. Montrer que n = 1 ou 2 mod 16.

2. Montrer que les classes @ et b de a et b mod p sont dans (Z/pZ)*.
3. Calculer I’ordre de @/b dans (Z /pZ)*.

4. En déduire que p = 1 mod 8.

Exercice 1.19. «Un test de primalité ». Soient a et p deux entiers tels que a A p = 1.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P’entier p est premier;
(i) ona (X —a)? = XP — a mod p dans I"anneau Z[X].

Exercice 1.20. Soient p et ¢ des nombres premiers distincts.
1. Quel est le cardinal de (Z/pqZ)* ? Combieny a-t-il d’éléments de (Z /pqZ)* égaux
a leur inverse ?
2. Montrer la congruence :
(pg — 1)! _
(g —Dlpr=tp—Dlgp~t —
(méme méthode que pour le théoréme de Wilson).

1 mod pq
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MORPHISMES

Exercice 1.21.
1. Montrer que tout homomorphisme de groupes
¢:7)aZ — Z/VZ
est déterminé par ¢(1) et que ¢(1) est un élément dont I’ordre divise a.

Réciproquement, montrer que si I’ordre de x € Z/bZ divise a, il existe un mor-
phisme ¢ tel que ¢(1) = x.

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) anb=1
(i) tout homomorphisme ¢ : Z/aZ — Z/bZ est I’homomorphisme nul.

Exercice 1.22. Déterminer les morphismes de groupes Z/3Z — Z/AZ puis ceux de
Z/12Z — Z./15Z.
Exercice 1.23. On fixe un nombre premier p. Soit a un entier > 0.

1. Trouver la condition nécessaire et suffisante que doit satisfaire n pour qu’il existe
un morphisme de groupes non nul :

Z/p*Z — Z/nZ.
2. On suppose maintenant n. = p®, b étant un nombre entier > 0. Caractériser les
éléments = € Z/p®Z tels qu’il existe un morphisme
¢:Z/p"L — Z/p"Z
avec ¢(1) = =.

3. Calculer le nombre de morphismes distincts : Z/p*Z — Z/p°Z (on pourra
supposer a < b).

Exercice 1.24. Soit 7 : Z — Z/nZ x Z/mZ le morphisme qui & k € Z associe
ses classes modulo n et m (cf. 1.48). Montrer que le noyau de  est engendré par le
PPCM de m et n et que I'image de 7 est {(@, b) tels que (n A m)|(b — a)}.

Application : que peut-on dire de la congruence de & modulo 10 sachant que
k=3mod6?

PROBLEMES

Probléme 1.1. Un test de primalité
Soient n un entier > 1, p un nombre premier tels que n — 1 = p"m, avec r > 1,

m > 1.
1. On suppose qu’il existe un entier a tel que a™! lmodn et

(a7 —1)An = 1. Soit ¢ un diviseur premier de n. Montrer que (" —1)Agq = 1.
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2. Soit b € Z/qZ la classe de a". Montrer que b € (Z/qZ)* et calculer son ordre
(multiplicatif).

3. Montrer que ¢ = 1 mod p".

4. On écrit maintenant n — 1 = ww (sans hypothese particuliere sur «, v). On suppose
que pour tout facteur premier p de v, il existe un entier a,, tel que a; ™~ l'=1modn

n—1

et (ap — 1) An=1. Montrer que tout facteur premier ¢ de n vérifie = 1mod w.
5. On suppose en plus des hypothéses de 4. que v < u+ 1. Montrer que n est premier.

Probléme 1.2. Une généralisation du petit théoreme de Fermat
1. Soit n un entier > 2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) nestsans facteurs carrés et pour tout nombre premier p, p|n = (p—1)|(n—1);
(ii) Ya € Z,a"™ = amod n;
(iii) Ya € Z tel que (a,n) = (1), a®~! = 1 mod n.
2. On considére les conditions suivantes (pour n impair) :
(i) nestsans facteurs carrés et pour tout nombre premier p, p|n=-(p—1)|(n—1)/2;
(i) Ya € Z, (a,n) = (1), a™» /2 =1 mod n.
Montrer que (i) < (ii).

3. Soitm un entier > 0. On suppose que les nombres 6m+1, 12m-+1, 18m+41 sont
premiers. Montrer que n = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) Vérifie les propriétés de
1. Montrer que si m est impair, alors n vérifie les propriétés de 2.

Probléeme 1.3. Etude des premiers nombres de Fermat
On pose pour tout n € N, F,, = 22" 4 1; F, est par définition le n-iéme nombre de
Fermat.

1. Soit m € N\{0}. Prouver que si 2™ + 1 est premier alors m est une puissance
de 2.

Calculer F, pour n < 4 et vérifier gu’ils sont tous premiers.
Montrer qu’a priori, un diviseur premier potentiel de F’5 est de la forme 64k + 1.
Montrer que Fj est divisible par 641 = 1 + 5.27 = 5% + 24,

Montrer que pour n # m, F, et F,, sont premiers entre eux et en déduire I’exis-
tence d’une infinité de nombres premiers.

o~ w D

Probléme 1.4. Utilisation des entiers de Gauss, théoréme des deux carrés

Onnote A = Z[i] = {a + ib|(a,b) € Z*} I’anneau des entiers de Gauss. Pour

z=ua+ib€ A, onpose N(a+ib) = a® + b2

1. Montrer que N est multiplicative, i.e. N(zz') = N(z)N(Z'); en déduire que
A* = {41, +i} ainsi que I’identité de Lagrange :

(a® + ) (c* 4 d*) = (ac — bd)? + (ad + be)?.
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2. En remarquant que tout nombre complexe peut s’écrire comme la somme d’un
élément de Z][i] et d’un nombre complexe de module strictement plus petit que
1, en déduire que A est euclidien mais que la division euclidienne n’est pas unique.

3. Soit S I’ensemble des entiers > 0 somme de deux carrés. Montrer que .S est stable
par multiplications.

4. Soit p un nombre premier. Montrer I’équivalence des points suivants :
* pestirréductible dans A ;
* p=3mod (4);
*pESs.

5. En déduire que les élements irréductibles de A modulo les éléments inversibles sont
les p premiers congrus & 3 modulo 4 et les a + ib tels que a? + b? est premier.

6. Montrer que sin > 2, alors n € S si et seulement si la multiplicité v,,(n) de p dans
n est paire pour tout p = 3 mod 4 («théoréeme des deux carrés ») .

Probleme 1.5. Un anneau non factoriel
Soit A := Z[iv/5] = {a+1ibv/5 / (a,b) € Z*}. On introduit I’application « norme » :
N(a + ib/5) = a® + 5b®> € N. On rappelle (1.10) qu’un élément z € A est dit
irréductible si et seulement s’il vérifie la propriété suivante :

z=z1z06t21 € A" = 29 € A"

1. Montrer que z € A* si et seulement si N(z) = 1 puis que si N(z) est un nombre
premier alors z est irréductible.
2. Montrer que tout élément z € A tel que N(z) = 9 est irréductible. En étudiant
alors I’égalité :
3% 3=(24iV5)(2 —iV5),
montrer que Z[i+/5] n’est pas factoriel (cf. 1.14).

3. Etudier de méme I’égalité 2.3 = a.bavec a = 1 + iv/5 et b = 1 — i/5; montrer
avec cet exemple que le lemme de Gauss n’est pas vérifié et que 2a et ab n’ont pas
de PGCD.
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Chapitre 2

Modules de type fini

Tous les groupes considérés dans ce chapitre sont commutatifs (on dit aussi
abéliens). Nous allons voir que tout groupe abélien peut-étre considéré comme
un Z-module. Or les propriétés fondamentales des Z-modules sont en fait
valables sans changement pour les modules sur les anneaux principaux. Comme
nous utiliserons ces propriétés au chapitre suivant pour les modules de type fini
sur un anneau de polynémes K'[X] (sur un corps K'), nous les avons énoncées et
démontrées dans le cadre plus géenéral des modules sur un anneau principal A.

D’autre part, certaines démonstrations sont présentées dans ce livre sous
forme d’algorithmes utilisant I’algorithme d’Euclide et I’algorithme d’Euclide
« étendu » (et donc I’algorithme de division). Si I’on veut que ces algorithmes
soient «effectifs» (i.e. programmables), il faut se placer sur un anneau A
dans lequel il existe un algorithme pour la division euclidienne, ce qui est le
cas de A = K[X], a condition que I’on sache programmer les additions et
multiplications dans K comme par exemple pour K = Q.

2.1 LE LANGAGE DES MODULES

Pour cette introduction, A est un anneau (donc pour nous commutatif et unitaire)
quelconque dont I’élément unité pour la multiplication est noté 1.

2.1.1. Généralités

Définition 2.1. Soit (M, +) un groupe commutatif. On dit que M est un A-module
s’il est muni d’une application A x M — M, ou I’on note ax I’image de (a, ), telle
que :
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1.Vae Aeta,y € M,a(x+y) =azx+ ay;
2.Va,be Aetx € M, (a+b)x = ax + bx;
3. Va,be Aetx € M, 1x = zeta(bx) = (ab)z.

Remarques2.2.

1. La définition de A-module est ainsi formellement la méme que celle de
K -espace vectoriel. Cependant lorsque A n’est pas un corps, nous verrons
qu’il y a des grandes différences ; en particulier un A-module ne possede
pas nécessairement une base. Les définitions de sous-modules, systémes de
générateurs, familles libres, bases, morphismes, images, noyaux, etc. sont
les mémes que dans le cas des espaces vectoriels ; elles ne seront pas toutes
répétées ici. Les propriétés des modules quotients sont aussi analogues a
celles des espaces vectoriels quotients ; cependant elles sont souvent moins
bien connues et nous avons pensé qu’il était nécessaire de les exposer en
détails dans le cadre de ce livre (paragraphe 2.1.2.).

2. Soient M et N deux A-modules. Un morphisme de A-modules M — N
est un morphisme de groupes additifs (M, +) — (V, +) qui est de plus A-
linéaire. Sauf mention du contraire, dans ce chapitre le mot « morphisme »
signifiera « morphisme de A-modules». Dans le cas ou A est un corps, on
retrouve la notion classique d’application linéaire entre espaces vectoriels.

3. Si (G, +) estun groupe commutatif, il est canoniquement muni d’une struc-
ture de Z-module, en définissant (pour n > 0) ngcommeg+g+---+g
n fois, et (—1)g comme —g. On dira plutdt « groupe » (sous-entendu com-
mutatif) que « Z-module ».

4. L’anneau A est lui-méme un A-module engendré par 1. Les sous-A-
modules (on dit simplement sous-modules) de A sont les idéaux.

5. Soit M un A-module, M; € M (1 < ¢ < n) des sous-modules. Alors,
comme pour les espaces vectoriels, ona M = M; & --- & M, si et
seulement si chaque élément m € M peut s’écrire de maniére unique
m=mi+- -+ myavecm; € M,.

6. Soit M un A-module, M; C M (1 < i < n) des sous-modules
tels que M = M; & --- & M,. On a alors un isomorphisme cano-
nique ¢ entre M et [, M; = M; x --- x M, (si m; € M; on
pose ¥(my + -+ + my,) = (my,...,my,)). Inversement, si on pose
[Ti-, M; = My x---xM,, chaque M, s’identifie & un sous-module f;(Z;)
de [T", M; par le morphisme f; : m € M; — (0,...,0,m,0,...,0) avec
m a la i-iéme place. On a alors :

=1 =1 =1

Notons qu’un isomorphisme analogue n’existe pas dans le cas des produits
infinis.
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7. Un A-module M est de type fini s’il admet un nombre fini de générateurs
(mq,...,myg). Le fait que (mq, ..., my) soit un systeme de générateurs est
équivalent au fait que le morphisme :

k
¢ AF = M, (A1, ) =D Amy
=1

est surjectif.

8. Soit M un A-module. L’ensemble des éléments A € A qui annulent M (i.e.
tels que Vm € M on ait Am = 0) est un idéal appelé annulateur de M et
noté ann(M). Par exemple,si M = A/I,onaann(M) = I.

2.1.2. Quotients

Définition 2.3. Soient M un A-module, N C M un sous-module. On définit une
relation d’équivalence sur M de la maniére suivante : on dit que deux éléments ., et
msy de M sont équivalents si m; — mg € IN. L’ensemble quotient pour cette relation
d’équivalence se note M /N et est muni d’une structure de A-module propagée par
celle de M, i.e.telle que I’application canonique = : M — M /N soit un morphisme
surjectif de noyau N (appelé morphisme canonique).

Si I’on note @ = m(m) la classe d’un élément m € M, la structure de module sur
M /N est définie par iy + g = my + mo etpour A € Aetm € M, \im = Am.
Il est immédiat de vérifier que ces opérations définissent une structure de module sur
M /N telle que I’application 7 soit un morphisme surjectif.

Le quotient est caractérisé par la propriété suivante (appelée « propriété universelle du
quotient », cf. 1.19) :

Proposition 2.4. Soient N C M deux modules, 7 : M — M/N le morphisme
canonique, ¢ : M — My un morphisme tel que N C ker ¢; il existe alors un
morphisme unique ¢ : M/N — M; tel que ¢ o m = ¢. Réciproquement I’existence
d’un tel morphisme implique N C ker¢. De plus le morphisme ¢ est injectif si et
seulement si N = ker ¢.

On a donc sous I’hypothése N C ker ¢ un «diagramme commutatif » :

La démonstration est la méme que celle de la proposition 1.19.

On utilise cette proposition de la maniere suivante : pour définir un morphisme
¢ : M/N — My, il est équivalent de définir un morphisme ¢ : M — M tel que
N C ker ¢.
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\oici quelques propriétés classiques des quotients, toutes consequences directes de la
proposition 2.4 :

Corollaire 2.5. « Décomposition canonique d’un morphisme ».

Soient M et M deux A-modules, ¢ : M — Mj un morphisme, = : M — M/ ker ¢
le morphisme canonique. On a alors une décomposition de ¢ dite « décomposition
canonique» : ¢ = i o ¢ o 7 o 7 est I’injection canonique : ¢(M) = Im(M) — My,
et ¢ un isomorphisme : M/ ker ¢ — ¢(M).

M -2 M

o |

M/ ker ¢ L o(M)

Corollaire 2.6. Soient M, N, P trois A-modules tels que N C P C M. Alors
I’injection canonique f : P — M «passe aux quotients » pour donner une injection :
f: P/N — M/N ce qui permet d’identifier P/N et son image par f. On a alors
avec cette identification :

(M/N)/(P/N) ~ M/P.

Exemple 2.7. Prenons M = Z, P = aZ, N = abZ, a et b étant deux entiers. On a
alors (Z/abZ)/(aZ /abZ) ~ Z/aZ. Notons que Z/bZ ~ aZ/abZ (exercice).

Corollaire 2.8. Soient N;,M; (1 < i < n),M des A-modules tels que Vi,
NiCc M; c M,M =&, M, Posons N = ;| N; (N C M).On aalors un
isomorphisme canonique :
n
M/N ~ P (M;/N;).

=1

Un cas particulier du corollaire précédent est le suivant : soient M et M5 deux sous-
modules d’un A-module M tels que M = M; @ Mo, alors M /M; ~ M, (on applique
le corollaire précédent avec N1 = M, Ny = {0}).

Le corollaire 2.5 résultant d’un simple changement de notations dans la proposition
2.4, nous allons démontrer le corollaire 2.6 (la démonstration du corollaire 2.8, immé-
diate, est laissée au lecteur).

Démonstration. (du corollaire 2.6) : soit 7 le morphisme canonique : M — M/N,
f = mo f.Le morphisme f se factorise par un morphisme injectif f : P/N — M/N
d’apres la proposition 2.4. Toujours d’apres la proposition 2.4, le morphisme
canonique m; : M — M/P se factorise par un morphisme (encore surjectif) :
m : M/N — M/P (car N C kerm; = P) dont le noyau est I’image de f(P) par
7 égale a I’image de f (cf. le diagramme commutatif ci-dessous) identifiée a P/N.
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M

L
P/N —LovyN Ty
On peut alors appliquer le corollaire 2.5 au morphisme (surjectif) 77. |

Remarque 2.9. Soit I un idéal de A. Le A-module quotient A/I est alors
naturellement muni d’une structure d’anneau propagée par celle de A via le
morphisme canonique 7 : A — A/I :six,y € A/I, il existe a et b dans A
tels que w(a) = x,m(b) = y. On pose alors zy = m(ab), et il est immediat
de voir que cette multiplication est bien définie et fait de A/ un anneau avec
unité 7(1) (que I’on note aussi 1 en général).

2.2 CALCUL MATRICIEL SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

Dans toute la suite de ce chapitre, A désignera un anneau euclidien pour lequel il
existe un algorithme pour la division euclidienne. Nous utiliserons le calcul matriciel
seulement pour les anneaux A = Z et au chapitre suivant pour A = K[X], K étant
un corps.

Rappelons quelques propriétés d’un tel anneau A.

1. Un élément p € A est irréductible si et seulement si I’anneau quotient A/(p) est
un corps (cf. le corollaire 1.39 pour le cas A = Z; la preuve est la méme pour tout
anneau principal).

2. L’anneau A est contenu dans son corps des fractions K (A) (définition 1.12).
3. L’anneau A est factoriel (théoréme 1.30).

2.2.1. Trigonalisation

La présentation de cette section est inspirée de [3]. On note M, ,,(A) I’ensemble
des matrices de taille n x m (n lignes et m colonnes) a coefficients dans A. On note
M., (A) I’ensemble des matrices de taille n x n & coefficients dans A, SL,(A) le
sous-ensemble de M, (A) formé des matrices de déterminant 1.

Lemme 2.10. Une matrice M € M, (A) est inversible si et seulement si
det M € A*. En particulier M € M,(Z) est inversible si et seulement si
det M = +1.

Démonstration. Si la matrice M est inversible, il est clair que son déterminant aussi
(dans I’anneau A). Inversement, on a la formule suivante pour une matrice a coeffi-
cients dans un anneau :

tco(M) x M =det M x I,
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(co(M) est la matrice des cofacteurs, et I,, la matrice identité de taille (n,n)). Si
det M est inversible dans A, on peut diviser par det M, etI’on a:

(det M)~ (*co(M) x M) = I,,
d’ou
M~ = tco(M)(det(M))™ .
|
En particulier toute matrice M € SL,,(A) est inversible.

Le lemme suivant est le lemme technique essentiel pour tout ce qui concerne la calcul
matriciel sur A.

Lemme 2.11. Soient x et y deux éléments de A, z un PGCD de x et y (défini a
multiplication par un élément de A* pres). Il existe alors une matrice :

<j f) € SLy(A)

SHIHEIY ®

Démonstration. On peut supposer que (z y) # (0 0) (sinon, tout est nul). 1l existe
alors deux éléments u et v dans A tels que z = ux + vy (formule (1) du chapitre 1) (si
x = 0 (resp. y = 0), on prend « = 0 (resp. v = 0) par convention). Alors la matrice

SONSED ®

convient, car z étant un PGCD de x et y, il les divise. |

telle que :

Remarques2.12.

1. La multiplication a gauche d’une matrice M € M,, ,,(A) par un élément
de SL,,(A) revient a effectuer des manipulations sur les lignes de M. Si on
veut manipuler les colonnes, il faut multiplier a droite par un élément de
SL,,(A), ce que nous ferons au paragraphe suivant; dans le cas du lemme
2.11, cela donnerait I’égalité suivante (obtenue en transposant (1)) :

(53 -C¢o ®

2. Dans le cas ou 2z = 0, on pose u = 0 par convention et I’on obtient :

25

3. Dans le cas ou z|y, on a (z,y) = (z), donc un PGCD de z et y est z, et

I’on pose :
a BY 1 0
v o)  \~y/z 1)
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Nous allons utiliser la matrice de taille (n, n) suivante :

1 0 ... ... 0
0o . 0
1
0 a 0 J6]
: 1
Lia=(%P2) = 4
7,k (7 5>j,k ()
1
v 0 0
1
0 ... 1

« étant a la place (7, j) (sur la j-ieme ligne et la j-iéme colonne), 3 a la place (j, k),
alaplace (k,7) et ¢ alaplace (k, k). Notons [; la ligne d’indice 7 d’une matrice M.

Lemme 2.13. La multiplication & gauche d’une matrice M € M,, ,»,(A) par la
matrice L; remplace I; et [ par al; + Bl et vl; + ol respectivement. De plus,
det L = ad — (3.

Démonstration. Exercice laissé au lecteur sur la multiplication des matrices. |

Proposition 2.14. Soit M € M,, ,,(A). Il existe alors une matrice L € SL,(A)
telle que LM = M’ soit triangulaire supérieure (i.e.avec des zéros sous la diagonale
principale).

Démonstration. La démonstration consiste a appliquer plusieurs fois les lemmes 2.11
et 2.13 pour faire apparaitre des zéros sous la diagonale principale.

a) Soit M = (a;;) (1 <i < n, 1 <j < m). Multiplions M a gauche par la matrice
Ly = Ly 5 (cf. (4)), avec «, 3, et § choisis de fagon a ce que la premiére colonne de
g avec (d) = (a11,a91) (i.e.d estun PGCD de aq; et
as1); onadonc (d’aprés le lemme 2.11) :

<3 ?) - (_aﬁﬁ/d alf/d)’

u et v Vérifiant d = wai; + vagr. On a en particulier ad — By = 1 et donc
Ly € SL,,(A) etlamatrice My = Ly M aun zéro a la place (2,1).

b) On multiplie ensuite A/; a gauche par une matrice Lo de la forme L, 3 pour faire
apparaitre un zéro a la place (3, 1) (ce qui remplace d par d; tel que (dy) = (d, as1),
et ainsi de suite jusqu’a ce que I’on obtienne la matrice M,, 1 = L,,_1--- L1 M dont
la premigre colonne est de la forme *(d,,_1 0...0), d,,_1 étant un PGCD de tous les
éléments de la premiére colonne de M.

My = LiM commence par
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¢) On continue de méme avec la seconde colonne, en commencant par multiplier a
gauche par une matrice Lo 3 de fagon a laisser la premiére ligne inchangée et de ne
«manipuler» que les lignes I», ..., I, ce qui implique aussi que la premiére colonne
des nouvelles matrices reste égale a *(d,—; 0...0) (les coefficients de Lo 3 étant
choisis pour faire apparaitre un zéro a la place (3, 2)).

d) Une récurrence immédiate achéve la preuve. |

Siv:= (a;...ay,) estun vecteur ligne, on dit que v est de longueur n — p si p est le
plus grand entier tel que a; = - -- = a,, = 0 (si tous les a; sont nuls, la longueur de v
est 0). Onaalors :

Corollaire 2.15. Soit M € M, ,,(A). Il existe L € SL,(A) telle que la longueur
des lignes de la matrice LM décroisse strictement (en particulier LM est triangulaire
supérieure dans le cas ou n = m).

Démonstration. Par une facile récurrence sur m (nombre de colonnes) :

a) si la premiére colonne n’est pas constituee que de zéros, on applique la méthode
précédente pour obtenir une nouvelle matrice dont la premiére colonne est de la forme
Y(x10...0), x1 étant un PGCD (donc non nul) des éléments de la premiére colonne
de M. On applique ensuite I’hypothese de récurrence a la matrice M’ formée des
éléments a;;, avec i > 2etj > 2,

b) si la premiere colonne est nulle, on applique I’hypothése de récurrence a la matrice
M" formée des éléments a;; avec j > 2 (et quelconque, i.e. toutes les lignes). W

2.2.2. Echelonnement

Rappelons que pour deux éléments a et b de A, la notation a | b signifie que a divise b.
Par convention, tout élément de A divise 0.

Définition 2.16. Soit M une matrice de taille (n,m) a coefficients entiers. On dit que
M est réduite (ou échelonnée) si :

ai1 0 e 0

©)

pnpn .- 0
avec
Qg g | Qi41,541, 1 < ) < inf(n,m) —1.

Sur la figure, on a représenté une matrice M avec n < m. Il esta noter que les derniers
a; ; peuvent étre nuls et que tous les eléments non sur la diagonale sont nuls.
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Théoréme 2.17. Soit M une matrice de taille (n, m) a coefficients dans A. Il existe
alors L € SL,Aet R e SLy,(A) telles que :

M =LMR

soit réduite.

Remarque 2.18. L’énoncé analogue sur un corps K est que toute matrice
M € M,, ., (K) est équivalente & une matrice M’ de la forme

f_ (I 0
= (i 0),

I désignant la matrice identité de taille », équivalente signifiant que
M’ = LMR avec L € GL,(K) et R € GL,,(K). Lentier r est le
rang de M.

Comme pour la proposition 2.14, la démonstration du théoréeme 2.17 se fait en plu-
sieurs étapes, en appliquant a chaque fois le lemme 2.13 pour manipuler les lignes, et
en transposant (et multipliant a droite) pour manipuler aussi les colonnes. La démons-
tration est présentée comme un algorithme qui utilise des sous-algorithmes que nous
appellerons procédures.

Définition 2.19. Soita € A, a # 0, a = Ap; ... px Sa décomposition en éléments
irréductibles de A (A € A*) distincts ou non. L’entier & s’appelle la longueur de a et
se note [(a).

L’entier k est bien déterminé puisque I’écriture a = Ap1 ... pi est unique a I’ordre des
p; prés si I’on prend les p; dans un systéme représentatif fixé 7 d’éléments irréduc-
tibles (définition 1.14). Par exemple, si A = Z, le nombre —120 est de longueur 5, car
ona—120 = -2335=—(2x2x2x3x5).

Décrivons maintenant la premiére étape de I’algorithme.

Proposition 2.20. Soit M/ € M,, ,,, M = (a; ;). Il existe une matrice L € SL,(A)
telle que dans M’ = LM la premiére colonne soit de la forme

/
a1
0

avec les conditions suivantes :

1. si ay; divise chaque a;; (i > 1), la ligne [; de M est inchangée (en particulier
ajy = ain),

2. sinon, I(a} 1) < l(a11).
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Démonstration. (procédure « ASC» pour « Annulation d’une sous-colonne »)
Appliquons I’algorithme de la proposition 2.14 a la matrice colonne :

ai1

an,1

il existe une matrice L € SL,(A) telle que

/
ai,1 a1
Cl2,1 0
an,1 0
avec a’L1 =PGCD(ay1,a21,---,an,1). Alors,

1. si ay,; divise tous les a; 1 (¢ > 1), les matrices de passage successives sont de la

forme :
1 0
v 1

(remarque 2.12), et donc la ligne [, est inchangée ;

2. sinon I’élément a’L1 est un diviseur strict de a; ; puisque c’est le PGCD des a; 1

(I <i<n);onadonci(a) 1) <l(a1). -

Remarque 2.21. En échangeant les lignes et les colonnes, la méme démons-
tration définit une procédure « ASL» (annulation d’une sous-ligne) qui an-
nule une sous-ligne dans les mémes conditions que ci-dessus, en multipliant a
droite par un élément de SL,,(A).

Lemme 2.22. |l existe deux matrices L € SLy(A) et R € SL,,(A) telles que dans
la matrice LM R, la colonne d’indice 1 soit de la forme :

a1
0
G = .
0
et la ligne d’indice 1 de la forme :
I = (@110...0).

Démonstration. Procédure « ASCSL » ( « Annulation d’une sous-colonne et d’une
sous-ligne a la fois »).

On applique la procédure ASL pour obtenir une matrice M’ avec dans la ligne I},
“ll,j = 0 pour les indices j > 1, puis la procédure ASC a cette matrice M’ pour
obtenir M" = (aj;). Alors :
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— soit I’élément a ; divise tous les éléments a; |, 7 > 1 de la sous-colonne d’indice
1, et la ligne ) est inchangée (proposition 2.20) ; on a donc annulé a la fois la sous-
ligne et la sous-colonne d’indice 1 (et af; = d});

— soit ce n’est pas le cas, et la ligne [} est éventuellement modifiée (et donc les zéros
de la sous-ligne peuvent disparaitre). Mais dans ce cason a l(af ;) < I(aj ), eton
refait la procédure ASL pour la matrice M ",

Comme la longueur de I’élément a4 ; est finie, disons égale a k, au bout de £ étapes
au plus la longueur ne baisse plus, et la procédure s’arréte. [ |

Lemme 2.23. |l existe deux matrices L € SL,(A) et R € SL,,(A) telles que dans
la matrice LM R le résultat soit le méme que dans le lemme 2.22, mais que en plus
I’élément @ ; divise tous les éléments de la sous-matrice (G; j)i>1,j>1-

Démonstration. Procédure « RSCSL » (« Réduction d’une sous-colonne et d’une
sous-ligne a la fois »).

Si apres la procédure ASCSL I’élément @, ne divise pas un elément a; ; avec
i > 1,5 > 1, on remplace la ligne i1 par i1 + I;. Cela se fait en multipliant & gauche
par un élément de SL, (A) (lemme 2.13). Dans la matrice M' obtenue, I’élément
a1,1 N’a pas change, mais cette fois ne divise pas I’élement a%’j = a; j. On réapplique
alors la procédure ASLSC pour annuler la sous-ligne et la sous-colonne de M !, ce qui
fait baisser la longueur de I’élément d’indice (1, 1) (proposition 2.20). Au bout d’un
nombre fini de telles étapes, la procédure s’arréte. |

Démonstration. (du théoreme 2.17).
Appliquons la derniére procédure RSCSL a la matrice M. On obtient alors une matrice

My = LM R de laforme
M — a’l,l 0
1=\lo v

I’élément a/ ; divisant tous les éléments de la matrice Y. On répéte alors la méme

procédure & la matrice Y ce qui donne un matrice Y, = L1YRyavec Ly € SL,,_1 (A)

et Ry € SLy,—1(A). Comme a’l’l divise tous les élements y; ; de Y, il divise tous les

éléments de Y7 puisque ceux-ci sont combinaisons linéaires d’éléments de Y.

On pose alors L1 = <1 0 ) € SL,(A) et Ry = (1 ) ) € SL,,(A) eton
0 Ly 0 R;

continue récursivement. [ |

2.3 MODULES LIBRES DE TYPE FINI

Dans ce paragraphe (et les suivants), I’anneau A est toujours un anneau principal (en
fait A = Z ou A = K[X]), bien que certaines des notions étudiées ci-dessous aient
un sens pour un anneau plus général.
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2.3.1. Rang

Définition 2.24. Ondit qu’un A-module M est libre de type fini s’il possede une base
finie (f1,..., fn)-

Exemples 2.25.
1. Posonse; = (1,0...,0),...,e, = (0,...,1). Le module produit A™ est libre de
base (e, ..., ey,). Cette base est dite « base canonique ».

2. Le Z-module Z /nZ n’est pas libre pour n # 0.

Proposition 2.26. Soit L un A-module libre ayant une base (f1, ..., f).
1. Le morphisme ¢ : L — A™ défini par ¢(f;) = e; est un isomorphisme.
2. L’entier n ne dépend pas de la base choisie. On I’appelle le rang de L.

Démonstration. Le fait que le morphisme ¢ soit défini par ses valeurs aux éléments
fi vient de la définition d’une base. Le fait que ce soit un isomorphisme est évident
(considérer le morphisme inverse v défini par ¢(e;) = f;).

Pour montrer 2., il faut montrer que si I’on a un isomorphisme ¢ : A" — A™,
alors n = m. Nous allons nous ramener au cas des espaces vectoriels, et utiliser
I’invariance de la dimension. Soit p € A un élément irréductible (donc non inversible).
Le quotient A/(p) est alors un corps k (proposition 1.39). Pour un A-module M,
notons pM I’image de la multiplication par p (ensemble des éléments de M de la
forme pm pour m € M). Dans le cas du module libre A™, On a pA™ ~ (pA)™, et
A" pA™ ~ (A/pA)"™ = k™ (corollaire 2.8).

Si maintenant ¢ : M — M’ est un morphisme de modules, on a
o(pM) C pM’, ce qui implique que ¢ «passe aux quotients», i.e. que I’on a un
diagramme commutatif :

M L M

7TJ/ w’l
M/pM —2— M’ /pM’

7 et ' étant les morphismes canoniques de passage au quotient. Appliquant ce fait
aux modules M = A™, M’ = A™ et a I’isomorphisme ¢, on voit que le morphisme
¢ est un morphisme surjectif ™ — k™. On a donc n > m puisque k est un corps. En
échangeant les roles de n et m, on voit que n = m. |

2.3.2. Sous-modules d’'un module libre

Nous allons tout d’abord donner des consequences de la proposition 2.14.
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Proposition 2.27. Soit GG un sous-module de type fini de A™. Alors G est libre de rang
m < n.

Démonstration. Soit (v1,...,vp) un systéme de générateurs de G, avec v; € A",
On peut former une matrice M a coefficients dans A et de taille (p,n) (les lignes
de M sont les v; exprimés dans la base canonique de A™). En appliquant le corol-
laire 2.15, on obtient une matrice M; = LM avec m lignes non nulles wq, . .., wy,
de longueur strictement décroissante (on a donc m < n et m < p). Les vecteurs
w; (1 <4 < m)sontdans G (car combinaisons linéaires a coefficients dans A des
v;), libres (car la longueur des w; est strictement décroissante), et générateurs car la
matrice L € SL,(A) étant inversible, larelation M = L~!M; exprime les v; comme
combinaisons linéaires des w; a coefficients dans A. |

Théoreme 2.28. Soient L un A-module libre de rang n, N C L un sous-module.
Alors N est libre de rang m < n.

Démonstration. On peut supposer que L = A™ (proposition 2.26). D’aprés la propo-
sition 2.27, il suffit alors de montrer que NV est de type fini. Raisonnons par récurrence
sur n.

a) n = 1. Dans ce cas, NV est un idéal de A, donc engendré par un élément a puisque
A est supposé principal. On a alors N = aA et la multiplication par ¢ donne un
isomorphisme A ~ Aa.

b) Passage de n—1 an. Soit 7ty le morphisme N — A défini par 71 (a1, ...,a,) = a1
(restriction @ N de la premiere projection A™ — A). L’ensemble 71 (V) est alors
un sous-module de A, donc un idéal engendré par un élément b;. On suppose
by # 0, sinon N est contenu dans le sous-module engendré par (es,...,e,)
((e1,...,en) est la base canonique de A™), isomorphe & A™~! et on peut appliquer
I’hypothése de récurrence. Soit g3 € N un élément tel que m1(g1) = b;. Posons
Ny =NN(Aes @ --- @ Aey). Montrons que I’on a alors :

N:glA@Nl

Eneffetsiz € g1AN Ny, onaz = Ag1 (A € A), mi(x) = Aay et i (x) = 0 puisque
x € Ny;onadonc A = 0 puisque a1 # 0 par hypothése (A étant principal, il est
intégre). On a ainsi g1 A N N7 = (0).

D’autre part on a N = g1A + Ny, car si x € N, posons mi(z) = ub; avec
@ € A.On écrit alors x = gy + (x — pgr), et comme 7y(x) = pmi(g1), on a
x — pg1 € Np = ker ;. Onadonc bien N = g1 A @ N7 et on applique I’hypothese
de récurrence a N7 (contenu dans Aes @ - - - @ Aey,). [ |

2.3.3. Bases adaptées

Donnons maintenant une conséquence du théoreme 2.17.
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Théoréme 2.29. Soit N C A"™ un sous-module de A™. Il existe alors une base
(f1,...,fn) de A™ etdes élémentsa; € A, 1 < i < ntelsque:

ai | az || an,
les (a; f;) tels que a; # 0 forment une base de V.

De plus, la suite des idéaux (a;) satisfaisant ces conditions est unique (les (a;) ne
dépendent que de N et non de son plongement dans A™).

Démonstration. On sait que NV est libre de rang m < n (théoreme 2.28); soit
(91,---,9x) un systtme de générateurs de N avec m < k < n. En écrivant les
vecteurs g; (développés sur la base canonique de A™) en colonnes, et en complétant
par n — k colonnes de 0 placées au début, on obtient une matrice M € M, (A)
(«matrice de passage» dans le cas ou m = n). Appliquons le théoréme 2.17 a la
matrice M. Il existe donc L € SL,Aet R € SL,(A) tellesque M’ = LM R soit
réduite avec des eléments a; ; sur la diagonale que I’on note simplement a;.

Si I’on fixe la base de A™ (qui sauf mention du contraire est la base canonique), une
matrice B € M,,(A) s’interpréte comme une application linéaire de A™ dans A™ que
nous noterons encore B. L’application correspondant a la matrice M’ se décompose
alors en trois applications linéaires :
An Lo qn A qn L gn

telles que L et R soient inversibles et que I’image de M soit le sous-module NV de A™.
Si on note (e;)1<i<n la base canonique de A™, on définit (f;)1<i<, comme I’image
inverse de (e;) par L : L(f;)) = e (1 < i < n). La famille (f;)1<icn est
bien une base de A™ puisque L est inversible, et comme LM R(e;) = a;e;, ONn a
MR(e;) = a;fi, 1 < i < n(cequiestune autre fagon de définir les f;), et donc les
(a;f;) tels que a; # 0 forment une base de ImM = N satisfaisant aux conditions de
I’énoncé.

L’unicité des idéaux (a;) sera démontrée au paragraphe suivant (remarque 2.38). W

Définition 2.30. Labase (f1,..., f,) S’appelle une base adaptée au sous-module N
de A™.

2.4 MODULES DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

Définition 2.31. Soit M un A-module. On dit que m € M est un élément de torsion
s’il existe A € A, A # 0, tel que Am = 0. L’ensemble des éléments de torsion de M
est noté M. Si My = {0}, on dit que M est sans torsion. Si M = M, on dit que M
est un module de torsion.

Il est clair que M; est un sous-module de M : on dit que M, est le sous-module de
torsion de M.
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Exemple 2.32. Un module libre est sans torsion. Sia € A, a # 0, le module A/(a)
est un module de torsion (tous ses éléments sont annulés par a). En revanche, si a = 0,
le module A/(a) est isomorphe & A donc libre de rang 1.

Nous allons démontrer le théoréme de structure fondamental suivant :

Théoreme 2.33. Soit Mun A-module de type fini, M; son sous-module de torsion.
Alors :

1. le sous-module M, est de type fini;
2. il existe un sous-module L C M libre de rang r tel que
M = M; & L;
3. il existe des eléments ay, . .., a, de A tels que :
* les a; sont non nuls et non inversibles,
* ailas]...|aq,

o My~A/(ar) x - x A/(aq)
(et donc il existe des sous-modules M; de M, tels que M; ~ A/(a;) et que

Mt=M1G9"'@Mq)§

4. I’entier r et les idéaux (a1),. .., (aq) sont uniques (ils ne dépendent que du mo-
dule M).

Définition 2.34. L’entier »r = dim L est le rang de M. Les idéaux non nuls
(a;) (1 < i < q) sont les facteurs invariants de M.

Le théoreme 2.33 entraine immédiatement la réciproque du fait qu’un module libre est
sans torsion (dans le cas d’un module de type fini) :

Corollaire 2.35. Soit M un A-module de type fini sans torsion. Alors M est libre.

Remarque 2.36. Le corps des rationnels Q est un exemple de Z-module sans
torsion et non libre (si g1 = a/b et g2 = ¢/d sont deux rationnels non nuls, on
a larelation bcq; — adga = 0). Q n’est donc pas un Z-module de type fini, car
sinon cela contredirait le corollaire 2.35.

Démontrons maintenant le théoréme 2.33.

a) Existence. Le module M est par hypothese de type fini. Soit (m1,...,m,) un
systeme (fini) de générateurs de M. Posons L1 = A™, on peut alors définir un mor-
phisme :

f:L1— M
tel que f(e;) = m;, 1 < i < m; ce morphisme est surjectif par définition d’un
systeme de générateurs (remarque 2.2). Soit N = ker f. On peut appliquer le théoréme
2.29 au sous-module N de L, : il existe une base (fi, ..., f,) de L; et des éléments
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b; € Atelsque by|be|...|b, etqueles (b;f;) tels que b; # 0 forment une base de N.
Supposons que :

e by,..., b soient inversibles,
* bry1,...,br+q SoOient non inversibles et non nuls,
A bk+q+1 ::bnzo

Posons alors a; = biy; (1 < i < q) etr =n — g — k. Le passage au quotient de L
par ker f (en appliquant le corollaire 2.8) donne I’existence de la décomposition de M
en [ A/(a;) x A". Le passage a I’écriture en somme directe des M; ~ A/(a;) et L
est alors automatique : cf. la remarque 2.2.

b) Unicité. Comme L ~ M /M;, son rang ne dépend que du module M (proposition
2.26).

Il faut montrer maintenant I’unicité des idéaux (a;) tels que 1 < i < ¢, i.e. la
proposition suivante :

Proposition 2.37. Soit A un anneau principal. On considére un A-module M tel que :
M~ ——x- X — (6)

ou les a; sont des éléments non nuls et non inversibles de A tels que a1|as]|. .. |aq.
Alors les idéaux (a;) sont uniqguement déterminés.

Démonstration. Supposons que I’on ait deux décompositions pour le A-module M :

M:ix...xi:Ax...xA (7)
(a1) (ag)  (ay) ()

vérifiant les hypotheses de la proposition.
Rappelons que I'annulateur de M (remarque 2.2), noté ann(M), est I’idéal de A
formé des éléments A\ qui annulent M. On voit alors immédiatement que ann(M)
= (aq) = (a). On déduit de (7) qu’il existe des sous-modules M; (resp. M) de M

~ A ~ A
tels que M; ~ D) (resp. M ~ (a_;)) .

M=M® - dM;=M & & M.

Posons M = My @ --- @ M, 1 et M' = M| @--- @& M!_;;onaM = M & M, et

M' = M' @ M! avec de plus M, ~ M/ ~ ﬁEM)' Si on note ¢ un isomorphisme :

M, — M, tout z € M s’écrit de maniére unique comme
r=2+x1 = + ¢(21)
avec & € M,z € M, ¥ € M’

L’application ¢ de M dans M’ définie par (&) = &‘ est un isomorphisme comme on
le voit immédiatement.
Onadonc M ~ M’; une récurrence immédiate sur I’entier ¢ acheve la preuve. W
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Remarque 2.38. Cette derniere démonstration prouve aussi I’unicité des
idéaux (a;) dans la définition d’une base adaptée (définition 2.30). Soit en
effet N C A™ un sous-module, (f1,... f,) une base de A™ et a; € A tels que
ai|...lan, agy1 = -+ = a, =0, aq # 0 etqueles (a;f;) (i < g) forment
une base de V. Supposons a1, . .., ai inversibles, ax1 non inversible. Posons
M = A"/N. Alors :

n
M ~ @ A/(a;);
i=k+1
d’apres la proposition 2.37, les idéaux (a;) ,k + 1 < i < ¢, sont uniquement
déterminés. Il en est de méme de I’entier n — ¢ qui est le rang du module libre
M /M, et donc des entiers & et ¢ (puisque n, rang du module libre A™, fait
partie des données).

2.5 MODULES INDECOMPOSABLES

Soit M un A-module de torsion de type fini. Nous allons montrer un deuxiéme
«théoréme de structure », a savoir que M peut se décomposer en une somme directe
de modules « indécomposables ».

Définition 2.39. Un A-module M est dit indécomposable s’il n’est pas isomorphe a
la somme directe de deux A-modules non nuls.

Proposition 2.40. Soit M un A-module de type fini; les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. le module M est indécomposable ;

2. M ~ A, ou il existe un élément irréductible p € A et un entier a > 0 tels que :

M ~ A/(p®).

Démonstration. 1. = 2. D’apreés le théoreme 2.33 on peut supposer M = A/(a); si
I’élément a possede au moins deux facteurs irréductibles, il résulte du lemme chinois
que M n’est pas indécomposable.

2. = 1. L’anneau A étant integre, il est clair que le A-module A est indécomposable.

Si o > 0, les sous-modules de M = A/(p®) sont engendrés par les images dans M
des éléments p” pour v < « (proposition 1.36 ; la démonstration est la méme dans tout

anneau principal). Si M et M5 sont deux tels sous-modules, on a toujours My C Mo
ou Ms C M ; ils ne peuvent donc pas étre en somme directe. |

Définition 2.41. Soient M un A-module, p € P un élément irréductible. On note
M (p) I’ensemble des éléments x € M annulés par une puissance de p, i.e. tels qu’il
existe un entier o avec p®x = 0. Un tel z est appelé élément de p-torsion.

Il est clair que M (p) est un sous-module de M.
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Avant d’énoncer le deuxieme théoréme de structure, rappelons que I’annulateur de M
(remarque 2.2) se note ann(M). Si M est un A-module de torsion de type fini, on a
ann(M) # (0), car si (e, .. ., ex) est un systéme de générateurs de M et \; € A sont
des éléments non nuls tels que \;e; = 0, I’élément non nul \ = Hle A; appartient a
ann(MM).

Pour les résultats d’unicité, nous aurons besoin de fixer un systeme représentatif P
d’éléments irréductibles de A (par exemple les polynémes irréductibles unitaires si
A = K[X)).

Théoréme 2.42. Soit M un A-module de torsion de type fini, () = ann(M) son
annulateur. Alors :

1. M = @ M (pi)

piEP, P7'|Cl
et M(p;) # (0) pour chaque élément irréductible p; tel que p;|a;

2. Il existe une suite d’entiers v;; < v < --- < v uUnique telle que, pour chaque
élément irréductible p; € P, p;la:

k
M(p;) ~ [ A/@]))
j=1

(ce qui est équivalent a I’existence de sous-modules M;; C M(p;) tels que
M(p;) = @ M et My; ~ A/ (p;")) ;
3. la décomposition :
M~ A/
,J
est I’unique décomposition de M en produit de modules indécomposables (a iso-
morphisme pres et a I’ordre pres des facteurs).

Démonstration. Le théoreme 2.33 donne une décomposition :
q
M~ P M; (8)
j=1
en somme directe de sous-modules monogenes M; ~ A/(aj), avec aq]...|aq.
Comme I’annulateur d’un module A/(a;) est (évidemment) I’idéal (a;), on voit que

I’annulateur de M est I’idéal (a) = (a,) puisque a;|a, pour tout j.
Le lemme suivant est une version du « lemme chinois ». |

Lemme 2.43. Soita € A unélémentnonnul, a = X[];_, p/* sa décomposition en
facteurs irréductibles (A € A* p; € P). On a alors une décomposition en somme

directe : s
Af(a) =P M,
=1

avec M; ~ A/(pf").
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Démonstration. La démonstration est la méme que celle du théoréme chinois (théo-
reme 1.48). [ |

On déduit de (8) et du lemme précédent une décomposition de M en somme directe :

M = @ M;j avec M;; ~ A/(p;")

7

les p; étant des diviseurs de a, les p; et les v;; étant determinés de maniere unique
(car les idéaux (a;) sont déterminés de maniére unique et la décomposition du lemme
2.43 est unique a I’ordre pres des facteurs). Les M;; etant indécomposables, il suffit
maintenant pour démontrer le théoréme de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.44. Avec les notations ci-dessus, on a M (p;) = D, M,;.

Démonstration. Pour p; # pj, p; et p]”.-’k sont premiers entre eux ; I’image de p; dans
A/(p;-/jk) = My, est donc inversible ce qui implique M (p;) N M;;, = (0). On a donc
M(pl) :@j MZ] |

Cela achéve la démonstration du théoreme.

Remarques 2.45. Pour la commaodité du lecteur, nous allons récapituler les
théorémes de structure pour un module M de type fini sur un anneau principal.

1. Si My C M estle sous-module de torsion de M, il est de type finiet I’'ona:
M=M;&dL

ou L est un module libre de rang fini.
2. Il existe des éléments a1, . .., a, de A tels que
* les a; sont non nuls et non inversibles;
s ailag|...|ag,
tels que :
My~ Af(a1) x--- x Af(aq)

(théoreme 2.33) ; I’annulateur de M, est alors I’idéal (a,) ; les idéaux (a;)
ne dépendent que du A-module M.

3. Soit M; un module de torsion de type fini,(a) son annulateur, P un systeme
représentatif d’éléments extrémaux de A;ona:

M= @ Mip),
piepvp7'|a

M, (p;) désignant I’ensemble des éléments de p;-torsion de M, (théoreme
2.42).
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4. Sip; € P, p;la, il existe une suite croissante d’entiers v;; < vjo < -+ < v
unique telle que :

k
Mi(pi) ~ [] A/()
j=1

(théoréme 2.42).
Exemple2.46. Prenons A =Z, M = M, = Z/96Z x Z/72Z x Z/10Z.
Ona96=2°x3,72=2%x 32 dou:
M ~7/32Z x Z/3Z x Z/8Z x Z/9Z x Z /27 x Z/5Z
par le théoreme chinois. On a donc :

M(2) ~ Z/32Z x Z/8Z x Z/2Z
M(3) ~ Z/9Z x Z/3Z 9)
M(5) ~ Z/5Z.

Pour trouver la décomposition du théoreme 2.42, on lit le tableau ci-dessus «en
lignes», et on trouve M = M (2) @ M (3) & M(5).

Pour trouver la décomposition du théoreme 2.33, on lit le tableau ci-dessus «en co-
lonnes » (en commencant par la fin si on veut suivre I’ordre de I’énoncé), et on re-
groupe les facteurs de chaque colonne en utilisant le théoréme chinois. On trouve
donciciag = 32 x 9 x 5 = 1440 (annulateur de M), as = 8 x 3 =24, a; = 2,d’ou
la décomposition M ~ Z /27 x Z/247Z x Z /1 440Z.

2.5.1. Cas des groupes abéliens

Comme nous I’avons remarqué plus haut, tout groupe abélien GG est canoniquement
muni d’une structure de Z-module. Nous allons reformuler certains des résultats pre-
cédents dans le cas particulier des groupes abéliens.

Lemme 2.47. Soit G un groupe abélien de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. GG estun groupe de torsion (i.e. G = G;);

2. (G est de cardinal fini (on dit que G et un groupe fini).

Démonstration. Ona G = G @ L avec L libre d’aprés le théoréme 2.33. Si G est de
cardinal fini, on a nécessairement L = (0).

Réciproquement, le théoreme 2.33 (ou le théoréme 2.42) montre que si G est de
torsion, il est somme directe finie de groupes finis, donc il est de cardinal fini égal
au produit des cardinaux de ces groupes. |

Les résultats suivants sont des conséquences directes des propriétés ci-dessus. Leur
démonstration est laissée en exercice.

Rappelons que si G est un groupe abélien et p € Z un nombre premier, on note G(p)
I’ensemble des g € G annulés par une puissance de p (éléments de p-torsion).
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Proposition 2.48. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n.

1. L’annulateur de G est engendré par un diviseur de n qui a les mémes diviseurs
premiers;

2. si p est un diviseur premier de n, GG contient un élément d’ordre p ;

3. supposons G = G(p). Alors il existe une suite unique de nombres entiers
(o,...,aq) telleque 1 < ag < --- < oy et
q
G~1]z/r" 2
=1
4,
G =P Gm);
piln

5. casparticulier G = Z/nZ:siG =Z/nZetn =p\" ...p5onaG(p;) ~ Z/p]'Z;

6. si G est d’ordre n, G(p) # (0) si et seulement si p divise n, G = G(p) si et
seulement si n est une puissance de p.

Cette proposition permet de classer & isomorphisme pres tous les groupes abéliens finis
d’ordre n donné. On procéde de la maniére suivante. Soit GG un groupe d’ordre n.

1. On écritn = p* ... p¥* avec p; premiers, v; entiers;
2.onaalorsG ~G(p1)® - @ G(ps);
3. pour chaque entier 4, 1 < ¢ < s il existe une suite croissante (v;;) unique d’entiers
Vij .
>0telsque >, vi; =vietG(pi) ~ D, Z/p;"Z;
4. deux groupes d’ordre n sont isomorphes si et seulement si tous les p; et les entiers
v;; sont les mémes.

Remarque 2.49. Soient p un nombre premier, v un nombre entier. L’ensemble
des classes d’isomorphismes des groupes d’ordre v de la forme G(p) corres-
pond donc bijectivement a I’ensemble des suites (v;) croissantes telles que

Yvj=v.

L’ensemble des groupes G = G(p;)) d’ordre v; (& isomorphisme prés) correspond
donc bijectivement a I’ensemble des suites (v;;) croissantes en j telles que X ;v;; = v;.

Exemple 2.50. Classement a isomorphisme pres de tous les groupes abéliens d’ordre
108.

Ona 108 = 22 x 33, Si G est d’ordre 108, on G = G(2) © G(3) avec G(2) d’ordre
4 et G(3) d’ordre 27. Il y a & isomorphisme prés deux possibilités pour G(2) : Z/4Z
et Z/2Z x Z /27 (qui correspondent aux suites (2) et (1, 1)), et trois pour G(3) :
Z/27Z, 7./3Z x 7/9Z et (Z/3Z)? (qui correspondent respectivement aux suites
(3), (1,2) et(1,1,1)); il y adonc aisomorphisme prés six groupes abéliens d’ordre
108.

il
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EXERCICES

Les solutions des exercices et problémes sont données en fin d’ouvrage.

ANNEAUX - CALCUL MATRICIEL

Exercice 2.1. On considére les sous-groupes de Z? suivants :

G1 =< 2e1,3es >, Gy =< 2e1,3e1 +4es > et G3 =< 2eq + 2e9,2e1 + beg >,

(e1, e2) désignant la base canonique de Z2. On explicitera dans chacun des cas une
base adaptée de Z2 au sous-groupe G; et I’on déterminera les facteurs invariants de
Z2/G;.

Exercice 2.2. Soit (e1, e, e3) la base canonique de Z3 et soit L C Z3 le sous-groupe
engendré par les vecteurs
6’1 = 2e1 — eg + e3, 6'2 = eq1 + 4ey — e3, eg = 3e1 — eg — e3.

Trouver une base adaptée au sous-module L de Z3 et décrire Z3 /L.

Exercice 2.3. Soitz = (n,...,n,) € ZP.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) PGCD (n1,...,np) = 1.
(ii) Le vecteur z fait partie d’une base de ZP.
(iii) Ilexiste A € SL,(Z) telle que A’z =* (1,0,...,0).
2. Onpose p =4 etz = (10,6,7,11). Compléter z en une base de Z*.

Exercice 2.4. Résoudre dans Z* le systéme :
3 2 3 4 -8
<1 -2 1 —1)X:<—3)
STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

Exercice 2.5. Montrer qu’il y a (a isomorphisme prés) trois groupes abéliens d’ordre 8.

Exercice 2.6. Déterminer (a isomorphisme prés) tous les groupes abéliens d’ordre 72
ainsi que leurs facteurs invariants.

Exercice 2.7. Donner les facteurs invariants ainsi que la décomposition en modules
indécomposables du Z-module :

M = Z/20Z x Z/18Z x Z/12Z x Z/9Z x Z/AZ

Exercice 2.8. Déterminer tous les groupes abéliens de cardinal 24325 sous forme de
produits de modules indécomposables ainsi que leurs facteurs invariants.
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PROBLEMES

Probléme 2.1. Sous-groupes de Z"

Soient n un entier positif et G C Z™ un sous-groupe de rang n. Soit (g1, -+, gn) UNe
base de GG; on note M la matrice de passage de cette base dans la base canonique de
Z" (i.e. la matrice ayant pour colonnes les g; développés dans la base canonique).

1. Montrer que le groupe Z™ /G est fini.
2. Montrer que card((Z"/G)) = | det M|.

3. Soit H un groupe abélien engendré par trois éléments h1, ho, hg Soumis aux rela-
tions :

3h1+hg+hy3=0
25h1 + 8hy + 10hg =0

46h1 + 20hy + 11hg =0
Montrer que card(H ) = 19 puis que H ~ Z/19Z.
4. Triangulariser la matrice

3 1 1
25 8 10
46 20 11

en multipliant & droite par une matrice de SL3(Z) que I’on précisera.

5. En déduire un isomorphisme ¢ : H ~ Z/19Z et préciser les valeurs de
Sp(hfl)v(p(h@)v(p(h’&)

Probléeme 2.2. Etude de U, := (Z/nZ)*

1. Montrer que le groupe Aut(Z/nZ) des automorphismes du groupe Z/nZ est iso-
morphe & U,,. Noter en particulier que Aut(Z/nZ) est abélien.

2. Soitn = p{* - - - pir. Prouver que Uy, =~ [[i_, Uy
3. Soit p premier impair et o > 2.

(i) Montrer que pour tout & € N, il existe A\, € N\ {0} premier avec p tel que
(14 p)P" =1+ \p"tt. Quel est alors I’ordre de 1 + p dans U,y ?

(if) Montrer que (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

(iii) En considérant le morphisme naturel ¢ : Up« — Uy, montrer que Upe
contient un élément = d’ordre p — 1.

(iv) Montrer alors en utilisant le théoréme de structure des groupes abéliens finis
que Up- est cyclique et donc isomorphe a

Z/p(p*)Z ~Z/p" ' (p— 1)Z.
Construire explicitement un tel isomorphisme en utilisant I’élément .
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(v) De maniere indépendante, soit g € U, tel que 1(g) soit un générateur de U,
et tel que g1 # 1 mod p? Montrer alors que g est un générateur de U ..
Dans le cas ol g?~! = 1 mod p?, montrer que g + p est un générateur de
Upe.

4. Lecasp = 2.

(i) Déterminer Us et Uy.

(i) Soita > 3etk e N. Montrer que 52° = 1+ 252 avec ;, impair. En déduire
I’ordre de 5 dans Us..

(iii) En utilisant le théoréme de structure des groupes abéliens finis et en comptant
les éléments d’ordre 2, montrer que Us. est isomorphe a (Z/2Z) x (Z/2%72).
Construire explicitement un tel isomorphisme.

5. Caracteériser alors les entiers n tels que U, soit cyclique.
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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Ce chapitre utilise les résultats du chapitre 2 (avec I’anneau de polyndémes K[ X]
comme anneau de base) pour étudier les endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension finie. On arrive ainsi facilement a la définition des invariants de
similitude, au théoreme de Cayley-Hamilton, a la forme réduite de Jordan, etc.

3.1 I'ANNEAU K[X]

Soit K un corps (commutatif). On note K [X] I’anneau des polyndmes sur le corps K.
Si P € K[X], P # 0, on note deg(P) son degré, et dom(P) son coefficient dominant
(coefficient du terme de plus haut degré). On a donc dom(P) # 0 par définition.
Rappelons que le degré d’un polyndme P n’est défini que si P # 0. On identifie K
avec I’ensemble des polyndmes de degré 0 (auquel on ajoute I’élément 0). Le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de K'[X] est alors K*.

Proposition 3.1. L’anneau K [X] est euclidien pour le sthasme ¢(P) := deg(P).

Démonstration. Les propriétés du degré montrent immédiatement que K [X] est un
anneau integre.

Soient C' et D deux polyndmes donnés avec D # 0. On cherche (@, R) tels que
C=DQ+ R, R=0ou deg(R) < deg(D).
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L algorithme suivant donne la réponse :
— sideg(R) > deg(D) (etdonc R # 0), on fait :

R _ dOm(R) deg(R)—deg(D) -
(Q,R):=(Q+E,R—ED)avec E = dom(D)X :

— sinon, I’algorithme est terminé. ]

Remarques 3.2.

1. Il est immédiat de voir que dans la division euclidienne définie plus haut, il
y a unicité du quotient et du reste.

2. Si les polyndémes C' et D sont & coefficients dans un anneau A integre (par
exemple Z) et si dom(D) est inversible, I’algorithme produit des poly-
ndmes a coefficients dans A.

3. L’anneau Z[X] n’est pas principal (vérifier que I’idéal (2, X) n’est pas
principal).

La proposition 3.1 implique que I’anneau K [ X| est principal donc factoriel. On définit
P comme I’ensemble des polynémes irréductibles unitaires de degré > 0. On a alors :

Proposition 3.3. Tout @ € K[X] non nul s’écrit de maniére unique (& I’ordre pres
des facteurs) : s
Q=AIIr
=1
avec A € K*, P, € P ety; des entiers positifs.
Etudions maintenant le quotient de I’anneau K [X] par un idéal (Q).

Proposition 3.4. Soit ) € K[X] un polyndme de degré d. Alors I’anneau quotient
E = K[X]/(Q) est un espace vectoriel de dimension d sur le corps K (la structure
d’espace vectoriel est propagée par celle de K[X] de fagon a ce que le morphisme
canonique 7 : K[X] — FE soit une application K-linéaire). Si on pose = = 7(X), et
si I’on note encore 1 I’élément 7(1), une base du K -espace E est (1, z,...,z%1).

Démonstration. Immédiate, laissée au lecteur. [ |

Cette proposition sera réénoncée au chapitre 6 (proposition 6.8).

3.2 POLYNOME MINIMAL

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Nous noterons
A I'anneau K[X]. Fixons u € Endg(E) un endomorphisme de E'; cette donnée
fait de £ un A-module (avec A = K[X]) de la maniére suivante : E est déja un
groupe abélien pour I’addition ; pour définir I’opération de multiplication d’un élément
x € E par un polynbme P = ag + --- + a,XP, on considere I’endomorphisme
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P(u) = apl+aju+- - -+a,u? (I estI’identité et u? est I’endomorphisme uowo- - -ou
p fois). On pose P.x = P(u)(z) (image de x par I’endomorphisme P(u)). Il est
immédiat que ces opérations satisfont les axiomes des modules. La multiplication par
les constantes a; est définie par la structure d’espace vectoriel de E. Il s’en suit que
la structure de module de E prolonge celle d’espace vectoriel : siag # 0 € K, la
multiplication par ag d’un élément de F (définie car E est un espace vectoriel) est la
méme si on considére £ comme un A-module et ag comme un polynéme de degré 0.
Nous noterons E,, I’espace vectoriel £ muni de la structure de A-module que nous
venons de décrire (cette structure dépend de I’endomorphisme w).

Lemme 3.5.

1. Le A-module E,, est un module de torsion de type fini.
2. Les sous-modules de E,, sont les sous-espaces vectoriels de E stables par w.

Démonstration. Un systeme de générateurs de E en tant qu’espace vectoriel est
a fortiori un systéme de générateurs de F,,, car si (e, ..., e,) engendrent E sur K,
ils engendrent a fortiori £, sur A (tout z € E peut s’écrire > \;e;, et les A; non
nuls peuvent étre considérés comme des polynémes de degré zéro). E,, est donc un A
module de type fini, évidemment de torsion car on peut appliquer & E,, le théoréme
233:FE, ~ E,, @ L, L étant un A-module libre. Mais L = 0, puisque £, est de
dimension finie sur K. Le point 2. est évident. |

Le A-module de type fini E,, étant de torsion, il a un annulateur non réduit a 0.

Définition 3.6. On appelle polyndme minimal de « le polyndme unitaire générateur
de I’idéal annulateur de E,, ; on note ce polynéme q,,.

Onaalors:
Lemme 3.7. Tout polyndme @ tel Q(u) = 0 est divisible par g,.

Démonstration. ((u) = 0 est équivalent au fait que Q € (¢,) = ann(E,). [

Rappelons qu’a I’endomorphisme u est attaché un autre polynéme, son polynéme
caractéristique x,(X) qui est de degré n. Pour le calculer, on fixe une base (e) de
E, et on considere la matrice M) (u) qui représente v dans la base (e). On a alors
Xu(X) = det(X T — M(,(u)) (ce déterminant ne dépend pas de la base choisie).

Remarques 3.8.

1. L’idéal (q,,), annulateur de E,, est le dernier facteur invariant du A-module
E,, (définition 2.34).

2. Tout endomorphisme du A-module E, est en particulier K-linéaire et est
donc un endomorphisme du K-espace vectoriel E. Réciproguement, un
endomorphisme K-linéaire E — E est aussi un endomorphisme du A-
module E,, si et seulement s’il commute avec «, comme on le voit immé-
diatement.
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3.3 ESPACES CYCLIQUES

Définition 3.9. Soit £ un espace vectoriel de dimension n sur K, muni d’un endo-
morphisme . On dit que F,, est monogéne (on dit aussi cyclique par analogie avec
les groupes cycliques) s’il existe un élément v € E qui engendre le A-module FE,,.

Proposition 3.10. Soit £ un espace vectoriel de dimension n, v un endomorphisme.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. le A-module F,, est cyclique ;
2. il existe un polynéme unitaire (donc non nul) @ tel que £, ~ A/(Q). On a alors

Q=qu;

3. il existe une base (e) = (eq,...,e,) de E dans laquelle la matrice de u est de la
forme :
0O 0 ... 0 ag
1 0 ... 0 aq
Mc(u)=10 1 : :
: 0
0 O 1 a,_1
4. qu(X) = xu(X).
Si ces conditions sont réalisées, on a :
qu(X) = xu(X) = X" — A1 X" — o a1 X — ag.

Définition 3.11. La matrice ci-dessus s’appelle la matrice compagnon du polyndme
X" —ap_1 X" — ... — a1 X — ag qui est son polyndme caractéristique.

Démonstration.

1. = 2. Supposons E, cyclique, et soit v € E qui engendre F,, (sur A). On a donc
un morphisme surjectif ¢ : A — F, qui a un polyndme P € A fait correspondre
P(u)(v) € E, que I’on note aussi P.v. Le noyau de ¢ est engendré par un polyndme
unitaire Q(X) (onaalors A/(Q) ~ E,, cf. le corollaire 2.5). Montrons que @ = ¢y
Onagy,.y = 0V y € FE par définition du polynédme minimal et donc en particulier
qu-v = 0, et donc Q|q,, puisque @ engendre par hypothése I’idéal des polynémes qui
annulent I’élément v. Réciproquement, si y € F, onay = R.v pour un polynéme
R € A par hypothése, et Q.y = QR.v = RQ.v = 0 puisque par hypothése Q.v = 0,
et donc ¢, |@ puisque g, est I’annulateur de E et que @ annule tout y € E. On a donc
bien @ = ¢, (car ils sont tous les deux unitaires), ce qui implique que A/(q,) ~ E,.
2.=> 3. Onan = dimE = deg(Q) (proposition 3.4). Soit v € FE I'image
de 1 par I’isomorphisme A/(Q) — FE,. On voit immédiatement que les vecteurs
v,u.v,u.v,...,u" v forment une base de E (proposition 3.4). Dans cette base, la
matrice de I’endomorphisme u a bien la forme décrite.
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3. = 1. Soit (e) = (ey,...,en) labase dans laquelle u est représenté par la matrice
de I’énoncé. Alors si I’on pose v = e, on voit tout de suite que

e; = ule;_1) = w1 (v) = X~ Lupour2 < i < netdonc que E est cyclique.

3. = 4. Le polynéme x,(X) annule v = e1 (on exprime que u(e,) = u™(v) = X™.v
est donné par la derniére colonne de la matrice), donc il est divisible par ¢, (qui est
aussi I’annulateur de e1). Comme il est de plus unitaire et de méme degré n, il est égal
a qy.

L’implication 4. = 1. sera montrée au paragraphe suivant (corollaire 3.15). |

Supposons les conditions ci-dessus réalisées. Le calcul du déterminant de X 7 — M (u)
montre que x(X) = X" —a, 1 X" ! — - — a1 X — ap.

3.4 INVARIANTS DE SIMILITUDE

Avec les hypothéses ci-dessus, appliquons le théoréme 2.33 au A-module E,. On a
alors I’énoncé suivant :

Théoréme 3.12. Il existe une décomposition de £, en sous-modules (i.e. une décom-
position de F’ en sous-espaces stables par ) :

E,=FE1®FE&---dFE,
telle que :
1. E; est cyclique, isomorphe a K[X] (avec P; € K[X] unitaire),
2. P||Py|...|P,.

Alors le polyndme minimal de u est P, et le polyndbme caractéristique de u est
Xu(X) = H1_gz<n Pi(X). ) ) ) N

De plus la suite des P; est uniquement déterminée (i.e. pour toute décomposition de
E,, en sous-modules vérifiant 1. et 2., les polyndmes P; sont les mémes).

Remarque 3.13. Sid; = degP,onad; + --- +d, = n = degx,(X)
(rappelons que I’espace vectoriel E est de dimension n). Les premiers d; sont
donc en général nuls (et les premiers polynémes P; égaux a 1).

Démonstration. (du théoréme).

On va appliquer le théoréme 2.33 au K[X]-module E,, en prenant un systéme de
générateurs avec n éléments (qui existe toujours puisque un systéme de générateurs
du K-espace vectoriel E est a fortiori un systéme de générateurs du K [X]-module
E,).

Supposons que P = P, = --- = P, =1, P41 # 1. Le théoreme 2.33 applique au
A-module E,, donne alors une décomposition
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en sous-modules cycliques (ou monogenes), E; ~ A/(P;), aveC Pyy1|Pyya|...|Py
déterminés de maniere unique (car on les suppose unitaires). On a donc P,, = q,
puisque P, est I’annulateur (unitaire) de E,. Cette décomposition est en particulier

une décomposition de I’espace vectoriel £ en somme directe : £ = @?:qH E;.

Choisissons dans chaque E; une base (e); dans laquelle la matrice de u| g, soit repré-
sentée par la matrice compagnon C; = M., (u|g,) de la proposition 3.10. La matrice

i

de u dans la base (e) = ((e)qH, cey (e)n> est alors la matrice diagonale par blocs :

Cot1 --- 0
Me(u) = . 1)
0 ... C,

Son polynéme caractéristique est donc le produit des polynémes caractéristiques des
matrices C; 1 ona xu(X) = [[ 1 1<icn Li(X) = [Tiqicn Bi(X). [

Nous dirons qu’une base (e) Vérifiant la propriété précédente est une base adaptée a w.
Nous venons en particulier de démontrer les deux résultats suivants :

Corollaire 3.14. («Theéoréme de Cayley-Hamilton») Soit « un endomorphisme d’un
espace vectoriel £ de dimension finie sur un corps K. Alors :

1. Qu(X)’Xu(X)a
2. ces deux polyndmes ont les mémes facteurs irréductibles.

Corollaire 3.15. L’espace E,, est cyclique si et seulement si x,,(X) = ¢, (X).

Définition 3.16. Les polyn6mes unitaires P; sont appelés les invariants de similitude
de I’endomorphisme w.

Les invariants de similitude de I’endomorphisme « sont donc par définition les généra-
teurs unitaires des facteurs invariants du K [X]-module E,, avec cette différence que
sin = dimg F, il y a n invariants de similitude dont certains peuvent étre égaux a 1.

Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 3.17. Soient u; et u, deux endomorphismes de I’espace vectoriel de
dimension finie £ sur le corps K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les endomorphismes w1 et us ont les mémes invariants de similitude.
2. Les A-modules E,,, et E,,, sont isomorphes.
3. Les endomorphismes w1 et uy sont conjugues.

Rappelons que deux endomorphismes u; et us sont conjugués s’il existe un endomor-
phisme G de E inversible tel que u; = G~ luyG, et que deux matrices M, et My sont
semblables s’il existe une matrice inversible Q telle que M = Q™' M>Q.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que deux endomorphismes sont conjugués
si et seulement s’ils sont représentes par la méme matrice dans deux bases (éventuel-
lement) différentes.

1.= 2. llexiste deux bases (¢); et (e), telles que dans chaque base (e); (1 < i < 2)
I’endomorphisme wu; soit représenté par la méme matrice (1) du théoréme 3.12. L’ap-
plication K -linéaire ¢ telle que ¢(e1;) = (e2;) (1 < i < n) est un isomorphisme des
A-modules E,,, et E,, comme on le vérifie immédiatement.

2. = 3. Soit ¢ un isomorphisme E,, — E,,. Siz € E,, (resp. E,,) on a par
définition X.x = uj(x) (resp. X.x = ug(x)), d’ol uz(o(z)) = X.o(z) = ¢(X.x)
= ¢(uy(z)) ce qui se traduit par I’égalité u; = ¢! o us o ¢ et donc u; et uy sont
conjugués.

3.=1. Siu etuysontconjugués, soit (e); une base de F adaptée a u; (théoreme
3.12). Il existe alors par hypothése une autre base (e) dans laquelle la matrice de s
est égale a M), (u1) ; elle est donc adaptée a uy et les endomorphismes u et uz ont
les mémes invariants de similitude calculés avec la matrice M), (u1). [

On définit les invariants de similitude d’une matrice M € M, (K) comme les in-
variants de similitude de I’endomorphisme de K™ représenté par M dans la base
canonique de K™.

Corollaire 3.18.

1. Deux matrices M; et My € M, (K) sont semblables si et seulement si elles ont
mémes invariants de similitude.

2. Soient K C K’ deux corps tels que K soit un sous-corps de K. Alors deux ma-
trices de M., (K) sont semblables (sur K) si et seulement si elles sont semblables
sur K.

Démonstration. La condition 1. est conséquence directe de la proposition 3.17
puisque deux matrices M7 et M, sont semblables si et seulement si les endomor-
phismes u; et uy qu’elles représentent dans la base canonigque sont conjugués.

2. Si M; et M, sont semblables sur K, il existe @ € GL,(K) telle que
M; = Q' M>Q. Elles sont donc semblables sur K’ puisque K C K.
Réciproquement si M; et My € M, (K) sont semblables sur K, elles ont les
mémes invariants de similitude par 1. Mais ces invariants de similitude (uniques par
le théoréme 3.12) sont des polynémes P; € K [X]. Les matrices sont donc semblables
sur K par 1. |

3.5 FORME REDUITE DE JORDAN

Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n sur un corps
K. Supposons que ¢, (X) = (X —a)?aveca € K etd > 1; il existe alors un élément
v € E tel que (u — al)? 1w # 0, puisque par hypothése le polyndme (X — o)1
n’annule pas F,,. Soit F* C FE,, le sous-module engendré par v ; F' est alors monogéne,
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et le polyndéme minimal de u| est encore ¢, (car il divise ¢, = (X — )% qui est le
polynéme minimal de et donc annule u | et ne divise pas (X — )4 puisque par
hypothése (X — «)9~! n’annule pas F). On a donc :

K

o KX

(X —a)

par la proposition 3.10. Posons :
x1=v, zog = (X —a)v =uv — aw, T4 = UTg_1 — QT4_1.

Onaz; = (X —a)"Lwpourl < i< detlonvoitimmédiatement que (z1, ..., zq)
est une famille libre, car une relation linéaire entre les x; s’interpréte comme I’exis-
tence d’un polyndme de degré < d — 1 qui annule v, ce qui est impossible car
I’annulateur de v et I’annulateur de F' coincident, puisque F' est monogéne engendré

par v. La famille (z1,...,x4) est donc une base de F' (en tant qu’espace vectoriel).
De plus F est stable par u, et la matrice de | dans cette base est :
a 0 ...
1 aa 0
0o 1 " (2
L0 .
0 1 «
Remarque 3.19. En prenant pour base de F' la famille (z 4, 24-1,...,21), la
matrice de I’endomorphisme | dans cette base devient :
a 1 0 ... 0
0O o 1 0
0o 0 . .o 3)
: : . 1
0O ... ... 0 «

Une matrice comme (2) ou (3) est appelée bloc de Jordan. Nous ne considére-
rons dans la suite que des blocs de Jordan de la forme (3).

3.5.1. Réduction d’un endomorphisme sur le corps C

Supposons maintenant que K = C. Les polynémes irréductibles unitaires de C[X]
sontalors les P, = X — «, avec a; € C (« Théoreme de d’Alembert-Gauss » 5.1).
Soit donc » un endomorphisme du C-espace vectoriel de dimension finie E. Le mo-
dule E, est un C[X]-module de torsion. Il est donc isomorphe (en tant que C[X]-
module) a P, E(F;), avec P, = X — q et

E(F;) 2Hm (4)
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d’apres le theoreme 2.42. Comme les sous-espaces images dans F, des Fj; =

% sont des C[X]-modules, ils sont stables par I’endomorphisme w,

cycliques, et le polyndme minimal de u|p, est (X — ;)% par la proposition
3.10; il existe donc une base de F;; dans Iaquelle la matrice de la restriction de u a
cet espace est un bloc de Jordan de Ia forme (3) (ou (2)). Si I’on prend une base de £
réunion de telles bases pour tous les F;;, la matrice de u dans cette base est donc une
matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant un bloc de Jordan, les tailles des blocs
de Jordan étant les 3;;. On a ainsi montré le théoreme de Jordan :

Théoréme 3.20. Soit » un endomorphisme de C™ représenté par une matrice
M € M,,(C). Alors M est semblable a une matrice de Jordan :

My 0 ... 0
0 M, ©)
0 ... M,

ou chaque M; est un bloc de Jordan avec une valeur propre «; de M sur sa diagonale.

Remarquons qu’il peut y avoir plusieurs blocs avec la méme valeur propre et qu’il
résulte de I’unicité dans le théoréeme 2.42 que a I’ordre pres des blocs la matrice de
Jordan est unique.

Remarque 3.21. Avec les notations ci-dessus, on voit que les «; sont les
valeurs propres de M, que son polyndme caractéristique est x /(X)) =
Hi,j(X — «;)P4 (produit des polyndmes caractéristiques des M), et que son

polyndme minimal est ga/(X) = J[; ;(X — o )**P;(%i3) - On retrouve donc
que le polynéme minimal divise le polyndme caractéristique, et que ces deux
polynémes ont les mémes racines (et donc les mémes facteurs irréductibles).

Noter qu’il peut y avoir plusieurs facteurs avec la méme valeur propre «;, et

que donc la multiplicité de la valeur propre «; dans x,,(X) est Zj Bij-

3.5.2. Applications

Le théoreme 3.20 montre en particulier que toute matrice a coefficients complexes est
semblable a une matrice triangulaire (au choix : supérieure ou inférieure).

Définition 3.22.
1. Soit u € Endg(FE) un endomorphisme. On dit que w est nilpotent s’il existe un
entier k tel que u* = 0;

2. on dit que u est diagonalisable s’il existe une base (e) de £ dans laquelle la matrice
M) (u) est une matrice diagonale.



58 3 ¢ Réduction des endomorphismes

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.23. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’endomorphisme u est diagonalisable ;
2. les racines de ¢, (X)) sont simples (i.e.tous les 3;; sont égaux a un).

Démonstration. 2. = 1. par le théoreme 3.20, car alors tous les blocs de Jordan
sont de taille (1,1), réduits a un terme «; (éventuellement répété plusieurs fois), et la
matrice de Jordan est diagonale.

1. = 2. Si u est diagonalisable avec valeurs propres «;, 1 < ¢ < n, chague «;
étant de multiplicité v;, et o; # oy pour @ # j, il est annulé par le polyndme
Q@ = [[1<icn(X — ;). Son polyndme minimal divise @, il est donc aussi a racines
simples (en fait on a ¢, (X) = Q(X) puisque on a vu que g, (X) avait les mémes
facteurs irréductibles que le polynéme caractéristique x ,(X) = [[(X — «;)"*). R

On voit en particulier qu’un bloc de Jordan est diagonalisable si et seulement s’il est
de taille (1,1).

Rappelons (théoréeme 2.42) que le C[X]-module E, est égal a @, E(P;) avec
P,=X —q,et

Définition 3.24. Les sous-espaces F/(P;) de E sont appelés sous-espaces caractéris-
tiques de I’endomorphisme .

Remarque 3.25. Posons d; = sup; f;;. L’'annulateur de E(F;) est I"idéal
engendré par (X — o;)%. Si on pose v; = Zj Bij, v; est la multiplicite de la
valeur propre «; de u (exposant de (X — «;) dans le polyndme caractéristique
X« (X)) comme remarqué plus haut, et d; < v;. Cela entraine que I’espace
E(P;) est aussi le noyau de I’endomorphisme (u — a;Id)"* (démonstration
aisée, laissée au lecteur), ce qui est la définition classique des sous-espaces
caractéristiques.
Remarquons que si I’endomorphisme u est nilpotent, il est annulé par le polyndme X *.
On a alors nécessairement g, (X ) = xd (avec d < k, et aussi d < n par le théoreme
de Cayley-Hamilton 3.14) ; I’endomorphisme u est donc annulé par X ™. D’autre part,
u est nilpotent si et seulement si la matrice M . (u) est nilpotente, (e) étant une base
quelconque de E.

Exemples 3.26.

1. Soit T" une matrice triangulaire avec des zéros sur la diagonale. Alors T est nilpo-
tente.

2. Toute matrice semblable & une matrice nilpotente est nilpotente.

3. Une matrice A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si sa seule valeur propre
est 0.
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Onaalors :

Théoréme 3.27. (« Décomposition de Dunford ») Soit u € Endc(E). Alors il existe
un endomorphisme diagonalisable D et un endomorphisme nilpotent N tels que :

lL.L.u=D+ N

2. DN =ND
De plus les endomorphismes N et D sont uniques et s’expriment comme des poly-
ndmes en u.

Démonstration.

1. Existence.  Elle est donnée par la réduction de Jordan de I’endomorphisme w : si
J est la matrice de Jordan de I’endomorphisme v, ona J = D+ N, D étant la matrice
diagonale qui a la méme diagonale que .J, et N la matrice J — D qui est nilpotente
(exemple 3.26). Il est alors clair que D et N commutent, car la multiplication se fait
par blocs, et que pour un bloc

a 1 0 0
0 o 1 O

0 O

N " 1
0 ... ... 0 «a

onaJ; = D; + N; avec D; = o;1d,, et donc évidemment N; D; = D; N;.

2. Unicité.  Considérons une décomposition v = D + N avec N*¥ = 0 pour
un certain entier k. Soit « une valeur propre de D, F, l’espace propre corres-
pondant, v € F, un vecteur propre. On a D.v = av d’ol (u — al)v = Nu,
(u —al)?v = (u — al)Nv = N(u — al)v = N?v, et de proche en proche
(u — ad)®v = N%v pour tout entier s. On a donc F,, C ker(u — ol)* (puisque
par hypothése N* = 0). Si on note «; les valeurs propres de u, o est donc I’un des
a; (car ker(u — aI)* # (0) implique que u — oI n’est pas inversible, donc que o
est valeur propre de u). Si &« = «4, On a ainsi F,, C E;, E; étant le sous-espace
caractéristique (de I’endomorphisme «) correspondant & «;; (définition 3.24). Comme
E est somme directe des E; et aussi des F,, (puisque D est diagonalisable), on en
déduit que F,,, = E; pour tout i.

L’espace E; est donc stable par D (et N) et Dz, = «; Id. Cela montre I’unicité de D
(les E; ne dépendent que de w) et donc de N puisque N = u — D.

Montrons maintenant que D et NV s’expriment comme des polyndmes en u ; le théo-
réme chinois montre qu’il existe un polynéme P(X) tel que P = «; mod (X — «;)"
pour tout 7. On a alors P(U)|Eai = oyld car il existe par hypothése un polynéme
Ri(X) tel que P(X) = «a; + Ri(X)(X — o)™, et (X — ;)" annule le sous-
module E,, de E,. Cela implique que D = P(u) et N = v — P(u) = Q(u) avec
Q(X) =X - P(X). |
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Exemple 3.28. Considérons la matrice B = (1) ;’ de My(R).OnaB =D+ N
10 0 3 . . . ,
avec D = 0 2 et N = 0 o) mais cette décomposition n’est pas celle du

théoreme 3.27 car D et N ne commutent pas.

En fait B est diagonalisable (puisque a valeurs propres simples) et I’onadonc D = B,
N = 0 dans la décomposition de Dunford.

EXERCICES

Les solutions des exercices et problemes sont données en fin d’ouvrage.

POLYNOME MINIMAL

Exercice 3.1. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n, u un endomorphisme
de polynéme minimal ¢,. On suppose que ¢, = P, P>, P; et P, étant des polynémes
unitaires non constants premiers entre eux. On note F,, I’espace £ muni de la structure
de R[X]-module définie par I’endomorphisme w.

1. Montrer que pouri = 1, 2,
E;={z € E| P(u)(z)) = 0}
est un sous-module de E,,.

2. Montrer que £, = E1 & Ebs.
3. Montrer que pour i = 1,2, P; est le polyndme minimal de ug, .

INVARIANTS DE SIMILITUDE

Exercice 3.2. Soit V un C espace vectoriel de dimension finie n > 1 et
u € Endc(V). On munit V' de sa structure de C[X']-module associée a u.

1. On suppose que V' ne posséde aucun sous-module non trivial. Montrer que n = 1.
On remplace maintenant C par R.. L’énoncé est-il encore vrai ?

2. Onnote y,, = R1.R2 - Rf le polyndme caractéristique de u, ou les R; sont deux
a deux premiers entre eux, sans facteurs carrés et unitaires. Vérifier qu’une telle
écriture est possible et est unique.

3. Avec les notations du (b), on suppose de plus que V' est somme directe de sous-
C[X]-modules de dimension 1 (en tant que C-espaces vectoriels). Calculer les
invariants de similitude de u.
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Exercice 3.3. Soit V un C espace vectoriel de dimension finie n > 1 et
u € Endc(V'). On suppose que pour toute paire W, W' de sous-espaces vectoriels de
V stables par u, onasoit W c W' soit W’/ Cc W.

Déterminer les invariants de similitude de w«, son polynéme minimal en fonction de
son polynéme caractéristique.

Exercice 3.4. Soient K un corps et £/ un K -espace vectoriel de dimension 3. Montrer
que deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont le méme
polynéme minimal et le méme polyndme caractéristique.

Exercice 3.5. Soient K un corps, A un élément de K et M le bloc de Jordan de taille

(n,n) associée a \.

1. Montrer que M posséde une unique valeur propre et déterminer la dimension du
Sous-espace propre associeé.

2. Quel est le polyndme minimal de M ?

Exercice 3.6. Soient £ un espace vectoriel sur C de dimension finie et « un endomor-
phisme de E. On note I I’identité de F.

1. Montrer que si le C[X]-module E associé a u est cyclique, alors pour tout A € C
la dimension du noyau de u — Al est < 1.

2. En déduire que le maximum des dimensions des sous-espaces propres de « est égal
au nombre d’invariants de similitude non constants de w.

Exercice 3.7. Soit v un endomorphisme de C™. Montrer que le nombre d’invariants
de similitude de « est égal au maximum des dimensions de ses sous-espaces propres.

Exercice 3.8. Soit u un endomorphisme de C™ ayant une seule valeur propre a.
On pose d' = dimker(u — ald)®; on note r,, I’entier & partir duquel la suite (d?)
stationne (i.e. d"~! < d’ = d"=+! = ...). Montrer que le polyndme minimal de v
estq, = (X —a)™.

Exercice 3.9. Pour n > 1, on note .J,, € M,,(C) la matrice nilpotente dont tous les
coefficients sont nuls, sauf ceux de la premiere sur-diagonale j; ;41 pour 1 < 7 < n
qui sont égaux a 1. On considére les matrices suivantes, écrites par blocs :

1. My = diag(alg,blg,cll) ;
2. My = diag(fg,fg + JQ,IQ + JQ,Ig + Jg,Ig + J3, 2[2, 213 + Jg, 3[2,3]2 + JQ) ;

0 0 -~ 0 a
0 1 . : as
3. M3 = Co PR :
0 0 1 ap_q
0 0 0 ap,
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Déterminer dans chaque cas :

(i) les invariants de similitudes;
(i) les polyndmes minimaux et caractéristiques;
(iii) les dimensions des sous-espaces caractéristiques.

Exercice 3.10. Soit v un endomorphisme de C™, dont les valeurs propres sont 0 et
1; on note K} (resp. K}) le noyau de u® (resp (u — Id)?) et soit df (resp. di) sa
dimension. On suppose que la suite (df) (resp. (d})) est égale a (4,7,9,10,10,...)
(resp. (3,4,5,5,...)). Déterminer alors les invariants de similitudes de w.

Exercice 3.11. Ecrire sous la forme de Jordan les endomorphismes « dont les inva-
riants de similitudes non constants sont :

(@ P(X)=X;

(b) Pi(X) =X(X—-1);

(©) Pi(X)=XetP(X)=X?;

d) P(X)=XetP(X)=X(X—1);

() Pi(X)=X%(X~-1),P(X)=X3(X-1)(X-2), 3(X) = X3(X-1)}(X-2)

PROBLEMES

Probléeme 3.1. Un algorithme pour la décomposition de Dunford

On se propose dans ce probleme de donner un algorithme pour calculer la décomposi-
tion de Dunford sans calculer les valeurs propres (le calcul des valeurs propres ne peut
en général se faire que de maniére approchée).

Soitn > 1et A € M,,(K) une matrice carrée a coefficients dans le corps K C C.
On note x4 le polyndme caractéristique de A. Dans C, x 4(X) se décompose
sous la forme J[,(X — X;)™ avec > ,n; = m. On introduit alors le polyndme
P(X) = TLX = X).
1. Montrer que
xa(X)

Xa(X) A (X)

ot xa(X) A x'4(X) désigne le PGCD unitaire de x 4 avec son polynéme dérivé.

En déduire alors que P(X) est un polyndme a coefficients dans K.
2. Soient U et N deux matrices de M,,(K') respectivement inversible et nilpotente

qui commutent entre elles. Montrer que U — N est inversible. Montrer alors que
P’(A) est une matrice inversible de M., (K') dont I’inverse commute avec A.

P(X) =
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3. Onconsidére alors lasuite suivante: Ag := Aet A, 1 := A,—P(A,).(P'(A,)) L.
On veut montrer par récurrence sur n que la suite est bien définie, i.e. que P’'(A,
est une matrice inversible.

(i) Montrer que pour tout polynéme @) € Ig[X], il existe Q € K[X,Y] tel que
QX +Y) =Q(X) +YQ'(X) +Y?Q(X,Y).

(i) En supposant la suite A,, définie jusqu’au rang n, montrer que P(A,,) s’écrit
sous la forme P(A)2" B,, ol B,, est une matrice de M., (K) qui est un poly-
ndme en A.

(iii) En utilisant une formule de Taylor pour le polyndme P’, écrire P'(A,+1)
comme la somme d’une matrice inversible P’( A,,) et d’une matrice nilpotente
qui commutent entre elles.

4. Montrer que la suite A,, est stationnaire de limite D avec D diagonalisable sur C
et N := A — D nilpotente vérifiant DN = ND.






© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 4

Groupes

Nous allons dans ce chapitre étudier les groupes non nécessairement
commutatifs, en nous concentrant sur le groupe symétrique, et sur quelques
exemples de groupes liés a la géomeétrie.

4.1 GENERALITES

Pour un groupe G non nécessairement commutatif (cf. 1.1), nous noterons la loi mul-

tiplicativement. L’élément neutre est donc noté 1, et I’inverse d’un élément ¢ est
1

noté g—-.
Définition 4.1. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Si a € G, le sous-ensemble :
aH={9e€G|g=ah, heH}
est par définition la classe a gauche de I’élément « relativement a H. De méme le
sous-ensemble Ha est appelé classe a droite.

Remarques4.2.

1. En général les classes a gauche et les classes a droite ne coincident pas, sauf
si G est commutatif, ou pour certains sous-groupes H appelés distingués
(cf. plus bas).

2. Deux éléments ¢g; et go de G sont dans la méme classe a gauche
relativement a H si et seulement si gl_lgz € H; les classes & gauche
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sont donc les classes d’équivalence pour la relation d’équivalence
g1 ~ go & gl_lgg € H (il est immédiat de voir que cette relation est
une relation d’équivalence).

3. Les classes a gauche forment donc une partition de G (cf. la remarque
précédente) ; I’ensemble des classes & gauche est noté G/ H (contrairement
au cas commutatif, il n’existe pas en général de structure de groupe sur
G/ H propagée par celle de ). Le cardinal de G/H s’appelle I’indice de
H dans G.

Si G est fini, on en déduit le « théoreme de Lagrange » (cf. le lemme 1.18 pour le cas
commutatif) :

Théoréme 4.3. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G d’ordre n. Notons |G/ H |
le cardinal de G/H (indice de H dans G). Alors

G| =n = |H||G/H]|.

Donc I’ordre de tout sous-groupe de G divise I’ordre de GG ; en particulier, I’ordre d’un
élément g € G divise I’ordre de G.

Démonstration. Soit a € G. L’application de G dans lui-méme 7, de multiplication
a gauche par a (7,(g) = ag) est bijective, son inverse étant la multiplication par a =" ;
elle envoie H (la classe de 1) sur aH. Toutes les classes a gauche aH ont donc le
méme cardinal » =card(H). Comme ces classes constituent une partition de G, le
théoréme est démontré. [ |

Définition 4.4. Soit A une partie d’un groupe G. Il existe un plus petit sous-groupe H
de G contenant A : on I’appelle le sous-groupe engendré par A. Onnote H =< A>.

L’existence de H se voit en prenant I’intersection de tous les sous-groupes contenant
A (I’intersection de sous-groupes est un sous-groupe).

A titre d’exercice, le lecteur pourra montrer que H est I’ensemble des éléments qui
peuvent s’écrire {a; ... an,|n € N,a; € Aoua; ' € A},

Il faut noter que le sous-groupe engendré par un élément g € G est commutatif, méme
si G n’est pas commutatif (proposition 1.33).

Enfin, nous allons donner la condition sur un sous-groupe H pour gque I’ensemble
G/H des classes a gauche ait une structure de groupe propagée par celle de G : cette
condition est que les classes a gauche et a droite coincident.

Définition 4.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit distingué si :
Vae G, aH=Ha.

La condition s’écrit aussi aHHa~' = H pour tout a dans G. La notation H <G signifie
que H est un sous-groupe distingué de G.
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Proposition 4.6. Soit H C G un sous-groupe. Les conditions suivantes sont equiva-

lentes :

1. il existe un groupe G’ et un homomorphisme ¢ : G — G’ tels que H = ker ¢ ;

2. H < G (H estdistingué dans ) ;

3. I’ensemble G/ H est muni d’une structure de groupe (« groupe quotient ») propagée
par celle de G, i.e. telle que I’application 7 : G — G/ H définie par 7(a) = {aH}
soit un morphisme de groupes.

Démonstration.
1. = 2. Soita € G. Montrons que e 'Ha = H : si h € ker ¢, posons b/ = a'ha;
onaalors ¢(h') = 1etdonch’ € H,d’ola~'Ha C H, et de méme dans I’autre sens.

2. = 3. Nous allons définir sur G/ H une structure de groupe telleque 7 : G — G/H
soit un morphisme de noyau H et poser G’ = G/H. Par définition, on pose
aH.bH = abH pour a et b dans G. Pour voir que cette opération est bien définie
et que 7 (défini par w(g) = ¢H) est un morphisme de groupes, il faut voir que
siaH = dH, bH = bV H, alors abH = d/b'H. Montrons par exemple que
abH C d'VH,ie ab € d/VVH.Onaa = a'hy, b = b hy par hypothése (avec
h; € H), donc ab = a’h1b'hy. Mais il existe hg € H tel que hid’ = b'hs puisque H
est distingué ; on a donc ab = a’b’h3hy € o'V H.

3. = 1. ll suffitde prendre G’ = G/H et ¢ = . [ |

Définition 4.7. On dit qu’un groupe G est simple s’il ne contient aucun sous-groupe
distingué non trivial (i.e. différent de G et {e}).

Remarques4.8.
1. Si G est commutatif, tous les sous-groupes sont distingués.

2. Si H est distingué, le noyau du morphisme ¢ : G — G/H est le sous-
groupe H. Donc un sous-groupe est distingué si et seulement si c’est le
noyau d’un morphisme.

3. Si G est fini d’ordre n, et H un sous-groupe distingué d’ordre A, I’ordre du
groupe quotient G/ H est n/h par le théoreme 4.3.

4. Comme dans le cas des groupes abéliens, le quotient satisfait la « propriété
universelle » de la proposition 4.9 ci-dessous, dont la démonstration est la
méme que dans le cas commutatif.

5. Nous allons rencontrer deux familles de groupes simples : d’abord les
groupes (Z/pZ, +) ou p est un nombre premier (ce sont les seuls groupes
commutatifs simples, comme on le voit facilement : proposition 1.35), puis
les groupes alternés A,, pour n # 4 (cf. ci-dessous) ; de plus nous verrons
que le groupe des rotations SO(R3) est simple.

Proposition 4.9. Soient G un groupe, H <G un sous-groupe distingué, ¢ : G — G un
morphisme tel que H C ker ¢ ; il existe alors un morphisme unique ¢ : G/H — G
tel que pom = ¢. Réciproquement I’existence d’un tel morphisme implique H C kerg.
De plus le morphisme ¢ est injectif si et seulement si H = ker ¢.
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La démonstration est la méme que celle de la proposition 2.4.

On a donc sous I’hypothése H C ker ¢ un « diagramme commutatif» :

G d G-
G/H

Nous verrons des exemples dans les paragraphes suivants.

4.2 LE GROUPE SYMETRIQUE

Définition 4.10. On appelle groupe symétrique d’indice » le groupe S,, des permu-
tations de I’ensemble £ = {1,2,... ,n}.

Sy, est un groupe fini avec n! éléments. Par définition de la loi de groupe sur S,,, si g
et ¢’ sont des éléments de .S,,, I’élément gg’ est la permutation qui consiste a effectuer
d’abord la permutation ¢’, puis la permutation g.

Remarque 4.11. Si E’ est un ensemble quelconque a n éléments, toute bi-
jection ¢ de E sur E’ induit un isomorphisme entre S,, et le groupe des
permutations de £’ : on fait correspondre a o € S,, la bijection p oo 0 ¢~ ! de
E’ dans lui-méme.

Définition 4.12. 1) La permutation qui a 1,2...,n fait correspondre i4,..., i,

[1 2 ... n
se note .

’il 19 ... in7

2) soient iy, ..., i (1 < k < n) des éléments deux a deux distincts de {1,2,...,n}.
La notation (4 . . . ix) désigne la permutation o telle que o (i;) = ;41 (1 < I < k—1),
o(ix) = 11, et o(is) = is pour is & {i1,...,ix}. Une telle permutation est une
permutation circulaire, ou cycle. L’entier & est la longueur du cycle, et I’ensemble
{i1,...,ix} le support du cycle. Un cycle de longueur deux est une transposition.

Toutes les assertions qui suivent doivent étre soigheusement vérifiées a titre d’exercice.

Remarques4.13.
1. Lescycles (iy ...1x), (i2 - .0k i1), ..., (ig 1 - .. 1k—1) SONt identiques.
2. Deux cycles a supports disjoints commutent.

3. Soient o une permutation et ¢ = (77 ... i) un cycle. Alors
oco~t = (o(i1)...o(ig)).

4. Inversement deux cycles de méme longueur sont conjugués (i.e. si ¢ et ¢y
sont deux tels cycles, il existe o € S,, tel que c; = ocio™).
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5. Sin = 2, le groupe S, a deux éléments : I’identité et le cycle (12). Il est
isomorphe a (Z/2Z,+).

6. Si n = 3, S3 a six éléments : I’identité et les cycles (123) et (132) (qui
forment un sous-groupe isomorphe a Z/3Z), et les trois transpositions
(12), (13) et (23). Ss s’identifie au groupe des isométries du plan qui
laissent globalement invariant un triangle équilatéral. Ces isométries
se caractérisent en effet par les permutations qu’elles induisent sur
les sommets du triangle. Ss n’est pas commutatif car par exemple
(12)(123) = (32) = (23) alors que (123)(12) = (13).

7. Pour le cas n = 4, cf. I’exemple 4.20 ci-dessous.

Nous allons maintenant « dévisser » les éléments de .S, c-a-d. les exprimer comme
produit de permutations « simples ».

Proposition 4.14. Tout élément o de S,, est produit de cycles dont les supports
sont deux a deux disjoints, et cela de maniere unique, a I’ordre pres des cycles (qui
commutent par la remarque 4.13).

Démongtration. Si i € {1,...,n}, soit [ le plus petit entier tel que o!(i) = i

(un tel [ existe puisque ¢ = Id par le théoréme de Lagrange; en fait I < n

comme il résulte immédiatement des considérations qui suivent). La famille

A= (i,0(i),0%(i),...,0'71(i)) vérifie les propriétés (immédiates) suivantes :

1. A définit un cycle ¢ de longueur [ de la maniére suivante : ¢(j) = o(j) sij € A, et
c(j)=jsij & A

2. deux tels cycles ont des supports disjoints ou confondus;

3. la permutation o est le produit de tous les cycles a supports disjoints ainsi détermi-
nés.

Cela démontre I’existence et I’unicité de la décomposition de o en produit de cycles

de supports disjoints deux a deux. |
o . 1 23 456 78

Exemple 4.15. Soitn = 8 et o la permutation 36 45 18 7 2] . Alorson

ao = (1345)(268)(7) (que I’on note en général (1345)(268) en omettant les cycles

de longueur 1).

Corollaire 4.16. Le groupe S,, est engendré par les transpositions (i.e. les cycles de
longueur 2).

Démonstration. D’aprés la proposition 4.14, il suffit de montrer qu’un cycle est
produit de transpositions. Mais il est facile de voir que
(i1 12.. 1) = (i1 92) (G2 3) . . . (Ik—2 Tp—1)(ik—1 k)

(on reporte i, a la premiére place en le faisant successivement « sauter» iz _1, ..., 41).
[
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Proposition 4.17. Soit (G, x) = {1,—1} ~ (Z/2Z,+). Il existe un (unique)
morphisme de groupes surjectif appelé signature :

e: S,—G.

Ce morphisme vérifie la propriété suivante :
Si o est un cycle de longueur k, sa signature vaut e(o) = (—1)*~!
(en particulier, si 7 est une transposition, sa signature vaut —1).

Démonstration. Montrons d’abord I’existence du morphisme e vérifiant les propriétés
de I’énoncé ; le morphisme ¢ est défini sur les cycles par la formule de la proposition;
si o est une permutation exprimée comme un produit de cycles cics . .. ¢ dont les
supports sont disjoints deux & deux, on pose (o) = e(c1) ...e(cx), ce qui définit e
pour toute permutation o. Il faut alors montrer que si o et 7 sont deux permutations,
onae(or) = e(o)e(r). D’apres le corollaire 4.16, il existe s > 0 tel que I’on puisse
écrire 7 comme le produit de s transpositions ;. Par une récurrence immédiate sur
I’entier s, il suffit de montrer que si o est une permutation exprimée comme un produit
de cyclescies . . . ¢, dont les supports sont disjoints deux a deux et 7 une transposition,
onae(or) = —e(o). Il y atrois cas a considérer :

1. Les supports de ¢ et 7 sont disjoints. Dans ce casonac(or) = e(0)e(1) = —¢(0)
puisque par définitionde s onae(r) = —1;

2. le support de 7 est contenu dans le support d’un cycle ¢;. Posons ¢; = (i . . . i) et
T = (ij14;), j <l.Onaalors:

C;T = (il NN ij il+1 e ik)(ij+1 NN il)

et ¢;7 est produit de deux cycles a supports disjoints de longueurs k4 et ko avec
k1 + ko = k. On abien e(¢;7) = —e(c¢;), puisque

s(em) = ()R (CDR T = ()R = ()

3. Le support de 7 fait partie des supports de deux cycles disjoints c; et c¢; (on inclut ici
les cycles de longueur 1). Alors si ¢; = (i1 ...14), ¢;j = (J1 ... Js) €t T = (i 1),
ona:

CiCiT = (il“-ijjl—&—l--'jl-‘-jlij-l-l--'ik)
et la conclusion est la méme que pour le cas précédent.

L’ unicité de ¢ est immédiate ; il suffit de montrer que si € : S,, — G est surjectif, on
ae(r) = —1 pour toute transposition 7 (corollaire 4.16). Mais deux transpositions
7 et 7/ sont conjuguées (remarque 4.13, 4.); on a donc (1) = e(7') pour toute
transposition 7’ ; si on avait £(7) = 1, on aurait (') = 1 pour toute transposition 7/,
donc pour toute permutation o et € ne serait pas surjectif. |

Il résulte en particulier de ce résultat que si I’on écrit une permutation & comme un
produit de transpositions de plusieurs manieres différentes, la parité du nombre de ces
transpositions est toujours la méme.
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Remarque 4.18. Le lecteur pourra montrer a titre d’exercice que si o une per-
mutation de I’ensemble E = {1,...,n}, lasignature (o) est égale a la parité
(—1)* du nombre k de couples (i, j) € E? tels que i < j et o(i) > o(j).

Définition 4.19. Le noyau de ¢ est un sous-groupe (distingué) de S,, appelé groupe
alterné et noté A,,. Les éléments de A,, sont appelés des permutations paires (car elles
sont produit d’un nombre pair de transpositions), les autres des permutations impaires.

Le sous-groupe A,, est distingué d’apreés la proposition 4.6, et de cardinal n!/2 d’aprés
le théoréme 4.3. C’est le sous-groupe de S,, formé des permutations de signature +1.
Le quotient S, /A,, est isomorphe & (Z/2Z, +) (le sous-groupe A,, est donc d’indice
2 dans S,,).

Exemples 4.20.

1. Dans le groupe S3, le sous-groupe As est le groupe (Id, (123), (132)) isomorphe &
(Z/3Z,+) : cf. la remarque 4.13; si I’on identifie comme dans cette remarque S
et les isométries qui fixent un triangle équilatéral, A3 s’identifie aux rotations qui
fixent ce triangle.

2. Le groupe S, s’identifie aux isométries de R? qui fixent un tétragdre régulier. 11
a 4! = 24 éléments, et donc |A4| = 12. Les 12 éléments de A4 sont : I’identité,
les 3-cycles (il y en a huit), et les trois éléments (13)(24), (14)(23), (12)(34).
Ces trois éléments plus I’identité constituent un sous-groupe H de A4 commutatif
et distingué (vérification facile). Le groupe H est isomorphe au « groupe de Klein »
Z /27 x 7/2Z. Parmi les groupes A, A4 est le seul qui possede un sous-groupe
distingué non trivial (i.e.non égal a lui-méme ou a {1}) ; autrement dit pour n # 4,
A, est simple : cf. la section 4.3.2. plus bas.

Remarques4.21. Notons les faits suivants, qui seront proposés en exercices :
1. Les transpositions (12), (13),...,(1n) engendrent .S,,.

2. Lescycles (12) et (12...n) engendrent S,,.

3. Pourk<nona:(kk+1)=(12...n)F12)(12...n)7F

4. Pour n > 3, les 3-cycles engendrent A,,.

4.3 OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Définition 4.22. Soient G un groupe, X un ensemble. On dit que G opére a gauche
sur X s’il existe une application (on dit aussi une «action» de G sur X) :

GxX—X: (¢g,2) —gx
telle que :
1.Vg,d €eGxeX, g(d.x)=(99)x
2. Vze X, l.x ==
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Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours que les actions se font
a gauche (I’action a droite se définit comme (g, x) — x.g, ce qui change I’axiome 1.
de la définition 4.22).

Exemples4.23.
1. Le groupe orthogonal O2(R.) opére sur R? (cf. le paragraphe suivant).

2. Si G est un groupe, on peut le faire opérer sur lui-méme de plusieurs fagons, par
exemple :

a) Par translations a gauche : si g,z € GG, on pose g.x = gx que I’on note aussi
74(2) (cf. la démonstration de la proposition 4.24 ci-dessous).

b) Par automorphismes intérieurs : si g,z € G, on pose g.x = gxg "' (le lecteur
vérifiera que cette opération est bien une opération a gauche; la formule
g.x = g~ 'xg définit une opération a droite).

3. Le groupe S,, opére (par définition) sur I’ensemble £ = {1,2,...,n} par permu-
tations.

On déduit de I’exemple 2. ci-dessus la proposition suivante (« théoréme de Cayley ») :

Proposition 4.24. Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors G est isomorphe a un
sous-groupe de S,,.

Démonstration. La «translation a gauche » 7, (multiplication a gauche par I’élément
g) est une bijection de G sur lui-méme, et deux éléments distincts g et g’ induisent des
bijections distinctes. Dautre part on a :

. J— J— / J— .
Ve e G:(1y 0Ty).x =Ty.gx = g gz, etdonc 7y o 7y = Ty g;

I"application g +— 7, est donc un morphisme injectif de G dans le groupe S(G)
(groupe des permutations de G), qui est isomorphe & S, puisque |G| = n. ]

Définition 4.25. Soit G un groupe opérant sur I’ensemble X.
1. Siz € X, I’orbite de x est I’ensemble des g.z pour g € G. On la note w(x).

2. Siz € X, I’ensemble S, C G formé des éléments g € G tels que g.x = x est un
sous-groupe de G appelé le stabilisateur de x.

La vérification du fait que S, est un sous-groupe est évidente.

Exemples 4.26.

1. Dans I’opération de S,, sur I’ensemble {1,2,...,n}, le stabilisateur d’un élément i
estisomorphe a .S,,_1 (il s’identifie de maniére évidente au groupe des permutations
de I’ensemble a n — 1 éléments {1,2,...,n}\ {i}).

2. Si 0 € S, on peut restreindre I’action de S,, sur £ = {1,2,...,n} au sous-
groupe < ¢ > de S,, engendré par o. Soit w C E une orbite de < o > ; il existe
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donc un entier k et un élément i € E tels que w = {i,o(i),..., 0" 1(i)} (w est
I’orbite de I’élément 7). L’action de o sur w est donc un cycle (ig, ..., ix_1) (avec
io = i eti; = o7(i)) de la décomposition de la proposition 4.14 : on voit donc que
la partition de E en orbites disjointes sous I’action de < o > est équivalente a la
décomposition de o en cycles a supports disjoints deux a deux.

3. Si G opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs (exemple 4.23), I’orbite
d’un élément z € G s’appelle la classe de conjugaison de x : c’est I’ensemble
des 2’ € G tels qu’il existe ¢ € G avec 2’ = gxg—'. S’il existe g € G tel que
x’' = gxzg™', on dit que x et =’ sont conjugués (ou que =’ est un conjugué de ).
En particulier, si G = S, :

* le conjugué d’un k-cycle est un k-cycle (remarque 4.13) ;

» deux k-cycles o et oo sont conjugués;;

» plus généralement, deux permutations sont conjuguées si et seulement si, dans
leur décomposition canonique en cycles, apparaissent le méme nombre de .-
cycles pour tout entier k£, 2 < k < n (remarques 4.11) ;

 deux transpositions 7, et 75 sont conjuguées par un élément de A,,.

Proposition 4.27. Soit G un groupe opérant sur I’ensemble X. Pour x € X,
I’application ¢, : G — w(x) définie par g — g.x se factorise par I’application
7 : G — G/S, enune application ¢, : G/S,; — w(x) qui est une bijection.

Démonstration. L’application ¢., est surjective par définition d’une orbite, et donc ¢,
aussi.

Pour montrer I’injectivité de ¢, on remarque que deux éléments g; et go de G ont
méme image par ¢, si et seulement si
gi1.T = go.x < gglgl.x =1 < 92_191 €S, <= 15, = 925,

L’application ¢, est donc constante sur les classes a gauche suivant S, ce qui donne
une application surjective ¢, : G/S, — w(x) dont on vient de montrer qu’elle est
aussi injective. [ ]

4.3.1. Quelques applications

Définition 4.28. Le centre Z(G) d’un groupe G est le sous-ensemble de G formé
des éléments x € G qui commutent a tous les éléments de G :

Z(G)={reGlxg=gzx, VgeG}

Le centre Z(G) est un sous-groupe distingué (et commutatif) de G (immédiat), et
Z(G) = G si et seulement si G est commutatif.

Exemples 4.29. 1) Pour n > 3, on a Z(S,) = {1}. En effet, prenons o € S,
o # 1d. Il existe donc un indice i tel que o (i) # i. Comme n > 3, il existe j (dans
{1,2,...,n}) tel que j # i et j # o(i). Soit 7 la transposition (j o(7)). Alors on a
o71(i) = o(i) et To(i) = j, donc o et 7 ne commutent pas et o ¢ Z(.Sy,).
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2) Considérons I’action d’un groupe G sur lui-méme par automorphismes intérieurs
(exemple 4.23). Le centre est alors caractérisé comme I’ensemble des x € G tels que
w(z) = {x}. Soient w; les orbites de I’action de G sur lui-méme (par automorphismes
intérieurs) telles que |w;| > 1. Notons que si |G| est fini, |w;| divise |G| (proposition
4.27) ; on a alors avec ces notations :

Proposition 4.30.
1. Soit G un groupe fini. Alors :

G| =1Z(G)| + Z jwi] @)

(« équation aux classes »).
2. Soit p € N un nombre premier.
(@) Si|G| =p, Gestcyclique (G ~ (Z/pZ,+)), donc abélien.
(b) Si |G| = p¥ pour k > 1, alors |Z(G)| = p* pour un entier s tel que
1 < s < k (en particulier | Z(G)| = p).
(¢) Si|G| = p? G estabélien.

Démonstration. 1. traduit simplement le fait que G est réunion disjointe des orbites.
Notons que | Z(G)| > 1 puisque I’on a toujours 1 € Z(G).

2. (a) Si |G| = p, soitg € G, g # 1. Alors I'ordre | < g > | de < g > est > 1 et doit
diviser p:onadonc |[<g>|=pdol|<g>|= G et estcyclique.

(b) Dans la formule (1), chaque |w;| est une puissance de p car il divise |G|, et
|Z(G)| = 1. Le nombre |Z(G)| est donc une puissance non nulle de p puisqu’il
est > 1, qu’il est divisible par p et qu’il doit diviser |G| = p*.

(¢) D’apres (b), | Z(G)| = p ou p?. Soit x # 1 un élement de Z(G) ; le sous-groupe
< z > est contenu dans Z(G) et = est d’ordre p ou p?. Si x est d’ordre p?, G est
commutatif car alors G = Z(G). Si x est d’ordre p, le sous-groupe < x > est distingué
dans G, puisque < = >C Z(G). Le groupe quotient G/ < = > est d’ordre p donc
cyclique par (a). Soity € G dont I'image 7 dans G/ < = > engendre G/ < z > (il
suffit que 7 # 1). Alors tout élément de G' s’écrit de maniére unique comme z%y®
avec0 < a<p—1et0<b<p—1(commeilyap? tels éléments, il suffit de
voir que ces éléments sont distincts deux & deux, ce qui est un exercice facile laissé au
lecteur). Comme z € Z(G), on voit que deux tels éléments commutent et donc que G
est abélien. ]

3) On peut évidemment généraliser I’équation aux classes (1) au cas général d’une

action d’un groupe G sur un ensemble fini £ en exprimant que E est réunion disjointe
des orbites.

4.3.2. *Simplicité de A,

Théoreme 4.31. Pour n # 4, le groupe alterné A,, est simple.
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Démonstration. Les groupes Ay = Sy ~ (Z/2Z,+) et A3 ~ (Z/3Z,+) sont
simples. Pour n > 5, la stratégie est la suivante : on sait que les 3-cycles engendrent
A, pour n > 3 (remarque 4.18). On va montrer que pour n. > 5, les 3-cycles sont
conjugués dans A,, (on sait déja qu’ils le sont dans S,,). Si H < A,, est un sous-groupe
distingué, il suffira de montrer que H contient un 3-cycle, car alors il les contiendra
tous et sera donc égal a A,,. |

Lemme 4.32. Pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans A.,.

Démonstration. Soient c; et co deux 3-cycles; on sait qu’il existe o € S, tel que
c1 = o tego (remarque 4.13). Sic; = (i11i2143), c2 = (j1Jj2j3), o est défini par
o(i1) = j1, o(iz) = ja, o(iz) = js. Sio & A, etsin > 5, il existe deux éléments
iy €t i différents de iy, o, i3 ; Si on pose alors T = (i4 i5), I’élément & = o7 est dans
A, etl’onaaussic; = 6 leyd. [ ]

Montrons maintenant le théoréme.

Démonstration. Soit H un sous-groupe distingué de A,, et notons r le minimum des
cardinaux des supports des éléments de H — {Id}. Le but est de montrer que = 3 et
donc qu’il existe un 3-cycle appartenanta H.

Soit tout d’abord o € H distinct de I’identité et a tel que b = o(a) # a. On
considére alors s = (a b c) avec ¢ & {a,b,a(b)}. Soit 7 = sos~to~! qui ap-
partient & H car, H étant un sous-groupe distingué, il contient sos~! et o1, On a
T = (abc)o (bo(a) o(b)) qui est donc de support de cardinal inférieur a 5. Pour
conclure que r < 5, il reste & vérifier que 7 n’est pas I’identité. Or on a 7(c) # c car
c#o(b).

Supposons alors que » = 5; un élément de A,, de support de cardinal 5 est forcément
un 5-cycle qui quitte a renuméroter les éléments est (1 2 3 4 5). On calcule & nouveau
un commutateur soit

(12345)0(452)0(12345) 10(452)" = (12345)0(12354) = (13)(24)

d’ou la contradiction.

Supposons donc que » = 4; un élément de .A,, de support de cardinal 4 est forcément
a renumérotation prés, (1 2)(3 4). On introduit le commutateur

(12)(34)0(45)0(12)(34)0(45) = (354)

On aainsi r < 3 et comme A,, ne contient aucun élément de support de cardinal 2, on
conclut que » = 3 et donc que H contient un 3-cycle. |

Corollaire 4.33. Les seuls sous-groupes distingués de S,, sont {0} et {A,} pour
n=3etn > 5.
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4.3.3. *Les théorémes de Sylow

Définition 4.34. Soit G un groupe fini d’ordre n = |G|, p un nombre premier tel que
p|n, r > 1 le plus grand entier tel que p”|n. Alors un sous-groupe de Sylow de G (on
dit aussi p-Sylow) est un sous-groupe d’ordre p”. Nous noterons S,, (ou plutét S s’il
n’y a pas d’ambiguité) I’ensemble des p-Sylow de G.

Théoréeme 4.35. Soit G un groupe fini, p un nombre premier divisant I’ordre de G. Il
existe alors un p-Sylow (autrement dit, I’ensemble S est non vide).

Lemme 4.36. Soient p un nombre premier, m et r des entiers > 0. Alors

<p”:n> = m mod p. 2
p

Démonstration. On a I’identité :

d p i
(1+X)P = ; <Z)X
dans I’anneau de polyndmes Z[X], d’ou (1 + X)? = 1 + XP? mod p puisque
(7) = 2e=pl==l) = 0 mod p (p divise le numeérateur et pas le dénominateur), et
donc :
1+ X =((1+X)PP=(14XP)P =(1+X") modp

On en déduit par récurrence sur r que pour tout entier » > 0ona (1+X)?" = 1+ X?" mod
p, d’ou :
(I+X)P™ = ((1+X)")" = (1+X")™ mod p.

En identifiant les termes X?" dans (1 + X)™" et (1 + X?")™, on trouve ainsi :

p'm
o = m mod p.

Démonstration. (du théoreme 4.35). Posons |G| = p"m avecr > letp Am = 1.
Soit F I’ensemble des parties de G a p” éléments ; il faut montrer qu’il existe au moins
un sous-groupe de G parmi les éléments de F.

Le groupe G opeére sur E par translations a gauche (exemple 4.23). Notons w(X)
I"orbite d’un éléments X € E sous cette action (4.25). Ona [E| = () = (p;ln)
= m mod p par (2); il existe donc X € F tel que p ne divise pas |w(Xg)| (puisque
E est laréunion disjointe des orbites w(X ) et pAm = 1). Soit H C G le stabilisateur
de Xy (4.25); on a |G|/|H| = |w(Xo)| (proposition 4.27) et donc p" divise |H |
puisque |G| = mp" avec p Am = 1. Onadonc |H| > p". Montrons que |H| = p" :
soitz € Xg;onahe € HXg = XoVh € H,dod H C Xoz~!'; on a donc
|H| < |Xoz~ ! = p" etdonc bien |H| = p", i.e. H est un p-Sylow. |
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Enongons maintenant le second théoréme de Sylow qui décrit les propriétés de I’en-
semble S des sous-groupes de Sylow de G.

Théoréme 4.37. Sous les hypothéses du théoréme 4.35, on a les propriétés suivantes :

1. soit K C G un p-sous-groupe (i.e.tel que | K| soit une puissance de p). Il existe un
p-Sylow H tel que K C H ;

2. si H et H' sont deux p-Sylow, ils sont conjugués dans G (il existe g € G tel que
H=g'H'g);
3. |S] =1 mod pet |S| divise m.

Démonstration. Remarquons d’abord que le conjugué d’un p-Sylow est un p-Sylow,
et que donc G opére sur S par conjuguaison. Soit K un p-sous-groupe de G, H un
p-Sylow, w(H) I'orbite de H; si S C G est le stabilisateur de H, ona H C S
et donc |w(H)| = |G|/|S| est non divisible par p (car H C S implique que |S]|
est divisible par p" par le théoréme de Lagrange). Si on restreint I’action de G sur
w(H) au sous-groupe K, on voit donc par la formule des classes (1) qu’il existe
H, € w(H) fixé par K, puisque par hypothése |K| est une puissance de p. On a
donc k~'Hik = H, V k € K ; I’ensemble des | € G tels que ["'H,l = H;
est ainsi un sous-groupe L de G tel que K C L (et évidemment aussi H; C L);
de plus H; est distingué dans L par définition de L. Le sous-groupe H; étant un p-
Sylow, |L/Hy| = |L|/|H;| n’est pas divisible par p (puisque |L| est un diviseur de
n = mp");soit w : L — L/H; le morphisme canonique. Le groupe K étant un p-
groupe, il en est de méme pour le sous-groupe 7 (K) de L/H (car |7 (K)| divise | K|
qui est une puissance de p). Comme par le théoréme de Lagrange |7 (K)| doit diviser
|L/H|, on en déduit 7(K) = {e}, i.e. K C Hy, d’ou 1., et 2. en prenant pour K un
p-Sylow (on aalors K = H1).

Montrons 3. Soit H € S un p-Sylow, S C G le sous-groupe stabilisateur de H (pour
I’action de G sur S par conjugaison). Ona H C S, et S est I’orbite de H par la
condition 2. Donc |S| = |G|/|S| = 1 mod p. Enfin |S| divise mp" = |G| par la
condition 2. puisque S est I’orbite de n’importe quel p-Sylow et donc |S| divise m
puisque |S| = 1 mod p. |

Exemples 4.38.

1. Soit G un groupe abélien fini, p un nombre premier tel que p divise |G|. Les
théorémes 4.35 et 4.37 impliquent que |S| = 1 : il y a un et un seul p-Sylow
dans G, le groupe G(p). De plus G est somme directe de tous ses sous-groupes de
Sylow (proposition 2.48).

2. Soit F, = Z/pZ le corps a p éléments, G = GL,,(Fp) (matrices inversibles a
coefficients dans Fp,).
Ona

Gl=@"-1)@"—p)...(0" ") 3)
(exercice : il suffit de compter les bases de (F)™). Alors le sous-groupe H formé
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des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale principale est un
p-Sylow de G. Onaeneffet |H| = p x p? x --- x p*~1 = pr(=1)/2 gt

G| = pn(n—l)/2(pn _ 1)(pn—1 . p—1)= pn(n_l)/2m
avecmAp=1.

4.4 QUELQUES EXEMPLES LIES A LA GEOMETRIE

4.4.1. Le groupe orthogonal en dimension 2

Les applications linéaires R? — R? qui sont des isométries forment un groupe (avec
comme opération la composition) not¢é O(R?). Une application linéaire f de R>
dans lui-méme est dans O(R?) si et seulement si I’image (f(e1), f(e2)) de la base
canonique (eg, e2) de R? est une base orthonormale de R?2. Si M est la matrice qui
représente f dans la base (e, e2), les vecteurs f(e1), f(e2) développés dans la base
(e1,e2) forment par définition les colonnes de M ;. Les matrices M représentant les
éléments de O(R?) sont donc caractérisées par la relation :

MM = 'MM =1, (4)

I représentant la matrice identité de rang deux. Cette relation implique que
det M = +1.

Définition 4.39.

1. Le groupe O(R?) s’appelle le groupe orthogonal (en dimension 2). Ce groupe
s’identifie au groupe des matrices M de rang 2 vérifiant la relation (4) que nous
noterons O2(R). Les matrices M € Oy(R) sont dites orthogonales.

2. On note SO(R?) le sous-groupe de O(R?) formé des isométries qui conservent
I’orientation, i.e. dont la matrice M est de déterminant +1 (on note SO2(R) le
sous-groupe des matrices M € O2(R) de déterminant 1).

Notons U le groupe (multiplicatif) des nombres complexes de module 1. Si on identifie
CaR?parz =z +iy — (z,y) (notons que cette identification oriente canonique-
ment R2, i.e. choisit la base (e, e2) comme étant directe), I’ensemble U s’identifie au
cercle St C R2.

Lemme 4.40. Soit b = (f1, f2) une base orthonormale de R?2.
1. Tout élément f € SO(R?) est représenté dans la base b par une matrice de la

forme M = (Cbl _2 ) avec a® + b = 1.

2. L’application qui & f € SO(R?) fait correspondre la matrice M est un isomor-
phisme de SO(R?) sur le groupe multiplicatif SO2(R) des matrices de la forme

< Cg _Cbl > avec a® + b? = 1 (cet isomorphisme dépend de la base b choisie).
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a

3. L’application SO2(R) — U définie comme ( b

phisme de groupes.

_2 ) — a + b est un isomor-

a cC
b d
>+ =c?4+d?>=1,ac+bd =0cetad — bc = 1 par (4). Si a = 0, on trouve

. oo _ B (0 —1 0 1
aUSSItOtdZO,dOUC—il,b—il,b——C,etA—<1 0)ou 1 0).

Sia # 0, on trouve en éliminant ¢ que d = +a et de méme b = +¢, d’ol a = d et
“ _2 ) avec a® + b* = 1.

Démonstration. Soit A = > une matrice de SO2(R). On a

c = —bpuisque ad — bc = 1. Onadonc A = b

La démonstration de 2. et 3. est immédiate. [ |

Remarque 4.41. Le lecteur vérifiera a titre d’exercice que I’application
SO2(R) — U ci-dessus est aussi un homéomorphisme (SO2(R) est un
sous-espace topologique de M4(R) ~ R* et U est un sous-espace de

C ~ R?).
4.4.2. Angles
Rappelons I’existence d’un morphisme de groupes surjectif :
donné par R—U

0

01— e = cosf +isinf

de période 27r.

On définit les angles comme les éléments de U. Tout angle est donc de la forme e
avec § € R ; le nombre 6 est la mesure de I’angle (définie a 2kx prés) ; on fait souvent
I’abus de langage consistant a confondre I’angle et sa mesure, et a parler de «I’angle
f », bien que 6 ne soit pas un angle, mais un nombre réel, que I’on prend en général
compris entre 0 et 27 ou entre —7 et 7 puisque deux nombres qui difféerent de 2k
définissent le méme angle ; on a fait cet abus de langage dans I’énoncé de la proposition
4.42 ci-dessous.

Proposition 4.42. Tout élément f € SO(R?) est représenté par une matrice de la
forme : .
A— [ cos 0 —sinf \
~ \ sinf cosf )’

on dit que f est la rotation d’angle 6.
Tout élément de g € O(R?)\ SO(R?) est une symétrie orthogonale par rapport a une
droite (passant par O), on dit aussi que g est une réflexion. La matrice correspondant

agseent: A — cos 0 sin 6
~\ sinf —cosf

si I’axe de symétrie de ¢ fait un angle 6 /2 avec I’axe des z (i.e.si I’axe de symétrie est
I’image de I’axe des « par la rotation d’angle 6/2).
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Démonstration. D’aprés le lemme 4.40, I’élément A € SO2(R) peut s’écrire :
cosf) —sind
A= < sinf  cosf >

0 (défini modulo 27) étant la mesure de I’angle de la rotation de matrice A.

Une rotation de R? est donc caractérisée de trois maniéres : soit par sa matrice A, soit
par son angle ', soit par lamesure # € R de cet angle (définie modulo 27). Comme il
a été noté plus haut, on fait souvent I’abus de langage qui consiste a confondre I’angle
et sa mesure, et de parler de « rotation d’angle 6 ».

Si maintenant ad — bec = —1, le méme raisonnement montre que I’on peut écrire :
A cos 0 sin 6
~\ sinf —cosf
Les relations a + d = 0 et ad — bc = —1 montrent alors que les valeurs propres de

Asont1et —1, et le calcul classiqgue montre gue le sous-espace propre correspondant
a la valeur propre 1 est engendré par le vecteur de coordonnées (cos 6/2,sin 0/2),
I’autre espace propre lui étant orthogonal (puisque A est symétrique). Dans cette
10 ) Cela acheve
0 —1 )

la démonstration de la proposition. |

base de vecteurs propres, la matrice A’ de g s’écrit alors

Remarque 4.43. Définition « géométrique » des angles

Se donner une demi-droite D d’origine O revient a se donner le point d’inter-
section de D et S, donc un élément e? de U.

De méme, se donner un couple (ordonné) (D1, D) de demi-droites d’origine
O revient a se donner un couple (e, ¢%2) d’éléments de U. On définit alors

I’angle D1, Dy comme I’élément ¢(?>=%1) de U.

Si on considére I’action de SO(R?) ~ U sur les couples (D1, Ds) de demi-
droites donnée par :

on voit que deux angles de demi-droites sont les mémes si et seulement s’ils
sont dans la méme orbite pour cette action.

On peut donc aussi définir les angles comme les orbites de I’action de SO(R.?)
sur les couples (ordonnés) de demi-droites d’origine O : c’est cette définition
que I’on peut appeler « définition géométrique des angles ».

Signalons quelques propriétés algébriques du groupe O(R?) dont la démonstration est
laissée au lecteur.
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Proposition 4.44.

1. Soit ry la rotation d’angle 6 (—7 < 6 < ), s une réflexion. Alors on a

1

Srgs T =T_g = 7“9_1.

2. Le groupe O(R?) est engendré par les réflexions. Plus précisément :

+ Tout élément de O(R?) \ SO(R?) est un réflexion.

« Toute rotation rg est le produit de deux réflexions dont I’angle des axes vaut 6 /2
(6 est défini modulo 27 ; 6/2 est donc défini modulo 7 ; c’est I’angle de deux
droites non orientées).

» Réciproquement, le produit de deux réflexions par rapport a des droites qui font
un angle de 6/2 (modulo 7) est la rotation d’angle 6.

3. Le groupe SO(R?) est commutatif; le centre de O(R.?) est le sous-groupe formé
de {Id, — Id}.

Remarquons enfin que si (f1, f2) est une base orthonormale directe de R? (i.e. image
de la base canonique par une rotation), la matrice de la rotation Ry d’angle 6 dans cette
‘;‘flg _:g;g ) puisqu’elle s’écrit QL AQ, Q € SO»(R)
étant la matrice de changement de bases, et que SO (R) est commutatif.

base est encore A =

En revanche, si la base (f1, f2) n’est pas directe, il résulte de la proposition 4.44, 1.,
que la matrice de la rotation Ry dans la base (f1, fo) est la matrice A~! (obtenue en
changeant § en —6 dans A).

4.4.3. Sous-groupes finis de O(R?)

Définition 4.45. On appelle groupe dihédral d’indice n un sous-groupe de O(R?)
formé des isométries linéaires qui laissent globalement invariant un polygdne régulier
P an sommets (et de centre O).

L’identité est I’élément neutre d’un tel groupe que I’on note D,, par abus de langage
(en omettant la référence au polygéne P).

Si D,, et D}, sont deux groupes dihédraux de méme indice n, ils sont conjugués dans
O(R?) : il existe une rotation o € SO(R?) telle que D!, = o~ D,,o (exercice facile).
En particulier, les groupes D,, et D/, sont isomorphes.

Proposition 4.46. Soit D,, un groupe dihédral. Le groupe D,, est engendré par deux
éléments r et s vérifiant les relations suivantes (en notant 1 I’élément neutre de D ;) :

=1, s2=1, sr =r"ls; (5)

ona |D,| = 2n et tout groupe engendré par deux éléments r et s satisfaisant ces
relations est isomorphe a D,,.
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Démonstration. Montrons que le groupe D,, est engendré par la rotation » d’angle
27 /n, et une symétrie orthogonale s par rapport & une droite joignant O & un sommet
du polyg6ne P. Soit { A;} I’ensemble des sommets de P, s la symétrie orthogonale par
rapport a la droite O A;. Soit € O(R?) laissant globalement invariant 7. Supposons
que ¢(A1) = Ag. Il existe un entier ¢, 0 < ¢ < n — 1 unique tel que r9(A;) = Ay,
d’ou r7(A;) = ¢(A1). On a donc soit r~%¢p = Id, i.e.¢p = r?, soitr~9¢ = s i.e.
¢ = ris.

Tout élément de D, s’écrit ainsi de maniere unique comme r¢ ou r%s avec
0 < g < n—1,cequi implique que |D,| = 2n. Si on a un groupe G engendré
par deux éléments ' et s’ satisfaisant (5), il est alors facile de voir que I’application
¢ : G — D, définie par ¢(r") = r et ¢(s’) = s est un isomorphisme de groupes. W

Exemples4.47.

1. Un groupe D> a quatre éléments : + I’identité et deux réflexions s et s’ (on voit
facilement qu’il est isomorphe au « groupe de Klein» Z /27 x Z/27).

2. Ona D3 ~ S3, comme il a été vu dans la remarque 4.13.

Théoréme 4.48. Soit G C O(R?) un sous-groupe d’ordre fini ¢. Alors G est iso-
morphe soit au groupe cyclique Z/qZ (et alors G ¢ SO(R?)), soit & un groupe
dihédral D,, (et ¢ = 2n).

Démonstration. a) Supposons d’abord G C SO(R?) (et donc G commutatif).
Chaque elément g de G est une rotation r, d’angle 6,, que I’on peut supposer tel que
0 < 0, < 27 (cf. la proposition 4.42 : on identifie un angle avec sa mesure comprise
entre 0 et 27). Comme G est fini, il existe un 6o > 0 minimal parmi les 6, non nuls
(car on suppose G # {Id}). Montrons que G est cyclique engendré par la rotation r
d’angle 6y. Si g € G, il existe un entier £ > 0 unique tel que 0 < 0, — kb < 0.
Mais 6, — k6 est I’angle de la rotation (r,)(ro)~* € G (rappelons que I’application
¢ : SO2(R) — U ci-dessus permet d’identifier une rotation d’angle 6 avec I’élément
e? € U), ce qui implique que 04 — ko = 0 par minimalité de 6y, et donc 0, = k6,
oury = r’g. Le groupe G est ainsi cyclique, donc isomorphe a Z/qZ pour ¢ égal
I’ordre de G.

b) SiG ¢ SO(R?), soit H = G N SO(R?). H est isomorphe a Z/nZ pour un
entier n par a). Soit s € G une réflexion (i.e. un élément de G non dans H) ; on a alors
G = H U sH comme on le vérifie immédiatement. Le groupe G est donc engendré
par les deux éléments h (générateur de H) et s, qui vérifient les relations :

h" =Id, s> =1Id, hs = sh™! = sh"~!

(la derniére résultant du fait que sh est une symétrie, donc shsh = Id d’oll shs = h~!
et hs = sh™1); ces relations sont les relations (5) ol I’on a posé 1 = Id. Le groupe
G est donc bien isomorphe a un groupe dihédral D,,. |
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4.4.4. Le groupe orthogonal en dimension 3

Dans tout ce paragraphe, les droites (resp. les plans) seront toujours des droites (resp.
des plans) contenant I’origine, i.e.des droites (resp. des plans) vectorielles (resp. vec-
toriels). L’ensemble des applications linéaires R® — R3 qui sont des isométries
forme un groupe (avec comme opération la composition) noté O(R.3). Une appli-
cation linéaire f de R3 dans lui-méme est dans O(R?) si et seulement si I’image
(f(e1), f(e2), f(e3)) de la base canonique (e1, ez, e3) de R? est une base orthonor-
male de R3. Si M est lamatrice qui représente f dans la base (e, e2, e3), les vecteurs
f(e1), f(e2), f(es) développés dans la base (e1,es,e3) forment par définition les
colonnes de M. Les matrices M représentant les éléments de O(R3) sont donc
caractérisées par la relation :

MM ='"MM =1, (6)

I représentant la matrice identité de rang trois. Cette relation implique que det M =+1.

Définition 4.49.

1. Le groupe O(R3) s’appelle le groupe orthogonal (en dimension 3). Ce groupe
s’identifie au groupe des matrices M de rang 3 vérifiant la relation (6). Nous
noterons O3(R) ce groupe de matrices. Les matrices M € Os(R) sont dites
orthogonales.

2. On note SO(R?) le sous-groupe de O(R?3) formé des isométries qui conservent
I’orientation, i.e. dont la matrice M est de déterminant +1. La notation SO3(R)
désigne le sous-groupe des matrices M € O3(R) de déterminant 1.

Remarque4.50. Si f € O(R?) etsi M est la matrice représentant I’applica-
tion f dans une base orthonormale quelconque (pas nécessairement la base ca-
nonique), M’ est aussi une matrice orthogonale (vérification immédiate : si M
est la matrice qui représente f dans la base canonique, ona M’ = QM Q,
avec Q, M et Q' orthogonales).

Donnons maintenant quelques exemples classiques d’éléments de O(R.3).

Exemples4.51.
1. Soit f la symétrie orthogonale par rapporta un plan P. Alors f € O(R3)\SO(R?)
(i.e. det My = —1); on dit que f est une reflexion. Dans une base orthonormale

convenable (formée de deux vecteurs de P et d’un vecteur orthogonal), la matrice
de f s’écrit ;

10 0
01 0 )
00 —1
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2. Soit f la symétrie orthogonale par rapport a une droite D. Alors f € SO(R?3); on
dit que f est un renversement. Dans une base orthonormale convenable, la matrice

1 0 0
de fsécrit| 0 —1 O
0 0 -1

3. Soient D une droite orientée (par un vecteur unitaire 11 porté par D), P le plan
orthogonal a D. On peut choisir une base orthonormale (V5, V3) de P de fagon a ce
que labase (1, Va2, V3) de R3 soit orthonormale directe (i.e.det(Vy, Va, V3) = +1).
Soit 6 un angle (que I’on peut choisir par exemple tel que —7 < 8 < =, cf. la
proposition 4.42). On appelle rotation d’angle 6 et d’axe D I’application linéaire f
dont la matrice dans la base (V7, V5, V3) s’écrit :

1 0 0
M= 0 cosf —sinf |; (8)
0 sinf cos 0

ona f € SO(R?), ladroite D est fixée par f (c’est I’axe de la rotation), et la
restriction de f au plan P (orienté par la base (V3, V3)) est la rotation d’angle 6.
Dans le cas ou # = 7, on retrouve les renversements.

Proposition 4.52. Soit M une matrice (3,3) orthogonale (i.e.telle que M € O3(R)).

Alors :

1. M atoujours une valeur propre réelle Ay = =£1. Les valeurs propres (réelles ou
complexes) de M sont de module 1.

2.Si M € SO3(R), M a une valeur propre A\; = 1. Si V; est un vecteur propre
unitaire pour A1, I’application f de matrice M (dans la base canonique) est une
rotation d’axe la droite (orientée) D définie par V1. La matrice de f est donc de la
forme (8) dans une base orthonormale convenable (ayant pour premier vecteur le
vecteur V7).

3.SiM € O3(R) \ SO3(R), M aune valeur propre A\; = —1. Si V; est un vecteur
propre unitaire pour la valeur propre Ay, I’application f définie par la matrice
M est la composée d’une rotation f, d’axe D, droite orientée définie par V7, et
d’une réflexion s par rapport au plan P orthogonal a D. Les applications s et f
commutent, et la matrice de f dans une base orthonormale convenable (de premier
vecteur V1) est de la forme : 1 0 0

M = 0 cosf —sind 9)
0 siné cos 6
Démonstration.
1. Soit x(X) € RI[X] le polyndme caractéristique de M. Le polyndme x (X)) étant
de degré 3, il a une racine réelle 1. Si A est une valeur propre réelle de M, V un
vecteur propre associé, notons encore V' la matrice colonne de V' développé dans la
base canonique. Onaalors MV = AV d’o0 'V M = X 'V et
VI =" V.V = VIMMY = X2 V.V = M\ ||V|?,

d’oti A2 = 1 puisque V' # 0.
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Si maintenant A, € C est une racine non réelle de x(X), Ao est aussi racine (propo-
sition 5.4), et on a |A\; A2 A2| = |det(M)| = 1 (cf. la définition 5.35 ; rappelons que le
terme constant de x (X)) est égal a — det(M)), d’ol |A2]? = 1.

2. Supposons M € SO3(R); on aalors det M = 1. Soient A1, Ay et A3 les valeurs
propres de M avec A\; = £1.Ona A\ Aod3 =det M =1.Si Xy € R,0nals = Ay
et )\2)\3 = )\2)\_2 = ||)\2||2 =1, d’ou A= 1.

Si A1, Ao et A3 sont réelles, elles ne peuvent étre toutes égales a —1 puisque leur
produit vaut 1. La matrice M a donc au moins une valeur propre égale a 1, que I’on
note \;.

Soit maintenant V/; un vecteur propre correspondant a A1 ; les points de la droite D
définie par 1 sont invariants par I’application linéaire f de matrice M ; il suffit alors
d’appliquer les résultats du paragraphe précédent dans le plan orthogonal a V7.

3.SiM € O3(R) \ SO3(R), on a det M = —1 et le méme raisonnement que
pour 2.ci-dessus montre qu’il existe une valeur propre A1 = —1. Si V; est un vecteur
propre correspondant @ A; et P le plan orthogonal & V71, notons s la réflexion définie
par P, S sa matrice dans la base canonique. On voit alors immédiatement que I’on a
SM = MS € SO3(R), et on peut appliquer 2. a la matrice M S. |

4.4.5. *Générateurs et centre
Etudions maintenant quelques propriétés algébriques du groupe O(R?).

Proposition 4.53.

1. Le groupe O(R?) est engendré par les réflexions ; plus précisément, tout élément
de O(R3) peut s’écrire comme le produit d’au plus trois réflexions ; tout élément
de SO(R?) peut s’écrire comme le produit de deux réflexions.

2. Le groupe SO(R3) est engendré par les renversements. Tout élément de SO(R?)
peut s’écrire comme le produit de deux renversements.

Démonstration.

1. Soit d’abord f € SO(R?) une rotation d’axe D. Alors f est le produit de deux
réflexions par des plans contenant D (on applique la proposition 4.44 dans le plan P
orthogonal a D).

Soit maintenant f € O(R?) \ SO(R?). Soit s une réflexion; ona fs € SO(R3). Il
existe donc deux réflexions s et s, telles que fs = s1s9, d’0U f = s159s.

2. Soit f € SO(R?). On peut donc écrire par ce qui précéde f = s1s5 0l s1 €t 55 sont
des réflexions. Mais I’opposé —s d’une réflexion s est un renversement, comme on le
voit par exemple sur la forme matricielle (7). L’application f est donc bien le produit
de deux renversements, carona f = (—s1)(—s2). [

Proposition 4.54. Le centre de O(R?) est {Id, —Id}, Id désignant I’identité. Le
centre de SO(R?) est réduit a {Id}.

Commencgons par démontrer deux lemmes.
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Lemme 4.55. Soit f € GL(R"™) (i.e. f est une aplication linéaire inversible) qui
laisse stable toutes les droites vectorielles, alors f est une homothétie.

Démonstration. Le cas n = 1 est évident. Si n > 2, soient V7 et V5 deux vec-
teurs indépendants de R™. On a par hypothése f(V1) = MVi, f(Va) = AVs,
f(Vi4+ Vo) = A3(Vi + Vo) avec \; € R\ {0}.

On a donc la relation A3(Vy + Vo) = M Vi + A2V, ce qui implique tout de suite
que A\; = Ay = A3 puisque V7 et V5 sont linéairement indépendants ; on voit donc en
faisant varier V5 que f est bien une homothétie. |

Lemme 4.56. Soit ry une rotation d’axe une droite (orientée) D et d’angle 6 (on
suppose —m < 6 < ). Alors :

+ sig € SO(R?), grgg~" est la rotation d’axe g(D) et d’angle ¢ ;
s sigc O(R3?)\ SO(R?), grog~! est la rotation d’axe g(D) et d’angle —.

Démonstration. D’apres la proposition 4.53, I’élément g est produit de deux ré-
flexions si ¢ € SO(R?) et de trois réflexions si ¢ € O(R3) \ SO(R3). Il suffit
donc de montrer le lemme dans le cas ou g est une réflexion.

Il est clair que la droite g(D) est fixe sous I’action de # = grog—!'. Comme
7 € SO(R3) (parce que le déterminant de la matrice associée vaut +1), c’est
donc une rotation d’axe g(D); pour caractériser son angle 0 €] — m, ), il suffit de
déterminer I’angle entre un vecteur V; € g(D)* (g(D)* est le plan orthogonal a la
droite g(D)) et son image V, = #(V}) qui est aussi dans le plan g(D)+.

Rappelons comment on peut définir I’angle ¢ entre deux vecteurs W et W5 unitaires
et non colinéaires de R2. Un angle d’un plan euclidien orienté est caractérisé par son
cosinus et son sinus. On choisit un vecteur unitaire s orthogonal au plan (W7, Wa),
ce qui oriente ce plan (en définissant une base directe de ce plan comme une base
(f1, f2) telle que la base (ws, f1, f2) soit une base directe de R?) et permet de parler

de I’angle 0 = W, W». On a alors :

cosf = Wi Wy
sinf = det(Wy, Wy, W3)

ou Wy.W5 est le produit scalaire et (W7, Ws, W3) la matrice des W; développés
en colonnes sur la base canonique. En effet, dans la base orthonormale directe
(f1, f2, f3) telle que f1 = W3, fo = Wi, la matrice (W3, Wy, W) s’écrit :
10 0
0 1 cos@ |, matrice de déterminant sin 8. Or ce déterminant est égal a celui de
0 0 sinf
la matrice (W7, Wy, W3). Remarquons d’ailleurs que le déterminant de cette matrice
est le « produit mixte » des vecteurs unitaires W1, Ws, W3. On voit donc que choisir
—Ws3 au lieu de W3 (ce qui change I’orientation du plan (11, W5)) change sin 6 en
—sin @ et donc € en —@ si on a supposé —m < 6§ < 7 (Si @ = 7 on pose aussi —0 =
puisque 6 est défini modulo 27 et que I’on a supposé que la mesure des angles était
dans I’intervalle | — 7, ]).

(10)
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Revenons a la preuve du lemme 4.56. Soit P, le plan invariant par la réflexion g, et pre-
nons Vi € P, Ng(D)*t, Vo = grog=t(Vh) = #(Vi), V3 = g(W), W étant le vecteur
unitaire qui oriente la droite D. On a par hypothése det(V7y,rg(V1), W) = sin 6 par
(10) et de méme det(Vy,7(V3), V3) = sinf. Comme V; est invariant par la réflexion
g par hypothése, ona Vi = g(V1),7(Vi) = g o rg(V1) et V3 = g(W) et donc si M,
désigne la matrice de I’endomorphisme ¢ (dans la base canonique de R?3), ona:

(V1,7(V1),V3) = My x (V1,r9(V1), W)

d’otl sinf = —sin@ (cf. (10)) puisque det M, = —1, et donc § = —6 (car on a
évidemment cos # = cos ). |

Montrons maintenant la proposition 4.54. Soit Z le centre de O(R.3). Il est clair que
{Id,—Id} C Z. Réciproguement soient ¢ € Z, D une droite vectorielle, rp le
renversement défini par la droite D. Comme ¢ € Z, ona grpg~— ' = rp, et aussi
grpg—t = 74(p) Par le lemme 4.56. On a donc D = g(D) pour toute droite D, et le
lemme 4.55 montre que g est une homothétie ; comme g est aussi une isométrie, on a
bien g = +1d. Le cas du groupe SO(R?) est analogue et laissé au lecteur (noter que
—ld ¢ SO(R3)1). Cela achéve la preuve de la proposition 4.54.

Remarque 4.57. Reéciproquement, il est immédiat de voir que deux rotations
d’axes orientés D1 et D, et de méme angle 6 sont conjuguées dans SO(R3) :
il suffit de montrer qu’il existe une rotation r telle que (D7) = Ds.

4.4.6. *Simplicité de SO(R?)

Théoréme 4.58. Le groupe SO(R?) est simple.

Démonstration. Soit G un sous-groupe distingué non réduit a I’identité. On rappelle
(cf. la proposition 4.53) que OT(3,R) est engendré par les renversements et que
(remarque 4.57) tous les renversements sont conjugués dans SO(R3). Ainsi pour
montrer que G est égal a SO(R?) tout entier, il suffit de montrer que G contient
un renversement.

Soit alors u € G, une rotation d’axe D et soit P le plan orthogonal & D & I’origine
de sorte que la restriction de u & P est une rotation d’angle 8. Quitte a remplacer u
par u~!, on peut supposer 0 < # < w,etméme0 < # < wcarsi § = 7, westun
renversement et la démonstration est finie. |

Soient S? la sphére unité de R3, z un point de S?, y = u(z); on note d la distance
entre x et y.

Lemme 4.59. Pour tout 0 < d’ < d, il existe x1, x5 des points de la sphére unité a
distance d’ I’un de I"autre et tels que x5 = u(z).

Démonstration. Soit a € D, |ja|| = 1. Donnons d’abord une démonstration
«heuristique» de ce lemme. Il est clair (cf. figure 4.1) que « transforme le grand
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cercle C; de S? passant par a et  en le grand cercle C passant par a et y = u(x).
Lorsque le point z; parcourt C; de = a a, la distance d(x1,x2) tend vers 0 de facon
continue ; elle prend donc toute valeur d’ (0 < d’ < d) par le théoréme des valeurs
intermédiaires.

De maniére plus précise, considérons le vecteur x + Aa (A € R).

Onalz+Xal|2 =1+ A2etdonc z; = jﬂ% € $%etu(r)) = \/ﬁ(?ﬂr)\a)
(puisque u(a) = a) etdonc ||u(z1) — 1] = \/#. Si I’on suppose d’ # 0, il suffit
de prendre ) tel que \/117 = d', soit \ = YL =

Figure 4.1

Lemme 4.60. Etant donnés y1, y» des points de S2 distants de d’ avec 0 < d’ < d, il
existe u’ € G tel que v'(y1) = yo.

Démonstration. Prenons z; et 2, deux points de S% comme dans le lemme 4.59.
On adonc d(zy,z2) = d' = d(y1,y2). Il existe une rotation »r € SO(R?) telle que
r(x1) = y1,r(z2) = y2 (exercice 4.18). On pose alors v’ = r~lur (v’ € G puisque
G est distingué).

Démonstration. (du théoréme) Considérons maintenant un point y; € S? et la

rotation r,, d’axe D et d’angle 7/n. On a ||r,,(z) — z|| = 2|sin(7/2n)| et donc
lrn(x) — || < d (avec toujours d = ||u(x) — x||).
D’aprés le lemme 4.60, il existe v’ € G tel que v/(z) = ry(x); on a donc

u'™(x) = —=x, ce qui entraine que la rotation u'™ € G est un renversement. [
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EXERCICES

Les solutions des exercices et problemes sont données en fin d’ouvrage.

GROUPES

Exercice 4.1.

1. Soit G un groupe dont tous les éléments = 1 sont d’ordre 2. Montrer que G est
commultatif.

2. Montrer que I’ordre de G est alors de la forme 2™ (raisonner par récurrence sur
I’ordre de G).

3. Soit G un groupe, H C G un sous-groupe d’indice 2. Montrer que H est distingué
dans G.

Exercice 4.2. Soient GG un groupe et C' un sous-groupe de son centre. Montrer que si
le groupe quotient G/C' est cyclique, alors G est abélien.

Exercice 4.3. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe distingué de G d’ordre n.
On suppose que n est premier avec I’indice de H dans G. Montrer que H est le seul
sous-groupe d’ordre n de G.

Exercice 4.4. Soit G un groupe. On note e I’élément neutre de G. Etant donnés deux
sous-groupes A et B de G, on désigne par AB le sous-ensemble de G formé des
éléments de GG de la forme ab, ol a est dans A et ou b est dans B.

Considérons désormais deux sous-groupes H et K de G.

1. Montrer que H K=K H si et seulement si H K est un sous-groupe de G.

2. Montrer que si H est distingué dans G on a H K=K H (et donc H K est un sous-
groupe de G).

3. Montrer que si H est distingué dans G I’application ¢ : K — HK/H définie par
o(k) = kH réalise (par passage au quotient) un isomorphisme de K/H N K sur
HK/H.

4. Montrer que si H et K sont distingués dans G et si H N K = {e}, I’application
¢ : H x K — HK définie par ¢ ((h, k)) = hk est un isomorphisme de groupes.

Soit SLy(Z) le groupe des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans Z dont le
déterminant est 1. Posons

0 1 0 1
M:<—1 o) et N:(—l —1.)

5. Déterminer I’ordre de M, de N etde M N dans SL2(Z).

6. Soient H (resp. K) le sous-groupe de SLo(Z) engendré par M (resp. par N).
Montrer que H K n’est pas un groupe.
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Exercice 4.5.

1. Soit G un groupe non commutatif d’ordre 10 ; montrer que G contient un élément
d’ordre 5 (utiliser la question 1. de I’exercice 4.1).

2. Montrer que G contient un sous-groupe distingué H d’ordre 5 et que tout élément
x € G\ H estd’ordre deux (considérer le groupe quotient G/ H).

3. Montrer que G est isomorphe au groupe dihédral D5 (considérer I’ordre d’un élé-
ment xh).

Exercice 4.6. Soit p un nombre premier, G un groupe de cardinal p*. Montrer que
pour tout s < k, G possede un sous-groupe d’ordre p* (raisonner par récurrence sur k
en considérant le centre de G).

GROUPE SYMETRIQUE

Exercice 4.7. Dans le groupe symétrique S5, combien y a-t-il de 5-cycles distincts ?
de 4-cycles distincts ?

Exercice 4.8. Soit p > 5 un nombre premier et H C &, un sous-groupe tel que
1<[S,: H] <p.

1. Montrer que tout cycle d’ordre p est contenu dans H.

2. Montrer que tout cycle d’ordre 3 est produit de deux cycles d’ordre p.

3. Montrer que H = A,

4. Montrer que S5 ne contient aucun sous-groupe de cardinal 30, 40.

Exercice 4.9. Soit o I’élément de Sq; :

(1 23 4 56 789 10 11
=\l 10 79 11 21358 4 6

Décomposer o en un produit de cycles a supports disjoints. Préciser I’ordre de o et la
signature de o.

Exercice 4.10. (cf. la remarque 4.21).

1. Montrer que S,, est engendré par les systémes suivants et pas par un sous-ensemble
strict :

(i) les transpositions (1 ¢) pouri =2,--- n;
(if) les transpositions (i i + 1) pouri = 1,--- ;n —1;
(iii) lecyclec, = (1 --- n) et latransposition 7 = (1 2).
2. Montrer que A,, pour n > 3 est engendré par les 3-cycles.
3. Montrer que si un ensemble de k transpositions engendre S,,, alors k > n — 1.
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Exercice 4.11. Donner la décomposition en cycles a supports disjoints de
(123)(24)(13)etde (12 --- n—1)(1n) (cf. la proposition 4.14).

Exercice 4.12. Quel est I’ordre maximal d’un élément de S5 ?

Exercice 4.13. Quelle est la décomposition en cycles a supports disjoints de ¢*, ol
c=(1---n)es§,?

OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Exercice 4.14. Soitn > 5.

1. Soit H un sous-groupe d’indice n de S,,. Montrer que H est isomorphe & S,,_1.
(Le groupe S,, opére sur S,,/H par translations & gauche, ce qui donne un mor-
phisme ¢ de S,, dans les permutations de S,,/H ; montrer que ¢ est injectif et
déterminer I’image de H).

2. Soit H un sous-groupe d’indice k de S,, avec 1 < k£ < n. Montrer que k£ = 2 et
H=A,.

Exercice 4.15. Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit facteur premier de I’ordre de
G. Montrer qu’un sous-groupe H de G d’indice p est distingué dans G (faire opérer
H sur I’ensemble quotient G/ H des classes a gauche de G modulo H par translation
a gauche).

Exercice 4.16. Soit G un groupe fini d’ordre 21 opérant sur un ensemble fini £ ayant
n éléments.

1. On suppose n = 19. On suppose aussi qu’il n’existe pas de point fixe dans £ sous
I’action de GG. Combien y a-t-il d’orbites dans E'? Quel est le nombre d’éléments
dans chacune de ces orbites ?

2. On suppose n = 11. Montrer qu’il existe au moins un point fixe dans £ sous
I’action de G.

3. Soit n un entier > 11. Montrer qu’il existe un ensemble ayant »n éléments sur lequel
G opere sans point fixe.

EXEMPLES LIES A LA GEOMETRIE

Exercice 4.17. Soient FE un espace vectoriel euclidien et f une isométrie de E.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f estune symétrie.
(i) f estd’ordre 2 dans le groupe orthogonal de E.
(iii) f est diagonalisable.
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Exercice 4.18. Soient a et b deux vecteurs distincts de méme norme de R.2. Montrer
qu’il existe une unique symétrie par rapport & un plan de R qui transforme a en b.

Exercice 4.19. Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique

est
M = 1 V6 1 3
-6 3 1.

1. Montrer que « est une isométrie. Est-elle directe ou indirecte ?
2. Trouver une base orthonormée de R2 dans laquelle la matrice de « soit de la forme :

€ 0 0
M = 0 cosf —sind
0 sind cos 0

avec e? = 1 et # € R. Déterminer ¢ et cos 6. Expliciter sin # dans la base considérée.

TROIS POLYEDRES REGULIERS ET LEUR GROUPE

Exercice 4.20. Le tétraédre régulier
On note Z7 le groupe des isométries qui laissent le tétraédre globalement invariant et
Dr le sous-groupe de Zp constitué par les déplacements de Z.

1. Montrer que I’on peut considérer Zr (resp. D) comme un sous-groupe de O(R?)
(resp. SO(R?)).

2. Montrer que Z7 est fini de cardinal < 24.

3. Montrer que Zy ~ Sy et Dy ~ Ay.

Exercice 4.21. Le cube
Avec des notations analogues a celles du tétraédre, on introduit Z o et D.

1. Montrer que Z¢ est fini. Quel est I’indice [Z¢ : D] ?

2. En faisant opérer Zo sur I’ensemble A des 4 diagonales, montrer que D¢ est
isomorphe a Sy.

Exercice 4.22. L’octaédre

Soit S la sphére circonscrite a I’octaédre. Etant donné un point P # O, son plan
polaire est {M / (OM,OP) = 1}, ot (.,.) désigne le produit scalaire canonique.
De méme le point dual d’un plan H ne contenant pas O est le point P tel que
(OP,OM) = 1 pour tout point M de H. On introduit le cube dont les faces sont les
plans polaires aux 6 sommets de I’octaedre par rapport a S. On I’appelle le cube dual
a I’octaédre. Montrer qu’une isométrie laisse I’octaedre globalement invariant si et
seulement s’il laisse son cube dual globalement invariant. Donner alors le groupe de
I’octaedre.
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PROBLEMES

Probléeme 4.1. Le groupe dihédral d’ordre 26

Soient p un nombre premier, n un entier positif, G un groupe d’ordre pn et H C G un
sous-groupe d’indice p.

On note G/H I’ensemble (de cardinal p) des classes & gauches zH. On identifie le
groupe des permutations de I’ensemble {G/H} avec le groupe symétrique S, et on
note :

p: G— 5,
le morphisme défini par la multiplication & gauche des classes par les éléments de G.
1. Montrer que
H, =ker¢ =nNgHg™*,
I’intersection portant sur tous les éléments g € G.

2. On suppose que p est le plus petit nombre premier divisant |G|. Montrer que H est
distingué (on montrera que H = H;).

3. Soit L un groupe fini dont tous les éléments sont d’ordre deux. Montrer que L est
commultatif.
Dans la suite, GG est un groupe non commutatif d’ordre 26.

4. Montrer que G contient un élément d’ordre 13.

5. Montrer que G contient un sous-groupe distingué H d’ordre 13, et que tout élément
x € G, x ¢ H estd’ordre deux.

6. Montrer que G est isomorphe au groupe dihédral Dqs.

Probléme 4.2. «Jeu de taquin»

Le jeu de taquin, dit 15 — 14, fut commercialisé en 1873. Il s’agissait d’un carré
constitué de 15 cases numérotées de 1 a 15 ainsi qu’un seiziéme emplacement vide :
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Une opération élémentaire consiste a faire glisser une des cases numérotées dans

I’espace libre comme dans la figure dessous :

1 2 3 4 1 2 3 4
) 6 7 8 5 6 7 8
9 10 | 11 | 12 9 10 11 12
13 | 15 | 14— 13 15 14

Le jeu suscita un engouement extraordinaire aprés le défi lancé par le fabricant qui
avait inversé les cases 14 et 15 et propose une fortune au premier qui parviendrait a
remettre les cases dans le bon ordre.

Afin de résoudre le défi, on propose de numéroter la case vide par 16 et de noter la
configuration suivante :

sous la forme

3 5 11 6
7 9 14 12
1 10 2
4 15 8 13

35 11 6 7 9 14 12 1

(123456789

10 11 12 13 14 15 16
10 16 2 4 15 8 13

et de le considérer comme un élément de S14. Ainsi un mouvement élémentaire corres-
pond & une transposition de 16 avec un de ses voisins, ici 14, 10, 8 et 2. On considere

le marquage suivant :
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1. Montrer que si la case 16 est sur une case marquée (resp. non marquée) alors la
permutation associée est de signature 1 (resp. —1). Que penser du défi proposé a
I’époque ?

2. Oninverse, en démontant le jeu, les cases 14 et 15. On veut alors déterminer quelles
sont exactement toutes les permutations de S1¢ que I’on peut obtenir. On commence
par étudier celles telles que 16 est invariante, de sorte que I’on peut considérer la
permutation en question comme un élément de S15 qui d’aprés (1) est un élément
de Ais.

(i) On considere les déplacements élémentaires suivants :

11234 12 3 4 12 3 4 112134 11234
5/6|7|8 5 6 7 8 5 6 7 8 5/6|7|8 5/6|7|8
9|10/11|12 9 1011 12 9 10 « 12 910/12) * 9110/12|15
13]14|15] ~» 1314 v 15 13141115 |13]14/11]15 |13]14[11

Montrer que I’on obtient un 3-cycle que I’on précisera.

(i) Construire d’autres 3-cycles, par exemple (1 6 2), (76 11), (6 7 3), (59 6),
(6107), (438), (1115 12), (10 14 11), (9 13 10).

(iif) Montrer que A5 est engendré par les 3-cycles (1 2 ¢) pour 3 < i < 15.
(iv) Montrer que toute permutation de A5 peut étre obtenue.

3. Déterminer alors toutes les configurations possibles. En outre en démontant et re-
montant le jeu de maniére aléatoire, quelle est la probabilité de pouvoir, en jouant,
revenir sur la position ordonnée comme précédemment ?
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Chapitre 5

Racines des polynomes

Ce chapitre est consacré aux racines des polyndmes a une variable. La section
5.2, qui traite des racines réelles des polynémes a coefficients dans R, est la
plus originale en ce sens que ces questions, bien que fondamentales a notre avis,
sont rarement traitées dans les ouvrages d’enseignement ; les autres parties sont
plus classiques (irréductibilité des polynémes a coefficients dans Q, résultant,
discriminant, fonctions symétriques des racines, etc.).

5.1 GENERALITES, IRREDUCTIBILITE

Tout d’abord, fixons deux notations. Soit P € K[X] (K étant un corps). La notation
Z(P) désigne le nombre de racines de P (dans K) comptées avec multiplicités, et
z(P) le nombre de racines distinctes.

De méme si K = Retsi I C R estunintervalle, Z;(R) (resp. z;(R)) désigne le
nombre de racines de P dans I comptées avec multiplicités (resp. le nombre de racines
distinctes dans I).

D’autre part, si a € R, (a)+ (resp. (a)_) désigne un ensemble V'N]a, +o0) (resp.
V N (—o0,af), ou V est un voisinage de a arbitrairement petit.

5.1.1. Polynémes a coefficients complexes
Rappelons le théoréme de d’Alembert-Gauss :
Théoréme 5.1. Tout polyndme P € C[X] de degré d >0 possede une racine dans C.
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Ce théoréme est admis. On en déduit que si P est de degré d > 0, il a exactement
d racines complexes, comptées avec multiplicités (autrement dit, card(Z(P)) = d).
De plus, les polynémes unitaires irréductibles sont les X — « pour o € C. Tout
polynéme non nul de C[X] s’écrit donc de maniére unique a I’ordre prés des facteurs
(proposition 3.3) :

k
P(X) =A[](X — ;)" 1)
=1
avec A € C*, les v; étant des entiers positifs vérifiant > v; = d.

Donnons maintenant une borne supérieure sur les modules des racines de P.

Proposition 5.2. Soit P € C[X], P=ay+ a1 X +---+ aqX?, avec ag # 0.
Alors, si « € C estune racinede P,ona:

la| <14 sup m.
1<i<d—1 |ag|

)

Démonstration. Posons Q(X) = £X) p, — Ja

aqg ' laq

est unitaire, a les mémes racines que P et vérifie :

|| et B = sup(b;). Le polynéme @

d
-1
Q)| = |2|? = B(jz|™! + - + 1) = |2 - B||Z||7_1
pourtoutx € C, |z| # 1. Si || > 1+ B,onal > |$f-D’_1 et |z|¢ > I“’;Idj d’ou
B d d B
> — -1)=———=>0,
Q@) > T (12l = (fal” = 1)) = =
et donc x ne peut donc étre racine de Q. |

Remarque 5.3. A titre d’exercice, le lecteur pourra montrer de maniére ana-
logue que :

i )1/d—z"

o< (i
|agl

1<i<d—1

@)

(cf. exercice 5.10).

5.1.2. Polynémes a coefficients réels

Proposition 5.4. Soit P € R[X]. Soit & € C une racine de P de multiplicité ». Alors
@ (conjugué de «) est aussi racine de P de méme multipicité v.

Démonstration. Par hypothése, on peut écrire P(X) = (X — «)”Q(X) avec
Q € C[X], Q(a) # 0. Pour un polyndme @ € C[X], notons ) le polyndme dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de Q. Le fait que la conjugaison z — Z
soit un automorphisme du corps C, et donc en particulier que V z1,2z5 € C on ait
Z1.22 = Z122 et Z1 + Z3 = z1 + z9 implique que si ;1 et Q> sont deux polynémes a
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coefficients complexes, on a Q1Q2 = Q1 Q. Comme P € R[X],ona P = P, et
donc:
P(X) = (X —a)"Q(X) = (X —@)"Q(X).
Comme on peut supposer que o € R. (sinon la proposition est triviale), les polyndmes
(X — a)” et (X — @)” sont premiers entre eux dans C[X] (puisque les polyndmes
X — a et X — @ sont irréductibles et différents). Le lemme de Gauss 1.27 implique
alors que (X — @)” divise Q(X). Onadonc:
P(X) = (X — a)’(X —@)"5(X),

avec S(a) # 0 eta priori S(X) € C[X]. Mais en prenant le conjugué de cette
relation, on voit que S(X) = S(X), i.e. S(X) € R[X], ce qui implique aussi
S(@) # 0. [

Corollaire 5.5.
1. Si P € R[X] estdedegré d, Z(P) < det Z(P) = d mod 2.

2. Les polynémes unitaires irréductibles sur R sont les polynémes de la forme X — «
ou X2 — bX + cavec b? — 4c < 0.

Démonstration. Immédiate en groupant chaque racine non réelle avec sa conjuguée.
|

5.1.3. Polynémes a coefficients rationnels

Définition 5.6. Soit
P=ag+a X+ +agX?
un polyndme a coefficients entiers.
1. On définit le contenu de P comme le nombre
¢(P) = PGCD(ag, a1, ...,aq)
(le PGCD étant défini au signe preés, on prend par convention le PGCD positif.)
2. Un polyndéme P € Z[X] est dit primitif si ¢(P) = 1.
3. Un polynéme P € Z[X] est dit irréductible s’il n’est pas produit de deux éléments
non inversibles de Z[X].

Si P € Z[X]onadonc P = ¢(P)P avec P primitif. En particulier tout polynéme
unitaire est primitif.

Si P € Z[X] est de degré > 0 et non primitif, il n’est pas irréductible au sens de la
définition ci-dessus : on peut en effet écrire P = ¢(P) P avec ¢(P) # 41 donc non

inversible dans Z (et donc dans Z[X]) et P non inversible puisque de degré > 0 par
hypothése.

La proposition suivante est connue sous le nom de «lemme de Gauss». A ne pas
confondre avec le lemme de Gauss 1.27'!
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Proposition 5.7. «Lemme de Gauss» Soit P € Z[X| un polynéme primitif. Alors P
est irréductible dans Q[X] si et seulement s’il est irréductible dans Z[X].

Démonstration. Si P € Z[X] est primitif et irréductible dans Q[X] (on dit aussi
irréductible sur Q), il est évidemment irréductible sur Z (car si P = P, P, dans Z[X],
Py ou P, doit étre constant car P est irréductible sur Q, et cette constante doit étre £+1
puisque P est primitif).

Il faut maintenant montrer la réciproque (qui est moins évidente), a savoir que si P est
irréductible sur Z, il est aussi irréductible sur Q.

Lemme 5.8. Soient P, Q € Z[X]. Alors
(PQ) = c(P)c(Q)- 4)

Démonstration. On peut écrire PQ = ¢(P)c(Q)PQ, ot P et Q sont primitifs. Les
coefficients du polyndme P@ sont donc divisibles par ¢(P)c(Q), ce qui signifie que
c(P)c(Q) divise c(PQ). Pour voir que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q), il suffit de montrer que
PQ est primitif, i.e. que le produit de deux polynémes primitifs est primitif.

Supposons donc P et @ primitifs, et posons P = ag + a1 X + --- + agz? et
Q = by + 01 X + --- + bsX*. Raisonnons par I’absurde et considérons un diviseur
premier p de ¢(PQ). Si on note (comme dans la preuve de la proposition 5.9 ci-
dessous) P la réduction d’un polynéme P modulo p (on a ainsi P € Z/pZ[X]), on a
donc PQ = 0 par hypothése, ce qui est absurde puisque PQ = P-Q, P #0,Q # 0
et que I’anneau Z /pZ|[X| est integre, Z /pZ étant un corps. |

Démontrons maintenant la proposition 5.7. Soit P € Z[X] un polyndme primitif et
irréductible sur Z tel que P = PP, dans Q[X], avec P et P, non constants. En
réduisant les coefficients de P; et P, au méme dénominateur, on obtient une relation
kP = P, P, dans Z[X] (avec k € Z). Comme ¢(P) = 1 par hypothese, on obtient
¢(P)e(Py) = ¢(P1P,) = |k| en utilisant (4). En posant P; = ¢(P)P; (i = 1,2),
on en déduit P = P, P, dans Z[X] avec P, et P, non constants, ce qui est absurde
puisque I’on a supposé P irréductible sur Z. [ |

Proposition 5.9. « Critére de Eisenstein »

Soient P = ag+- - -+ a4 X4 € Z[X] un polyndme non constant, p un nombre premier
tel que :

1 ptag

2. pla;pour0<i<d—1

3.p*tag

Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. En divisant par ¢(P) on peut supposer P primitif. 1l suffit alors
de montrer que P est irréductible dans Z[X] par la proposition 5.7. Raisonnons par
I’absurde : supposons que P = P, P, dans Z[X], avec P; et P, non constants. Si
Q = co++ - +c, X9 € Z[X] etsi pestun nombre premier, notons Q = ¢o+ - -+, X9
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le polyndme de F,[X] obtenu en prenant les classes des coefficients modulo p
(«réduction de @ modulo p»). Rappelons que F, désigne le corps premier Z/pZ.
L’égalité P = P, P, donne par réduction modulo p la relation P = P; P, dans
F,,[X] (car il est immédiat de voir que P, P, = P - P, puisque I’application a — @
de Z dans F, est un morphisme d’anneaux). Mais par hypothese P = az X% Notons
ap et [y les coefficients constants de P; et P, ; on en déduit que @y = 5y = 0 dans
F,, :onaen effet oy = ap = 0, d’oli ag = 0 ou By = 0 puisque F, est un corps.
Si par exemple @y = 0, notons @, X" le mondme non nul de plus bas degré de P; ;
on alors Boa; = @, = 0 d’ol By = 0. On en déduit que p|ayg et p|Fo, et donc que
p?|agBo, soit p?|ag, ce qui est contraire a I’hypothése 3. [ |

Corollaire 5.10. Pour tout entier n > 2 il existe une polynéme unitaire irréductible
de degré n dans Q[X].

Démonstration. Le polyndme X™ — 2 est irréductible sur Q car il satisfait aux
hypothéses de la proposition 5.9 avec p = 2. |

Corollaire 5.11. Soit p un nombre premier. Alors le polynéme
P=1+X+X>4... 4 xP1
est irréductible sur Q.

Démonstration. Il suffit d’effectuer le changement de variables X = Y + 1 et
d’appliquer la proposition 5.9. |

5.2 LES RACINES REELLES

Définition 5.12. Soit (a) = (ao, ..., aq) une suite finie de nombres réels. On appelle
variation V' (a) de la suite (a) le nombre de changements de signes dans la suite des
a; (sans compter les zéros). Si P(X) = ag + a1 X + - - + aqX ¢ est un polynéme a
coefficients réels, on pose (a) = (ao, ..., aq), et V(P) = V(a).

Par exemple, si (a) = (1,-3,0,0,4,0,—12,5), alors V(a) = 4.

Proposition 5.13. «Lemme de Descartes »

Soient P(X) = ag + a1 X + - - - + agX? un polynéme & coefficients réels, Z (P) le
nombre de racines > 0 de P comptées avec multiplicités. Alors

Zy(P)<V(P) et Zy(P)=V(P) mod2 (5)

Démonstration. On suppose a4 # 0 et on raisonne par récurrence sur d, le casd = 0
étant évident. On peut supposer ag # 0, sinon on divise P par X (ce qui ne change
pas les racines > 0 ni V(P)), et on applique I’hypothése de récurrence. On suppose
aussi ag > 0, quitte a éventuellement multiplier P par —1.
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Considérons le polynéme dérivé P’(X). Si P(X) = ag + as X* + --- + ag X% avec
as #0,0na P = sa; X5 14+ 4+dag X% . Le lemme suivant est une conséquence
immédiate du théoreme de Rolle :

Lemme 5.14.

1. Soit = € R un zéro de P avec multiplicité v. Alors si v > 1, c’est un zéro de P’
avec multiplicité v — 1.

2. Soient z; < z;41 deux zéros consécutifs de P (i.e. tels que P ne s’annule
pas dans I"intervalle |z;, z;11[). Alors Z,, ... ((P') est impair (en particulier
Z]thiil[(P’) > 1, ce qui est I’énoncé du «Théoréme de Rolle» pour les
polynémes).

Démonstration. 1. Par hypothése P(X) = (X — 2)"Q(X) avec Q(z) # 0. En
dérivant cette égalité, on voit immédiatement que si v > 1, z est un zéro de P’ avec
multiplicité v — 1.

2. Comme P ne s’annule pas dans ]z;, z;+1[, P’ a des signes opposés en (z;); et
en (z;+1)—. Comme un polynéme change de signe en un zéro de multiplicité v si et
seulement v est impair, on voit que le nombre de zéros (avec multiplicités) de P’ dans
I’intervalle |z;, z; 11| est impair. [ |

Notons z1, . .., z; les zéros > 0 de P, avec multiplicités v, ..., vg.

Ona Zle v; = Z,(P). Deux cas se présentent.

a)as > 0.

OnaV(P) =V(ag,as,...,aq) et V(P") = V(sas,...,dag) = V(as,...,aq).

Onadonc V(P) = V(P’) dans ce cas puisque on a supposé ag > 0.

Comptons les zéros positifs de P’ :

* Zj,z,[(P') est impair (donc > 1) par le lemme 5.14 puisque P'(0;) > 0 (car
P(X)=X*"Yas_1 +---))et P'((21)-) < 0: cf. Figure 5.1,

» Chaque z; tel que v; > 1 est un zéro de P’ avec multiplicité v; — 1.

* Chaque 7)., ., ,[(P'), 1 <i <k — 1estimpair donc > 1 (lemme 5.14).

* Entre (zx)+ et +oo, il y a un nombre pair de zéros de P’ avec multiplicités (ce

nombre peut étre nul), car comme P ne s’annule pas entre z, et +oco, P’ a le méme
signe en (z ) et au voisinage de I’infini.

On obtient donc dans ce cas :

k k
Zy(P)21+4) (i—1)+k—1=> v;=2Z.(P)
=1 =1
et aussi :
k

Z (PY=1+4Y (vi—1)+k—1=Z(P)mod?2.
=1
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Comme V (P) = V(P’), les relations ci-dessus et I’hypotheése de récurrence appliquée
a P’ donnent :

Z,(P) < Z(P") < V(P') =V (P) et Zy(P) = Z(P') = V(P) mod 2.

a /
%) /\ 2k

Figure5.1:casas > 0

b) as < 0.Onaalors V(P') = V(P) — 1.

La suite du raisonnement est la méme que pour le cas a), sauf qu’il y a cette fois-ci un
nombre pair (qui peut étre nul) de zéros 2’ de P’ (comptés avec multiplicités) tels que
0 < 2/ < 7. On en déduit donc que :

Zy(P)< Z (P +1<V(P)+1=V(P) et
Z,(P)=Z(P)+1=V(P)+1=V(P)mod 2.

Corollaire 5.15. Supposons que P € R[X] ait Kk mondmes non nuls. Alors
Z(P)<k-1

Démonstration. On a alors évidemment V' (P) < k — 1 et on applique le lemme de
Descartes. |

Remarque 5.16. Dans le cas ou P a k£ mondmes non nuls, on a aussi
Z_(P) < k — 1 (en considérant les racines > 0 du polynéme P(—X)), et
donc P a au plus 2k — 2 zéros réels non nuls (comptés avec multiplicités),
plus éventuellement la racine 0.
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5.2.1. Suites de Sturm

Définition 5.17. Soient P et @ dans R[X]. On définit la suite de Sturm St(P, Q)
comme la suite de polynémes Py, Pi,..., P, définis de la maniere suivante :
Py= P, PL =(Q, P, estI’oppose du reste de la division euclidienne de P;_, par
P; et P, est au signe pres le dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide.
Soita € R.. On définit V (P, ), a) comme la variation de la suite :

(Py(a), Pi(a),..., Pn(a)) (définition 5.12).

On notera que
P11 =PQ;— Py pour 1<i<m-—1 (6)
et que le polynéme P,,, est un PGCD de P et ().

Théoréme 5.18. « Théoréme de Sturm»
Avec les notations ci-dessus, supposons que P(a)P(b) # 0. Onaalors :

2 (P) = V(P P’ a)—V(P,P'b). (7

Démonstration.
a) Cas ou P et P’ sont premiers entre eux (et donc ol P n’a pas de racine multiple).

Lorsque x parcourt I’intervalle [a, b], la variation V (P, P’,xz) ne change éventuel-
lement que lorsque z passe une racine zo d’un des P;. Notons V (P, P, (z9)-) la
variation V' (P, P',z) pour z < z, x trés proche de x(, et de maniére analogue
V(P, P, (x¢)+) pour z > x.

1. Supposons que en un point =y on ait P;(zo) = 0 pour un (ou plusieurs) indices

i > 0, et P(xzg) # 0. Soit 7 un indice tel que P;(z¢) = 0. On a par hypothése
i > 1, eti < m puisque P, et P, étant premiers entre eux, leur PGCD P, est une
constante non nulle. La relation (6) implique que pour 0 < 5 < m — 1 un nombre
xo ne peut étre racine a la fois de P; et de P;q, car sinon il serait aussi racine
de P;_4, et de proche en proche de tous les P; pour i < j, et donc de P’ = P;
et P = Py, ce qui est contraire & I’hypothése a). On a donc alors P;_1(z¢) # 0
et Pi11(zo) # 0. Supposons par exemple P;_;(xzg) < 0 et donc P;1i(zp) > 0
(puisque (6) et le fait que P;(xo) = 0 impliquent que P;_1(x¢)P;41(xo) < 0).
Considérons les signes de la suite (P;_1(z), P;(x), Py1(x)).
Pour x = (x9)—, © = =y, * = (xp)+ On trouve la suite (—,x*,+), * étant
un des trois signes 4+, 0, ou —. Quelle que soit la valeur du signe %, il y a
un et un seul changement de signe dans la suite (—,*,+), et donc la variation
de la suite totale ne change pas lorsque = franchit la valeur z : on a toujours
V(P, P, (x0)-) =V (P, P, (x9)4) dans le cas 1.

2. Supposons maintenant que P(xg) = 0. On a les tableaux de variations ci-dessous,
suivant le signe de P; (z9) = P’(zo) (non nul par hypothese) :

(xo)- w0 (x0)+ (xo)-  x0  (20)+
PO — 0 + P() + 0 —
Py + + + P = = =

On voit que dans les deux cas la variation diminue de 1 lorsque x passe par la
valeur .
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b) Cas ou P peut avoir des racines multiples.

La preuve du cas a) repose sur les trois propriétés suivantes; on se donne une suite

(Qo,---,Qm), Qi € R[X]telle que :

e P =(QgetQ),, estconstant;

* si « est une racine de Qo, le produit Q@) est négatif sur un intervalle Ja — ¢, o et
positif sur un intervalle Jo, a + €[ ;

* siaestuneracinede @;,0 < i <m, Q;i—1(a)Qit+1(a) <O.

Alors, si ces trois propriétés sont satisfaites, la démonstration ci-dessus montre que

2[a,p) (Qo) = V((Qi), a) — V((Qi), b).

Considérons maintenant la suite Py, Py,...,P,,, avec Py = Pet P, = P', P,, un

PGCD de P et P'. Le polynéme P, divisant P = P, et P’ = P, il divise tous les
P;. 1l est alors immédiat que la suite de polynémes :

(QO?"'?Qm):(PO/vapl/P’mv"'7Pm—1/Pm71)

satisfait aux trois propriétés ci-dessus. On peut donc appliquer le théoréme 5.18 au
polyndéme Py/P,, qui a les mémes racines que P, et a la suite des P;/P,, qui en
chaque point a non racine de P, a le méme nombre de changements de signes que
la suite (Py, Py, ..., Py) (si on multiplie tous les termes d’une suite par un méme
nombre réel =£ 0, la variation ne change pas). |

Définition 5.19. On note V (P, P’,+o0) la variation des coefficients dominants
des polynémes P; constituant la suite de Sturm. De méme V (P, P’, —oo) désigne la
variation de la suite des coefficients dominants des polyndmes P;(—X).

Si on note d; le degré du polyndme P; et ¢; son coefficient dominant, on a donc :
V(P,P',+00) = V(co,c1y- -, Cm),
V(P,P,—00) = V((=1)%¢o, (~1)%ecy, ..., (=1)%¢p,).

Corollaire 5.20. Soit z(P) le nombre de racines réelles de P (sans compter les
multiplicités). Alors

2(P) =V (P,P,—o0) — V(P,P',+c0). (8)

Démonstration. Soit M une borne pour les racines de tous les P;, 0 < i < m (cf. (2));
on aalors V(P,P',—M) = V(P,P',—o0) et V(P,P',+M) = V(P,P',+0)
puisque chaque P; garde un signe constant pour x < —M et x > M. Le corollaire
résulte alors du théoréme 5.18. |

Définition 5.21. Si P et Q sont deux polyndmes a coefficients réels et si [a, b] est
un intervalle, on note z(, 4 (P, Q@ > 0) (resp. 2 (P, @ < 0) le nombre de racines
distinctes o de P dans I’intervalle [a, b] telles que Q(«) > 0 (resp. Q(«) < 0).
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Proposition 5.22. Soient P et () deux polynémes a coefficients réels n’ayant pas de
racine réelle commune, [a, b] un intervalle tel que P(a)P(b) # 0. Alors

Z[a,b](PvQ > 0) - Z[a,b](PvQ < 0) = V(P7 P/Q,CL) - V(Pv P,Q7b) (9)

La démonstration, analogue a celle du théoréme 5.18 est laissée au lecteur. Remar-
quons que si I’on suppose @ = 1, on retrouve le théoréme 5.18.

Remarque5.23. On a aussi évidemment la relation :
Zlap] (P) = 2[ap) (P, Q > 0) + 2[q.) (P, Q < 0).

On peut ainsi déduire de la proposition 5.22 et du théoreme 5.18 les valeurs
de Z[a,b](P, Q >0)et Z[a,b] (P,Q <0).

5.3 RESULTANT ET DISCRIMINANT

Soient
P=ay+a X+ +a,XP, a,#0

Q=0by+bi X+ - +b,X9 b, #0
deux polyndmes a coefficients dans un anneau A.

Définition 5.24. On appelle matrice de Sylvesterde P et ) la matrice suivante :
Ap oo ... ag ——

q lignes

Ap oo . ag ——

S(P,Q) by - bo (10)

p lignes

bq ... by -
Le résultant de P et Q, noté R(P, @), est le déterminant de S(P, Q).

En échangeant les ¢ premieres lignes avec les p dernieres, on voit que :
R(P,Q) = (-1)"MR(Q, P). (11)
Le lemme suivant est essentiel pour calculer le résultant et montrer ses propriétés.

Lemme 5.25. Supposons P et Q a coefficients dans un corps K.
1. Si @ divise P,ona R(P,Q) =0;

2. si @ ne divise pas P, soient R le reste de la division de P par @, r le degré de R.

Alors
R(P,Q) = (1) "R(Q, R). (12)
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Démonstration. Multiplions la i-iéme colonne de la matrice S(P, Q) par Xpra—i,
On obtient la matrice S(P, Q)(X) suivante :

apXPra=t apXt 0 .0\ -
q lignes
0 e apo e aq -
by XPTa—L bo XP~! 0 .0 (13)
0 p lignes
0 by X1 bo -

telle que S(P,Q)(1) = S(P,Q). Remarquons que dans la matrice S(P,Q)(X), la
ligne /; est formée des mondmes du polynéme X?T'P(X) pour 1 < i < g, et des
mondmes du polyndme XPT4'Q(X) pourq+ 1 <i < p+q.
Montrons maintenant (12). Si ¢ > p, ona R = P, et le lemme est vrai par la formule
(12).
Si p > ¢, considérons la division euclidienne :

P=QA+ R, deg(R)<deg(Q)ouR=0. (14)
Posons :

AX) =ag+ a1 X + -+ ap_ o X7

onadonc:

QA =0Q + a1 (XQ) + -+ + ap—o(XPTIQ). (15)

1. Si @ divise P, on voit ainsi en utilisant (15) que la relation P = QA s’interprete en
disant que la ligne I, de la matrice S(P, Q)(X) est une combinaison linéaire des lignes
Iptqslpyq—1, - - -, l2q avec coefficients ay, ..., a,_4. Le déterminant de la matrice

S(P,Q)(X) est donc nul, ce qui implique que R(P, Q) = 0.
2. Dans le cas général, posons
R(X) =c+c X+ +e X"

avec ¢, # 0. On voit alors en utilisant (15) que la relation P = QA + R s’inter-
préte en disant que la ligne I, de la matrice S(P,Q)(X) est la somme de la ligne
(0,...,0,¢,X",...,co) correspondant au polyndme R(X), et d’une combinaison
linéaire des lignes 1,14, lp+q—1, - - - , l24 avec coefficients v, . . ., ap—q.

On peut donc remplacer la ligne [, de S‘(P, Q)(X) parlaligne (0,...,0,¢, X", ..., co)
sans changer son déterminant.

En procédant de méme avec les relations

X'P=X'QA+X'R

pour 0 < @ < ¢ — 1, on voit que I’on peut remplacer les g premieres lignes de
S(P, )(X) par les lignes formées de zéros et des mondmes des polyndémes X 'R,
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0 < i< g—1,lalignel,; étant remplacée par la ligne (0, ...,0,¢, X" ... co X,
0,...,0), celasans changer le déterminant.

En faisant X = 1 on voit alors que le déterminant de S(P, ()) est égal au déterminant
de la matrice :

0O ... ¢ ... ¢ 0 ... -
q lignes
0 e Cr ... O -
by bp O
0 p lignes
0 ... by ... bo -
d’ou la relation (12). |

Corollaire 5.26. On peut calculer le résultant en utilisant I’algorithme d’Euclide
(section 1.3), convenablement modifié.

Corollaire 5.27. Soit K un corps. Avec les notations ci-dessus, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. R(P,Q) = 0;
2. les polyndmes P et @ ont un facteur commun de degré > 0 dans K[X].

Démonstration.
1. = 2. Supposons que 2. soit faux, i.e.que P et ) n’aient pas de facteur commun
dans K'[X]. Le PGCD de P et ) (dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide)
est alors une constante ¢ # 0. Le lemme 5.25 appliqué récursivement donne :

R(P7 Q) = OKR(RS, C)
avec « # 0, ¢ # 0 et R un reste de degré r, > 0. Mais on voit tout de suite (en
regardant la matrice de Sylvester) que R(Rs,c) = ¢"* # 0, etdonc que R(P, Q) # 0.

2. = 1. Si P et Q ont un facteur commun non trivial A dans K[X], supposons
d’abord que P = QA avec A de degré p — ¢ > 0. Alors le lemme 5.25 montre
que R(P,Q) = 0. Dans le cas général, on se retrouve (en appliquant le lemme 5.25)
dans la situation ci-dessus en considérant le dernier reste non nul dans I’algorithme
d’Euclide. |

Proposition 5.28. Supposons que dans K[X], on ait :
P=a,(X—0a1)...(X —ap)
Q= by(X — B1) ... (X = 3,).
Alors

R(P —aquH - ) =a) [] Q)= (=0 [ PB). (16)

1<i<p 1<y<q
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Démonstration. Les égalités :

adbh [ (i — 8j) = ad | [ @au) = (—1)P02 [ [ P(8))
sont immédiates.
Posons Ry (P, Q) = a} [[ Q(cw) = (1)1, T] P(5;).
Pour montrer que Ry(P,Q) = R(P,Q), on peut supposer p > ¢ > 0 (car on a
évidemment R(P, Q) = Ro(P,Q) = b si ¢ = 0). Il suffit alors de montrer que Ry

satisfait & la méme relation de récurrence (12) que R(P, Q). Si P = QA+ R, on a
P(3;) = R(p;) pour toute racine 3; de @, et donc :

Ry(P,Q) = (1" [T P(8;) = (1" [ [ R(6;) = (=16, " Ra(Q, R),

ce qui est bien la méme relation que (12). [ |
Passons maintenant au discriminant d’un polynéme.

Définition 5.29. Soit A un anneau integre et P = a, X? + - -- + ap € A[X] tel que
a, # 0. Alors on définit le discriminant D(P) de la maniére suivante :
p(p—1)
1=
D(P) = LR(R P.
ap

Remarquons que cette définition a bien un sens quel que soit I’anneau intégre A,
car dans la matrice de Sylvester R(P, P’), la premiére colonne est divisible par a,,
puisque P’ = pa,XP~1 + -+ + ay.

Proposition 5.30. Si P(X) = a,(X —a1)...(X —ay), alors:

D(P) = (-1)*5 a2 [[ (s — o) = a2 2 [J s — ay)™.

i#] i<y

Démonstration. On a
p
P(X)=ap) (X —01)...(X =) ... (X — ap),
i=1
la notation (X/—\ozi) signifiant que I’on omet le terme (X — «;) dans le pro-
duit. La proposition 5.28 montre que R(P,P’') = ab '[]’_, P'(a;). Comme
P'(a;) = ap(a;—aq) ... (a; — ) (sans le terme (o; — ;)), cela entraine le résultat.
|

Exemple5.31. 1)Si P = aX2+bX + ¢, P' = 2aX +b,ona:

a b ¢
S(P,P'Y=12a b 0],
0 2a b

d’ou R(P) = a(4ac — b?) et D(P) = b? — 4ac.
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2) P = X3+pX +q, P’ = 3X?+p, un petit calcul de déterminant montre facilement
que D(P) = —4p® — 274>

Remarque 5.32. Supposons que P soit a coefficients dans C. Alors la condi-
tion D(P) # 0 (équivalente au fait que P et P’ n’ont pas de racine commune)
signifie que P n’a que des racines simples.

5.3.1. *Séparation et isolation des racines réelles

Définition 5.33. Soit P € C[X]|, P =ag+a X +---+aqgX? avec ag # 0, o;
les racines de P. On pose :

sepP = inf |oy — oy
aqv;éaj

Proposition 5.34.
On suppose que P € Z[X]. Alors, en posant C' = |aq| + sup; ;<41 |a;|, On a pour
d>3:

sepP > (20)_d((l‘;1)+1.

Démonstration.
(a) Supposons d’abord que les racines de P sont simples.

On peut supposer, quitte & changer les indices, que sepP = |a1 — aw|. Soit D(P) le
discriminant de P. La définition 5.29 montre que D(P) € Z puisque par hypotheése
P € Z[X]. Onadonc 1 < |D(P)| puisque I’hypothése (a) implique que D(P) # 0
(remarque 5.32). On a donc d’apres la proposition 5.30 :

1< |ag)*™? H(ai — j)?, soit
i<j
1
— < ]ad|2d_2 H |Oéi - aj]2.
(a1 —ag)? ot
i<, (4,5)#(1,2)
Mais |o; — o] < Joy| + || < 2% (cf. (2)), etilya @ —1= dQ‘—Qd‘Q facteurs
|y — 4|2, ce qui donne :
1 _ ot
’al _ Oé2|2 = |ad|d2—3d

< (2C)d2—d—2

(car |ag| > 1etd? — 3d > 0), d’ou le résultat.

(b) Dans le cas général (i.e.lorsque les racines de P € Z[X] ne sont pas nécessaire-
ment simples), on peut supposer P primitif (définition 5.6) quitte a le diviser par son
contenu (qui est un entier). On considére le polyndéme R = PGCD(P, P’) que I’on
peut supposer dans Z[X| et primitif; on a alors P = QR dans Z[X], P et R étant
primitifs (conséquence immédiate du lemme 5.8). On peut alors appliquer la méthode
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de (a) au polyndme @ qui a les mémes racines que P, mais avec multiplicité 1. On
trouve donc, en notant d’ le degré de @, et en utilisant que d’ < d:
]. 1 12 ’ 2
— < 20 d“—d -2 < 20 d —d—2.
GerP? ~ G < 9 ¢

5.4 *FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES

Définition 5.35. Soit
PX)=(X-t)(X —ta)...(X —t,) = X" —s5: X" L -+ (=1)"s,,, (17)
considéré comme un polyndme en X a coefficients dans I’anneau Z[t1, . . . , t,].

Le polynéme s;(t1,...,tn) € Z[t1,...,t,] s’appelle la j-iéme fonction symétrique
élémentaire des ¢;.

On déduit immédiatement de (17) les relations suivantes :
s1=t1+ - +tn

S9 = Z titj

1<j

Sn:tl...tn.

Soit maintenant A un anneau intégre (par exemple A = Z ou A = K, K étant
un corps). Si on fait agir le groupe symétrique .S,, sur les variables (t1,...,t,) par
permutations, cette action induit une action de .S,, sur I’anneau A[ty, ..., t,] telle que

pour o € S, O‘.Q(tl, R ,tn) = Q(ta(l)v e 7t0'(n))'

Définition 5.36. Un polyndme Q € Alty,. .., t,] est dit symétrique s’il est invariant
par cette action, i.e. si 0.() = Q) pour tout o € S,,.

Exemples 5.37.

1. Les polyndmes s; sont symétriques (d’ou leur nom!) puisque pour tout o € S,
PX)=(X—t1)...(X —tn) = (X —t51)) - - - (X —to(m))-

2. Plus généralement si G € A[X1,...,X,] est un polyndme en n variables, le

polynéme G(s1,...,sn) € Alt1,...,t,] est évidemment symétrique. Nous allons
voir plus bas que la réciproque est vraie.

3. Les polyndémes
Npy=th+. 4tk
sont symétriques pour tout entier k£ > 0. On les appelle « sommes de Newton ».

Nous allons rappeler la définition du degré d’un polynéme a plusieurs variables et
introduire la notion de poids qui nous servira pour le prochain théoreme.
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Définition 5.38.

1. Le degré d’un monéme non nul AX{* X352 ... X2 (A € A\ {0}) est I’entier
a; + az + -+ + ay. Le degré d’un polynébme non nul P € A[Xq,...,X,] est
le maximum des degrés de ses mondmes.

2. Fixons pour chaque variable X; un nombre w; € IN que nous appellerons poids de
X;. Le poids d’un mon6éme non nul AX{* X5* ... X2 est I'entier > 7" | w;a;; le
poids d’un polynéme non nul P est le maximum des poids de ses monmes.

Exemples 5.39.
1. Si le poids de X; est 1 pour tout 4, on retrouve la notion habituelle de degré.

2. Posons w; = 4, 1 < 7 < n (w; est le poids de X;). Alors, un mondéme non nul
AX{P X532 ... X3 (avec a; > 0) est de poids p = Z;?:ljaj. Si I’on remplace
chaque variable X; par la i-iéme fonction symétrique élémentaire s;(t1,...,t,),
on obtient le polynéme

P(ty,...,t,) = As]'...spm

n
qui est homogene de degré p = ) ja; en les variables 1, . . ., t,, (cet exemple est
la raison de I’introduction ici de la notion de poids). Plus généralement, il est clair
que si P(Xy,...,X,) estun polyndme de poids d, P(s1,...,s,) estde degré < d
en (t1,...,t,) puisque chaque s; est de degré i en (t1,...,ty).

Dans le théoreme suivant, le poids de chaque variable X; est par définition I’entier 4
(comme dans I’exemple précédent), et A est toujours un anneau intégre.

Théoréme 5.40. Soit G € Alty,...,t,] un polyndme symétrique. Il existe alors un
polyndme unique R € A[X,...,X,] tel que:

G = R(Sl, .. .,Sn).
De plus si G est de degré d, R est de poids d.

Exemple 5.41. Soit G = t3 + --- + t2 (G = Ns, deuxiéme somme de Newton).
Alors R(s1, s2) = s7 — 2s9. Le polyndme G est de degré 2, et R(X1, Xo, ..., X,) =
X2 — 2X, (qui ne dépend ici que de X et X,) est homogeéne de poids 2 (i.e. tous les
mondmes sont de poids 2).

Démonstration. (du théoréme). Admettons I’unicité de R, et montrons son existence.
Nous allons raisonner par une double récurrence, d’abord sur le nombre de variables
n puis sur le degré d, le cas n = 1 étant trivial (tout polynéme est alors symétrique,
onat; = s; d’ol G = R), ainsi que le cas d = 1 (avec un nombre quelconque de
variables).

Soitdonc G(t1, ... ,t,) un polyndme symétrique de degré d, et supposons le théoréme
montré pour les polynémes en n — 1 variables, ainsi que pour les polynémes en n
variables de degré < d—1. Notons s/, ... s/, _; les fonctions symétriques élémentaires
des variables (1, ...,t,—1). Le polyndéme G(t1,...,t,—1,0) est symétrique dans les
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variables (t1,...,t,—1) et de degré < d; il existe donc par hypothése de récurrence
(sur n) un polynéme Ry (X1, ..., X,—1) de poids < d tel que :

G(tl, PN ,tn_l,(]) = Rl(sll, PN ,8;1_1).

Posons G; = G — Ry(s1,-.-,8n—1). Le polyndme G1(t1,...,t,) est symétrique
puisqu’il est la différence de deux polyndmes symétriques, et de degré < d (exemple
5.39) puisque G est de degré d et que R1(s1, - . -, Sn—1) est de poids < d par hypothése
de récurrence. De plus il vérifie G1(t1,...,t,—1,0) = 0. Le polynbme G; est donc
divisible par t,,, et comme il est symétrique, il est aussi divisible aussi part1, ..., t,_1.
On en déduit qu’il est divisible par le produit s,, = t1...t, (5i G1 = t,G1 est
divisible par t; par exemple, on a G1(0,to, ..., t,) = t,G1(0,t2,...,t,) = 0 d’oU
(;1(0, ta,...,t,) = 0etdonc G, est divisible par t1, et Gy par t,,t1 ; on continue ainsi
de proche en proche). Posons donc G = s,,Ga(t1, ..., t,) ; le polyndme G est alors
de degré < d — n et symétrique. On peut donc lui appliquer I’hypothese de récurrence
(surd)etécrire Go(t1,...,t,) = Ra(s1,...,Sn), lepolyndme Ro (X1, ..., X)) étant
de poids < d — n. Larelation :

G = SnGQ(tl, - ,tn) —|—R1(81, . ,Sn_l) = SnRQ(Sl, . ,Sn) —|—R1(81, . 75n—1)
montre alors I’existence du polynéme R :
R= XnRQ(Xl, R ,Xn) + Rl(Xl, R 7Xn—1)-

Il est clair que le polyndme R est de poids < d, et méme exactement de poids d,
puisque R(sy,...,s,) est par hypothese de degré denty,...,t, (Si R était de poids
<d, R(s1,...,sy) serait de degré < d : exemple 5.39).

Montrons maintenant I’unicité du polynéme R(X1,...,X,,) (lorsque les ¢; sont des
variables indépendantes). Raisonnons par I’absurde et par récurrence sur n. S’il exis-
tait deux polyndémes différents Rq et R tels que G(t1,...,t,) = Ri(s1,...,8n),
i = 1,2, on en déduirait par différence un polyndme non nul H € Z[X,4,..., X,] tel
que H(s1,...,s,) = 0. Considérons un tel polynéme H de degré minimal d. On peut
écrire H comme un polynéme en X, :

H(X1,....Xn) =ho(X1,..., Xn_1) + -+ ha( X1, ..., X)) X2,

n
Le polyndme h est alors non nul, car sinon on pourrait écrire :
H(Xy,...,Xp) = X,Q(Xq,...,X,)

avec () de degré d — 1 et Q(s1,...,s,) = 0, ce qui contredirait la minimalité de d.
On a donc en substituant :

ho(Sl,. .. ,Sn_l) + -+ hd(Sl, R ,Sn_l)Sg =0

dans I’anneau Z[t1, . . ., t,]. En faisant ¢,, = 0, on obtient alors ho(s}, ..., s),_1)

' °n—1

=0
avec hg # 0, ce qui est absurde car contraire a I’hypothese de récurrence sur n. |
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Il résulte en particulier du théoréme 5.40 que pour n fixé les sommes de Newton IV;
(exemple 5.37) sont des polyndmes en les fonctions sq, ..., s;. Les formules qui ex-
priment les S; en fonction des s, sont connues sous le nom de « formules de Newton » ;
on a par exemple :

NQZTL, lesl, NZZS%_QSZ.

Nous allons montrer comment on peut effectivement calculer ces formules par récur-
rence sur n.

Lemme 5.42. Pourk > n,ona:
Nk — SlNk_l +---+ (—1)”SnNk_n = 0. (18)
Démonstration. Considérons le polyndme de la définition 5.35 :
P(X)=(X —t1)(X —t3)...(X —tp) = X" — 51 X" T+ 4+ (=1)"s,. (19)
Ona P(t;) =t} +--- + (~=1)"s, = 0, d’o0 (18) en multipliant par ¢~ et en

sommant pour 1 < i < n. [ |
La relation (18) permet ainsi de calculer Ny, pour tout & > n en fonction de s, ..., s,
si on connait les formules pour Ng, N1, ..., N,_1 qui résultent du lemme suivant :

Lemme 5.43. PourO < h<n-—1ona:
Np — s1Np_1 4+ 59Np_o +--- 4 (=1)"hsj, = 0. (20)

Démonstration. Dérivons (19) par rapport a X. En utilisant la premiére égalité (et le
fait que P(t;) = 0), cela donne :

, N P(X) R PX) = P(t) NNy X0
P(X):ZX—ti :ZW: : ( (_1)@'?@)‘
i=1 =1 =1 j=0
n—j—1
Enéerivant: X" — ¢ = (X — ;) Y tFX"IR
et en remplacant, on trouve : w0
n n—1 n—j—1
P(X) = Z (—1)7 s ( Z thxn—i=h=1)
=1 5=0 k=0
n—1 n—j—1
= (—1)J8]( Z NkX'fL—j—k—1>
J=0 k=0
n—1 n—k—1
= Nk( (—1)ijXn_j_k_1>
k=0 j=0
= > () Fs N x ! (21)

0k <h<n—1
(en ayant posé h = j + k pour la derniére égalite).
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Si maintenant on dérive la deuxieme expression de P(X) dans (19), il vient :

n—1
P'(X) =) (-1)"(n—h)s X" "1,

h=0

d’ou:
h
(n—h)sn = Y (~1)* s
k=0

en identifiant les termes en X~"~1 avec (21), ce qui donne
—hsy, = lezzl(_l)ksh—ka et (20) |

Remarques 5.44.

1. Réciproquement les formules (20) montrent que les s; s’expriment comme
des polyndmes en Nq,...,N; : le théoreme 5.40 est donc aussi vrai en
remplacant les s; par les N;.

2. Considérons le polynbme en X :

P(X) = (X —t)(X —t5) ... (X — )
a coefficients dans I’anneau B = Zlt1, ..., t,], les t; étant des indétermi-
neées. Si K est un corps, et ¢ le morphisme : Z[t1,...,t,] — K défini par
¢(t;) = a4, ¢ induit un morphisme d’anneaux : B[X| — K[X]. L’image
de P par ce morphisme est le polyndme unitaire de K [X] ayant les a; pour
racines (i.e. p(P) = (X —ay) ... (X — ay,)). Tous les calculs effectués sur
les t; se transposent ainsi aux c;.
EXERCICES
Les solutions des exercices et problemes sont données en fin d’ouvrage.
POLYNOMES

Exercice 5.1. Soit P(X) = a, X" +---+ap € Z]X]; montrer que sip/q € Q estune
racine de P(X) alors g (resp. p) divise a,, (resp. ag). Factoriser 3X3 +4X2 +2X — 4
surQ,R, C.

Exercice 5.2. Soit P(X) € Q[X] et x une racine de P(X') de multiplicité strictement
supérieure a (deg P)/2; montrer que x € Q.

Exercice 5.3. Soit P € R[X] tel que P’(X) divise P(X); montrer que le quotient
est de la forme a(X — «) pour a, « réels.

En dérivant k fois (k < deg P) I'égalité P(X) = P’(X)a(X — «), montrer que
P®) () = 0 eten déduire que P(X) = %(X —a)™, oun est le degré de P(X).
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Exercice 5.4. Soit P € R[X]tel que P(x) > 0V x € R. Montrer que P = R? 4 52
dans R[X].

Exercice 5.5. Soienta € R et P un polynéme de degré n a coefficients réels tels que
P(a) > 0etpour 1 < k < n, P%(a) > 0; montrer que P n’a pas de racines dans
la, +oal.

. koo . .
Exercice 5.6. Montrer que 7 _, <1 n’a pas de racines multiples.

Exercice 5.7. Soit P(X) = X% — 6X° + 15X% — 20X3 + 12X2 — 4; calculer le
pgcd de P et P’ puis factoriser P sur R et C.

Exercice 5.8. Montrer que X" sinf — X sin(nf) + sin(n — 1)@ est divisible par
X2 —2X cosf + 1 et donner le quotient.

Exercice 5.9. Soient a # b € C, calculer le reste de la division euclidienne de
P(X) € C[X]par (X —a)(X —b).

RACINES DES POLYNOMES A COEFFICIENTS COMPLEXES

Exercice 5.10. Soit P = ag + a1 X + --- + agX? € C[X], aq # 0. Montrer que si
o« estune racine de P,ona;

<
0<i<d—1 |ad|

Exercice 5.11. Soit P =ap+a1Z + --- + a, 2" € C[Z].

1. Montrer que les zéros (complexes) de P’ sont dans I’enveloppe convexe des zéros
de P.

2. Soit K C C un convexe. Montrer que I’ensemble des w € C tels que les solutions

de P(Z) = w soient contenues dans K est un convexe de C. (Indication : considé-
rer Q = (P(Z) —wy)™ (P(Z) — w2)™ ou les w; sont des nombres complexes).

RACINES DES POLYNOMES A COEFFICIENTS REELS

Exercice 5.12. Soit P(X) un polynéme a coefficients réels. Démontrer le lemme de
Descartes par récurrence sur le nombre de racines réelles > 0 (avec multiplicités), en
écrivant

P(X) = (X - )Q(X)
avec o > 0, et en comparant les variations des coefficients de P et de ceux de Q.
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Exercice 5.13. « Théoreme de Budan-Fourier ». Soit P(X) un polyndme de degré d
a coefficients réels. On note V' (x) le nombre de changements de signes dans la suite

(P(z), P'(z), P >> (2),..., P9 (z)).

Soit [a, b] un intervalle tel que P(a)P(b) # 0. On rappelle que Z, ; (P) désigne le
nombre de racines (comptées avec multiplicités) dans I’intervalle [a, b].

Montrer que Z, ) (P) < V(a) =V (b) et Zj, 5 (P) = V(a)—V (b) mod 2. En déduire
le lemme de Descartes.

Exercice 5.14. Soit .
F(X) =) P(X)e™X
i=0

ou P;(X) € R[X] estun polyndme de degré d;. Montrer que le nombre z(F') de zéros
de F' dans R est fini et que z(F') < > d; + n. (Méme méthode que pour le lemme de
Descartes : raisonner par récurrence en utilisant le théoréme de Rolle).

Exercice 5.15. On considére le polyndme X4 —7.13.X2 — 14.6X — 13.6. Que peut-
on dire du nombre de racines réelles positives et négatives de ce polynéme en utilisant
la régle de Descartes puis celle de Sturm ?

RESULTANT, DISCRIMINANT

t2—1
t241"

Exercice 5.16. On considére la courbe paramétrée =(t) = t2 +t + 1, y(t) =
En donner une équation algébrique.

Exercice 5.17. Montrer que le sous-ensemble de M, (C) constitué des matrices a n
valeurs propres distinctes est un ouvert de M,,(C).

Exercice 5.18. Calculer le discriminant du polyndme P(X) = X3 +pX + ¢
1. En appliquant la définition.
2. En calculant la suite de Sturm S(P, P’).

Exercice 5.19. Calculer le résultant Ry (P, Q) des polyndmes

Px(Y)=X?2-XY +Y%2-1etQx(Y)=2X2+Y?-Y — 2 considérés comme
des éléments de R[X|[Y], i.e. comme des polyndmes en Y a coefficients dans R[X].
Trouver alors les points d’intersections des ellipses d’équations P = 0 et Q = 0.

Exercice 5.20. Soient Cx(Y) = X2+ Y2 +bY +cet Px(Y) = X2+ Y +gol
b, ¢, g sont des réels.

1. Calculer le résultant Ry (C, P).
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2. Donner une condition sur b, ¢, g pour que les points d’intersection de I’ellipse C
avec la parabole P aient la méme abscisse (réelle ou complexe).

3. Donner des conditions sur b, ¢, g pour que tous les points d’intersection de P et C
soient réels. Retrouver cette condition en utilisant la régle de Sturm.

Exercice 5.21.

1. Soient A et B deux polyndmes de K [X] ou K estun corps. Construire un polyndme
dont les racines sont les sommes d’une racine de A et d’une racine de B (on
considérera les Y solutions du systeme A(X) = B(Y — X) = 0).

2. Construire un polynéme a coefficients entiers qui posséde /2 + /7 pour racine.

FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES

Exercice 5.22.
1. Soient aq, ao, ..., a, des nombres strictement positifs. Montrer que
a PEEY a
(ar...ap)/n g B an
n

2. Deéterminer tous les polynémes a coefficients +1, —1, ou 0 ayant toutes leurs ra-
cines réelles (appliquer 1. aux carrés des racines d’un polynéme P a coefficients
—+1, —1 ou 0 ayant toutes ses racines réelles).

Exercice 5.23. Soient a, 3,7, 6 les racines complexesde X4 —2X3 +a X2 +bX —1;
trouver a, b pour que I’on ait a + 8 = v 4+ J et a8 = —~4. Donner alors les racines.

Exercice 5.24. Soient a, b, ¢ des nombres complexes; montrer qu’une condition né-
cessaire et suffisante pour que les points A, B, C du plan réel, d’affixes respectives
a, b, ¢, forment un triangle isocéle rectangle en A est

A+ 0% —2a(b+c) + 2a* = 0.

En déduire qu’une CNS pour que les solutions a, b, ¢ de I’équation 23 +pz + ¢ forment
un triangle rectangle isocéle est 27¢% — 50p> = 0.

Exercice 5.25. Calculer les fonctions symétriques élémentaires s;(z,y, z) (1 < i < 3)
des solutions du systeme d’équations :

2yt 20 =2

et yt 2t =2

(utiliser les relations de Newton).



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Probléemes 119

PROBLEMES

Probléme 5.1. Un analogue pour les polyndmes d’une conjecture célébre en théorie
des nombres

1. Soient ay, ..., a, des nombres complexes deux a deux distincts et by, ..., b, des
nombres complexes. Montrer qu’il existe un unique polynéme P, a coefficients
complexes de degré au plus n tel que pour tout 0 < i < n, P(a;) = b; (polynébme
d’interpolation de Lagrange).

2. Soient P, () € C[X] on suppose deg(Q) < deg(P).

(i) Sipourtoutz € C, P(x) =0 <= Q(x) = 0, peut-on affirmer que

P=Q?
(ii ) On suppose maintenant que P(x) = 0 si et seulement si Q(z) = 0 et
P(zx) = 1sietseulementsi Q(z) = 1. On note oy, . .., a, les racines de P

et f1,...,0s lesracines de P — 1. Montrer que r + s > deg(P) + 1.
(iii) En déduire que P = Q.
Remarque. On conjecture que si m et n sont deux entiers ayant les mémes diviseurs

premiers, que si de plus m + 1,n + 1 ont les mémes diviseurs premiers ainsi que
m ~+ 2,n + 2, alors m = n (conjecture d’Erdds-Woods).

Probléme 5.2. Partage de secret

Soit p un nombre premier « grand» ; tous les entiers considérés dans la suite seront
supposés inférieur & p. Soit sg un entier. On choisit alors n — 1 entiers sq1,...,S,_1
«au hasard » (mais inférieurs a p) et soit P le polyndme Z?:_ol 5; X"

1. En considérant les polyndmes de Lagrange

X—j

LX) = [[ ==
1<ji<n J
i#i

montrer que la connaissance des P (i) pour 1 < ¢ < n permet de retrouver s.

2. On suppose connus les P(i) pour 1 < ¢ # ig < n. Sachant que P(X) est de la
forme 277 s X, que sait-on sur s ?

3. On suppose désormais connue la congruence modulo p des P(i) pour ¢ # ig.
Montrer alors que I’on ne sait rien sur sg.

4. Le code pour déclencher une frappe nucléaire est un nombre inférieur a p que seul
le président connait. Au cas ou celui-ci serait dans I’impossibilité d’agir, il est prévu
que son état major constitué de n membres puissent déclencher la frappe sans que
toutefois n — 1 parmi eux n’y parviennent. Proposer une solution mathématique a
ce probléme en s’inspirant des questions précédentes.

5. Généraliser la question précédente au cas ou I’on voudrait que k£ d’entre eux le
puissent sans que k — 1 n’y parviennent.
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Probléme 5.3. Signe du discriminant

Soit @ un polyndme unitaire de degré d a coefficients réels.

On rappelle que le discriminant D de @ est égal a HK]( — aj)?, les o; étant les
racines (réelles ou complexes) de Q.

1. On définit le signe s de D comme +1si D > 0et —1si D < 0; (on suppose
D # 0). Montrer que
5 — (_1)d;7
ou r est le nombre de racines réelles de () comptées avec multiplicités (on regoupera
dans I’expression de D chaque terme non réel avec son conjugue).

2. En déduire que

r=d+ s+ 3mod (4).

3. 0Onposed = 3etQ = z* + px + ¢, p,q € R. En déduire le nombre de racines
réelles de @ suivant le signe de D.

4. Calculer le discriminant D du polyndme () en fonction de p et ¢ (en évaluant le
résultant R(Q, Q")).

5. Calculer la suite de Sturm de @ (on supposera p # 0 et ¢ # 0). Retrouver les
résultats de la question 3. ci-dessus.

Probléme 5.4. Polyndmes de Tchebichev

1. Justifier I’égalité Re[(cosx + isinz)™] = cosnz et en déduire I’existence d’un
polynéme 7;, de degré n tel que T}, (cos x) = cos nz.

2. On considere sur R[X] le produit scalaire
<] > R[ ] — R
o) = L F@)ga) s
Montrer que (T} )o<k<n €St une base orthogonale de (R, [X], < .|. >).

3. (a) Montrer que T,,(X) admet n-racines réelles distinctes =; que I’on explicitera.
On note ~,, le coefficient dominant de 77, (X).
(b) En utilisant le probléme (5.1), montrer que pour tout @ € R[X], il existe un
unique L, o € R,,[X] tel que L,, o(z;) = Q(wl) pourtout 1< i < n.
(c) On note ¢ la forme linéaire définie par (P f P(x . Soit alors @
un polynéme de degré 2n — 1. Montrer qu’il eX|ste S e R[ de degré n — 1
tel que Q@ — L, o = T,,S. En déduire qu’il existe des A\; > 0 tels que pour tout
Q € Rg,—1[X] on ait I’égalité :

/Q 1—x2 ZAQ%’

En quoi ce résultat est-il surprenant ?
(d) Que se passe-t-il pour Q(X) = T2 ?
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4. Soient yq,- -+ ,y, €t v1,--- 1, des réels tels que pour tout @ € Ro,—1[X],
on ait f_llQ(a:) de  — S 1;Q(y;). Montrer que les y; sont forcément

1—x2
distincts puis que les v; sont uniquement déterminés par les y;. En considérant
=T, XT,, -, X" T, conclure que I’ensemble des y; est égal a I’ensemble

des x; et commenter.

Probléme 5.5. Polyndmes cyclotomiques

On note U,, le groupe multiplicatif des racines n-iémes de I’unité (U,, C C). On rap-

pelle que U,, ~ (Z/nZ,+) (proposition 6.1) ; on note U/, I’ensemble des générateurs

de ce groupe, et un élément de U est dit racine primitive de I’unité.

1. Soit ©,(X) = [leer, (X — &) ®n(X) est par definition le n-ieme polyndme
cyclotomique et U,, désigne I’ensemble des racines primitives n-iemes de I’unité.
Montrer que

X" —1=]]®ix)
djn
etendéduirequen =3, ¢(d).
2. Calculer @, pourn =1,2,3,4,6,8.
3. Montrer que ®,, € Z[X].

4. On écrit X" — 1 = &,,(X)P(X). Montrer qu’il existe un nombre premier p et un
entier z tels que p|®,(x) et p [P(x). En déduire que ™ = 0 mod p mais que
% % 0 mod p pour tout diviseur strict d de n. Conclure que p est du type kn + 1
puis qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo n.
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Chapitre 6

Theéorie des corps

Ce chapitre est une introduction classique a la théorie des corps, avec une
section relativement étoffée traitant des corps finis.

De plus une démonstration peu habituelle (mais bien dans I’esprit de cet
ouvrage) de la loi de réciprocité quadratique est proposée dans la section 6.6 *
(donc hors programme pour la licence) ; une autre preuve de ce méme résultat
est proposée en exercice.

6.1 CARACTERISTIQUE

Si K estun corps commutatif, on note 0 I’élément neutre pour I’addition et 1 I’élément
neutre pour la mutiplication. On a un morphisme d’anneaux canonique ¢ :

7 — K
tel que ¢(1) = 1. Deux cas peuvent se présenter :

1. Le noyau de ¢ est I’idéal (0), i.e. ¢ est injective. On identifie alors Z et son image
dans K. Le corps K contenant Z contient aussi son corps des fractions Q. On dit
dans ce cas que K est de caracteéristique 0.

2. Le noyau de ¢ est un idéal non nul de Z, donc de la forme nZ avec n > 0; le
morphisme ¢ se factorise en un morphisme injectif ¢ :

Z/n7 — K.

L’anneau Z/nZ s’identifie alors & un sous-anneau du corps K, ce qui implique
qu’il est intégre, et donc que n est un nombre premier p (Z/pZ est alors un corps a
p éléments, cf. 1.39). On dit dans ce cas que K est de caractéristique p.
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6.2 GROUPE MULTIPLICATIF

Proposition 6.1. Soit & un corps. Alors tout sous-groupe fini G' du groupe (K *, x)
est cyclique. Si n = |G| il est donc isomorphe au groupe (Z/nZ, +) (I’isomorphisme
transforme la multiplication en addition).

Démonstration. Le groupe G étant un groupe abélien, c’est aussi un Z-module (on
garde ici la notation multiplicative pour la loi de groupe sur Gz, pour ne pas confondre
avec I’addition de K ; la structure de Z-module est donc définie, pourn € Zetg € G,
parn.g = g").

Soit bZ C Z I’idéal annulateur de GG. On peut supposer b > 0. Il y a donc au moins
|G| solutions dans K a I’équation X® — 1 = 0. D’autre part cette équation a au plus b
solutions dans le corps K puisqu’elle est de degré b. On a donc |G| < b.

D’aprés le théoréme 2.33 de structure des modules de type fini, appliqué au groupe
G (module de type fini sur Z), il existe des nombres entiers a1,...,as tels que
1<a; <ag- - < as(enfaitar|as]...|as)ettels que :

(G, x)~(Z/aZ x --- X Z]asZ,+).

Onalors b = as ((as) est I’annulateur de G) et |G| = ajas .. .as. Comme |G| < as,
onas=1et(G,x)~(Z/a1Z,+) est cyclique. [ ]

Exemple 6.2. Prenons K = C. Alors si G C C* est d’ordre n, G est constitué
de I’ensemble des racines n-iémes de I’unité qui est donc un groupe cyclique. Un
générateur de ce groupe est appelé racine primitive n-iéme de I’unité conformément a
la définition 6.24 plus loin.

6.3 EXTENSIONS

Définition 6.3. Si K et L sont deux corps tels que K C L, on dit que L est une
extension de K. Le corps L est alors un espace vectoriel sur K dont la dimension,
notée [L : K|, s’appelle I’ordre de I’extension.

Si L et L' sont deux extensions d’un méme corps K, un K-morphisme ¢ : L — L’
est un morphisme de corps ¢ tel que ¢ est I"identite.

Remarque 6.4. Un morphisme de corps ¢ : K — L est par définition un
morphisme des anneaux sous-jacents. 1l vérifie donc ¢(0) = 0, ¢(1) = 1 et
est toujours injectif puisque ker ¢ est un idéal de K qui ne contient pas 1, donc
réduit & {0}. Un morphisme de corps ¢ : K — L définit donc une extension
de K (avec I’abus de langage consistant a identifier K et ¢(K)).

Proposition 6.5. Si K C L C H sont des extensions de corps, on a :
[H:K]=[H:L|L:K].
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Démonstration. On suppose les dimensions finies, sinon la proposition est triviale.
Soient (eq,...,e,) une base de L sur K, et (fi,..., f,) une base de H sur L. Nous
allons montrer que les (e; f;) (1 < i < n,1 < j < p) forment une base de H sur K,
ce qui montrera la proposition.

Ces éléments sont des générateurs, car si x € H, on peut écrire z = Z?:l Ajfj avec
Aj € L. Chaque \; peut a son tour se développer sur la base (e;) : A\j = Y7 | Aje;,
avec \;; € K. On obtient alors :

Tr = Z )\Z'jeifj.

On montre de méme que les e; f; forment une famille libre; si on a une relation

linéaire :
> Ageif; =0,
P n
on peut I’écrire > HO  Nijei) =0
j=1 i=1
ce qui implique "7, \;je; = 0 pour tout j puisque les f; sont indépendants, et donc
Aij = 0 puisque les e; sont indépendants. |

Définition 6.6. Soit K C L une extension.

1. Soit A = (v, ..., qp) une partie de L. L’extension de K engendrée par A est le
plus petit sous-corps de L contenant A ; on lanote K (o, ..., o). Si A est réduite
a un seul élément «, on dit que I’extension K («) est monogéne.
2. Soita € L,et¢ : K[X] — L le morphisme d’anneaux défini par ¢(\) = A si
Ae Ketop(X) = o
« On note K[«a] I'image de ¢. C’est le sous-anneau de L engendré par K et «
(ensemble des « polyndmes en « »).
 Si ¢ est injective, on dit que « est transcendant (sur K) ;
« sinon on dit que « est algébrique sur K. Le générateur unitaire de ker ¢ est alors
appelé le polyndme minimal de « (sur K). On le note g, (X).

Remarques6.7.

1. Siavesttranscendant,ona K [o] ~ K[X]etdonc K () ~ K(X). L’anneau
K[a] nest alors pas un corps.

2. Si « est algébrique, le morphisme ¢ se factorise en ¢ o 7 0l ¢ :
K[X]/(qa) — K]la] est un isomorphisme. Le diagramme suivant est donc
commutatif :

K] (1)

K[X]
(ga)

et I’anneau K [«] est un corps (cf. plus bas).
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Rappelons maintenant quelques propriétés des quotients de I’anneau des polyndmes
K[X] suruncorps K.

Soient P € K[X], P =ag + a1 X +--- + X un polyndme unitaire, 7 la surjection
canonique :

Posons x = 7(X) et =5+ = K|z].

Proposition 6.8.

1. L’anneau K [x] est un espace vectoriel sur K de dimension d, dont une base est
1,x,...,:rd_1;

2. I’anneau K [x] est un corps si et seulement si le polynéme P est irréductible sur K.

Démonstration. Si d > 0, I’application = restreinte & K (identifié aux polyndémes de
degré 0) est injective puisque ker TN K = (P)NK = (0). On identifie alors en général
K et son image (K ) dans K [x], ce qui définit la structure de K -espace vectoriel de
K [z]. La suite est évidente, laissée en exercice au lecteur (pour 2., la démonstration

est la méme que dans le cas de Z : cf. le corollaire 1.39). |
Exemples 6.9.
1.SiK=Q,P=1+X+---+ XP~1 pétant un nombre premier, Q[z] = %
est une extension de Q de degré p.
En effet, le polyndme P est irréductible (corollaire 5.11) et donc Q[z] = %

est un corps.

2. Toujours avec K = Q, posons P = X2 — g avec v/a ¢ Q. Alors (g] est une
extension de degré 2 de Q. On dit que c’est une extension quadratique.

Proposition 6.10. Soient X' C L une extension, « € L. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. « estalgébrique sur K ;

2. Klo] = K(o);

3. dimg K[a] < 4o0.

De plus, si g, (X) est le polyndme minimal de «, il est irréductible et son degré ¢ est
égal a [K[a] : K]. On dit que g est le degré de « (sur K).

Démonstration. 1. = 2. Si « est algébrique sur K, on a une injection
- K[X]
" (2a)

et donc g, est irréductible puisque I’anneau [(([)g] est intégre car inclus dans un corps

— L
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(on I’identifie avec son image par ¢, cf. (1)). L’anneau % isomorphe & Ko, est

donc alors un corps (proposition 6.8), ce qui signifie que K [a] = K («).

2. = 3. l’anneau % est un espace vectoriel de dimension ¢ sur K si ¢ est le degré

de ¢, et il s’identifie & son image K [«] par le morphisme ¢.

3.= 1. Sidimg K[a] < 400, le morphisme ¢ a un noyau non trivial (sinon on aurait

K[a] ~ K[X] qui est de dimension infinie), et donc « est algébrique par définition.
|

On dit que I’extension K C L est algébrique si tout o € L est algébrique sur K.

Théoreme 6.11. Soit K C L une extension. Alors I’ensemble M des éléments de L
algébriques sur K est un sous-corps de L. En particulier, la somme et le produit de
deux éléments algébriques sont algébriques.

Démonstration. Soient « et o’ deux éléments de L algébriques sur K. 1l faut montrer
que a+o', aa’ et 1/« (pour o # 0) sont algébriques. Comme « est algébrique sur K,
la proposition 6.10 montre que L; = K [«] est un corps et que [L; : K] < +oo. Tout
élément de L, est donc algébrique sur K (proposition 6.10), ce qui est en particulier
le cas de 1/a. L’élément o’ étant algébrique sur K, il I’est a fortiori sur L. L’anneau
Ly = Ly[a/] estdonc aussi un corps, et I’ona [Ls : K] < +oo (proposition 6.5). Mais
on a évidemment «+ o’ et a’ € Lo. Une nouvelle application de la proposition 6.10
montre alors qu’ils sont algébriques sur K. [ |

6.4 CORPS DE RUPTURE

Définition 6.12. Soient K un corps, P € K[X] un polyndme irréductible non
constant. Un corps L extension de K est appelé corps de rupture de P sur K si
L = K(«) (extension monogene) avec P(«) = 0.

Proposition 6.13. Soit P € K[X] un polyndme irréductible non constant. Il existe
un corps de rupture de P sur K unique & K -isomorphisme prés (définition 6.3).

Démonstration. a) Existence. Posons L = K[X]/(P). Comme P est irréductible, L
est un corps (proposition 6.8), et donc une extension de K. Si I’on note = I’image de
X dans L par I’application canonique 7 : K[X] — K[X]/(P),onabien L = K(x)
et P(x) = 0 puisque P(x) est I’image de P par 7, nulle par définition.

b) Unicité. Si on a un corps de rupture L’ = K («), le morphisme canonique ¢ :
K[X] — L’ quienvoie X sur « se factorise en un K-isomorphisme K[X]/(qq) ~ L'
par (1). On a ¢(P) = P(a) = 0 par définition, et donc P € ker¢ = (qo). Le
polyndéme ¢, divise donc P et n’est pas constant puisque g,(a) = 0. Comme P est
irréductible, on a (P) = (¢4 ) et donc

. KIX] _K[X] _
Pt = 1 -
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Remarque 6.14. Si L est un corps de rupture de P sur K, le polyndme P a
par définition une racine « dans L. Cependant il n’est en général pas comple-
tement factorisé dans L. Par exemple, prenons K = Q, P(X) = X3 — 2,
L = Q(v/2) c R et soit j une racine cubique de I’unité non réelle. Alors
les deux racines non réelles j /2 et j2+/2 de P ne sont pas dans L (le lecteur
vérifiera que

X3 - 2= (X - V2)(X2+ XV2+ (V2)?),

le second facteur étant irréductible sur L).

Définition 6.15. Soit P € K[X] un polyndme de degré d > 0. Un corps L extension

de K est appelé corps de décomposition de P sur K si :

1. Le polynéme P est scindé sur L (i.e. P a toutes ses racines dans L) ;

2. les racines de P engendrent L sur K (et donc L est minimal parmi les corps
contenant les racines de P).

Remarquons que dans la définition précédente, on ne fait aucune hypothése d’irréduc-
tibilité sur le polyndéme P, contrairement & ce qui se passe pour la définition du corps
de rupture.

Exemples 6.16.

1. Dans la remarque 6.14, le corps L = Q(+/2) est un corps de rupture de
P = X3 — 2, mais pas un corps de décomposition.

2. Si au contraire on considére un nombre premier p et le polyndme irréductible

P =1+ X +---+ XP~! (corollaire 5.11), son corps de rupture L = %
est aussi un corps de décomposition. En effet, L contient par hypothése une racine
&de P; les p — 1 racines de P sont les racines p-iémes de I’unité différentes de
1;cesp— 1racinessont &, €2, ..., &P~ (vérification immédiate laissée au lecteur)
qui sont bien dans L puisque L est un corps. Toutes les racines # 1 sont primitives

puisque p est premier.

Proposition 6.17. Pour tout polynéme P € K [X], il existe un corps de décomposition
noté D (P) unique & un K -isomorphisme preés.

Démonstration. a) Existence. Immédiate par récurrence sur d : sid = 1 ou si P est
scindé sur K, ona D (P) = K. Sinon, soient Q(X) un facteur irréductible de P de
degré > 2, K’ un corps de rupture de ), z1 une racine de @ (donc de P) dans K'.
On peut donc écrire P(X) = (X — x1)P1(X) dans K'[X], avec deg(P) = d — 1.
Soit L un corps de décomposition de P; sur K’ (obtenu par hypothése de récurrence).
Le corps L est alors aussi un corps de décomposition de P sur K (car si zo, ..., zq)
sont les racines de P, dans L (éventuellement multiples),ona L = K'(xo,...,x4) €t
donc L = K(x1,...,xq), puisque K' = K (x1)).

b) Unicité. La démonstration, sans difficulté mais un peu technique, se fait par récur-
rence sur [L : K], et sera admise ici. Nous n’utiliserons pas ce résultat (on pourra se
reporter a [2] pour une démonstration). [ |
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Définition 6.18. Un corps K est dit algébriqguement clos s’il vérifie une des propriétés
équivalentes suivantes :

1. Tout polyndme P € K[X] de degré > 1 admet une racine dans K ;

2. tout P € K[X] est produit de polyndmes de degré 1;

3. si une extension K C L est algébrique,ona K = L.

La démonstration de I’équivalence des trois propriétés ci-dessus est immédiate et
laissée au lecteur. Le corps C est algeébriquement clos (théoréme de d’Alembert-
Gauss), mais il y en a d’autres, par exemple le sous-corps de C formé des éléments
algébriques sur Q.

6.5 CORPS FINIS

Rappelons que si K est un corps fini, le morphisme ¢ : Z — K défini par ¢(n) = n.1
a un noyau de la forme pZ, ou p est un nombre premier non nul appelé la caractéris-
tique de K. On note F, le corps Z/pZ (1.39) et | K| le cardinal de K.

Lemme 6.19. Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors K contient un sous-
corps isomorphe a F, (que I’on identifie a F,), et son cardinal est de la forme p™,
avec n entier > 1.

Démonstration. On a déja vu que I’image de ¢ était isomorphe a F .. Identifions Im ¢
et Fp,. Le corps K est un espace vectoriel sur F, de dimension finie n. Son cardinal
| K| est donc bien p". [

Lemme 6.20. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Notons F' I’application
K — K définie par F'(z) = «P (F s’appelle le morphisme de Frobénius). Alors

1. F est un morphisme de corps (donc injectif).

2. Si K est fini, c’est un automorphisme (i.e.il est bijectif).

3. Pourz € K, F(z) = x sietseulementsi z € Fp,.

Démonstration. On a évidemment F(zy) = F(z)F(y) et F(1) = 1, ce qui im-
plique que F(z~1) = (F(x))~! pour z # 0. Pour I’addition, écrivons la formule du
bindme :
P _ P Py, p—1 P\, p—i,i D
(z+yP =2 +<1)x y—i—“‘—i—(i) Y+t
Il est bien connu (et facile a vérifier) que p divise (¥) (1 <4 < p — 1). En caractéris-
tique p, la formule du binéme devient donc : (z + y)? = P + yP, ce qui montre 1.
F étant un morphisme de corps, il est injectif et donc bijectif si le cardinal de K est
fini. Enfin on a 2P~ = 1 pour tout = € Fy, non nul (car F,* est de cardinal p — 1) et

donc 2P = x pour x € F,. Les éléments de F, sont les seuls vérifiant cette équation,
puisque I’équation X? — X = 0 a au plus p racines dans le corps K. ]
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Le théoréme suivant montre pour tout n > 0 I’existence d’un corps de cardinal ¢ = p™.
L’unicité (a isomorphisme prés) d’un tel corps sera montrée plus loin (proposition
6.30).

Théoréme 6.21. (Existence du corps F)

Soient p un nombre premier, n € N*. On pose ¢ = p™. On considere le polynéme
X7 — X comme a coefficients dans F,. Alors le corps de décomposition du polyndme
X1 — X sur Fp, estun corps a g éléments note F .

Démonstration. Soit K le corps de décomposition de X ¢ — X sur le corps Fp,.
L’ensemble A C K des racinesde X2 — X estun corpscarsiz € Aety € A, on
az? =zety? =y, dol (zy)? = ay et (x + y)? = = + y car ¢ étant égal a p",
I’application x — x? de K dans K est le morphisme de Frobenius itéré n fois. On a
doncxy € Aetz+y € A Deplussiz € A, x # 0,0naévidemment1/z € A, et A
contient F, (lemme 6.37). On adonc A = K puisque par définition K est engendré
sur F, par les racines de X — X. D’autre part si I’on pose P = X7 — X, on a
P’ = ¢X% ' —1 = —1 puisque la caractéristique p de K divise g. Cela entraine
que les racines de P sont simples (puisque pour toute racine o de P dans K on a
P'(a) = —1 # 0), etdonc que A = K estun corps a g éléments (puisque le polyndme
X7 — X aalors exactement ¢ racines dans K). En particulier, sig = p,ona K = F,.

[ |

Remarques 6.22.
1. Il résulte du théoreme ci-dessus que I'ona X7 — X = [] . (X —a) dans
Fq[X], ou encore en enlevant la racine 0, X471 — 1 = [Toer - (X —a).

2. Si g = p, onalafactorisation X? — X = X(X —1)... (X —(p—1)) dans
F,[X], siI’on note & I’élément k.1 de F, = Z/pZ.

3. Posons P = X7— X, P étant considéré comme un élémentde F, [ X]. Alors
la factorisation de P dans F, [ X] (en produit de polyndmes irréductibles sur
F},) est le produit des polyndmes minimaux (distincts) des elements de F .
En effet, si a € Fq, son polyndme minimal ¢, (sur le corps Fy,) est irré-
ductible et est un diviseur de P (puisque P(a) = 0). Réciproquement tout
facteur irréductible @ de P est le polyndme minimal d’une quelcongue de
Ses racines.

4. On suppose toujours ¢ = p™. Si @ est un facteur irréductible de
P = X7 — X (sur le corps F,), son degré d divise n.
En effet, soit o une racine de @ dans F. Le corps F(«a) est alors un
sous-corps de Fq, et [F(a) : Fp] = d (proposition 6.10). La formule
n=[Fq:Fp|=[Fq:Fp(a)] [Fp(a): Fp)
montre I’assertion.
5. En fait nous allons montrer ci-dessous (corollaire 6.34) que tout polynéme

unitaire irréductible de F[X] dont le degré divise n apparait une fois et
une seule dans la factorisation de P.
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Etudions maintenant le groupe (F4*, x). En appliquant la proposition 6.1, on a:

Proposition 6.23. Soit ¢ = p”, p étant un nombre premier. Alors
(Fq* %)~ (Z/(q —1)Z, +).

Définition 6.24. Un élément a € Fq qui engendre le groupe cyclique F4* est dit
primitif.

Remarques 6.25.

1. 1l'y a (g — 1) éléments primitifs dans Fy*, ¢ étant la fonction d’Euler
(définition 1.40).

2.Si a € Fq* est primitif, les éléments primitifs sont les a’ avec
1<i<qg—1letiA(q—1)=1/(cf laproposition 1.38).

Proposition 6.26. Soient p un nombre premier, n un entier > 0, ¢ = p", a € Fq un
élément primitif, ¢, son polyndme minimal sur le corps F . Alors ¢, est de degré n et
est un diviseur irréductible du polynéme X ¢ — X . En particulier I’élément a engendre
I’extension Fy de F, (donc Fg est a la fois le corps de décomposition du polyndme
X7 — X et le corps de rupture du polynéme g, sur le corps Fp,).

Démonstration. Comme a est primitif, il engendre I’extension F  de Fj, puisqu’alors

tout element non nul de F est une puissance de a. On a donc (P;p(())(())) ~ Fgq, ce qui
implique que g, est irréductible et de degré n = [F : Fp] (proposition 6.8). De plus

il divise P = X7 — X puisque P annule a. |

Remarque 6.27. Avec les notations ci-dessus, comme ¢, est un diviseur de
X7 — X, il atoutes ses racines dans F 4 qui chacune engendre I’extension F ¢
de Fyp.

Corollaire 6.28. Soit p un nombre premier. Alors pour tout entier n il existe un
polyndéme P € F,[X] de degré n irréductible.

Démonstration. Il suffit de prendre pour P le polyndme minimal d’un élément pri-
mitif de I’extension F 4 de Fj, pour ¢ = p™ (le corps F existe par le théoreme 6.21).
[ |

Exemple 6.29. Soit ¢ = 16 = 2. Le lecteur pourra vérifier a titre d’exercice que la
décomposition de X 16 — X en facteurs irréductibles sur F s’écrit :

XX +DXPH+ X+ D)X+ X+ D)X+ X3+ D)X+ X3P+ X2+ X +1).

Si I’on note @ une racine du polyndme X* + X + 1, ona F1g = Fa(a). L’élément a
est de plus primitif, car d’ordre (multiplicatif) 15 dans F 1™ (I’ordre de a divise 15;
comme on a la relation a* + a + 1 = 0, il est immédiat de voir que a ne peut étre
d’ordre 1, 3 ou 5).
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En revanche I’élément a3 est d’ordre 5 dans F16"; il nest donc pas primitif. Cepen-
dant son polyndme minimal est X* + X® 4+ X2 + X 4 1 aussi de degré 4, et I'on a
Fl()' = Fz(aS).

Le lecteur vérifiera que les éléments primitifs sont les racines des polynémes
X4+ X +let X4+ X341,

Montrons maintenant I’unicité (a isomorphisme prés) du corps finia g = p™ éléments.

Proposition 6.30. «Unicité du corps Fy ».
Soit L un corps fini a ¢ = p™ éléments. Alors il est isomorphe au corps Fq (par un
F,-isomorphisme).
Démonstration. Comme |L| = g = p™, le corps L est de caractéristique p. Il contient
donc le corps Fy,.
Soit a € Fq un élément primitif, g, € Fp[X] son polyndme minimal. Le polyndme
o €St de degré n, et

Fq = {)\0 +MNa+---+ )\n_la”_l, A € Fp},

puisque F ~ %

Comme |L| = ¢, les éléments de L vérifient aussi I’équation X ¢ — X = 0 (proposition
1.18) et L s’identifie aussi & I’ensemble des solutions de I’équation X7 — X = 0.
Comme ¢, est un diviseur irréductible (sur Fp) de X7 — X, il existe b € L tel que g,
soit le polyndme minimal de b (b est une racine dans L du polynéme ¢,). Considérons
I"application f : Fq — L :

Mo+ a+ -+ A1a” P Mg+ Nb+ o+ Ay b

Il est immédiat de vérifier que f est un isomorphisme (en fait un F -isomorphisme)
de corps. [ |

Etudions maintenant les sous-corps de F .

Proposition 6.31. Posons ¢ = p™ avec p premier.
1. Pour tout entier d tel que d|n, il y a un unique corps K de cardinal p¢ tel que :
F, C K C Fq.
Ce corps K est I’ensemble des x € F tels que zP* = x et est isomorphe & Fq
avec ¢/ = p®.
2. Réciproquement, tout corps K tel que F, C K C Fgq est de cardinal p? avec d|n.
Démonstration. Soit d un entier tel que d|n. Montrons I’existence de K. Soit K

I’ensemble des racines (dans F ) du polynéme XP' — X :il adéja été démontré que
K était un corps (démonstration du théoréme 6.21).
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Lemme 6.32. Soit k un entier tels que £ — 1 soit un diviseur de ¢ — 1. Alors le
polyndme X* — X a exactement k racines dans Fg.

Démonstration. Le nombre de racines d’un polyndme de degré k dans un corps est
< k. D’autre part (Fg*, x) ~ (Z/(q — 1)Z, +). La proposition 1.35 implique qu’il
y a dans F* exactement £ — 1 éléments d’ordre divisant k£ — 1. Ces k — 1 élements
plus {0} sont racines du polynéme X (X*~1 —1) = X* - X. n

Lemme 6.33. Soient d et n deux entiers tels que d|n, p un entier > 1. Alors
(! = D" - 1).
Démonstration. Il suffit de considérer I’identité polynomiale :
X" —1=(x?—1)(X0D 4 x(=2d) 4 xd 47
et de faire X = p. [ |

Le lemme 6.32 appliqué avec k& = p¢ implique que |K| = p?. Le corps K étant
de cardinal ¢/ = p?, il est isomorphe & Fq (theoréme 6.21). Pour I'unicité, soit K
un sous-corps de Fq de cardinal p®. Le corps K est alors isomorphe aussi a Fy
ce qui montre I’unicite (i.e. K = K), car tout élement de F  vérifiant I’équation
X7 — X =0, il en est de méme pour les éléments de K.

Réciproguement, si K est un corps tel que :

F, C K C Fy

c’est une extension de degré d de F,, F est une extension de degré b de K, on a donc
n = bd avec card(K) = p°. n

Corollaire 6.34. Soient p un nombre premier, ¢ = p™, {Q;}, i € I, I’ensemble des
polyndmes unitaires irréductibles de F ,[ X ] dont le degré divise n. On a alors :

X1 —x =]J@
icl

En particulier, les (X — a;)q,cF, sont parmi les Q;.
Démonstration. On a déja montré (remarque 6.22) que si @ est un facteur irréductible
de P = X7 — X, son degré divise n.
Réciproquement, soit ¢ un polynéme irréductible unitaire de F ,[X] dont le degré d
divise n. Le corps K1 = F(*’C[;)q est de cardinal ¢/ = p? donc isomorphe au corps
K ~Fq tel que :

F, C K C Fy

(proposition 6.31). L’élément = € K (image de X) a pour polynéme minimal le po-
lyndme Q. Son image o € K par le F,-isomorphisme K ~ K ale méme polyndme
minimal qui divise donc P (puisque « est annulé par P). Ce facteur n’apparait qu’une
fois dans la décomposition de P puisque toutes les racines de P sont simples. [ |
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Corollaire 6.35. Soit P € F,[X] un polynéme de degré n. Les conditions suivantes
sont alors équivalentes :

1. P est réductible sur le corps F, ;
2. P aune racine dans un corps F,a avec d < n/2.

6.6 *COMPLEMENTS

6.6.1. Automorphismes de F

Rappelons que si K est un corps, un automorphisme ¢ de K est un morphisme non
nul (donc bijectif) K — K.

Plus généeralement, si K C L est une extension de corps, un K-automorphisme de
L est un automorphisme ¢ de L tel que ¢|x = Id (cf. la définition 6.3). L’ensemble
des automorphismes de K (resp. des K -automorphismes de L) est un groupe (pour la
composition). Il résulte du lemme 6.37 que si K est un corps fini de caractéristique p,
alors pour s € N, I’application F'* : K — K définie par F*(x) = 2P («Frobenius
itéré s fois») est un automorphisme de K. Nous allons montrer que tout automor-
phisme est de cette forme. On peut supposer que K = F, avec ¢ = p™ (proposition
6.30).

Proposition 6.36. Soient p un nombre premier, n un entier > 0, ¢ = p™, ¢ un
automorphisme du corps F. Il existe alors un entier s < n tel que ¢(z) = ¥’
toutxr € Fy.

Démonstration. Montrons deux résultats préliminaires.

Lemme 6.37. Soit P € F4[X] un polynéme. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. P e FplX];
2. (P(X)) = P(XP).

Démonstration. Posons P(X) = agX? + --- 4+ a1 X + ag. On a alors

(P(X))P = al)(XP)4+- - -+al XP+al. Ce polyndme est égal & P(XP) si et seulement
si al’ = a; pour tout 4, i.e.si et seulement si a; € F, pour tout i (en effet, les p racines
dans Fq du polynéme X? — X sont les élements de F ). |

Lemme 6.38. Soit o € Fg, ¢o(X) € Fp[X] le polynébme minimal de o sur F . Soit
r le plus petit entier > 0 tel que o”” = «. On a alors

r—1

(X)) =X —a)(X —af)...(X —aF ).

En particulier, ¢, (X) est de degré r, et donc r|n (proposition 6.31).
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Démonstration. Remarquons d’abord que pour 0 < i < j < r, on a a?' #* o . En
effet, dans le cas contraire on aurait :

o = (W = (PP = =a
contrairement a la propriété de minimalité de » (cari +r — j < ).
Posons P(X) = (X — a)(X —a?)...(X — o ). Le polynome P est de de-
gré r, verifie P(a) = 0, mais est a priori a coefficients dans F4. Montrons que
P(X) € Fp[X].Ona:

P(X)P = (XP — oaP)(XP — o) ... (XP — a?") = P(XP)

(puisque o?” = ), d’ou P € Fp[X] par le lemme 6.37. Le polyndme ¢, (X) divise
donc P(X) dans F[X]. Mais ¢, (X) étant invariant par le morphisme de Frobenius
F (puisque ¢ (X) € Fp[X]), I’ensemble de ses racines aussi. Les o étant distincts,
on en déduit que deg(qs) = 7, et donc que g, (X ) = P(X). [

Montrons maintenant la proposition 6.36. Soit ¢ un automorphisme de F4. On a
#(1) = 1,d’0u ¢(n.1) = n.1 pour tout entier n. On en déduit que ¢|p, est I’identité.
Prenons pour o un élément de Fq primitif sur F, (définition 6.24). Comme le poly-
néme ¢, (X) € Fp[X] est invariant par ¢, on a que ¢(«) est aussi racine de g, (X),
donc ¢(a) = aP" pour un entier s tel que 0 < s < n (lemme 6.38). Mais I’ensemble
des z € Fq qui Vérifient ¢(z) = 2" est un sous-corps K de F qui contient Fy, et
I’élément .. On a donc K = Fq puisque Fq = Fp(a). u

Corollaire 6.39.
1. Tout automorphisme de F induit Iidentité sur F, ;

2. le groupe des automorphisme de F est cyclique, engendré par I’automorphisme
de Frobenius z — z?;

3. plus généralement, soient r un entier > 1, ¢ = p", ¢ = ¢i ; onadonc Fy, C Fy.
Alors Ife groupe des F 4, -automorphismes de F est cyclique, engendré par I’auto-
morphisme z — z .

Démonstration.

1. et 2. découlent immédiatement de la proposition 6.36. Montrons 3.
L’automorphisme x — x9* laisse fixes les éléments de Fy, puisque ceux-ci vérifient
I’équation X% — X = 0 (proposition 6.36).

Réciproguement, soit ¢ un F, -automorphisme de F ; ¢ est de la forme = +— 2" par
2. Remarquons d’abord que si o € F, est un elément primitif, ’entier r est le plus
petit entier & tel que o”" = o puisque le polyndme minimal de « est de degré . On
en déduit tout entier s qui vérifie a”” = o est un multiple de » (car si s = ar + b, on
aaP = ozpb). [ ]

Ce résultat permet d’illustrer la « théorie de Galois» dans le cas particulier des corps
finis.
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Proposition 6.40. Soit ¢ = p”", G ~ (Z/nZ,+) le groupe des automorphismes de
Fg- sur Fy. ll'y a une bijection @ entre les corps K tels que Fq C K C Fgn etles
sous-groupes de H C G. A un sous-corps K correspond le sous-groupe H C G
des automorphismes de Fq» qui laissent fixes les éléments de K. Le groupe des
automorphismes de K sur le corps F 4 est alors isomorphe au quotient G/ H.

Démonstration. Soit K un corps tel que Fq C K C Fg». Le corps K est de cardinal

q avec d|n (c’est d’ailleurs I’'unique sous-corps de F o= de cardinal q¢ (proposition
6.36).

On lui fait correspondre le sous-groupe H C G des K-automorphismes de F gn.
Comme K ~ Fga, ce groupe est cyclique d’ordre n/d (corollaire 6.39, 3.) : c’est
I’'unique sous-groupe de G ~ (Z/nZ,+) d’ordre n/d. Cela montre que ¢ est une
bijection.

Montrons maintenant la fin de la proposition. Le groupe L des F 4-automorphismes de
K estisomorphe a Z/dZ ; on a une application ¢) : G — L qui & un automorphisme
de F 4~ fait correspondre sa restriction a K. Pour achever de montrer la proposition, il
suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 6.41. Soit H C G le sous-groupe des automorphismes qui laissent fixes les
éléments de K. L’application ¢ est un morphisme de groupes surjectif de noyau H.

L application v est évidemment un morphisme de groupes, dont le noyau est H par
definition (le noyau est I’ensemble des F -automorphismes de Fq-» qui induisent
I’identité sur K). Le morphisme ¢ s’interpréte comme un morphisme de groupes :
Z/nZ — Z/dZ qui envoie la classe de 1 (mod n) sur la classe de 1 (mod d), puisqu’il
envoie I’identité sur I’identité. Le morphisme 1/ est donc surjectif, et son noyau est
isomorphe a Z/sZ avec s = n/d (proposition 1.36). [

6.6.2. “Carrésde Fq
Pour ¢ = p™ fixé (p nombre premier), posons :
(Fq)? ={r €Fq| Iy € Fq,y* =}, Fq? =Fy" N (Fy)’.

Proposition 6.42.
* Sip=20na(Fy)?=F

q-
1 -1
[P = 55

« sip>20nal(Fq)?

Démonstration. Si p = 2, I’application z — 22 de Fq dans lui-méme est le mor-
phisme de Frobenius, donc un isomorphisme (il est donc en particulier surjectif; cf. le
lemme 6.37).
Sip > 2,0nal # —1 etI’élévation au carré donne un morphisme surjectif :

Fq* N Fq*2
dont le noyau est le sous-groupe (—1, 1) de (F4*, x). Cela montre que |F ,*?| = qg—l
etdonc |(Fq)?| = qzil puisqu’il faut ajouter I’élément 0. [
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Proposition 6.43. «Critére d’Euler »

—1
reFM? =17 =1.

Démonstration. Notons
X ={z€Fq|a'T =1}.
Onaévidemment F** C X (carsiz = y?avecy € Fg*, y?~! = 1,d’ol 5 = 1),

et | X| < % puisqu’il est constitué des racines d’un polynéme de degré % Ona
donc X = Fq*% ]

Signalons deux corollaires classiques en théorie des nombres.

Corollaire 6.44. Soient p > 2 un nombre premier, n un entier, ¢ = p™. Alors
—1€ (Fq)? <= ¢=1mod 4

Démonstration. .
—1€Fq*2@(—1)%zlﬁqTEOmon@qzlmodéL [

Corollaire 6.45. Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4m + 1.

Démonstration. Soient n un entier arbitraire et p un facteur premier de (n!)? + 1.
Alors on a p > n (sinon p diviserait n!) et la classe de (n!)2 + 1 est nulle dans Fy.

Donc —1 est un carré dans F, (puisque —1 = (n!)2) ce qui entraine que p est de la
forme 4m + 1 d’apres le corollaire 6.44. Comme p > n et que n est arbitraire, on en
déduit I’assertion. |

6.6.3. *“La loi de réciprocité quadratique

Définition 6.46. Un entier ¢ € Z est dit un résidu quadratique modulo » si I’image
a € Z/nZ estun carré.

Ainsi pour connaitre, par exemple, les résidus quadratique modulo 6, il suffit de faire
la table des carrés dans Z /6Z :

x 01 2 3 45
22 01 4 3 4 1

de sorte que a est un résidu quadratique modulo 6 si et seulement sia = 0,1,3,4
mod 6.

Rappelons que dans le corps Fg, —1 est un carre si et seulement si ¢ = 1 mod 4
(corollaire 6.44) ; donc si p est un nombre premier, —1 est résidu quadratique modulo
p si et seulement si p = 1 mod 4.
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Définition 6.47.
— Symbole de Legendre : pour p premier et a non divisible par p, on définit

(%) € {£1} comme étant égal & 1 si a est un résidu quadratique modulo p et —1
sinon.
— Symbole de Jacobi : pour p premier et a divisible par p, on prolonge le symbole de

Legendre en posant (%) = 0.Si b =[], p; ou les p; sont des nombres premiers, on

(5)-T(%)

%

(le produit est défini avec la multiplication dans Z).

Lemme 6.48. Le symbole de Legendre est multiplicatif, i.e. :

(5)-G)G)

de sorte que le symbole de Jacobi est bi-multiplicatif (i.e. par rapport aux variables a
et b).

Démonstration. La multiplicativité du symbole de Legendre découle directement
du critere d’Euler (proposition (6.43). En effet si = est non nul dans Z/pZ, x
est un carré si et seulement si z(®~1/2 = 1 alors que dans le cas contraire on a
z®=1/2 = _1. Ainsi si = et y sont des résidus quadratiques non nuls modulo p,
ona (zy)®P~1/2 = z=1/2,(P=1/2 = 1 mod 2 et xy est un résidu quadratique
modulo p. Si x est un résidu quadratigue modulo p alors que y n’en n’est pas
un, I’égalité précédente donne que xy n’est pas un résidu quadratique modulo p.
Enfin si z et y ne sont pas des résidus quadratiques modulo p, I’égalité précédente
donne (zy)®~1/2 = 1 mod p et xy est un résidu quadratique modulo p, d’ou la
multiplicativité du symbole de Legendre et la bi-multiplicativité du symbole de Jacobi.

|

Lemme 6.49. Le symbole de Jacobi (%) est nul si et seulement si a et b ne sont pas
premiers entre eux. Par ailleurs si a A b = 1 et si a est un résidu quadratique modulo
balors ($) = 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe p premier divisant a A b; on en déduit alors
que a = 0 mod p et donc (%) = 0, soit (%) = 0. Réciproquement si (%) = 0, on

en déduit qu’il existe p divisant b tel que (5) — 0's0it @ = 0 mod p et donc p divise
aAb.

En outre s’il existe ¢ tel que a = ¢ mod b, on en déduit que a = ¢? mod p pour tout
p divisant b et donc (%) = 1. |

Remarquons que la réciproque de la derniére assertion est fausse : soit b = p? et a qui
n’est pas un carré modulo p. On a par définition (%) = 1 alors que a n’est pas un carré
modulo b car sinon il en serait un modulo p.
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Proposition 6.50. «Lemme de Gauss» (encore un!). Pour p premier impair et
n € Z, on appelle résidu minimal de » modulo p I’unique entier n’ €] — p/2, p/2] tel
quen =n’ mod p. Soitm € IN non multiple de p ; on note 1,,(m) (ou simplement .

s’il n’y a pas de confusion possible) le nombre d’entiers parmi {m, 2m, - - - , (” 1) m}
dont le résidu minimal est strictement négatif. On a alors (%) = (=1~

Démonstration. Posons A = p%l — petsoitry,---,ry (resp. —sq,---, —s,) lesré-
sidus minimaux positifs ou nuls (resp. strictement négatifs) de {m,2m, - - - , p—;lm}.
Notons tout d’abord que les r; (resp. s;) sont distincts deux a deux. Supposons par
exemple qu’il existe un couple (4, j) tel que r; = s, soitdonc am = r; = s; = —bm

mod p avec 1 < a,b < (p — 1)/2. On obtient alors am + bm = 0 et comme m est
premier avec p, a + b est divisible par p ce qui est impossible, d’ou la contradiction.
On aainsi :

{Tlv"' s TNy S1, " 7Su} = {1727 7(p_ 1)/2}7
on obtient en particulier :

-1 -1
m.2m...p?m5 (—1)“r1~~r>\31---su:(—1)“<p 5 )!modp

Comme p ne divise pas (”;21)!, il vient m*s = (—1)* mod p, d’ou le résultat. W

Corollaire 6.51. (Lecasde 2) : pour p premier impair, on a (%) = (—1)P*~1/8 gt
donc 2 est un carré modulo p si et seulement si p = +1 mod 8.

Démonstration. |l s’agit de calculer x pour m = 2; on est donc ramené a compter
les entiers [ tels que p/2 < 21 < p. On Vérifie aisément que si p = 1 mod 4 (resp.
p = 3 mod 4) alors = A\ = 2% (resp. A = 222 et y = 2EL). On vérifie alors que
L1 3 la méme parité que p, d’ ou le résultat. [

Théoreme 6.52. (Loi deréciprocitéquadratique). Pour p et ¢ premiers impairsona:
(E) _ (—1)P-Da-D/s <2>
q P

Enoncée la premiére fois par Euler en 1783, la premiére preuve est due & Gauss en
1798, qui en donnera 7 en tout. Aujourd’hui on en dénombre plus de 163! Nous
proposons une preuve assez récente via le « symbole de Zolotarev ».

Notons d’abord que I’ensemble des bijections de Z/nZ dans lui-méme s’identifie
au groupe S, (cf. la remarque 4.11 : il suffit de choisir une bijection de I’ensemble
{Z/nZ} sur {1,2,...,n}, par exemple la bijection {1,..., 7} — {1,2,...,n};si
alors m A n = 1, la multiplication par m dans Z/nZ est une bijection et correspond
donc a un élément de S,,.
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Définition 6.53. Pour m premier avec n on définit le symbole de Zolotarev e,,(m)
comme la signature de la permutation correspondant a la multiplication par m dans
Z/nZ.

Proposition 6.54. Pour n et m des nombres premiers impairs distincts, le symbole de
Zolotarev est égal au symbole de Legendre.

Démonstration. Le résultat découle directement du lemme suivant :

Lemme 6.55. Le symbole de Zolotarev est multiplicatif en la variable m, i.e.
en(mm’) = e,(m)e,(m’). En outre pour n premier impair e, (m) = m(—1/2
mod n.

Démonstration. La multiplicativité du symbole de Zolotarev en la variable m provient
du fait que la composition de la multiplication par m avec la multiplication par m’
correspond a la multiplication par mm’ et que la signature d’une composée est le
produit des signatures.

Soit r I’ordre de m dans le groupe ((Z/nZ)*, x) qui est cyclique puisque n est
premier; ce groupe se décompose alors sous I’action de la multiplication par m en
(n — 1)/r orbites chacune de longueur r et sur ces orbites la multiplication par m
induit un cycle de longueur ». On en déduit alors que le symbole de Zolotarev est
(—=1)r=D=1/r Aijnsi si r est pairon a :

m=D/2 = (pr/2)(n=D/r = (_)=D/r od g

car n étant premier, m’/2 = —1 mod n ; Si r est impair, n — 1 étant pair est divisible
par 2r et donc m (™~ 1/2 = (m™)(*=1/2" =1 mod n d’ou le résultat. |

Lemme 6.56. On fixe n et m des nombres premiers impairs distincts. On considére
alors o (resp. 7) la permutation de Z/nZ x Z/mZ définie par (i, 7) — (mi + j,7)
(resp. (i,nj +i)). Onaalorse(o) = (2) ete(r) = (2).

Démonstration. La multiplication par m dans Z /nZ étant injective, il est immédiat
de voir que o (resp. T) est bien une permutation de Z/nZ x Z/mZ. La signature
de o restreinte & Z/nZ x {j}, comme composée de la multiplication par m et de la
translation par j sur la premiére composante, est de signature (%) car latranslation en
guestion est de signature (—1)"~! = 1 (proposition 6.54). En outre j décrit m valeurs
de sorte que la signature de o est ()™ = (). Par symétrie T est de signature (%).

Lemme 6.57. Soit 7 : Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ I’isomorphisme du lemme
chinois. On considére la permutation A de Z/nmZ définie par mi + j — nj + 4. On

n(n—1) m(m—1)

aalors \ortooc=n"lorete(\) = (-1)" : 2

Démonstration. L’isomorphisme canonique 7 : Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ vérifie
w(mi+j) = (mi+j,j) etw(i +nj) = (i,7 + nj). Ainsi en notant A la bijection



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Exercices 141

de Z/mnZ définie par \(mi + j) = i + nj et qui correspond au passage de I’ordre
lexicographique a I’ordre lexicographique inverse, on obtient \o 7 ~loo =710 A
Pour le calcul de (), il s’agit de compter le nombre d’inversions, i.e. le nombre de
(1,7) < (i, 4") pour I’ordre lexicographique soit 7 < i’ oui = 4’ et j < j/, tels que
(z,7) > (¢',4") pour I’ordre lexicographique inverse, i.e. j > j'ouj = j’ eti > 4’.On
obtient alors les conditions i < i’ et j > j' soit C2C?, possibilités, d’o le résultat. W

Preuve de la loi de réciprocité quadratique : on réécrit I’égalité du lemme sous
la forme Ao (™' oo om) = 7' o7 om d’ol en prenant les signatures :
(—1)(m=Dn=D/4 (m) — () On en déduit alors la loi de réciprocité quadratique
pour le symbole de Legendre

En outre on obtient aussi la multiplicativité pour la variable n du symbole de Zolotarev
et donc son égalité avec le symbole de Jacobi. |

Exemple6.58. Calcul de ( 713 ) En appliguant la loi de réciprocité quadratique, on a :
713 1009 Loos.712 296 8.37 8 ., 37

= -1 = (25 (+1 20,
(1009) ( 713 )=1) (713)(+ )= (713) (713)(713)’
par ailleursona (55) = (%) = 1car 713 = 1 mod 8. On calcule alors
37 5 712.36 5 2 4.36
)= (=)(-1) " 1 =
(535) = (D™ = (Z)(+1) = ()(-D)
et (2) = —1 et finalement ({2;) = 1 soit 713 est un carré modulo 1 009.

EXERCICES

Les solutions des exercices et problemes sont données en fin d’ouvrage.

FACTORISATION DES POLYNOMES

Exercice 6.1. Soient K un corps et P € K[X] un polyndme irréductible de degré d.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le polynéme P est réductible sur K.

(if) Le polyndme P posséde une racine dans une extension L de K de degré inférieur
ou égal a 4.

Exercice 6.2. En utilisant le corollaire (6.34), déterminer tous les polyndmes irréduc-
tibles de degré inférieur a 4 sur F's.
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Exercice 6.3.

1. Soit p un nombre premier, g; = p"*, ¢ = qf'. Soient P = X7 — X, () un diviseur
de P de degré d irréductible sur le corps Fpa: ; montrer que d divise n (méme
démonstration que pour la remarque 6.22, 4.).

2. Déterminer tous les polynémes irréductibles de degré inférieur ou égal a 2 sur F 4
(appliquer 1. et I’exercice 6.2).

Exercice 6.4. On consideére le polyndme Q(X) = X? — X + 1 sur F3.

1. Montrer que le polyndme @ n’a pas de racines dans F'3, F'g.

F3[X]
X?_X-1)'

3. Montrer que toute racine o« € Fo7 du polyndme X3 — X — 1 est une racine du
polynéme Q.

4. Déterminer toutes les racines de () dans F o7.

5. Factoriser le polynéme @ sur le corps F's.

2. Montrer que Foy ~

Exercice 6.5. A quelle condition un polyndme P a coefficients dans F, de degré d
est-il irreductible sur F,. ? Dans le cas ou P est irréductible sur F, on donnera des
precisions sur les degrés des facteurs irréductibles de P sur F .. En particulier pour
d = 5, donner n minimal tel que tout polyndme de degré 5 a coefficients dans F,, soit
totalement décompose (resp. posséde une racine) sur F .

Exercice 6.6. Montrer que X* + 1 est irréductible sur Z et réductible modulo tout
nombre premier p (on pourra utiliser que pour p premier impair le groupe (F 52)* est
cyclique d’ordre p? — 1, montrer que le polyndme X* + 1 a une racine dans le corps
F = etappliquer I’exercice 6.1).

Exercice 6.7. Soit P(X) = X* — 10X3 + 21X? — 10X + 11,
1. Décomposer P en facteurs irréductibles modulo 2,3.
2. Montrer que P est irréductible sur Q.

CORPS FINIS

Exercice 6.8.

1. Quels sont les ordres (multiplicatifs) des éléments de F 54 ?

2. Calculer 52 et 5'! modulo 23.

3. En deduire que la classe de 5 modulo 23 engendre le groupe F 54
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Exercice 6.9. Soit P[X] un polyndme unitaire de degré n sur un corps K. On note
o1,...,0y les fonctions symétriques élémentaires des racines «; (1 < ¢ < n) de P,

et .
Nj, = Z ozi-“.
=1
On rappelle que pour 1 < k < n,
Ny = Py(o1,...,0k)
ou P, est un polyndme en k variables.
1. Calculer Py, Ps, Ps.
2. Soit F le corps fini a ¢ éléments avec ¢ = p”, p nombre premier. On pose
W)=Y o
T€F 4
Montrer que
e Y(i)=—1modp si qg—1]1
* (i) = 0sinon.

Exercice 6.10. Soit p un nombre premier, ¢ = p", F, le corps a ¢ éléments. Soit
a € Fy, qq le polynme minimal de a sur le corps F',.

1. Que peut-on dire du degré de ¢, ?
2. Montrer que g, est aussi le polynéme minimal de a?.
3. On suppose que g, est de degré n ; montrer que les racines de ¢, sont alors :

n—1

2
a,a’,a,..., d’

Exercice 6.11. Montrer les isomorphismes suivants et donner un générateur du groupe
des inversibles des corps en question :

1. Fy~Fo[X]/(X2 4+ X +1);
2. Fg ~ Fo[X]/(X3 + X +1);
3. Fg ~ F3[X]/(X%2 + X —1).

Exercice 6.12. Montrer I’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que :
1. p=1 mod 8 (on pensera a utiliser I’exercice 1.17) ;

2. p=3 mod 4;

3. p=5 mod 6;

4. p=5 mod 8.
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(La méthode est la méme que pour le corollaire 6.45 : on suppose par I’absurde que
I’ensemble en question est fini; on aboutit alors a une contradiction en notant n le
plus grand élément de cet ensemble et en considérant I’entier N = 2(n!) — 1 pour 1.,
N =n!—1pour2.et N = (2.3.5.7.11...n)2 + 4 pour 3. On utilisera de plus pour 3.
I’exercice 1.19).

PROBLEMES

Probléme 6.1. Irréductibilité modulo 5

1.

Le nombre 2 est-il un carré dans F 5 ? Montrer que X2 + X + 1 est irréductible sur
Fs.

Soit P(X) € F5[X] un polyndme unitaire irréductible de degré deux. Montrer que
le quotient

F5[X]

(P(X))

est isomorphe au corps F'25 et que P a deux racines dans F o5.

On note « une racine de X2 + X + 1 dans Fa5. Montrer que tout 5 € Fo5 peut
s’écrire ac + b avec a et b dans Fs.

Soit P = X5 — X + 1. Montrer que pour tout 3 € Fas5, 0na P(3) # 0. En déduire
que P est irréductible sur F'5. P est-il irréductible sur Q ?

Probléme 6.2. Un critére d’irréductibilité

Soient p et I deux nombres premiers impairs. On suppose que p engendre (Z/IZ)* et
que I = 2 mod 3. On note P(X) = X! — X + p. On veut montrer que P est
irréductible sur Z.

1
2.

Montrer que P n’a pas de racine rationnelle.

On raisonne par |’absurde et on suppose P = QR avec Q, R € Z[X] unitaire
et de degré au moins 2. Montrer que P = X (X — 1)@, est la décomposition en
polyndmes irréductibles de P sur F), (avec ®; = 1+ X +--- 4 X'=1y; en déduire
alorsque Q@ = ®; et R = X(X —1).

En passant modulo 2, en déduire une contradiction. Comme exemple on propose le
polyndme X7 — X + 47.

Probléeme 6.3. Une démonstration de la loi de réciprocité quadratique

Soient p et ¢ des nombres premiers impairs distincts. On considere un surcorps K de
Z /pZ contenant une racine primitive g-iéme de I’unité que I’on note w, et on introduit

T = er(z/qz)* (%) w® € K (cf. la définition 6.47). On notera en particulier que la
somme précédente a un sens car w” ne dépend que de la classe de x modulo q.
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1. En écrivant 72 sous la forme " ye(Z/qZ)" (ﬂ) w” TV et en effectuant le change-
1

ment de variable y = xz, montrer que 72 = (T) (g—1)+ Zzaz#/qz)x - (g)

2. En notant que dans (Z/qZ)*, il y a autant de carrés que de non carrés; en déduire

que 72 = (—71) q.

3. En déduire que (%) g est un carré dans Z /pZ si et seulement si 77 = 7.

4. En utilisant le calcul de (%) = (—1)(a=1/2 (cf. la proposition (6.43)), montrer
alors la loi de réciprocité quadratique (théoréme (6.52)), a savoir

(3)-cree(y

Probléme 6.4. «Jeu du solitaire »

Le jeu du solitaire se joue sur un plateau disposant de 33 réceptacles (cercles vides)
dans lesquels il peut y avoir des billes notés avec un cercle plein. A chaque étape
on peut faire passer une bille au-dessus d’une autre sur un axe vertical ou horizontal,
pourvu que le réceptacle suivant soit vide, comme dans la figure 6.1 :

o O O

O O O
O O @ O O

O O @ O @ @ @ O 0 @
O O O o O o) O O O
O @ @ ® e o O O ® O
o o O 0 @

O O O O O O

Figure 6.1

Soit alors O placé au centre du plateau et un repére (O, z, y) comme dans la figure 6.2
et pour une configuration C quelconque de billes sur le plateau on introduit :

aci= Y JVEF foi= ) jYVER
(z.y)eC (x,y)eC

ou j est un générateur de F.
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A A
y y
o o O
o O o O
O 0O O O o O O 0 O ( O O
X X
o660 o660 o - o600 "
O @ ® ® 0 0 O O 0O 0O ® O O O
O O O o o
O O O O ® O
Figure 6.2

1. Montrer que (cv, 3) est un invariant du jeu.

2. Habituellement le jeu consiste a partir d’une configuration ou I’on place des billes
dans tous les réceptacles sauf un seul, disons (x, yo), et & arriver a la configuration
ou tous les réceptacles sont vides sauf celui (x¢, yo). Montrer qu’effectivement les
deux configurations précédentes, possédent les mémes invariants («, /3).

3. Partant de la configuration de la figure 6.3, montrer qu’il est impossible d’arriver a
une configuration ou il n’y aurait qu’une seule bille sur le plateau.

A

y
®© ® ®
® ® ®
®© ® ®
®© ® ® %,
®© ® ®
®© ® ®
®© ® ®

Figure 6.3
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Solutions des exercices
du chapitre 1

ANNEAUX

Exercice 1.1.
1. A* est constitué des fonctions qui ne s’annulent jamais.

2. V(Q) est clairement un idéal de A ; il est fermé car si une suite (f,,) de fonctions
converge simplement vers une fonction f et si pour un z € G, f,,(z) = 0 pour tout n,
onaaussi f(z) =0.

3. Soit a € E; montrons que m = V' ({a}) est maximal; soit f ¢ m. On écrit alors
1= f(a) + = {((1‘)1)1 de sorte que 1 appartient a I’idéal engendré par f et m, ce qui
entraine que m est maximal.

Réciproquement soit m un idéal maximalde A; Z(m) = {z € E, Vf € m, f(x) = 0}
est un fermé de E (intersection des fermés f~1(0) pour f parcourant m). Montrons
que Z(m) est non vide; dans le cas contraire, pour tout = € F, il existerait une
fonction continue f, € m telle que f.(x) # 0. Par continuité, il existerait un
voisinage ouvert U, de x sur lequel f, ne s’annule pas; les ouverts U, recouvrent
E et par compacité, on peut en extraire un recouvrement fini U, ,--- , U, . Ainsi

5?1 4 fi, est un élément de m qui ne s’annule pas, d’oll m = A ce qui n’est pas.
Soitdonc x € Z(m);onaalorsm C V({z}) et par maximalitt m = V' ({z}), d’ou
le résultat.

4.Onaclairement V(G) = V(G),do0 G=H = V(G)=V(H).
Réciproguement, supposons G # H. On N peut supposer (quitte a échanger les roles de

G et H) qu’il existe un point z € G \ H ; d’apreés le théoréme de Tietze-Urysohn il
existe f € Atel que f(x) = let fz = 0;onaalors f € V(H)etf ¢ V(G).
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L'ANNEAU Z

Exercice 1.2.

On note a,, = 2™ 4 3™ et soit 0 := a, A any1 le pged de a,, et a,11. On a alors
0=anA (ant1 — 2a,) =ap AN3" = (a, —3")A3"=2"A3" =1,

Exercice 1.3. On rappelle que les sous-groupes de Z sont de la forme nZ ; I’inclusion
487 C nZ se traduit par n divise 48 soitn = 1,2,3,4,6,8,12,16, 18,24, 48 avec
les inclusions :
(16) ¢ 8 <c 4 c (2 ¢ ()=%Z
U U U U U
(48) C (24) C (12) C (6) C (3)

Exercice 1.4.

1. Tout nombre divisant ac et b est premier avec a par hypothese et donc divise ¢ par
le lemme de Gauss. Les diviseurs communs a ac et b sont donc les mémes que ceux
communs a c et b.

2. On décompose «a en facteurs premiers :
a = H pVP(a’)
peP

ou P est I’ensemble des nombres premiers et ou la famille v, (a) est nulle sauf pour
un nombre fini de nombres premiers. On introduit de méme les multiplicités v,,(b) et
vp(c). On aalors

(ab) Nc= H p’r

peEP
avec v, := min(vp(a) + vp(b),vp(c)). L'hypothése a A b = 1 s’interpréte
par v,(a)vy(b) = 0, i.e. vp(a) et v,(b) ne sont jamais tous deux non nuls.

On en déduit alors que v, = min(vy(a),vy(c)) + min(v,(b),v,(c)) soit donc
(ab) Ac= (aANb)(bAec).

Dans le cas ou I’on ne suppose plus a A b = 1, la deuxieme égalité est fausse comme
lemontrelecasa = b =c=2:4A2# (2A2)(2A 2). En ce qui concerne la
premiére égalité, on peut choisira =b=2etc=3cequidonne 6 A2 £ 3 A 2.

Exercice 1.5.

1. D’aprés I’exercice précédent (1.4), ona (a A 6) = (a A 2)(a A 3) pour tout entier
a > 0. 0n calcule alors (n? 4+ 2n —2) A2 = n? A2 = n A 2. De méme on
an?+2n —2 = 0 mod 3 si et seulement si » = 2 mod 3 (il suffit de tester
n = 0,1,2 modulo 3). Ainsi le pgcd en question est égal +1 (resp. 2, resp. 3, resp.
6) si et seulementsin =1 mod 2etn % 2 mod 3 (resp.n =0 mod 2etn # 2
mod 3, resp.n =1 mod2etn = 2 mod3,resp.n =0 mod2etn = 2
mod 3) soitn = 1,3 mod 5 (resp. n = 0,4 mod 6, resp. n = 5 mod 6, resp.
n =2 mod 6).
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2. Le but est de faire des combinaisons pour faire descendre le degré en utilisant des
égalités du genre a A b = (a — b) A b. Concretement appelons 6(n) ce pged. On a
n3+4+n?+1 = (n>+2n—1)(n—1)—(n+1) desorte que §(n) = (n?4+2n—1)A(n+1).
Demémen? +2n —1 = (n+1)2 —2etdonc d(n) = (n + 1) A 2s0it 6(n) = 2 si
n=1 mod2etd(n)=1sin=0 mod 2.

Exercice 1.6.

On suppose a et b positifs et on décompose a et b en facteurs premiers :
a = H pr(a) b= H pr(b)
peEP peEP

ou P est I’ensemble des nombres premiers > 0 et ou les familles d’entiers (v, (a))pep
et (v, (b))pep sont nulles sauf pour un ensemble fini de nombres premiers. Soit alors

u € N tel que ab = u*. On écrit de méme u = [, p"»(*) avec pour toutp € P
vp(a) + vp(b) = kvp(u).

L’hypothése a et b premiers entre eux signifie que pour tout p € P, v,(a) et v,(b) ne
sont pas tous deux non nuls. On en déduit donc que pour tout p € P, vp(a) et v,(b)
sont divisibles par & : v,(a) = ka, et v,(b) = kb, avec a nouveau a,, et b, non tous
deux non nuls. En posant o = [],cp p® et 3 = [[,pp", on en déduit a = a* et

b=p"
Exercice 1.7.
1. On remarque tout d’abord que 650 = 2 x 325 et 66 = 2 x 33. On va appliquer
I’algorithme d’Euclide a 325 et 33 puis on multipliera par deux.
325 =33 x 94 28
33=28+5
28=5x54+3
5=3+2
3=2+1
On remonte alors les calculs :
1=3-2
1=3-(5-3)=2x3-5
1=2%x(28—5x5)—-5=2x28—-11x5
1=2x28—-11x(33—28) =13 x28—11 x 33
1=13x(325 -9 x33) —11 x 33 = 13 x 325 — 128 x 33

Finalement la relation de Bézout est 2 = 13.650 — 128.66 ; on rappelle que les autres
sont données par :

2= (134 k x 66)650 — (128 — k x 650)66
pour k € Z (cf. la remarque 1.11)
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2. (i) L’ensemble des n = ua + vb avec (u,v) € Z? est par définition le sous-groupe
de Z engendré par a et b qui est alors égal a (a A b)Z, soit ici Z, i.e. tout entier relatif
n € Z peut s’écrire sous la forme ua + vb pourvu que u et v puissent prendre des
signes quelconques.

(i) Soit (u,v) € Z2 tels que n = wa + vn. Par ailleurs toute autre écriture
n = u'a+ v'b = ua + vb donne (u — u')a = (v — v)b soit, comme a et b sont
premiers entre eux, u — u’ = th et v’ — v = ta de sorte qu’il existe un unique couple
(ug,vo) tel que 0 < ug < b (cf. laremarque 1.11).

(iii) En utilisant (ii), on écritn = ab — a — b — t avec t = uga + vpb < 0 tel que
0 < up < betdoncwvy < 0,s0itn = (b—1—wug)a+b(—vg—1)bavecb—1—ug >0
et —vyg—12=0.

(iv) Sivg = 0, le couple (ug, vp) convient. Réciproquement on écrit m = uga + vob
= ua +vbavec 0 < ug < betu,v > 0. Il existe alors ¢ tel que u = ug + tb et
v =wvg—ta.Onaainsi0 < u—th < betu > 0desorte que t > 0 et donc
vo=v-+ta = 0.

(v) L’égalité m +n = ab — a — b donne ab = a(ug + uf + 1) + b(vo + vy + 1) 1 aet
b étant premiers entre eux, le lemme de Gauss nous dit que b divise ug + ug + 1. Or
comme! 0 < ug,upy <b—1,0nal < ug+upy+ 1< 20— 1etleseul multiple de b
dans cet intervalle est b lui-méme, soit ug + uy + 1 = betdonc vy + vy + 1 = 0.

Les nombres vy et v}, étant des entiers, exactement un parmi eux deux est positif ou
nul, I’autre étant strictement négatif. Ainsi d’aprés (iv), parmi n et m exactement un
peut s’écrire sous la forme ua + vb avec u et v positifs ou nuls.

(vi) Posons n = 0 et m = ab—a— b de sorte que d’apres (v), parmi n et m exactement
un des deux peut s’écrire sous la forme ua+vb avec u et v positifs. Clairement il s’agit
de n = 0a + 0b, d’ou le résultat.*

(vii) Pour 0 < n < ab — a — b, I’entier n’ tel que n + n’ = ab — a — b est distinct
de n. D’aprés (Vv), exactement un des deux nombres n ou n’ appartient a I’ensemble
considéré, d’ou le résultat.

Remarque: on peut par ailleurs retrouver (iii) en posant, pour m > ab—a—b,
n =ab—a —b—m < 0 de sorte que d’apres (v) exactement un parmi n et
m peut s’écrire sous la forme ua + vb avec u et v positifs. Clairement il ne
peut pas s’agir de n car il est strictement négatif, de sorte qu’il s’agit de m.

3. Il s’agit d’appliquer la question 2.

(i) Toutes les sommes peuvent étre payees en écrivant tout n € Z sous la forme ua+vb
ce qui correspond, par exemple si u > 0 et v < 0, & donner v pieces de valeur a et le
marchand nous rend v piéces de valeur b.

(i) I s’agit de 2.

1. On notera que pour un entier I’inégalité uy < b est équivalente & ug < b — 1; cependant quand on désire
additionner deux telles inégalités, pour ne pas perdre en précision, il vaut mieux utiliser I’inégalité stricte.
Notez bien qu’ici la perte de précision aurait été préjudiciable.
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(iii) On écrit 48z + 20y + 15z = 3(16x + 5z) + 20y. D’apres ce qui précede, tout
nombre de la forme 60+ ¢ avec t > 0 peut s’écrire sous la forme 16z 45z avec = > 0,
y > 0. De méme tout nombre de la forme 38 + s avec s > 0, peut s’écrire sous la
forme 3t + 20y avec ¢t > 0, y > 0. Finalement toute somme supérieure ou égale a 218
est payable. Etudions le cas de 217 : 217 = 20y + 3u, 217 = —3 mod 20, on en
déduit que —3(u+ 1) doit étre divisible par 20, soit u = 20k — 1 et 220 = 20(y + 3k)
soit 11 = y + 3k ce qui donne u = 19, 39, 59 et on vérifie aisément qu’aucune de ses
possibilités ne s’écrit sous la forme 162 + 5z avec x, z positifs.

4. 1l s’agit encore d’appliquer 2. Ainsi tous les scores strictement supérieurs a
3 x 7—3—7=11 peuvent étre atteints, 11 ne le pouvant pas. En ce qui concerne les
scores entre 1 et 10, seuls 3,6, 7,9, 10 peuvent é&tre obtenus.

L'ANNEAU Z/NZ, CONGRUENCES

Exercice 1.8.

L’ordre (multiplicatif) de 2 dans (Z/7Z)* est 3 comme on le constate immédiatement.
Sin est pair,ona 2™ = 1 mod 3 etdonc 22" = 2 mod 7; si n estimpair, 2 = 2 mod
3 etdonc 22" = 4 mod 7. Le méme raisonnement pour 4 (aussi d’ordre (multiplicatif)
3 dans (Z/7Z)* donne 42" = 4 mod 7 si n est pair et 42" = 2 mod 7 si n est impair,
d’ou le résultat.

Exercice 1.9.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible, on note de la méme maniére un nombre
entier et sa classe modulo n.

On rappelle que les sous-groupes de Z/nZ sont indexés par les diviseurs d de n;
concrétement I’application djn +— (%) qui a un diviseur d de n associe le sous-
groupe de Z/nZ engendré par % est une bijection (proposition 1.35. Pour n = 24,
les sous-groupes sont ceux engendrés par les classes de 1,2,3,4,6,8,12,0 avec les
relations d’inclusion :

® c 4 c (2 c (1)

U U U U

0) ¢ (12) c (6) < (3)

En outre on rappelle que le groupe engendré par k dans Z /nZ est le méme que celui
engendré par k A n (remarque 1.37). On a ainsi (16) = (8) et (18) = (6).

Exercice 1.10.

D’aprés le lemme chinois, il suffit de donner la congruence de a = 2 0052 %5 modulo 2
et 7. On a d’abord de maniere immédiate a = 1 mod 2. D’autre part, ona 2005 = 0
mod 7 etdonc ¢ = 0 mod 7. On en déduit alors que ¢ = 7 mod 14, par exemple
parce que a = T« avec « impair.



152 Solutions des exercices

Exercice 1.11.

Comme précédemment on cherche la congruence de a = 10'°° modulo 13 et 19. On
a 10 = —3 mod 13 et d’apreés le petit théoréeme de Fermat (proposition 1.46)) on a
(-3)2 = 1 mod 13. Comme 100 = 4 mod 12, on obtient a = (—3)* mod 13
soita =3 mod 13.

De la méme fagon, on a 10 = —9 mod 19 avec (—9)'® = 1 mod 19. Comme
100 = 10 mod 18, on obtient ¢ = (—9)!° mod 19. Oron a 9> = 5 mod 19,
9% =52 =6 mod 19 et 9® = 62 = —2 mod 19 et donc 9'° = 929% = —10
mod 19.

Onaalorsa = —10 mod 13 eta = —10 mod 19 soit a = —10 mod 247. De
maniére générale on rappelle que pour trouver la congruence de a modulo 247 , on
cherche une relation de Bézout. Pour cela on effectue I’algorithme d’Euclide, soit
19—-13=6et13—-2.6=1cequidonnel =13 —2(19 —13) =3 x 13 —2 x 19.
Onaalorsa =9 x3 x 13 -3 x2x19 mod 247 soit a = 237 mod 247 = —10
mod 247 (cf. I’exemple 1.52).

Exercice 1.12. On a 1035125 = 12 mod 17. D’apres le petit théoréeme de Fermat
onal2'® =1 mod 17. Or 5642 = 10 mod 16 de sorte que 1035 125° 642 = 1210
mod 17.Or 12 = —5 mod 17 et 122 = 8 mod 17 soit 12* = —4 soit 128 = —1
de sorte que I’ordre de 1210 = 122128 = —122 = —8 = 9 mod 17.

Exercice 1.13.

Onal823 =5 mod 18;0r5 € (Z/18Z)*; on peut donc utiliser le petit théoréme
de Fermat avec ©(18) = ¢(2)(9) = 1.6 = 6s0it 55 =1 mod 18.Orona242 = 2
mod 6 soit 1823242 = 52 =7 mod 18.

De méme 2222 = 2 mod 20 avec 2 ¢ (Z/20Z)* ; on ne peut donc pas utiliser
le petit théoréme de Fermat (2° est pair et ne peut donc pas étre congru a 1 mo-
dulo 20). On utilise I’isomorphisme du lemme chinois : on a 2222 = 2 mod 4
de sorte que 2222" = 0 mod 4 désque n > 2. Onaaussi 2222 = 2 mod 5 et
321 = 1 mod 4 et donc d’aprés le petit théoréme de Fermat 2222321 = 2 mod 5
d’ou222232! =5 x 0 —4 x 2 =12 mod 20.

Exercice 1.14.

Ona42 = 2x3x7, il suffit alors de vérifier la congruence modulo 2, 3 et 7 (corollaire
1.50). Pour 2 et 3, on a clairement n” = n et pour 7 le résultat découle du petit
théoreme de Fermat.

Exercice 1.15. On rappelle que 700 n’étant pas premier, 429 est inversible dans
Z/700Z si et seulement s’il est premier avec 700 et son inverse est donné par la
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relation de Bézout, i.e. si 1 = 700a + 429b alors I’inverse cherché est la classe de b.
Il suffit donc d’appliquer I’algorithme d’Euclide :
700 = 429 + 271
429 = 271 + 158
271 =158 + 113
158 = 113 + 45
113 =2 x 45 + 23
45 =23 4+ 22
23=22+1

On remonte alors les calculs et on obtient la relation de B@ut 11 =19%x700—31x429
de sorte que I’inverse de 429 dans Z/700Z est —31 = 669.

Exercice 1.16.

(i) 3 étant premier avec 7, il est inversible dans Z/7Z; on calcule rapidement que
3x5=1 mod?7,ie 5= 1/3dans Z/7Z de sorte que I’équation s’écrit x = 20
mod 7 soitx =6 mod 7;

(ii) d’apreés le corollaire 1.50 il suffit de vérifier I’équation modulo 3 et 7. L’équation
s’écrit 0.z = 0 mod 3 et est donc toujours vérifiée. D’autre part I’équation s’écrit
2z = —2 mod 7; I’inverse de 2 dans Z/7Z est —3, soitdonc z = 6 mod 7. Le
résultat final est donc x =6 mod 7;

(iii) on a 676 = 22 x 132; par le théoréme chinois (cf. le corollaire 1.50) on est
donc ramené a résoudre —xz = 0 mod 4 et 103z = 105 mod 169. L’algorithme
d’Euclide fournit 64 x 103 — 39 x 169 = 1 soitdonc x = 64 x 105 mod 169 soit
x = —40 mod 169 et donc z = —40 mod 676.

Exercice 1.17.

Dans le corps Z/pZ, on a @ + 5 = 0.Onaaussi b # 0 par hypothése. Posons

x=a2/b’. Onaalors 22 = —1. par suite, 4 est I"ordre de x dans le groupe (Z/pZ)*.
D’aprés le petit théoréme de Fermat, on a P~ = 1 et donc 4 divise p — 1.

Exercice 1.18.

1. On commence par regarder la congruence de a* modulo 16. On remarque tout
d’abord que si a est pair, celle-ci est nulle. Si a est impair, sa classe modulo 16 = 2*
appartient & (Z/16Z)* qui est de cardinal p(2%) = 4 de sorte que a* = 1 mod 16.
On en déduit alors que si a et b sont premiers entre eux et donc ne sont pas tous deux
pairs, a* + b* = 1,2 mod 16.

2. Si p divisait a, il diviserait b* = n — a* et donc diviserait b ce qui n’est pas car a et
b sont premiers entre eux. On en déduit donc que les classes de a et b dans Z/pZ en
sont des éléments inversibles.
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3. Z/pZ étant un corps, on déduit de la relation n = a* + b* que (%)* = —1 dans
Z/pZ. On en déduit donc que £ est d’ordre 8 puisque ()° = 1et (£)* # 1.

4. Le groupe (Z/pZ)* estd’ordre p — 1 et contient un élément d’ordre 8 de sorte que,
d’aprés le théoreme de Lagrange, 8 divise p — 1, soitp =1 mod 8.

Exercice 1.19.

Si p est premier, le résultat découle du fait que p divise le coefficient binomial (),
pour 0 < i < p. En effet on ap(’i’:ll) = i(*) de sorte que p divise i(?) et comme
pAi=1,pdivise (V).

Réciproguement supposons p non premier ; soit alors ¢ un facteur premier de p = ¢*m
avec g Am = 1letk > 1. Onaalors (V) = ¢*1m avec ¢ A i = 1 et donc ¢* ne
divise pas (2), de sorte que le coefficient de X? de (X — a)?, qui est égal a (Z)ap—q
est non nul modulo p.

Exercice 1.20.

1. Il résulte du lemme chinois (corollaire 1.50) que I’'on a (Z jpqZ)* ~ (Z JpZ)*X(Z JqZ)*
de sorte que ce dernier est de cardinal (p — 1)(q — 1). Les élements = égaux a leur
inverse sont ceux qui vérifient z2 = 1, i.e. ceux d’ordre divisant 2, ce qui donne 4
éléments, a savoir (+1, 1) c’est-a-dire les classes dans Z /pgZ de 1, —1, x1, 25 avec
r; = (—1)" mod petx; =(—~1)""! mod ¢, pouri =1,2.

2. On considére alors le produit de tous les éléments de (Z/pgZ)* i.e. le produit des
pq — 1 premiers entiers auxquels il faut enlever tous les multiples de p ainsi que
tous les multiples de ¢. Les multiples de p (resp. ¢) sont p,2p,--- , (¢ — 1)p (resp.

q,2¢,--- ,(p — 1)q), de sorte que le produit en question vaut (q_l)!p(qp_qf(;fl)!qp_l
(modulo pq). Par ailleurs en regroupant les classes distinctes de 1, —1,x1,xo avec
leur inverse ce produitest égalaa = 1(—1)z129 = —z122. Onadonca =1 mod p

eta =1 mod gdesorte quea =1 mod pg (lemme chinois), d’ou le résultat.

MORPHISMES

Exercice 1.21.

1. On a ¢(k) = k¢(1) de sorte que ¢ est déterminé par ¢(1). En outre on doit avoir
¢(a.1) = ¢(0) = 0 = a¢p(1) et donc I’ordre de ¢(1) divise a.

Réciproquement, si I’ordre de « € Z/bZ divise a, le morphisme ¢ : Z — Z/bZ tel
que ¢»(1) = z se factorise par le morphisme canonique 7 : Z — Z/aZ (proposition
1.19) pour donner un diagramme commutatif :

™

7/aZ > 7.)bZ
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On pose alors ¢ = 1.

2. Si a et b sont premiers entre eux, soit ¢ : Z/aZ — Z/bZ un morphisme de groupes.
L’élément ¢(1) est d’ordre divisant a et b, donc ¢(1) estd’ordre 1 i.e. ¢(1) = O etdonc
¢ est le morphisme nul. Pour la réciproque, on raisonne par contraposée. Supposons
que a et b ne soient pas premiers entre eux et soit ¢» le morphisme de Z dans Z/bZ
tel que ¢(1) = b/a A b mod b et donc ¢)(1) # 0 mod b. On a alors ¥ (a) = 0 (car
aa—Abb est divisible par b) et le morphisme 1 se factorise par un morphisme non nul
¢: Z/aZ — Z/VZ.

Exercice 1.22.

Dans le premier cas comme 3 et 4 sont premiers entre eux, les seuls éléments d’ordre
divisant 3 dans Z/4Z sont le seul d’ordre 1 & savoir 0 de sorte que tout morphisme
Z/3Z — Z/AZ estnul.

Dans Z/15Z les éléments d’ordre divisant 12 sont d’ordre divisant 12 A 15 = 3 et
sont donc 0, 5, 10, ce qui donne 3 morphismes distincts (dont le morphisme nul).

Exercice 1.23.
1. D’apres I’exercice 1.21, la condition nécessaire et suffisante est que p divise n.

2. D’aprés I’exercice 1.21, il faut et il suffit que x soit d’ordre divisant p*. Comme
pPx = 0 pour @ > b, tout élément 2 convient, tandis que pour a < b, il faut et il suffit
que z soit divisible par p®—¢.

3. Le nombre de morphismes distincts est donc, d’aprés ce qui précéde, égal au nombre
d’éléments d’ordre divisant p® dans Z /p®Z qui est donc égal & p® si a < b (et & p® si
az=b).

Exercice 1.24.

On note nvVm le PPCM de n et m. On a évidemment n\VVm C ker 7. Réciprogquement,
soit k € ker : k est alors divisible par n et m donc par n vV m (par définition du
PPCM). On a donc kerm = (n V m). Soient maintenant a,b tels que b — a soit
divisible par n A m. On écrit une relation de Bézout un + vm = n A m et on pose

k= (nAm)b+”( @ Onaalorsk:_un( )—i-a_a mod n ; de méme on
ak =uvm (;fml;) b = b mod m, de sorte que (a, b) est dans I’image de 7. Pour la

réciproque, si (@,b) = m(k),onak = a -+ An = b+ um soit (b — a) = An — um qui
est donc divisible par n A m. En particulier lorsque n et m sont premiers entre eux, 7
induit un isomorphisme Z /nmZ ~ Z /nZ x Z/mZ et on retrouve le lemme chinois.

Si k =3 mod 6, on applique ce qui précéde avec n = 6,m = 10. Onaalors k = a
mod 10 avec a — 3 divisible par 2 = 6 A 10, soita =1,3,5,7,9.
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PROBLEMES

Probleme 1.1.

1. Si g divisea™ — 1, 0naa™ = 1 mod ¢, d’ol @™ ' =1 mod ¢ et donc ¢ divise
a v — 1etn cequicontredit I’hypothése.

2.0naa"' =1 modn par hypothése, donc a fortiori "' = 1 mod g, soit
(a™)P" =1 mod ¢. On en déduit que la classe b de a™ est inversible dans Z /qZ et que
son ordre (multiplicatif) divise p. Ce dernier est donc de la forme p* avec 0 < k < r.

Si on avait k& < r, on aurait aussi b*" ' = 1 dans Z/qZ ce qui impliquerait que ¢
divisea' 7 — 1ce qui n’est pas. Ainsi b est d’ordre p”.

3. Le groupe (Z/qZ)* qui est d’ordre ¢ — 1 contient un élément d’ordre p” ce qui
impose, d’apres le théoreme de Lagrange, que p” divise ¢ — 1 soit¢g =1 mod p".

4. Soit ¢ premier divisant n. Pour p premier divisant u, on écrit « (resp. v) sous la
forme p"m (resp. p*m’) avec p ne divisant pas m (resp. m’). D’aprés ce qui précede,
g = 1 mod p"™* et donc ¢ = 1 mod p". La propriété étant vérifiée pour tout
diviseur premier p de w, on en déduit par application du lemme chinois que ¢ = 1
mod u.

5. Les facteurs premiers de n sont tous de la forme 1 + «u. Si n n’était pas premier, il
posséderait au moins deux facteurs de la forme précédente et serait donc supérieur ou
égal a (1 +u)? > 1+ u+ 2u = 1 + uv d’ol la contradiction et donc n est premier.

Probleme 1.2.

1. (i) = (ii) Supposons n = p1.--- .ps les p; étant distincts deux a deux. Le lemme
chinoisdonne alors Z /nZ ~ Z /p1Z x - - - x Z /psZ et la congruence ™ = a mod n
est équivalente a ™ = a mod p; pour tout ¢ (corollaire 1.50). Pour i fixe, si p;
divise a le résultat est clair, sinon la congruence est équivalente a a™ ' =1 mod p;
(lemme de Gauss). Le petit théoréme de Fermat donne alors a?~! = 1 mod p; soit
a” ' =1 mod p; puisque p; — 1 divise n — 1 par hypothése.

(if) = (iii) Si a et n sont premiers entre eux I’implication est évidente car a est
inversible dans Z /nZ.

(ili) = (i) Commencons par montrer que n est sans facteur carré; supposons par
I’absurde que n = p"q avec r > 1, p premier et ¢ non divisible par p. Pour a non
divisible par p, onaa™ ' =1 mod p" par hypothése. On choisit alors un élément
de (Z/p"Z)* d’ordre p (c’est possible car » > 1). On en déduit que p divise p"q — 1
ce qui n’est pas. Montrons ensuite la deuxiéme propriété ; soit p premier divisant n et
soit a tel que sa classe modulo p engendre (Z/pZ)*. La congruence a™ = a mod n
implique ™ = @ mod psoita™ ' =1 mod petdoncp — 1 divisen —1carp—1
est I’ordre de a.

2. L’implication (i) = (i7) se prouve exactement comme dans 1., en utilisant que
dans Z/pZ, zP~! = 1 de sorte que si p — 1 divise (n — 1)/2 alors z(»~1/2 = 1.
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Pour la réciproque, on raisonne comme dans 1. Supposons que n = p"q avec r > 2 et
soit a un élément de (Z/p"Z)* d’ordre p. L’égalité «»~1/2 = 1 mod p", implique
alors que 2p divise p"g — 1 ce qui n’est pas. Ainsi n est sans facteur carré. Soit alors
p divisant n et a un générateur de (Z/pZ)* ; I’égalité a(»~1/2 = 1 mod p implique
alors que p — 1 divise (n — 1)/2, d’ou le résultat.

3.Sip=6m+1(resp.p =12m + 1, resp. p = 18m + 1), n = 1 mod 6m (resp.
n=(1+6m)>=1 mod 12m, resp. n = (14 12m)(1 — 12m) =1 mod 18m).

Par ailleurs p — 1 divise 251 si et seulement si 2(p — 1) divise n — 1. Ainsi
pour m impair, si n — 1 est divisible par 8, étant divisible par 12m et 18m
d’aprés ce qui précéde, on en déduit qu’il sera divisible par 8 Vv (12m) = 24m
et par (18m) vV 8 = 36m (a V b désigne le PPCM des nombres a et b). Or on a
n=(1-2m)4m+1)(1+2m) = (1 —-4m?>) (1 +4m) = (1 —4m)(1 +4m) =1
mod 8, d’ou le résultat.

Probleme 1.3.
1. Pour n > 0, on a la factorisation :
X2n+1 + 1= (X + 1)(X2n _XQn—l 4t 1)

car —1 est racine de ce polyndme. On écrit m sous la forme 2"k avec k impair. Si
k > 1, on en déduit I’égalité :

2m 41 =22 1 =22+ 1)((2¥) - 1)

On obtient alors que 22" 41 est un diviseur propre de m, d’ou la contradiction, et donc
k = 1 et m est une puissance de 2.

2.0ntrouve Fy = 3, I, = 5, Fy, = 17, I3 = 257 et F, = 65537 et I’on Vérifie
aisément qu’ils sont tous premiers.

3. Soit p premier divisant F, on a alors 22° = —1 dans Z/pZ et 2 est d’ordre (multi-
plicatif) 26 dans (Z/pZ)*. D aprés le petit théoréme de Fermat, ona 2P~ = 1 mod p
et donc 26 = 64 divise p — 1, d’ou le résultat.

4. On vérifie que 641 est premier. Dans le corps Z /641Z, ona 0 = 641 = 1 4 5.27
soit 27 = —1/5. Ainsi F5 = 232 + 1 = (27)4.2% + 1 car 32 = 7.4 + 4. D’o0 dans
Z/641Z, F5 = (—1/5)%.2* +1 = (2* +5%) /5% = 0.

5. Supposons n = m +r avec r > 0. Ona 22" = (22")?" etdans Z/F,,Z, on a alors
F, = (—=1)* 4+ 1 mod F,,. Ainsi le pgcd de F}, et de F,, divise 2; or 2 ne divise
pas F;, d’ou le résultat.

L’ensemble P des nombres premiers positifs contient la réunion disjointe [, , ou
$n est le sous-ensemble de P des diviseurs premiers divisant £, ; §, étant non vide
pour tout n car F;, > 1, on en déduit que P est infini.
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Probléeme 1.4.

1. La multiplicativité de N découle de la multiplicativité bien connue de la norme
complexe (V est le carré de la norme complexe).

Siz e A*, onazz = letdonc N(zz') = N(2)N(2') = 1soit N(z) = 1. En
écrivant z = a + ib, N(z) = 1 donne a® + b? = 1 soit (a,b) = (£1,0) ou (0, 1)
soit z = £1, +i. L’égalité N((a + ib)(c + id)) = N(a + ib)N(c + id) donne alors
I’identité remarquable de Lagrange.

2. Soit z1 et zy des éléments de A; on écrit z = z1/29 = ¢+ eavecqg € A
et e € C de module strictement plus petit que 1. On a alors z; = ¢z9 + r avec
r=z9e =2 —qz € At N(r) < N(z2).

A

T

Par ailleurs on remarque qu’en général le choix de ¢ n’est pas unique ; par exemple
pour le point zy au centre d’un carré, les quatres sommets du carré conviennent pour q.

3. Le fait que S est stable par multiplications découle directement de I’identité de
Lagrange.

4. On rappelle que p est irréductible si et seulement si A/(p) est intégre; or
A/(p) ~ Z/pZ[X]/(X? + 1) qui est intégre si et seulement si X2 + 1 n’a pas
de racines dans Z /pZ, soit si et seulement si (—1) n’est pas un carré modulo p et donc
si et seulement si p = 3 mod 4 (cela est démontré au chapitre 6 : corollaire 6.44).

En outre n € S si et seulement s’il existe z € A tel que n = N(z) de sorte que si
p € S,onap = zz avec N(z) = p etdonc z et Z ne sont pas inversibles et donc
p est réductible. Réciproguement si p est réductible, on a p = 2z’ avec z et 2’ non
inversibles, soit p> = N(z)N(z') avec N(z) et N(2’) distincts de 1 ce qui impose
N(z)=N(2')=petpe S.
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5. Si p premier est congru & 3 modulo 4 alors p est irréductible dans A d’aprés (iv). De
méme si N (z) est premier, z est irréductible car z = zy implique N (x)N (y) premier
etdonc N(z) ou N(y) est égal a 1, i.e. x ou y est inversible.

Montrons qu’aux inversibles pres, ce sont les seuls; soit z irréductible et p premier
divisant N(z). Si p = 3 mod 4, alors p est irréductible et p|2z, donc p|z ou p|z. On
remarque alors que p divise a la fois z et Z (car p = p) de sorte que z étant irréductible,
ona z = ep avec ¢ inversible.

Sip=20up=1 mod 4,onap = a®+b? par (iv) de sorte que a+ib est irréductible
et divise p et donc divise z de sorte que =z = €(a+1ib) avec e inversible, d’ou le résultat.

6. Soit n > 2 et supposons que pour tout p = 3 mod 4, v,(n) est pair. Pour montrer
que n € S, il suffit de montrer que pour tout p, p*»(™ € S. Le résultat est clair pour
p =3 mod 4 car vy(n) est pair; pourp = 2etp =1 mod 4,onap € S etdonc
p(™ € 3.

Réciproquement, raisonnons par récurrence sur n. > 2 : le cas n = 2 est trivial et pour
n > 3,n=a?+b% sip =3 mod 4 premier, divise n, alors p divise (a+1ib)(a—ib) ;
or p est irréductible dans A de sorte que p divise a + b et a — ib, et donc p divise a et
b; ainsi n = p*((a/p)*+ (b/p)?) et n/p* € S. Par hypothese de récurrence v, (n/p?)
est pair et donc v,(n) aussi.

Probléme 1.5.

1. L’application IV est bien sur multiplicative, i.e. N(zz') = N(z)N ('), a valeurs
dans N. Si z est inversible, on en déduit qu’il existe 2’ tel que 2z’ = 1 soit
N(2)N(2') =1 ce quiimpose N (z) = 1, c-a-d. si z = a + b\/5, a® + 56> = 1, d’ol
a = £1, b = 0. Réciproquement sion a N (z) = 2z = 1 alors Z est I’inverse de z.
Soit alors z tel que N (z) soit premier; soit z129 = z avec z; non inversible, il s’agit
alors de montrer que z2 I’est. Onadonc N(z) = N(z1)N(z2) etdonc N(z2) = 1 et
29 € A*.

2. On va montrer que si z est tel que N(z) = 9 alors z est irréductible de sorte
que 3, 2 & 4+/5 sont tous irréductibles, et I’égalité 3 x 3 = (2 + iv/5)(2 — iV/5)
correspond a deux factorisations distinctes en produit d’irréductibles. Soit donc
z € Z[iv/5] tel que N(z) = 9; on écrit z = 2129 avec N(z;) # 1. On a donc
N(z) =9 = N(z1)N(z2); or les factorisations de 9 dans Z, sont 3 x 3 et9 x 1. On
remarque que N (a + ibv/5) = a® + 5b® = 3 est impossible, de sorte N (z;) = 1 i.e.
29 inversible.

3. De la méme fagon, si N(z) = 4 ou 6, alors z est irréductible de sorte que
2x3 = (144+/5)(1—i+/5) est un autre contre-exemple & I’unicité de la décomposition
en produit d’irréductibles. En particulier 2 est irréductible et divise 6 = ab et 2 ne
divise ni a, ni b. Soit 6 un éventuel pgced de 2a et ab; on a 2 et a qui divisent §, de
sorte que N () est un multiple de 4 et de 6 et donc un multiple de 12. De la méme
facon comme d divise 6 et 2a, on en déduit que N (§) divise 36 et 24 et donc leur pgcd
qui est 12. Ainsi on obtiendrait N (5) = 12 = a? + 5b qui n’a pas de solution, d’ou
la contradiction.



Solutions des exercices
du chapitre 2

CALCULS MATRICIELS

Exercice 2.1.

20
0 3
(2e1,3e2)(= (g1, 92)) de G et la base canonique de Z2. On détermine deux matrices
L et R de SLy(Z) telles que LM R soit réduite. Conformément a I’algorithme décrit
dans le théoréme 2.17 on procede comme sulit :

1. Posons M = < ) C’est la matrice du morphisme d’inclusion dans la base

(1) 1 de facon a remplacer la premiére ligne de
M par la somme de ses deux lignes. On obtient

w (s -G 3)

1.2 On fait apparaitre un zéro a la place (1,2) de M. Pour cela, on multiplie M7 a

-1 1 .
_3 2).On obtient

-1 -3 10

1.1 On multiplie & gauche M par

droite par la transposée de la matrice <
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1.3 On fait apparaitre un zéro a la place (2, 1) de Mo. On multiplie & gauche My par
la matrice ( 1 O),ce qui donne

-3 1
-1 0 10
A@;<_31)%:(0Q.
Les matrices

1 0 1 1 1 1 -1 -3
L:<—3 1)(0 1)2(—3 —2> et R:( 1 2>’
conviennent. On a alors que (f1, f2) ou

fi=—-2e1+3ex et fo=—e1+eo,

est une base adaptée de Z? au sous-module G'. Les facteurs invariants de Z2 /G sont
Z et 6Z, ou bien a; = 1etas = 6. En particulier, Z2 /G est isomorphe & Z /6Z (cette
derniere assertion était d’ailleurs prévisible au départ).

2. Posons M = <(2) i) On procede comme ci-dessus.
2.1 On fait apparaitre un zéro a la place (1,2) en multipliant M & droite par la
transposée de <:;) %) On trouve

w(13)=0%)

2.2 On fait apparaitre un zéro dans cette matrice a la place (2, 1) en la multipliant &

gauche par ( _}1 [1) >,et I’on obtient

1 0\ /1 0y (10
—4 1 4 8) \0 8/
On en déduit que I’'on a
1 0\ _ 10 (-1 -3
<0 8>_LMR avec L_<_4 1>R_< 1 2).

Il en résulte que (f1,f2) = (e1 + 4ea,ez) est une base adaptée de Z2 a Go. Les
facteurs invariants de Z?2 /G5 sont Z et 8Z et Z? /G est isomorphe & Z/8Z.

3. Posons M = <§ 2) . On vérifie dans ce cas que I’on a

20 10 1 -1
(6 9)=zar aee 1=( 5 §)r=(4 7).

On en déduit que (e1 +e2, e2) est une base de Z? adaptée & G's. Les facteurs invariants
de Z? /G5 sont 2Z et 4Z et Z2 /G5 est isomorphe & Z /27 x Z/4Z.
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Exercice 2.2.

On suit les étapes de la preuve du théoréme 2.17 : on note M la matrice des éléments
e; en colonnes (comme dans le théoréme 2.29) :

2 1 3
M= -1 4 -1
1 -1 -1
1. On fait apparaitre un zéro a la place (2, 1) en multipliant a gauche par la matrice
1 10
L= 1 2 0 ].0Ona:
0 0 1
1 5 2
LiM=1|0 9 1
1 -1 -1

2. On fait apparaitre un zéro a la place (3, 1) en multipliant & gauche par

1 0 0
Loy = 0 1 0 |.Onaalors:
-1 0 1
1 5 2 1 1 0
Lol M = 0 9 1 , Loly = 1 2 0
0 -6 -3 -1 -1 1
3. On fait apparaitre un zéro a la place (1,2) en multipliant a droite par la matrice
1 -5 0 1 0 7
R = 0 11 , Lol MRy = 0 9 10 ;
0 0 1 0 —6 -9
1 0 -7
4. 0On multiplieensuitepar R, = [ 0 1 0 | pouravoirunzéroalaplace (1,3):
0 0
1 0 0
LolLi{MR1Ry = 0 9 10
0 -6 -9
1 0 0
5. On mutiplieagauchepar Lg3 = 0 0 —1 | pour obtenir:
01 3
1 0 0
L3L2L1MR1R2: 0 3 1
0 0 —7
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1 0 0
6. Puisadroitepar R3=| 0 1 2 | pourobtenir:
01 3
1 0 0
L3LolLiMRiRoRs=1| 0 1 0
0 -7 =21
1 0 0
7. Etenfinagauchepar Ly= | 0 1 0 | pour obtenir finalement:
07 1
10 0
L4LsLoLiMRiRoRs= | 0 1 0
0 0 —21
8. On adonc
1 -7 —16
R=RiRoR3=1| 0 1 2
0 1 3
et
2 —10 -21
MR = —1 10 21
1 -9 -21
d’ou la base adaptée :
2 —10 1
(f17f27f3): -1 10 -1
1 -9 1

puisque I’on doit avoir LM Re; = a;e; etdonc M R(e;) = a;f; (1 <1 < 3).

Comme confirmation le lecteur pourra vérifier que Lf; = e; (1 < ¢ < 3), la matrice
L étant L = L, L3LoLq (ce qui peut étre une autre fagcon de déterminer les f,).

On en déduit alors que Z3/L ~ Z/21Z. On peut retrouver ce dernier résultat sans
calculs, car le calcul du déterminant de la matrice de départ donne —21 qui est donc
égal au produit des facteurs invariants, ce qui impose a1 = as = letaz =21 =3 x7
et donc Z3/L ~ Z/217Z (on rappelle que les facteurs invariants sont définis au signe
prés si on est dans Z).

Exercice 2.3.

1. (i) implique (ii) : les n; étant premiers entre eux par hypothese, il existe des
nombres entiers u; tels que uiny + --- + upn, = 1 (car 1 appartient a I’idéal
engendré par les n;). On considére le morphisme ¢ : ZP +—— Z défini par
¢(x1,...,0p) = wrwy + -+ + upry. Le théoréme fondamental du cours dit de
la base adaptée (théoreme 2.29), nous assure I’existence d’une base (fi,..., fp)
de ZP tel que ker¢p = Zaifi1 © --- & Zayfr avec k < p et a;a; 41 dans Z
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(les a; € Z sont les facteurs invariants du Z-module Z?/ker ¢); le morphisme
¢ : ZP — 7 est surjectif car 1 € Im¢ par hypothese (relation de Bézout
entre les n;). On a donc ZP/ker ¢ ~ Z. Comme le théoreme de la base adaptée
dit que ZP/ker¢p ~ Z/a1Z x --- x Z/apZ, on en déduit & = p — 1 et

ar=-=ap-1=1,a,=0.

Les vecteurs fi,... f, formant une base de Z”, il en est de méme des vecteurs
fi,..., fp—1,2 comme on le voit tout de suite : si ¢(f,) = A, ona f, — Az € ker ¢
et donc ils forment un systéme de générateurs. Ils forment un systeme libre car une
relation lingaire entre fy,... f,—1,x donnerait (aprés multiplication par A # 0) une
relation linéaire entre les f;.

(ii) implique (iii) : Le vecteur x faisant partie d’une base de Z?, la matrice de passage
A de cette base (avec x comme premier vecteur) dans la base canonique vérifie bien
Atz =t (1,0,...,0).

(iii) implique (i) : soit (v1,...vp,) la premiere ligne de la matrice A; on a :
1 =wing + - + vpn, par hypothése, et donc les (n;) sont premiers entre eux.

2.Onalarelation 7 — 6 = 1 de sorte que la matrice suivante est de déterminant —1 :

10 6 7 11
0 11 0
1 00 O
0 0 0 1

(on développe le déterminant par rapport a | derniére ligne, puis a I’avant derniere).
Les 4 vecteurs colonnes de la transposée de la matrice ci-dessus constituent donc une
base de Z*.

Exercice 2.4.

Résoudre cette équation revient comme d’habitude a trouver une solution particuliére,
puis déterminer le noyau de la matrice en question. On fait d’une pierre deux coups en
cherchant les éléments du noyau de la matrice

3 2 3 4 8
M —<1 2 1 -1 3)
dont la derniére coordonnées est 1.

On commence par trigonaliser la matrice M en faisant apparaitre des zéros sur les
lignes, donc en multipliant a droite par des matrices de SLs(R).

[=NeBel S
OO O WM
OO = OO
O = O OO
— O O oo
Il
/N
W =
|
o O
=W
|
—
w oo
—
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2.
1 0 -3 0 0
(1 0348)8(1)(1)88_(10048)
3 -8 1 -1 3 o0 0 1 o 3 -8 -8 -1 3
00 0 0 1
3.
1 0 0 -4 0
(10048)8(1)[1)88_(10008>
-8 -8 -1 3 o0 0 1 0 3 -8 -8 -13 3
00 0 01
4,
1 0 0 0 -8
(10008)8[1)(1)88_(10000)
3 -8 -8 -13 3 000 1 o 3 -8 -8 -13 -21
00 0 0 1
5.
1 0 0 0 0
(1 0 0 0 o) 8(1)*188 _(1 0 0 0 0)
3 -8 -8 -13 -21 o0 o0 1 0 3 -8 0 —-13 -21
00 0 0 1
6.
1 00 00
(1 0 0 0 o) 8_2(1)128 _(1000 o)
3 -8 0 -13 -21 0 3 0 -8 0 3 1 0 0 -21
0 0 0 o0 1
7.
1 000 O
(1000 0)8(1)(1)8’2(1)_(10000)
3 1 0 0 -21 000 1 o 31000
000 0 1

La matrice R, produit des 7 matrices de SLy(R) ci-dessus, est égale a

1 2 -1 6 34
1 -27 —6 58 =575
R=120 0 1 0 0
0 3 0 -8 63
0 0 0 O 1

Un élément X du noyau de M verifie M X = 0, et on cherche X sous la
forme X = RY. Le vecteur Y étant dans le noyau de MR est de la forme
t ( 0 0 a g1 ) ou « et 3 sont des parameétres réels ; la solution demandée est
donc:

X=a'(-1 =6 10 O)+8"(6 58 0 —8 0)+'(34 —575 0 63 1)

(somme de la solution générale de I’équation sans second membre et d’une solution
particuliere).
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STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

Exercice 2.5.
Les groupes abéliens d’ordre 8 = 23, & isomorphismes prés, sont en bijection
(cf. la proposition (2.48)) avec les suites 0 < a1 < ay < -+ < a, telles que

ay + --- + a, = 3 : aune telle suite on associe le groupe Z/2“Z x ---Z/2%Z. On
trouve alors : 3 = 1+ 2 = 1 + 1+ 1 soit les groupes Z/237Z, Z /27 x 7./2°Z et
(Z/2Z)3.

Exercice 2.6.
Ona 72 = 2332 etdonc G = G(2) x G(3) pour un groupe G d’ordre 72.

D’aprés laremarque 2.49, il y a trois possibilités pour G(2): (Z/2Z)3,Z/2Z x Z /AZ,
Z/8Z correspondant respectivement aux suites (1,1,1), (1,2) (3), et deux pour
G(3) : (Z/3Z)* et Z/9Z (correspondant aux suites (1,1) et (2)), ce qui donne au
total 6 possibilités pour G.

Pour trouver les facteurs invariants, on fait comme dans I’exemple 2.46, ce qui donne
immédiatement :
(Z/2Z)3 x (Z/3Z)*
(Z/2Z)3 x Z./9Z
Z/27 x 7./AZ x (Z/3Z)*
Z/2Z x Z/AZ x Z/9Z
Z/8Z x (Z/3Z)*
Z/8Z x Z/9Z

7/2Z x 7./6Z x Z/6Z
7/2Z x 7.)2Z x Z./18Z
7/6Z x 7./12Z

7.)2Z x 7./36Z

7/3Z x Z./3Z x 7.)24Z
7)72Z

11 1R1RR

Exercice 2.7.

On fait comme dans le cours (exemple 2.46).

Onaainsi:
M(2) = Z/AZ X Z]AZ x Z/AZ x Z /27
M@3) = Z/9Z xZ/9Z x Z/3Z
M) = Z/5Z.

Les facteurs invariants s’obtiennent en lisant ce tableau par colonnes (en commencant
par la derniere), d’ou :

a1:2, a2:4><3, a3:4><9, ag =4x9x5

Exercice 2.8.
On utilise la remarque 2.49.
Si G est d’ordre 24325, on a pour G/(2) les possibilités :
Z/2'Z, Z)2Z x Z)2°Z, (Z/2*°Z)% (Z/2Z)* xZ/2°Z (Z/2Z)*
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pour G(3) :
Z/3*Z, (Z/3Z)*
et
G(5) = Z/5Z.
Pour chacune de ces solutions on construit G = G(2) x G(3) x G(5) ce qui donne
en tout 10 solutions.

Pour la détermination dans chaque cas des facteurs invariants, la technique est la méme
que dans I’exercice précédent.

PROBLEMES

Probléme 2.1.

1. Le théoréme de la base adaptée (théoréeme 2.29) fournit une base (f1,--- , f) de
Z" ainsi que des entiers 1 < aq|- - |a, # 0 tels que (a1 f1,- -, anfrn) SOit une base

de G. On obtient alors Z" /G ~ Z/a1Z x - - - x Z/a,Z qui est donc fini de cardinal
ai . ..ay (les a; sont tous non nuls car G est supposé de rang n).

2. D’aprés ce qui précede, on a card(Z"™/G) = [];-, a; qui est donc égal a det M.

3 1 1 h1 0
3.80itM=1| 25 8 10 | desorteque M | heo =10
46 20 11 hs 0
Il existe alors (théoréme 2.17) des matrices L, R € GL3(Z) telles que
h} hy
M = Ldiag(ay,as,a3)Ravec a|as]as. Enoutresionpose | hy | := R | he
hl hs
H est aussi engendré par b, hb, h'; et I’équation
h} 0
Ldiag(a1,az,a3) | hy | =| 0O
h 0
est équivalente a :
alh’l =0
aghé =0
aghg =0

etdonc H ~ Z/a1Z x Z/asZ x Z/asZ, avec ay.az.a3 = det M. L’énoncé nous
suggére de simplement calculer det M ; on vérifie aisément qu’il est égal & —19 (cf.
(iv) ci-aprés) comme annoncé. On obtient alors a1 = as = 1 et az = 19.

De maniere générale si la décomposition en facteurs premiers de det M ne fait appa-
raitre aucune multiplicité (i.e. p t det M pour tout premier p), alors tous les a; sont
égaux a 1 sauf le dernier égal a det M et le groupe quotient est alors cyclique.



168 Solutions des problémes

4. Les étapes du calcul sont les suivantes (cf. le théoreme 2.17) :

(i)
3 1 1 0 -1 0 1 0 1
25 8 10 1 3 0 |= 8 —1 10
46 20 11 0 01 20 14 11
(ii)
1 0 1 1 0 -1 1 0 0
8 —1 10 01 0 |= 8 -1 2
20 14 11 0 0 1 20 14 -9
(iii)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
8§ —1 2 0 -1 -2 | = 8 1 0
20 14 -9 0 0 1 20 —14 —-19
5. Le produit des trois matrices de S Lo(R.) ci-dessus est égal a :
o 1 2
1 -3 =5
0 0 -1
R} o 1 2 hi
Onal| hy) | =1 -3 =5 ha | ce qui s’inverse facilement : hs = hj,
h 0 0 -1 hs

hy + 2h3 = R soit hy = h/; — 2R}y et hy — 3hg — Shg = hl S0it by = 3R/, + hly — h,.
Comme ¢(h}) = ¢(hh) = 0 et ¢p(hf) = 1, on obtient p(h1) = —1, ¢(hg) = —2 et
¢(hs) = 1.

Probleme 2.2.
1. Considérons les deux morphismes de groupes suivants :
(Z/nZ)* — Aut(Z/nZ)

a — k—ak
Aut(Z/nZ) — (Z/nZ)*
¢ — (1)

On veérifie aisément qu’ils sont inverses I’un de I’autre : ce sont donc des isomor-
phismes.

Remarque : Un morphisme d’un groupe cyclique vers un groupe est carac-
térisé par la donnée de I’image d’un générateur.

2. Le corollaire 1.53 du lemme chinois, généralisé au cas de r facteurs, donne I’iso-
morphisme : ,
(Z/nZ)* ~ H(Z/pg”Z)* 2
=1
d’ou le résultat.
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3. (i) On raisonne par récurrence : pour k = 0, (1 + p)”0 =1+p=1+ptlet
pour k = 1 par la formule du bindme de Newton, on a (1 + p)? = 1 + p?)\; avec
A =(1+pp—1)/2+---+pP~2),s0it \; =1 mod p: c’est ici que I’on utilise
I’hypothése p > 2 puisque le nombre p(p — 1) /2 n’est divisible par p que pour p > 2.
Supposons donc le résultat vrai au rang & ; on obtient :

(L4 )P = (14 Mg = 1 4 Ny pFt2

enposant A\gy1 = A +pF S0, (g))\gp(“—2)(’f+1). Commek > 1,0na\,p1 = A
mod p.

Ainsi (14+p)?"" =1 mod p® de sorte que I’ordre de (1+ p) dans (Z/p®Z)* divise
p@!etestdonc de la forme p* pour k < a—1. Enoutreona (14p)?" = 14 Appht!
avec \j, non divisible par p; en particulier (1 4+ p)?*~ % 1 mod p®, de sorte que
I’ordre de 1 4 p est p@~1.

(i) C’est la proposition 6.1 du chapitre 6.

(iii) Le morphisme ) est clairement surjectif. Soit donc y un antécédent d’un
générateur h de (Z/pZ)*; I'ordre m de y est alors un multiple de p — 1 (car
1 =4(y™) =h™):m = (p — 1)k, de sorte que x = y* estd’ordre p — 1.

(iv) Le groupe (Z/p*Z)* est abélien et donc de la forme Z/a1Z x --- x Z/a,Z
avec 1 < ay|---|a, # Oetp*!(p —1) = []i_; a;. Tout élément a alors un ordre
divisant a,- ce qui d’apres (ii) et (iii) implique p®~! et p — 1 divisent a, et donc comme
p A (p—1) =1, a, est divisible par leur produit, soit donc » = 1 et (Z/p“Z)* est
cyclique.

Posons u = (1 + p)z et soit m son ordre; 1 = ¥(u™) = ¢P(u)™ = (x)™, soit
p — 1 divise m et donc u™ = (1 + p)™ soit p®~! divise m. En outre uP~1P*" =1
et donc w est un générateur de (Z/p®Z)*. On construit alors un isomorphisme

Z/p*~Y(p—1)Z — (Z/p™Z)* en envoyant 1 sur u.

(V) OnagP~t = 1+ phavec A # 0 mod p; notons d I’ordre de g qui est un
multiple de p — 1 et un diviseur de ¢(p®) = p*~1(p — 1) soitd = (p — 1)p® avec
0 < e < « car p est premier avec p — 1. Par une récurrence comme dans (i), on obtient
(1 + pA)P° = 1 + upc*t! avec p ne divisant pas x de sorte que g = 1 mod p si et
seulement si e = o — 1 et donc ¢ est un générateur.

Supposons maintenant g?~! = 1 mod p2. On remarque que ¥ (g + p) = ¥ (g) est
générateur, il suffit donc de montrer que (g + p)?~! # 1 mod p?. Orona

(g +p)p—l = gp—l + (p _ 1)gp_2p =1_ pgp—Z mod p2

et gP=2 est inversible dans Z/p?Z (d’inverse g) de sorte que pgP~2? # 0 mod p?,
d’ou le résultat.
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4. (i) On a de maniére directe (Z/2Z)* = {1} et (Z/4Z)* = {1,-1} ~ Z/2Z.

(if) On raisonne a nouveau par récurrence, les cas k = 0 et &k = 1 étant
directs. Supposons donc que 5% = 1 + X\,2"*2 avec ), impair. On a alors
527 = (1 4+ M2F2)2 = 1 4 283\, + 2F41)2) d’ou le résultat en posant
Akt1 = A\, + )\%2’““ = A\, mod 2. Comme précédemment, on en déduit que 5 est
d’ordre 2°~2 dans (Z/2°Z)*.

(iii) Le groupe (Z/2“Z)* en tant que groupe abélien fini est de la forme Z /2 Z x - - -
X Z/2%Z avec 0 < a1 < -+ < oy et D1 _ja; = a— 1. Comme dans les
questions précédentes, tout elément est alors d’ordre divisant 2% ce qui, d’apres (ii),
impose o, > « — 2. Restent alors deux possibilités pour les «; a savoir r = 2 et
(a1,09) = (1,0 — 2) ou bien r = 1 et &y = o — 1. Dans le premier cas on compte
3 éléments d’ordre 2 alors que dans le second on en compte qu’un. Reste donc a
déterminer le nombre d’éléments d’ordre 2 de (Z/2%Z)*. Or on a vu que 52"~ et
—1 étaient d’ordre 2 ; montrons qu’ils ne sont pas égaux. Considérons le morphisme
canonique ¢ : (Z/2°Z)* — (Z/4Z)* ;ona¢(—1) = —letp(5*" ") =1>"" =1.
Comme 1 #£ —1 dés que o > 2, cela entraine que 52" # —1 dans (Z/2°Z)*. On
en déduit donc que (Z/2“Z)* est isomorphe & (Z /2% 2Z) x Z/2Z.

Construisons explicitement un tel isomorphisme f : Z /2% 2ZxZ/2Z — (Z/2°Z)*.
On définit tout d’abord f : Z? +—— (Z/2°Z)* en posant f((1,0)) = 5 et
f((0,1)) = —1. L’application f passe alors au quotient pour définir une application

f. Pour montrer que f est un isomorphisme, en vertu de I’égalité des cardinaux, il

suffit de montrer qu’elle est injective ou qu’elle est surjective. Pour I’injectivité soit

(i,k) € Z/2Z x Z/2°7%Z tel que (—1)'5F = 1 soit (—1)* = 5*. Or d’aprés la
remarque ci-dessus —1 n’appartient pas au groupe engendré par 5 de sorte que i = 0

mod 2 et 5 =1 mod 2% soitk =0 mod 2°~2 et donc (i, k) = (0,0).

Remarque : Pour prouver la surjectivité directement, il suffit de remarquer
que I’image de f contient le groupe engendré par 5 strictement car il contient
—1 ce qui n’est pas le cas du groupe engendré par 5. On en déduit alors que
le cardinal de cette image est divisible strictement par 242, car il contient
strictement un groupe de cardinal 222, et divise 2~ de sorte que ce dernier
est égal a 22! et donc f est surjective.

5.Pourn = 2% ]_[pep p® ol P désigne I’ensemble des premiers impairs, le théoréme
chinois donne

(Z/nZ)* ~ Z/2Z x Z]2°*Z x [ [ Z2/p* ' (p — 1)Z.

Pour que ce dernier soit cyclique il faut et il suffit que les nombres 2,272 p;, p; — 1
pour p; premier impair divisant n, soient premiers entre eux deux a deux. On en déduit
alorsn = 2, p® 2p®r,
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POLYNOME MINIMAL

Exercice 3.1.

1. 1l suffit de vérifier que si x € F;, alors u(x) € FE;, soit P;(u)(u(z)) = 0. Mais
P;(u)(u(z)) = u(P;(u)(z)) = 0, car u commute avec P;(u).

2. P, et P, étant premiers entre eux, on écrit une relation de Bézout UP; + VP, =1
ou U,V sont des polyndmes de R[X]. Ainsi pour tout vecteur = de V, on a
x = x1 + a2 avec x1 = (UPy)(u)(x) et zo = (VPy)(u)(x). En outre on a
Py(u)(z1) = (Uqu)(u)(x) = 0 car g, (u) est I’endomorphisme nul et g, = P P,
par hypotheése; on a donc x1 € Es. De la méme facon on a P;(u)(x2) = 0 de sorte
que £, = Fy + Es. Parailleurs si z est un élémentde £1 N Fs, 0naxz; = xo = 0 et
donc =z = 0, d’ou le résultat.

3. Le polynéme minimal ¢, de v, divise P tandis que celui g2 de g, divise P.
En outre d’apres (b), ¢1g2 est un polyndéme annulateur de « et donc ¢1g- est divisible

par le polyndme minimal ¢, = P; P». Cela entraine immédiatement que ¢; = P et
g2 = P puisque tous ces polyndmes sont unitaires.

INVARIANTS DE SIMILITUDE

Exercice 3.2.

1. Sur C tout endomorphisme posséde une valeur propre et donc un vecteur propre
v tel que Cu soit un sous-espace stable non réduit au vecteur nul de sorte que par
hypothese il est égal a I’espace tout entier qui est donc de dimension 1.
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Sur R, I’énoncé est faux : il suffit de considérer dans R.2 une matrice de rotation
d’angle 8 < .

2. On décompose x,,, qui par convention est unitaire, en produits de facteurs irréduc-
tibles Qll’l -+ Q7 eton remarque que R; se definit comme le produit des @ ; tels que
I/j = 1.

3. En tant que C[X]-module, V" est par hypothese de la forme
(CIX]/(X —a))” x - x (CIX]/(X — o))",

ou les «; sont les valeurs propres de u et v; leur multiplicité dans le polynéme ca-
ractéristique. Avec les notations de (b), on a R; = Hjlwzi(X — «; ). Les inva-
riants de similitude sont de la forme P;|P;| - - - | P, ou chacun des P; est de la forme
[Lics, (X — i) , I; étant un certain sous-ensemble de {1,--- ,r} tel que I; C I; 1.
L’hypothése implique en effet que le polyndme minimal ¢,,(X) = P,(X) n’a pas de
facteur multiple. Ainsi les éléments de 1, sont répétés [ fois, ceux de I le sont (I — 1)
fois et de maniere générale ceux de 7, le sont (I 4+ 1 — 5) fois. On en déduit donc que
| = max;{v;} puis que I; est I’ensemble des ¢ tels que v; > [+ 1 — j de sorte que les
invariants de similitude sont R;, Ry R;_1, RiRj_1Rj_2, -+ ,R;--- Ry.

Exercice 3.3.

On remarque tout d’abord que « posséde une unique valeur propre car dans le cas
contraire, pour A; et Ao des valeurs propres distinctes, W = ker(u — A\;Id) et
W' = ker(u — \2Id) auraient une intersection réduite au vecteur nul. Soit alors A
I’unique valeur propre de u (sur C, un endomorphisme posséde toujours au moins une
valeur propre). On remarque alors que ker(u— AId) est de dimension 1, car sinon pour
x71 et 9 des vecteurs propres non colinéaires, W = Cxq et W’ = Cux4 auraient une
intersection réduite au vecteur nul. On en déduit donc que « admet un unique invariant
de similitude égal & son polyndme minimal et & son polynéme caractéristique, soit
(X =)™

Exercice 3.4.

Considérons un endomorphisme « de E. Soient ¢1, g2, g3 les trois invariants de si-
militude de u tels que ¢ divise g et ¢o divise ¢3. Le polyndbme g3 est le polynéme
minimal de u et x := g1¢g2¢q3 est le polyndme caractéristique de u. Si le degré de g3
vaut 1, on a les égalités ¢; = g2 = ¢3. Si g3 est de degré 2, ona g1 = 1, ¢o est de
degré 1 et I’'ona x = g2g3. Si le degré de g3 vaut 3, ona ¢, = g2 = letgs = x.
Deux endomorphismes de E ayant le méme polyndme minimal et le méme polynéme
caractéristique, ont donc les mémes invariants de similitude, ils sont donc semblables.
L’ implication réciproque est évidente.

Exercice 3.5.

1. On note I la matrice identité d’ordre n. Le polyndme caractéristique de M est
(X — A)", donc A est I’'unique valeur propre de M. Par ailleurs, la matrice M — AI
est de rang n — 1. En effet, M — AI n’est pas inversible, et I’on peut en extraire une
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matrice carrée d’ordre n — 1 inversible. La dimension du noyau de M — A\I vaut donc
1, qui n’est autre que la dimension du sous-espace propre associé a .

2.0na M = A + N, ou N est nilpotente. Notons (ey, - -- , e, ) la base canonique
de K™. Pour tout k tel que 0 < k < n — 1,0na N¥(e,) = e,_. Il en résulte que la
famille (e,,, N(en), N?(ep), -+ , N""!(ey)) est une base de K™, ce qui montre que

le K[X]-module associé & N est cyclique. Le polyndme minimal de IV est donc égal
a son polyndme caractéristique i.e. a X™. Il en résulte que le polyndme minimal de
M est (X — A\)™. En particulier, si u est I’endomorphisme représenté par M dans
la base canonique de K", le K[X]-module associé & w est cyclique isomorphe a
K[X]/(X =M™

Exercice 3.6.

1. Considérons un élément A € C. Il existe une base de E dans laquelle la matrice
de w est la matrice compagnon M du polynéme minimal (ou caractéristique) de w. On
peut extraire de M — AI une matrice d’ordre n — 1 inversible. Par suite, le rang de
u — A estn — 1 ou n, suivant que A est une valeur propre de « ou non. La dimension
du noyau de u — AI est donc au plus 1.

2. Soit £ = E, - - E, une décomposition de E en somme directe de
sous-modules cycliques, pour laquelle E; est C[X]-isomorphe a C[X]/(F;) (avec
P; € C[X] unitaire de degré > 1) et P; divise P;; (théoréeme 2.33). Les invariants
de similitude non constants de « sont les polyndmes P;. Il y en a donc » (dont certains
peuvent étre éventuellement égaux). Les sous-espaces E; sont stables par u. Soit A
une valeur propre de . On a

(1) ker (u — AI) @ker

5)-

En effet, soit y un élément de ker (w — AJ). Pourtouti = 1,--- ,r, il existe z; € E;
tel que y = 21 + - - - + x,.. Par ailleurs, on a les égalités

u(y) = Z Z Aw;.

=1

Puisque u(x;) et \z; sont dans F;, on en déduit que u(z;) = Az; (par I'unicité de
la décomposition d’une somme directe). Par suite, x; appartient a ker (u| E)
ce qui prouve I’égalité (1). (On notera que ker (u|p, — M |g,) = ker(u — AI) N E;).
D’aprés la question 1, la dimension de ker (u|z, — AI|g,) est 0 ou 1. On en déduit que
la dimension de ker (u — )\I) est au plus . Le maximum des dimensions des sous-
espaces propres associés a u est donc < r. Considérons alors une racine « de Py, qui
existe car P; n’est pas constant. Puisque P; divise les P;, le polynéme minimal de

(uls, - ollp,)

vaut 1. L’égalité (1) entraine alors que ker (u — aI) est de dimension r.

(2]
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Exercice 3.7.

Soit «; une valeur propre de w. Le sous-espace caractéristique correspondant est
CIX g e

E(X — ;) = @;FE;; avec E;; ~ ﬁ (definition 3.24). Or le sous-espace

propre de chaque E;; est de dimension 1 (engendré par la classe de (X — a;)%).
La dimension n; de I’espace propre correspondant a la valeur propre «; est donc le
nombre de facteurs Eij (i fixé). D autre part, le nombre d’invariants de similitude est
clairement égal & sup(n;) (cf. ’exemple 2.46).

Exercice 3.8.

Le polyndbme (X — «)" annule le A-module E, (avec E = C"), le polynéme
caractéristique est égal & (X — «)™ et les deux endomorphismes correspondants a
ces deux polynémes ont méme noyau par hypothése.

En revanche, le polynéme (X — o)1 n’annule pas E, par hypothése; il est donc
clair que ¢, = (X — a)"™.

Exercice 3.9.

1. Le A-module V est clairement isomorphe a (A/(X —a))?x (A /(X —b))?x A X —¢);
on calcule alors les invariants de similitude via le théoreme chinois comme
dans les exercices du chapitre 2, ce qui donne : (X — a), (X — a)(X — b) et
(X —a)(X —b)(X —c). Lamatrice étant diagonalisable, les sous-espaces propres sont
les sous-espaces caractéristiques, et le polynéme minimal est (X —a)(X —b)(X —¢).

2. 0On a de méme
Ve (A/(X = 1)) x (A/(X = 1)%)% x (A/(X - 1)%)*x
(A/(X —2))” x A/(X = 2)° x (A/(X = 3))* x A/(X — 3)?
les invariants de similitude donnés comme d’habitude par application du théoreme
chinois sont alors
(X -1, (X-1), (X-1), (X-17% (X-1D*X-2)(X-3),
(X —1)3(X —2)(X —3), (X —1)3(X —2)3(X - 3)3.
Le polyndme minimal est le dernier invariant de similitude, soit (X—1)3(X—2)3 (X—3)3.
Les dimensions des sous-espaces caractéristiques sont 11 pour la valeur propre 1, 8
pour la valeur propre 2 et 5 pour la valeur propre 3.

3. La matrice étant sous forme triangulaire, on voit que les valeurs propres sont 0,1 et
Q-

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (resp. 1) est de dimension supérieure
ou égale a 1 (resp. n — 2). Si a,, # 0,1 alors la somme des dimensions des sous-
espaces propres associés aux valeurs propres 0, 1, a,, est n de sorte que la matrice est
diagonalisable et donc

Vo~ A)(X) x A)(X —ap) x (A)(X —1))"2
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et les invariants de similitude sont
a(X)=(X-1), aX)=X-1, - ap2X)=(X—-1)X(X —ay).

Si a, = a1 = 0, on est dans la méme situation, car le noyau de la matrice est alors
de dimension 2 parce que son rang est de maniére évidente n. — 2; les invariants de
similitude sont alors :

P(X)= =Py y(X)=X—1,Pp3=P,s=X(X—1).

Dans le cas ou a,, = 0 et a1 non nul, on a alors
V ~ A/(XQ) x (A/(X — 1))"‘2

soit
P(X)= =P, 3(X)=(X—-1), P,o=X*X-1).

Exercice 3.10.

D’aprés I’exercice 3.7, le nombre d’invariants de similitude est égal a la dimen-
sion maximale des sous-espaces propres soit donc ici 4 invariants de similitude
Py, Py, P, Py. Le polyndme minimal s’écrit sous la forme Py (X) = X4(X —1)3
d’apres I’exercice 3.8 appliqué successivement aux valeurs propres 0 et 1).

La seconde question de ce méme exercice fournit immédiatement :

P(X)=X(X-1), P(X)=X*(X-1),
Py(X) = X(X — 1),
Py(X)=X4X —1)3%

Exercice 3.11.

On note n la dimension de I’espace vectoriel sur lequel agit « (n est la somme des
degrés des invariants de similitude).

On reprend les notations de I’exercice 3.9 : pour n > 1, on note J,, € M, (C) la
matrice nilpotente dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la premiére sur-
diagonale j; ;41 pour 1 < ¢ < n qui sont égaux a 1.

(@) Icin = 1 et I’endomorphisme en question est I’identité.

(b) Onan = 2 et deux valeurs propres distinctes; u est donc diagonalisable et sa
matrice dans une base de diagonalisation est la matrice diagonale diag(0, 1).

(c) n = 3 et0 estla seule valeur propre et la matrice de Jordan associée est
diag(0, J2).

(d) n = 3et0,1 sont les valeurs propres de «. L’endomorphisme est diagonalisable
puisque le polynéme minimal est a racines simples.

() m = 24, les valeurs propres étant 0,1,2; la forme de Jordan est la matrice
diagonale par blocs

diag(Jg, JQ, Jg, J4,Il,Il,IQ,Ig, 2[2, 21, + J4)
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PROBLEMES

Probléme 3.1.
1. On remarque que la multiplicité de \; dans P’ est égale a n; — 1 de sorte que \; est

une racine a I’ordre 1 de % et qu’en outre ce sont ces seules racines d’ou le
- 4 A . , -
résultat. On notera en particulier que la connaissance des \; n’est pas nécessaire pour

calculer P qui peut se calculer via I’algorithme d’Euclide.

2. - L’idée est d’utiliser la relation formelle (1 —z)(1+z+ 22 +---+2%) = 1 —2F+!
avecr = U~ Netktel que N¥*! = 0s0it (1-U ' N)(14+U " N+---+(U I N)¥)
= I, car (UTIN)k1 = y=k=INk+1 car U et N commutent entre eux ; soit en
multipliant & gauche par U et a droite par U ~,
U-NY U +U?N+---+UINH =1T,.

— Les valeurs propres de A ne sont pas des racines de P’ car P A P’ = 1. On considére
alors une relation de Bézout UP’ + VP = 1 pour P et P’ qui en I’appliquant a
A, donne U(A)P'(A) = 1— N avec N = V(A)P(A). Or d’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton,ona P"(A) = 0 pour r > max;(n;) de sorte que N est nilpotente et
donc par application de ce qui précéde P’(A) est une matrice inversible dont I’inverse
commute avec A (car c’est un polynéme en A).

3. Il s’agit de la méthode de Newton appliquée aux matrices, le but étant de construire

une racine de P, i.e. de trouver la partie diagonalisable de A dans sa décomposition

de Dunford. Remarquons que pour n = 0, P’(Ay) est inversible d’apres la question
précédente.

(i) 1 suffit par exemple de le vérifier sur les mondémes X ™, soit
(X +Y)" = X"+ mY XL+ Y2370, (kAm) YE-2xm—k,

(if) 1l est clair d’aprés (a) que pour tout 0 < k£ < n, Ay est un polyndéme en
A. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, on a P(4y) = P(A).
Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang k. D’apres (i), on eécrit
P(Agt1) = P(Ap +Y) = P(Ar) + YP'(Ar) + Y?Q(A,Y) avec Y
tel que P(A) + YP'(A;) = 0. D’apres (8) Y = P(Ax)Q(Ax) et donc
P(Aj41) estde laforme P(A)2""" B, pour une matrice By, qui en tant que
polyndéme en A, commute avec A.

(i) La formule de Taylor donne P'(Ap41) — P'(An) = (Ant1 — An)Q(A,) ol
Q € K[X].0r A, 41— A, estde laforme P(A,)Q(A,) etestdonc nilpotent et
commute avec A,, qui est un polyndme en A. On en déduit alors que P’(A,+1)

est inversible d’apres (a).

4. On rappelle que P"(A) = 0 pour r = max;{n;} de sorte que la sous-suite
(Ak)k>n est constante des que 2" > r. La limite D est un polynéme en A tel
que P(D) = 0 de sorte que D est diagonalisable car elle possede un polynéme
annulateur scindé a racines simples (dans C). Par ailleurs, pour n tel que 2™ > r,
onaA—D=A,— A, = Z;:Ol(Ai — A;41) avec A; — A; 14 nilpotente et qui est
un polynéme en A. Ainsi les A; — A;+1 commutent en eux de sorte que leur somme
est nilpotente d’ou le résultat.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des exercices
du chapitre 4

GROUPES

Exercice 4.1.

1. Soient x, y deux éléments quelconques de G, il s’agit alors de monter que xy = yx
ce qui revient & prouver aussi que zyz ~'y~! = 1. Or z (resp. y) étant d’ordre 2, on
azx =1 =z lzsoite = 27! (resp. y = y~!). L’égalité cherchée s’écrit alors
xyxy = 1 ce qui revient a montrer que xy est d’ordre 2 ce qui est vrai par hypotheése.

2. Supposons, par récurrence, que si le cardinal de G est inférieur & r alors il est de
la forme 2™. La récurrence est clairement vérifiée pour » = 1 et r = 2, supposons-la
vraie jusqu’au rang r et traitons le cas de r + 1. Soit alors g; # 1 un élément de G qui
engendre, par hypothése, un sous-groupe d’ordre 2 qui est distingué car gg1g~! = g1.
On considére alors le groupe quotient G'/(g1) qui est de cardinal & et dont tous les
éléments sont d’ordre 2; en effet gg = gg = 1. Par récurrence on a donc % qui est de
la forme 2™, d’ou le résultat.

3. Soit h € H etsoit g € G, il s’agit de montrer que ghg~' € H. Or H étant d’indice
2, il existe go ¢ H tel que G soit la réunion disjointe de H et de go H. Il suffit alors
de montrer que gohggl ne s’écrit pas goh’. On raisonne par I’absurde ce qui donne
hgy* = R etdonc go = h(h')~! soit go € H ce qui n’est pas.

Exercice 4.2.

Il existe un élément a de G tel que la classe aC' engendre G/C. Soient z et y deux
éléments de G. Il existe des entiers p et g tels que 2C' = (aC)? et yC = (aC)?. |l
existe donc des éléments « et 3 de C' tels que I’on ait les égalités z = aPa ety = alp.
On obtient les égalités 2y = aPaa?B = aPt9a3 = yu, et le fait que G est abélien.
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Exercice 4.3.

On consideére la surjection canonique s : G — G/H. Soit N un sous-groupe de G
d’ordre n. Alors, I’ordre de s(N) divise I’ordre n de N. Par ailleurs, s(/N') étant un
sous-groupe de GG/ H, son ordre divise I’indice de H dans G. On déduit de la (et de
I’hypothese), que s(V) est nul, autrement dit que IV est contenu dans H. Puisque N
et H ont le méme ordre, on adonc N = H. D’ou le résultat.

Exercice 4.4.

1. Supposons que H K soit un sous-groupe de G. Soit Ak un élément de H K. Cet
élément posseéde un inverse uv dans HK. On a donc hk = (uv) ! = v~ tu~! qui est
donc dans K H. Cela montre que H K est contenu dans K H. Par ailleurs soit £/ un
élément de K H. L’inverse de kh qui est A~ 'k~ appartient & H K. Puisque H K est
un sous-groupe de G, kh est donc aussi dans H K. D’ou I’inclusion KH C HK, et
I’égalit¢t HK = KH.

Inversement supposons HK = K H. D’abord e € HK et si z est dans HK, il est
clair que 2! aussi. Considérons par ailleurs, deux éléments v = ab et v = cd dans

HK.Onabc= fg,oufe Hetge K.Douuv = (af)(g9d) € HK. Cela prouve
que H K est un sous-groupe de G.

2. Soit hk un élément de HK. On a hk = k(k~'hk), ce qui prouve que hk € KH
(car H est distingué dans ) : d’ou HK C KH. Inversement, soit kh € KH.
L’élément khk—1 = h/ estdans H. Dol kh = W'k € HK etl'ona KH C HK.
D’ou le résultat.

3. D’abord I’ensemble quotient HK/H est un groupe car H est distingué dans
G (donc aussi dans HK) et ¢ est un homomorphisme de groupes (car kk'H
= (kH)(K'H)). Par ailleurs ¢ est surjective : en effet, soit « = hkH un élément
de HK/H :onaa =KNWNHouk' € Keth € H(carona HK = KH). D’ou
a =k'H etl’ona p(k') = a. Enfin étant donné un élément k de K, ona kH = H si
et seulement si k£ est dans H. Le théoréeme de factorisation des homomorphismes de
groupes entraine alors notre assertion.

4. Par définition I’application 1) est surjective. Elle est injective car H N K est réduit a
I’élément neutre de G. Tout revient a verifier que « est un homomorphisme de groupes.
Considérons pour cela deux éléments (h, k) et (h/, k') de H x K. On a les égalités
suivantes: ¢ ((h, k) (W', k') = o ((hR',kk')) = (hh')(kK'). Par ailleurs, tout élément
de H commute avec tout €lément de K : en effet, si h € H et k € K, I’élément
hkh~'k~! appartienta H N K car H et K sont par hypothése distingué dans G ; d’ou
hkh™'k~1 = e et le fait que hk = kh. Onadonc ¢ ((h, k)(W', k') = (hk)(R'K) i.e.

U((h, k) (R, K)) = ((h, k)Y ((K,K)).

5. Soit I la matrice identité de SLy(Z). On vérifie que M? # I et les égalités M* = I,
et N3 = I. Donc I’ordre de M est 4 et celui de IV est 3. Par ailleurs, pour tout entier
n > 0, on a les égalités

(MN)Z”:G] 21”> et (MN)2"+1:<_01 _1__12”>.
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Il en résulte que M N n’est pas d’ordre fini (M N est donc d’ordre infini).

6. Supposons que H K soit un sous-groupe de SLo(Z) ; c’est alors un groupe fini (car
par exemple I’application H x K — HK définie par (h,k) — hk est surjective).
Mais cela conduit & une contradiction car M N appartienta H K et M N est d’ordre
infini. D’ou I’assertion.

Exercice 4.5.

1. On rappelle que dans un groupe fini GG, I’ordre de tout élément est un diviseur du
cardinal de GG. Ainsi, si dans un groupe de cardinal 10 il n’y a aucun élément d’ordre
5, il N’y aurait aucun élément ¢ d’ordre 10 car sinon g2 serait d’ordre 5, de sorte que
tout élément ¢ = 1 serait d’ordre 2 ce qui contredit I’exercice précédent 4.1 car 10
n’est pas une puissance de 2.

2. Soit alors g un élément d’ordre 5 ; le sous-groupe H qu’il engendre est d’indice 2
et est donc distingué d’apres le point (c) de I’exercice 4.1. Soit alors ¢ H. Dans
le groupe quotient G/H, on a (z)? = 1 de sorte que x> appartient a H. Si on avait
x? # 1, 22 serait alors d’ordre 5 et 2 serait d’ordre 10 et G serait cyclique donc
abélien.

3. Supposons pour commencer que G est non commutatif. Soit x ¢ H de sorte que
tout élément de G s’écrit de maniére unique sous la forme g¥z? avec 0 < k < 5 et
i = 0, 1. On considére alors I’application f : G — Ds qui envoie gz’ sur 7 o
ou r est la rotation d’angle 27 /5 et s la réflexion d’axe (Ox). Montrons que f est
un morphisme de groupe, i.e. f(g*zig" 2¥) = r¥sir¥’s’. Pouri = 0 ou k' = 0, le
résultat découle de la définition. Dans le cas i = i’ = 1, comme (¢*' z)? = 1 (resp.
(r*'s)2 = 1), on a gkxg"'z = ¢" (resp. r¥sr¥'s = rk=*), d’ol le résultat. Si
i' = 0 on écrit gFxg* (resp. r¥sr*") sous la forme g*xzg* za (resp. r*sr*¥ ss) et on
applique le calcul précédent.

On obtient ainsi un morphisme G —— Ds qui est clairement injectif par définition, et
qui réalise donc, vu I’égalité des cardinaux de G et Ds, un isomorphisme.

Si G est commutatif, on reprend le raisonnement de (b). Si 22 # 1, « est d’ordre 10 et
G est cyclique. Si 22 = 1, z est alors d’ordre 2. Considérons alors y = xg et soit n tel
que y" = a"g"™ = 1soit ™" = x™ = ¢". Si n était impair, on aurait x € H ce qui
ne se peut pas car H ne contient pas d’éléments d’ordre 2. Ainsi n est pairet ¢ = 1
soit 5 divise n et donc 10 divise n, de sorte que y est d’ordre 10, d’ou le résultat.

Exercice 4.6.

Soit Z(G) le centre de G'; c’est un groupe (abélien) d’ordre p” avec 1 < r < k
(Proposition 4.30). Le groupe Z(G) étant distingué, le groupe quotient G/Z est un
groupe d’ordre p*~" auquel on peut appliquer I’hypothése de récurrence. Donc si
i > r, le groupe G/Z(G) posséde un sous-groupe d’ordre p*~" (par hypothése de
récurrence). Si * : G — G/Z(G) désigne I’application canonique, 7 ~!(z) est de
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cardinal r (ordre de Z(G)) pour tout x € G/Z(G), et donc 7 ~L(H) est un sous-
groupe de G de cardinal p*~" x p" = p’.

Sii < r, il suffit de montrer que Z(G) posséde un sous-groupe d’ordre p?, ce qui est
clair puisqu’il est commutatif.

GROUPE SYMETRIQUE

Exercice 4.7.

L’ensemble des 5-cycles est en bijection avec les 5-uplets (a, b, ¢, d, e) d’éléments
distincts modulo permutation circulaire, i.e. :

(a7 b’ C7 d7 e) ~ (b’ C? d7 e? a) ~ (07 d7 67 a? b) ~ (d7 e? a? b7 C) ~ (67 a7 b? C7 d)

de sorte que chaque classe est constituée de 5 éléments. On obtient alors (g)%’ tels
cycles, ou (g) est le coefficient binomial.

Pour les 4-cycles le méme raisonnement donne ( §)3! et de maniére générale le nombre
de r-cycles dans S,, est (| )(r — 1)\.

Exercice 4.8.

1. Soit ¢ un p-cycle et soit ¢ son image dans S,/ H qui n’est qu’un ensemble et n’est
pas muni de structure de groupe car H n’est pas distingué. L’ensemble S,,/H étant
de cardinal strictement inférieur a p, on en déduit qu’il existe 0 < 7 < j < p tel que
¢ = ¢J de sorte qu’il existe h € H tel que ¢/ = c'h soit ¢/~ € H. Or p étant premier,
il existe u et v tel que u(j — i) + vp = 1 de sorte que cV~9% = ¢ € H (car ¢? = Id
puisque c est un p-cycle.

2.Oncalcule (1324---p)~to(123--- p) = (132) de sorte que pour un 3-
cycle quelconque (abc)ona (abc) = (abciy - ip—3) "t o(acbiy--ip3) ol
{ih T 7ip—3} = {17 T 7n}\{a> b, c}.

3. Le groupe A, étant engendré par les 3-cycles (exercice 4.8) qui d’apres la question

précédente appartiennent a I, on en deduit que A, C H C S, de sorte que %’ divise
le cardinal de H qui est lui-méme un diviseur de p!. Comme H est un sous-groupe

strict de S,,, on en deduit alors que H est de cardinal %’ etdonc que A, = H.

4. On applique ce qui précede au cas p = 5. Si H était un sous-groupe de S5 de
cardinal 30 (resp. 40), il serait d’indice 4 (resp. 3) de sorte qu’il devrait contenir A5
ce qui ne se peut pas.

Exercice 4.9.

On trouve o = (1,10,4,11,6)(2,7,3,9,8,5). L’ordre de o est donc le ppcm de 5 et
6, soit 30 ; sa signature est —1.
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Exercice 4.10.

1. On part du fait que S,, est engendré par les transpositions (i j). La technique est
alors de montrer que toutes ces transpositions appartiennent au sous-groupe engendré
par les éléments que I’on considere.

(i) Ona(ij) = (1i)o(1j)o(1i);depluspour?2 < ig < n,ip est laissé fixe
par toutes les transpositions (1 i) pour i # i( de sorte que S,, ne peut pas étre
engendré par un sous-ensemble strict de celui considére.

(i) Pourl <i<j—l<n—1l,0ona(ij)=(j—1j5)o(ij—1)o(j—17), lerésultat
découle alors d’une récurrence simple sur j — i; soit 1 < i < n, I’intervalle
{1,--- ,ip} est laissé globalement stable par tous les éléments (7,7 + 1) pour
1 # 19, de sorte que S,, ne peut pas étre engendré par un sous-ensemble strict de
celui consideré.

(iii) Ona(i,i +1) =ci"t o7 oc, "™, le résultat découle alors de (ii).

2. Le résultat est clair pour n = 3. Pour n > 4,sia # betb # c alors
(ab)o(bec) = (abc);ainsisi a,b,c,d sont deux a deux distincts, (a b) o (¢ d)
= (abc)o(bed), dou le résultat.

3.SoitT = 7q,..., 7 un ensemble de % transpostions. Considérons le graphe I" avec
n sommets Py, ..., P,, une aréte joignant P; a P; si et seulement si la transposition
(i,7) estdans 7T'. Le fait que 7" engendre S,, implique que I" est connexe : il posséde
donc au moins n — 1 arétes, soitk > n — 1.

Exercice 4.11.

Onaoc = (123)o0(24)o (1 3)quiestbien une décomposition en cycles
mais pas a supports disjoints; on vérifie sans peine que o = (3 2 4). De méme
(12---n—1)o(ln)=1An2--- n—1).

Exercice 4.12.

Sio = ¢y 0--- 0 ¢, est ladécomposition en cycles a supports disjoints de o, chaque
cycle est d’ordre sa longueur et ces cycles commutent car leurs supports sont disjoints,
de sorte que I’ordre de o est le ppcm des longueurs des cycles ¢; pour 1 < 4 < 7. En
particulier dans S5, on trouve que I’ordre maximal d’un élément est 6.

Exercice 4.13.

Soit x € {1,---,n}; déterminons le cycle de la décomposition de o = c* auquel il
appartient (on appelle ce cycle I’orbite de x sous ¢*) :
()i(z) = 7 <= nlki < (H”Tk)u

de sorte que I’orbite de z sous c* est toujours de longueur n/(nAk). La décomposition
en cycles a supports disjoints de c* est donc constitué de (n A k) cycles de longueur
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OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Exercice 4.14.

1. On rappelle (théoréme 4.31) que pour n. > 5, A,, est simple et que les sous-groupes
distinguésde S,, sont {1}, A,, et S,,. On considére I’action par translations a gauche de
S, sur S,/ H, ce qui donne un morphisme ¢ : S, — S(S,,/H); S(S,/H) désigne
le groupe des permutations de I’ensemble S,,/H. Si o € ker ¢, on a en particulier
ocH = H, soit o € H, de sorte que ker ¢ C H ; H étant d’indice n dans S,,, ker ¢
ne peut qu’étre le sous-groupe trivial puisqu’il est distingué. Le sous-groupe ¢(H ) est
ainsi un sous-groupe de cardinal (n — 1)! laissant stable I’élément Id (la classe de H),
de sorte que ¢(H) est inclus dans un sous-groupe de S(S,,/H) qui est isomorphe &
S,,_1; par cardinalité on en déduit H ~ S,,_1.

2. On considére de méme I’action par translation & gauche de S,, sur S,,/H ce qui
donne un morphisme de groupe S,, — Si. qui pour des raisons évidentes de cardina-
lité¢ (k < n) ne peut étre injectif; or le noyau étant un sous-groupe distingué contenu
dans H car stabilisant la classe de I’identité, on en déduit .A,, C H et donc comme
k>1 H=A,,.

Exercice 4.15.

Le groupe H agit sur I’ensemble G/H des classes a gauche de G modulo H par
translation & gauche : (hyzH) — haH.

Soient » le nombre des H-orbites distinctes de G/ H, et (1)1 <k<n Ces orbites. On a

G/H|=p= Y % (1)

1<k<n
Par ailleurs, pour tout & compris entre 1 et n, le cardinal de €2, est égala 1 ou p : en
effet, le cardinal de 2, divise | H|, | H| divise |G| et p est le plus petit diviseur premier
de I’ordre de G. Toutes les orbites sont en fait de cardinal 1. En effet, dans le cas
contraire, il n’y aurait d’apres (1) qu’une seule orbite de cardinal p, ce qui n’est pas,
car I’orbite de H est réduite & { H }. Il en résulte que le stabilisateur de tout élément de
G/ H est H tout entier. Considérons alors un élément a de G. Pour tout élément h de
H onadonc haH = aH ; ainsi a~'Ha est contenu dans H, et donc H est distingué
dans G.

Exercice 4.16.
1. L’équation aux classes s’écrit :

n=a + 3@2 + 7@3 + 21a4 (3)

ou ay (resp. ao, resp. as, resp. a4) désigne le nombre de classes de cardinal 1 (resp.
3, resp. 7, resp. 21). Pour n = 19, a4 est forcément nul et si par ailleurs on impose
a1 nul, I’équation (3) s’écrit 3as + 7az = 19 ce qui impose a3 = 1 et ay = 4, soit 5
orbites dont une de cardinal 7 et 4 de cardinal 3.

2. Pour n = 11, a4 est aussi nul. Par ailleurs I’équation 3as 4+ 7ag = 11 n’a pas de

solutions entiéres de sorte que a; ne peut pas étre nul, i.e. il existe au moins un point
fixe.
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3. Il suffit de montrer que tout entier n > 12 peut s’écrire 3a + 7b avec a,b > 0. Or
c’est vrai pour 12, 13 et 14 et donc pour tout entier plus grand en rajoutant un multiple
de 3.

EXEMPLES LIES A LA GEOMETRIE

Exercice 4.17.

(1) = (4i). Supposons que f soit une symétrie par rapport a un sous-espace vectoriel
F de E. Notons F* I’orthogonal de F. Ona E = F@FL. Par définition, la
restriction de f & F est I’identité et la restriction de f & F est moins I’identité.
Par suite, ona f o f = Idg (ou Idg est I’identité de E).

(14) = (4i1). Supposons f o f = Idg. Le polyndbme minimal de f divise alors
X? — 1 € R[X]. Ses racines étant réelles et simples, f est donc diagonalisable.

(7i1) = (). Supposons f diagonalisable. 1l s’agit de démontrer que f est une symétrie
de E. Puisque f est une isométrie, ses seules valeurs propres possibles sont —1 et 1.
D’apres I’hypothése faite, I est somme directe des sous-espaces propres de f. On a
ainsi
E =ker(f —Idg) @ ker(f + Idg).

Par ailleurs, les sous-espaces vectoriels ker(f — Idg) et ker(f + Idg) sont ortho-
gonaux. En effet, si = et y sont des éléments respectivement de ker(f — Idg) et
ker(f +Idg), on a les égalités

(zly) = (f(@)f(y) = (x| —y) = —(zy),
d’ou (x|y) = 0. Il en résulte que ker(f — Idg) est contenu dans ker(f + Idg)*.
Puisqu’ils ont tous les deux pour dimension la codimension de ker(f + Idg), on a

donc I’égalité ker(f — Idg) = ker(f +Idg)*. Par suite, f est la symétrie par rapport
aker(f —Idg).

Exercice 4.18.

Considérons une symeétrie f par rapport a un plan H transformant a en b. On a
f(a) =10, f(b) =a,d’ou f(a —b) = b— a, de sorte que a — b appartient & la droite
H (I’orthogonal de H). Puisque a et b sont distincts, on a donc H+ = R(a — b). Il
en résulte que I’on a nécessairement H = R.(a — b)*. Inversement, soit S la symétrie
de E par rapport a R(a — b)*. 1l s’agit de vérifier que I’on a S(a) = b. Les normes
de a et b étant les mémes, on a les égalités

(a+bla—b) = lal[* - [b|* = 0.
On en déduit que a + b appartient @ R(a — b)*, d’o0 S(a + b) = a + b. On a par
ailleurs S(a — b) = b — a. L’égalité

a:%((a+b)+(a—b)),

entraine alors le résultat.
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Exercice 4.19.

Notons (e1, es, e3) la base canonique de R? et Id I’identité de R3. L’espace R est
muni de sa structure euclidienne pour laquelle (eq, ez, e3) est une base orthonormée.

1. On vérifie que *M M est la matrice identité, ce qui prouve que w est une isométrie.
Le déterminant de u étant égal a 1, u est donc une isométrie directe.

2. On vérifie que le noyau de v — Id est la droite engendrée par le vecteur e5 + e3. Le
plan H orthogonal a cette droite a pour équation y+2z = 0 et une base est (e1, e2 —e3).
Il en résulte que le systéme

B_<62+63 . 62—63)
\/5 s €1, \/i )

est une base orthonormée de R3. L’endomorphisme « fixe la droite engendrée par
es + es, en particulier H est stable par «. La restriction de w @ H est une isométrie de
H. Puisque le déterminant de « vaut 1, on en déduit que la restriction de u & H est une
isométrie directe de H. La matrice de u dans B est donc de la forme

1 0 0
M :=1 0 cos —sinf |,
0 sinf cos

ou § € R. La trace de M étant nulle, on a 2cosf + 1 = 0 i.e. cosf = —1/2.
Déterminons sin 6. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base B. Les
bases (e1, ez, e3) et B étant orthonormées, P est une matrice orthogonale, autrement
dit,ona’P = P~'. Onadonc I’égalité M’ = ' PM P. On obtient ainsi

1 0 0

w=lo 4 4,
0 V3 1
2 2

d’olsinf = \/3/2

TROIS POLYEDRES REGULIERS ET LEURS GROUPES

Exercice 4.20. Le tétraédre régulier
1. L’isobarycentre O du tétraédre est invariant par tout élément de Z+ de sorte que

—

I"application vect : g € Zp — § € O(3) définie par g(v) = Og(M) ou M est tel que
OM = v est un morphisme de groupes injectif.

2. Une application affine est déterminée par les images de 4 points non coplanaires.
Tout élément de Z; permute les 4 sommets, de sorte que I’on a une injection
1: IT [— 54.

3. 1l suffit de vérifier que la transposition (12) est dans I’image de i ; en effet toute

transposition est alors dans I’image et comme les transpositions engendrent S, ¢ Sera
alors un isomorphisme. La transposition (12) est I'image par 7 de la réflexion par
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rapport au plan médiateur du segment [1, 2]. Le sous-groupe D étant d’indice 2, il en
est de méme de son image soit Dy ~ Ajy.

Exercice 4.21. Le cube

1. Comme dans I’exercice précédent, on a une injection i : 7o — Sg. L’indice
[Zc : Dr] est égal a 2 ou 1 selon que Z contient ou non une isométrie négative;
clairement la réflexion par rapport a un plan qui coupe le cube en deux selon le milieu
de 4 arétes paralléles appartient @ Z¢\ D¢ de sorte que [Z¢ : De| = 2.

2. On remarque que les grandes diagonales sont les plus grandes distances entre deux
éléments du cubes et sont donc conservées par toute isométrie. On obtient ainsi un
morphisme f : Zo —— Sy4. Soit alors g € ker f. On vérifie aisément que g = +1d.
Pour montrer la surjectivité, il suffit comme précédemment de montrer que la trans-
position (12) est obtenue. Notons abcd les sommets de la face du dessus du cube et
a't’'d d’ les points de la face du dessous de sorte que les grandes diagonales soient aa’,
b, cc’ et dd'. La réflexion par rapport au plan contenant aa’ et la direction orthogonale
a la face du dessus a pour image la transposition qui échange bb’ et dd’ et laisse fixe
aa’ et /. On obtient ainsi que f induit un isomorphisme de D¢ sur Sj.

Exercice 4.22. L’octaedre

On remarque que le dual du dual d’un point (resp. d’un plan) est le méme point
(resp. plan). Ainsi le dual du cube est I’octaédre. En outre toute isométrie préserve
le produit scalaire, de sorte qu’une isométrie conservant une figure, conserve aussi la
figure duale. On en déduit alors que le groupe de I’octaédre est celui du cube.

Remarque: Le tétraedre est autodual.

PROBLEMES

Probléeme 4.1.

1. Un élément = de G est dans ker ¢, si et seulement si, pour tout g € G, zg € gH ou
de maniére équivalente, x € gHg~!, d’oll le résultat.

2. On fait agir H sur E = G/H par translation & gauche; I’équation aux classes
s’écritp = > .o |x], o0 O désigne I’ensemble des orbites. On sépare cette somme
en deux en différenciant les orbites de cardinal 1:p = k+ > .7 [G : G,], ou O' est
I’ensemble des orbites de cardinal supérieur strictement a 1, et G, est le stabilisateur
d’un élément quelconque de I’orbite x; GG, est un sous-groupe de G et d’apres le
théoréme de Lagrange, [G : G| est un diviseur de |G| et est donc supérieur ou égal
ap.Oronak > 1car H est stable sous I’action de H ; ainsi O est vide, soit toutes
les orbites sont de cardinal 1, i.e. H = H; et donc H est distingué dans G.

3. Cf. I’exercice 4.1.

4. Le raisonnement est strictement identique a celui de I’exercice 4.5, 1.

5. Méme preuve que dans I’exercice 4.5, 2.

6. Cf. I’exercice 4.5, 3.
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Probléme 4.2. (« Jeu de taquin »)

1. On remarque qu’une opération élémentaire correspond, dans Si¢, & une transposi-
tion et fait passer la case vide, numérotée 16, d’une case marquée (resp. non marquee)
a une case non marquée (resp. marquée), de sorte qu’au bout de n opérations élémen-
taires la signature de la permutation obtenue est (—1)" et la case 16 se trouve sur une
case non marquée pour n impair et marquée pour n pair.

Ainsi si la case vide se retrouve en position initiale, la signature de la permutation
obtenue est forcément égale a 1 de sorte qu’il est impossible d’obtenir la transposition
(14 15) et de gagner la fortune promise.

2. (i) On obtient le 3-cycle (11 15 12).

(ii) Pour obtenir les autres 3-cycles de I’énonce, il suffit de faire glisser la case vide
dans la bonne position et d’opérer les manipulations de I’énoncé pour obtenir le nou-
veau 3-cycle, puis de ramener la case vide dans sa position initiale. On illustre se
principe dans le cas de (9 13 10).

1 2134 1 2 3 4 11234 1 23 |4
5 6718 5 6 7 8 56|78 5 678
9 10|11|12 9ﬁ10 11 12 1013 11|12 10 13|11 12
13 14115 1‘3>/ 14 15 9], 1415 9 14|15

(iii) On rappelle que A5 est engendreé par les 3-cycles. Le principe est alors d’écrire
tout 3-cycle (¢ j k) comme un produit de 3-cycles (1 2 s). L’'idée est de considé-
rer des conjugués; par exemple pour i, 7, k distincts et distincts de 1 et 2, on a :
(12912512t =(2ij)et(12k)(244)(12k) " = (kij)doule
résultat.

(iv) Dapres (iii), A5 est engendré par les 3-cycles (2 1 ¢) pour 3 < ¢ < 15. Par
ailleurs, pour un mouvement autorisé on peut revenir en arriére et I’on peut enchai-
ner deux mouvements autorisés; le sous-ensemble cherché est ainsi évidemment un
sous-groupe de As. Il suffit donc de montrer que I’on peut obtenir tous les (2 1 7).
A nouveau, on considére des conjugaisons des éléments dont on dispose. Ainsi en
conjugant (2 1 6) avec (596), (596)~1, (6107), (6117), (6 73)et(673)"1,
on obtient respectivement (21 5), (219), (2110), (2111), (217)et(213). En
conjuguant (2 1 3) (resp. (2 1 11), resp. (2 1 10)) avec (3 8 4) et (3 8 4)~* (resp.
(11 15 12), resp. (10 14 11), (9 13 10) et (9 13 10)~1), on obtient (2 1 8) et (2 1 4)
(resp. (2115), resp. (2114),(219) et (21 13)), d’ou le résultat.

3. La condition de parité du point (i) est le seul impératif. En effet, il suffit de décider
d’un chemin pour faire passer la case vide de la position initiale (celle de (i)) a la
position cherchée, ce qui induit une bijection de I’ensemble des configurations avec la
case vide en position initiale avec I’ensemble des configurations avec la case vide a la
position considérée, d’ou le résultat.

Ainsi, si on remonte le jeu au hasard, on a une chance sur deux de tomber juste.
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POLYNOMES

Exercice 5.1.

Onaa,p” + ap_1p" tq+ -+ apq™ = 0 de sorte que p (resp. ¢) divise agq™ (resp.
app™), etcomme (p A q) = 1, p (resp. q) divise ag (resp. a,,) par le lemme de Gauss.

Ainsi les solutions rationnelles de P(X) = 3X3 4 4X2 4 2X — 4 sont a
chercher avec p = 1,2,4 et ¢ = 1,3; on vérifie alors que 2/3 est solution et
P(X) = 3(X —2/3)(X? +2X + 2). Le polyndme X? + 2X + 2 est irréductible
sur R, donc sur Q, et possede deux racines complexes.

Exercice 5.2.

On raisonne par récurrence sur le degré de P ; le résultat est évident pour P de degré
1. Supposons le résultat vrai pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a n et soit
P dedegré n+ 1. Onnote A = (P A P’) de degré supérieur ou égal a 1 par hypothese
car A(xz) = 0. Ainsi A divise P et donc P n’est pas irréductible (deg A < deg P).
Soit donc P = QR dans Q[X] avec @ et R de degré inférieur a n.

Pour un polyndme P et = une racine, notons vp(x) la multiplicité de la racine z. On a
par hypotheése vp(z) = vg(x)+vr(z) > (n+1)/2 etdonc soit vy (z) > (deg Q)/2,
soit vp(x) > (deg R)/2 et par hypothése de récurrence = € Q.



188 Solutions des exercices

Exercice 5.3.

Onécrit P=P'Q avec Q dedegré 1,s0it Q(X)=a(X—a) et P(X)=aP'(X)(X—«).
En dérivant k fois cette égalité, on obtient P*) (X)) =aP*+D (X )(X —a)+kaP®) (X)
et pour k < deg P on a ak # 1 car sinon P**1) serait le polynome nul, ce qui
n’est pas. En évaluant en o, I’expression précédente on obtient P(*)(a) = 0 pour
k < deg P. La formule de Taylor pour le polynéme P donne alors :
X — a)deg P-1
P(X)=P Plla)(X — ... 1 p(degP-1) (—
(X) = P(a) + P/(a)(X —a) + -+ ey

(X o a)degP P(deg P) (Oé)

(deg P) —
P o) e i (deg P)!

X — a)deg P'

Réciproquement on vérifie immédiatement qu’un polynéme de la forme a X" est
divisible par son polyndme dérivé.

Exercice 5.4.

En regardant les coefficients dominants et en notant que, dans R, I’égalité o> +b*> = 0
est équivalentea a = b = 0, on obtient que deg P est pair. On raisonne alors par récur-
rence sur le degré 2n de P.Pourn = 1,0naaX2+bX +c = a(X +£)2+(c— ).
Par ailleurs comme la limite en +oc de P est positive, on en déduit > 0 et comme

P(0) > 0 on obtient aussi ¢ — % > 0 qui est donc de la forme §2 de sorte que

aX?+bX + cestbien de la forme Q%+ R? avec Q(X) = y/a(X — L) et R(X) = 4.

Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang n— 1 et traitons le cas de deg P = 2n.
On considére la factorisation de P = [[,(X — ;)™ [[,; D;(X)™ ou D; est un
polynéme irréductible de degré 2 sur R. S’il existe j tel que m; est non nul, le
polynéme 5_(();)) est alors de degré inférieur & 2(n — 1) et vérifie la condition de
I’énoncé de sorte qu’il existe Q)1 et Ry tel que § = Q% + R2. Daprés le cas
n = 1, il existe aussi Q2 et Ry tels que D; = Q3 + R3. On considére alors I’identité
remarquable de Lagrange (cf. le probleme (1.4))
(a® 4+ b*)(c? + d?) = (ab — cd)? + (ad + bc)?

desorteque P = Q% + R?avec Q = Q1Q2 — RiRa et R = Q1 Ry + R1Qo.

De laméme fagon s’il existe i tel que n; > 2 est pair, on remarque que Q(X):= %

vérifie les hypothéses; on a en effet P(x) = Q(x)(z — \;)? de sorte que pour tout
x # A, onaQ(x) > 0. En outre @) étant un polyndbme, est continu de sorte que
Q(A;) = 0. On conclut alors comme précédemment, en appliquant I’hypothése de
récurrence et I’identité de Lagrange.

Le dernier cas a étudier est celui ou P(X) est scindé & racines simples. On remarque
alors qu’au passage d’une racine «, P change de signe car P(X) est équivalent, au
voisinage de @ & P'(«)(X — «). Un tel P ne vérifie pas I’hypothese de I’énoncé.
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Exercice 5.5.

On utilise la formule de Taylor P(X) = P(a)+ (X —a)P'(a)+- - -+ X=2" ) (q)

n!

qui est une égalité car P est un polyndme de degré ». On en déduit donc que P(z) >0
pour tout z > a.

Exercice 5.6.

Si z est une racine multiple de P, onaalors P(x) = P’(z) = 0 soit
1+:U+--'+%'; = 1+x+---+é%}l)! = (0 soit ™ = 0 et donc x = 0 qui ne
convient pas.

Exercice 5.7.

OnaP'(X)=6X(X*—-5X3410X? — 10X + 4) et X étant premier avec P(X),
on calcule alors le PGCD 6 de P(X) avec X% — 5X3 + 10X? — 10X + 4 selon
I’algorithme d’Euclide :
§ =((P(X)—(X?+X)(X*—5X3+10X? — 10X +4))A
(X*—5X? +10X? — 10X +4))
= (X2 —2X +2) A (X* —5X3 +10X2 — 10X + 4)

= (X2 -2X +2)A
(X% —5X3+10X? — 10X +4 — (X% - 3X)(X? —2X +2))
=X2-2X +2

Comme X2 — 2X + 2 divise a la fois P(X) et P/(X), on en déduit que
(X2 — 2X + 2)2 divise P. On effectue alors la division et on obtient finalement
P(X)=(X?-2X +2)*(X?-2X —1).

Exercice 5.8.

Ona X? —2cosfX +1 = (X — ) (X — ) et on évalue le polynome
en question en e et e= : e sinf — ¢ sin(nh) + sin(n — 1)0 = a + ib avec
a = sin 6 cos(nf)—cos 0 sin(nh)+sin(n—1)0 = 0 etb = sin(nf) sin §—sin 0 sin(nd)
= 0. Ainsi (X —¢) et (X —e~%) divisent X™ sin § — X sin(nf)+sin(n—1)d et donc
aussi le ppem de (X — %) et (X — =) qui est égal au produit (X — ') (X — =)
car le pged ((X — e), (X — e %)) = 1.

On calcule facilement par récurrence X"sinf — Xsin(n#) + sin(n — 1)0
= (X%?—2cos X +1)(X" 2 sin(nf)+X"3sin(20)+- - -+ X" F sin(k—1)0)+ Ay,
avec Ay, = sin(k0) X" F*+! —sin(k — 1)0X" % — X sin(n) + sin(n — 1)6.

Exercice 5.9.

Au lieu de prendre la base (1, X, X?) de Cy[X], on choisit la base (1, X — a,
(X —a)(X —0b))etonévalueenaetb. Onécritainsi P(X) = Q(X)(X —a)(X —b)
+ a + (X — a). En évaluant en a on trouve o« = P(a) puis en évaluant en b on
obtient finalement P(X) = Q(X)(X — a)(X — b) + P(a) + ZO=L@ (x _ ),
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RACINES DES POLYNOMES A COEFFICIENTS COMPLEXES

I\ 1/d—i
Exercice 5.10. Posons M = supogigd_1<d%> . Soit z € C tel que |z| > M
alors, pour 0 < i < d, ona |a;| < %|2|4=7 et donc |ag_1 27" + - - + ao| < |aqz’]
soit P(z) # 0.

Exercice 5.11.

1. Soitz € C une racine de P’ et supposons P(z) # 0; on écrit

1;((5)) = > i=1 3= = 0soiten «multipliant par la quantité conjuguée » :

i e

n z—z; lz— zq\
> ie1 iz = 0 d’ou > 15 = 0.Onadonc z = g et z est un

barycentre a coefficients strictement positifs des z; et appartient donc a I’enveloppe
convexe des z;.

2.0npose Q(z) = (P(z) — w1)™(P(z) — wy)™ et donc
Q'(2) = (1 +n2) P'(2)(P(2) —w1)™ 7 (P(2) —ws)™ ' [P(2) - <%)}

Soitalors E = {w € C / {z / P(z) = w} C K} ;ainsi pour tous wi,ws € E et tous
ning € N* ona{z/ P(z) = et} {2/ Q'(2) =010 {z/ Q'(z) = 0}
est inclus dans I’enveloppe convexe des zéros de P(z) — w1y et P(z) — wy et donc
contenu dans K car K est convexe. On conclut alors par un petit argument de topologie
en utilisant le fait que Q est dense dans R.

RACINES DES POLYNOMES A COEFFICIENTS REELS

Exercice 5.12.

Soit P(X) = ap, X™ + -+ -+ ag avec a,, # 0 et ag # 0. Supposons que P ne s’annule
pas sur R de sorte que ag = P(0) est du méme signe que a,, car la limite de P en
+o0 est a, (+00). On en déduit alors que Vp, qui est égal au nombre de changements
de signe entre ag et a,, est pair, d’ou le lemme de Descartes dans ce cas. Supposons
le résultat acquis pour tout polyndéme possédant strictement moins de n racines réelles
positives. Soit alors o« > 0 une racine de P et considérons P(X) = (X — a)Q(X)
avec Q(X) = b, 1 X" 1 4+ - + by de sorte que

( _
ap = bn1

(p—1 = byp_o — aby,_1
a; = bj_1 — ab;

ap = bo — Oébl
apg = —Oéb()
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On remarque tout d’abord que les égalités a,, = b,_1 et ag = —abg avec a > 0,
impliquent que V(P) = V(Q) + 1 mod 2. Il ne reste alors plus qu’a montrer
que V(P) > V(Q). On remarque d’abord que aq et by sont de signes contraires.
Considérons un changement de signes dans la suite des b; : b;—1,0,...,0,b;,... ...
avec j > i et b; de signe contraire a celui de b;_;. On voit alors que a; est du signe de
bi—1, ce qui implique que V' (P) > V(Q), d’ou le résultat.

Exercice 5.13.

Si a est une racine d’un P(® pour i > 0 avec P(z) # 0, alors V(zt) — V(z™)
est un nombre négatif pair; en effet soit [, + ] C [1,d — 1] un segment
tel que PY(z) = Opouri < j < i+ r et PO-D(z)PUtr+) £ 0, on
remarque que i + r < d car P est une constante non nulle, on a alors
PUHR) (3 4 h) = pr+1=k pl+r+1) (1) 4 o(h?) de sorte le nombre de changements de
signes de la sous-suite (P (z~),--- , P++1) (z7)) est maximal tandis que celui
de (PO (zt),. .., P+ (1)) est minimal, de sorte que la différence du nombre
de changements de signes de la sous-suite (P(—1) ...  PU+r+1)) est négatif ou nul.
On conclut alors aisément que V(1) — V(z ™) est négatif ou nul ; ce nombre est de
plus pair car les signes des deux extrémités P, P(@) est le mémeen z~ et 2% et que le
signe de P9 () est égal au signe de P(x) multiplié par (—1)" (),

Si x est une racine de P d’ordre r, le méme raisonnement permet de conclure que
V(™) — V(z™) est égal a k + 21 pour un certain entier /.

On en déduit alors facilement I’énoncé de I’exercice. Le lemme de Descartes corres-
pond alors au calcul de V(0) — V(+00).

Exercice 5.14.

On pose G(z) = e “*F(x); les zéros de G sont les mémes que ceux de F'; on
raisonne alors par récurrence sur la somme m des degrés des P;, le premier cas,
m = 0 étant une application directe du lemme de Rolle, comme dans la démons-
tration du lemme de Descartes ; par hypothése de récurrence G (%) a alors au plus
Yoy di + (n — 1) zéros réels de sorte que d’apres le théoréme de Rolle G a au plus
Yo di + n zéros réels.

Exercice 5.15.

D’aprés le lemme de Descartes, le nombre de racines réelles positives est inférieur a
V(P) =V (—13x6,—14x6,—7x13,1) = 1 touteny étant congru modulo 2, ce qui
donne donc exactement 1 racine positive. En ce qui concerne les racines réelles néga-
tives, on considére le polynéme P(—X) = X —7x13X2414x6X —13 x6 de sorte
que le nombre de racines négatives est inférieura V(P(—X)) = V(—13 x 6, 14 x 6,
—7 x 13,1) = 3 tout en y étant congru modulo 2 ce qui donne une ou trois racines
réelles négatives.

Afin de déterminer le nombre de racines négatives, on applique la régle de Sturm : on
a P'(X) = 14(X'® — 13X — 6) de sorte que modulo P’, ona X3 = 13X + 6 soit
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P(X) = X(13X+6)—7x13X2?—14x6X —13x6 = —13x6(X2+X+1) mod P
Onpose P; = 13.6(X? + X + 1) de sorte que X® =1 mod P etdonc X3 = X
mod P; desorteque P’ = —14(X —13X+6) = —14x6(2X+1) mod P;.On pose
Py = 14x6(2X +1) desorte que P; = 13x6((—1/2)2+(—1/2)+1) = 13x6x3/4
mod P». La régle de Sturm donne alors que le nombre de racines réelles négatives
de P est égale @ V(P, P!, —o0) — V(P,P',0) = V(1,—14 x 13.6, 12 x 3/4)
—V(—13x6,—6 x 14,13 x 6,12 x 3/4) =4 —1 = 3. On retrouve par ailleurs que
le nombre de racines réelles positives est égale a

V(P,P',0) — V(P,P',400) = V(—13 x 6, -6 x 14,13 x 6,12 x 3/4)

~V(1,14,13 x6,12x3/4)=1-0=1

RESULTANT, DISCRIMINANT

Exercice 5.16.

L’équation algébrique est donnée par le résultant des polyndmes a coefficient dans
Qlz,y], 2 +t+1—xett? —1) —y(t? + 1), soit :

1 1 1—2z 0
0 1 1 11—z
1—-y O —1—-y 0
0 11—y 0 —1—y

c’est-a-dire y?2? — 2y2? + (y + 1) — 22+ 3 = 0.

Exercice 5.17.

L ensemble cherché est le lieu ou le discriminant du polynéme caractéristique est non
nul ; cela définit donc un ouvert dans I’ensemble des matrices identifi¢ 8 R™".
Exercice 5.18.

1. Il s’agit de calculer le déterminant suivant :

qg p 0 1 0
0 g p 01
p 03 0 0
0 p 03 0
0 0 p 0 3

On peut par exemple faire les manipulations suivantes sur les lignes : L5 < Ls — 3Lo
et Ly — L4 — 3Ly ce qui donne le déterminant suivant :

q P 010

0 q p 0 1
P 0 3 00
—3q —2p 0 00
0 -3¢ —2p 0 O

qui vaut 4p3 4 27¢>.
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2. On suppose pour commencer p # 0. En notant que X2 = —p/3 mod (3X?2 + p),
on obtient X® + pX + ¢ = 2% + ¢ mod (3X? + p) soit P;(X) = — (22X + q).
Ensuite on a 3X% +p = 3(‘2—‘:’)‘7)2 +p = % mod P;. Ainsi P et P’ sont
premiers entre eux si et seulement si 27¢%+4p3 # 0 de sorte que P(X) = X3+pX+q
et P’ ont une racine commune si et seulement si 27¢2 + 4p® = 0. On en déduit que le
discriminant est égal & 27¢> + 4p°>.

Pourp = 0,ona X> + ¢ = ¢ mod (3X?) de sorte que P(X) = X3 + ¢get P/ ont
une racine commune si et seulement si ¢ = 0, soit si et seulement si 27¢> = 0, d’ou le
résultat.

Exercice 5.19.

On considére donc Px(Y) et Qx(Y) comme des polyndmes a coefficients dans
C[X]. Le résultant est alors donné par le déterminant

1 -X X?2-1 0
0 1 —-X X2-1
1 -1 2X2-2 0
0 1 -1 2X2 2

Un calcul aisé nous donne alors 3X (X2 — 1)(X — 1).

Les points d’intersection cherchés ont pour abscisse 0,1 et —1 ce qui donne, en
calculant Y, les points (0, —1), (1,0), (1,1) et (—1,0), soit 4 points réels (on rappelle
que le théoreme de Bézout donne 4 points dans le plan projectif a priori non réels).

Exercice 5.20.

1. Le résultant est donné par le déterminant

1 b X?+c¢
1 X?2+49¢ 0
0 1 X2+4g

soit X% + (29 — b+ 1) X2 + (g% — bg + ¢) : c’est évidemment ce que I’on trouve
en éliminant Y dans les deux équations. On pose dans la suite « = 2g — b + 1 et
B =g*>—bg+c

2. Si on veut 4 points de méme abscisse, i.e. P(X) = X* +aX? + 8 = (X — x0)4,
il faut xo = 0 ce qui revienta imposer oo = 3 = 0.

3. Pour avoir 4 racines réelles il faut et il suffit que I’équation Z? + aZ + 8 = 0 ait
deux racines réelles positives, soit 6 = a? — 48 > 0, 3 > 0 et a < 0 (la somme des
racines et le produit doivent étre positifs).
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En utilisant la regle de Sturm (cf. le théoréme (5.18), on effectue les divisions eucli-
diennes suivantes :

X4+aX2+ﬁ:(4X3+2aX)§—(—XQ%—B)

8 25

AX3 420X = (X228 _ gy (—x2) - (—xZ2

F20X = (- X°2 - p(-x D) (-x2)
_x2@ gyt

de sorte que V(P, P/, —o0) =V (1,—4, —a /2,26, 3) et V(P, P, +00) =V (1,4,
—a/2,—28/a, 3). Si on veut 4 racines réelles il faut V (P, P’, —oco) — V (P, P, +00)
=4s0it V(P,P',—00) =4etV(P,P,+00) =0s0ita <0,§ >0et3 > 0.

Exercice 5.21.

1. Le systeme d’équations A(X) = B(Y — X) = 0 posséde comme solutions les
couples (x4, xp + x4) OU z, (resp. xp) décrit les solutions de A(X) = 0 (resp.
B(X) = 0). On considere alors les polyndmes A(X) et B(Y — X) comme des
polynémes a valeurs dans K'[Y] et on introduit leur résultant qui est un polyndme en
Y dont les zéros sont d’aprés ce qui précede, exactement les sommes des zéros de A
avec ceux de B.

2. Appliquons ce qui précéde a A(X) = X2 —2et B(X) = X3 — 7. Le résultant en
question est donné par le déterminant

1 0 -2 0 0
0 1 0 -2 0
0 0 1 0 -2

-1 3y —-3Y2 Yy3-7 0

0 -1 3y —3Y? y3-7
soit aprés calcul Y6 — 6Y4 — 14Y3 + 12Y2 — 84Y + 41.

FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES

Exercice 5.22.

1. L’inégalité proposée découle directement de la concavité du logarithme : pour n
nombres réels positifs ) (a;) 1 <4 < n, on g Lokt <)y adetan ooy Je
résultat en prenant les exponentielles des deux membres.

2. Quitte & factoriser par une puissance de X, on suppose P(0) # 0 et on écrit
P(X)=X"— o X" +... +(~1)"0, avec o, # 0. On applique alors (a) ce
qui donne (c2)'/" < @ < 3/n, d’ou n < 3. Une inspection cas par cas donne
X+, X2+X -1, X3+ X?-X-1let X2 - X2 - X +1.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des problémes 195

Exercice 5.23.

Onaa+B8+7+d0=2=2a+p),apBy =1 = —(ap)? de sorte que a, 3
(resp. ~y,0) sont les racines de X2 — X + i (resp. X2 — X — 4). En outre on a
B+a)(y+8)+(af+~v+6) =—-a=1letaf(y+05) +75(a+6) =b=0.
Finalement (a, 3,7, ) sont les racines de X4 — 2X3 — X2 — 1 qui se factorise sous
la forme (X2 — X +1i)(X? — X —i); on les calcule alors par la formule du bindme.

Exercice 5.24.

Une CNS pour que ABC soit rectangle isocéle en A est b — a = +i(c — a), soit
(b—a)’+(c—a)?=0,ie b?+c*+2a%> =2a(b+c). Enoutreonaa+b+c =0,
abc = —q et ab + ac + bc = p. Le but est alors d’éliminer dans la CNS a, b, ¢ et de
les remplacer par p et ¢; onaa® +b% +c® = (a + b+ ¢)? — 2p = —2p de sorte que
la CNS s’écrit —2p + a? = —2a? soit 3a? = 2p. Orona a® = —pa + q # 0 de sorte
que la CNS s’écrit —3pa + 3q = 2pa, SOita = g—g. Ainsi I’équation 3a? = 2p devient
27¢> — 50p% = 0.

Exercice 5.25.

Les relations de Newton donnent
2= sg — 259
2= s‘f — 35951 + 383
2 = s} — 48957 + 43351 + 253

ce qui donne

so=s7/2—1

383 =2 — s34+ 3s1(s3/2 - 1)

s1(s3/6 —2s1+8/3) =0
Les racines de X3 — 12X + 16 étant 2 et —4, on obtient alors s; = 0,2, —4 et
donc s = —1,1,7 et s3 = 2,0,—6. Les triplets (z,y, z) sont alors les racines des
polyndmes X3 — X —2, X3 -2X?+4+ X, X3 +4X%2+7X+6.

PROBLEMES

Probléeme 5.1.

1. Soit [;(X) = [logjri<n (i:zj_) et soit P(X) = > b;l;(X) qui est donc de
degré inférieur ou égal & n. On a alors P(a;) = b; pour touti =0, --- ,n.

Montrons alors I’unicité d’une telle solution dans C,,[X]. Si P et @ sont des poly-
némes de degré < n prenant la valeur b; au point a; (0 < i < n, le polynéme P — @
est de degré < n etan + 1 racines, il est donc identiquement nul.

2. (i) La réponse est évidemment négative comme on peut le constater dans le cas
Q(X)=XetP(X)= X2
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(ii) On note n; (resp. m;) la multiplicité de «; (resp. 3;) dans P (resp. dans P — 1).
Onaalors >/, n; =Y ;_, m,. Parailleurs si n; > 2 (resp. m; > 2), alors «; (resp.
3;) est une racine de P’ de multiplicité n; — 1 (resp. m; — 1). Par ailleurs comme les
a; sont distincts de 3;, on en déduit alors I’inégalité
S T

D (mi—1)+> (ni—1) <degP -1

=1 =1
soit2deg P —r —s<degP —1letdoncr+ s > degP + 1.

(iii) On considére le polynéme R = P — (@ de sorte que les «; et les 3; sont des racines
de R. D’apres la question précédente, on a ainsi r 4+ s > deg R racines ce qui impose
que R soit le polynéme nul.

Probléme 5.2.

1. Le polynéme 37" P(i)L;(X) — P(X) est dans Q,,_1[X] et appartient & I"inter-
section des noyaux ker f; ou f; est la forme linéaire P € Q,[X]| — P(i) € Q. Or
la famille des (f;)o<i<n—1 €st libre; en effet étant donnée une relation ) . \;f; = 0,
en la testant sur L;, on obtient A\; = 0. Ainsi I’espace vectoriel ﬂ?:_ol ker f; est de
dimension nulle de sorte que P(X) = 37"~ P(i)L;(X).

2. Comme précédemment soit R € Q,_1[X] tel que R(i) = P(i) pour tout
0 <i# i < n—1 Ainsi P — R appartient a ﬂ ker f; qui est de dimen-

0<i<n—1
Z#Zo

sion 1 engendré par [y, .; <,—1(X — 4) de sorte qu’il existe A € Q tel que
R(X) = P(X)+ A4, (X —1); or Resta coefficients dans Z de sorte que A € Z.
Ainsi pour le coefficient constant de R on obtient s + (—1)”—1)\?—; ou A € Zestnon
déterminé ; on connait alors sy a un multiple de ;‘—0' pres. Sip < 7—0' alors sq est connu.

3. On travaille cette fois-ci dans Z/pZ[X] et comme dans 2., le coefficient constant
d’un R tel que R(i) = P(i) pour tout i # i¢ est de la forme sg + )\?—0! ou\ € Z/pZ
est indéterminé. Or ?—0' est inversible dans Z/pZ, de sorte que lorsque A décrit ZpZ,
S0 + AP aussi.

4. Le code est sg. On tire au sort les s;, et on transmet P(z) modulo p a la personne
numérotée 7. D’aprés (2), les n personnes réunies peuvent reconstituer s alors que
d’aprés 3., n — 1 quelconques ne le peuvent pas.

5. De laméme facon soit P(X) = Zf;ol 5; X" eton transmet P (i) & la personne i pour
1 < i < n. Comme précédemment, k& personnes quelconques peuvent reconstituer P
et donc sg alors que £ — 1 quelconques ne le peuvent pas

Remarque : Si une personne mal intentionnée ig transmet une mauvaise
valeur distincte de P(ip) alors que toutes les autres transmettent leur P(3),
la personne iq sera la seule a connaitre le code sq. Bien sir, s’il y en a deux
qui trichent, personne ne sait rien.
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Probléme 5.3.

1.0naD(@Q) = [[;«j(ei — a;)?, les a; étant les racines (réelles ou non) de Q. Si
a; # aj, leterme (a; — a;)? (si o et o son réelles) ou (ov; — )@ — @;)? (si au
moins I’une des deux n’est pas réelle) est positif. Les seuls termes négatifs du produit
sont donc ceux de la forme «; — @; pour «; non réel, d’ou la formule demandée.

2. 1l suffit d’envisager séparémentlescas s = 1 et s = —1.

3.Sid=3,onar = s+ 2mod 4. Donc si s = +1, il il y 3 racines réelles, et si
s = —1liln’yenaqu’une seule.

4, Lasuite de Sturmest : Rp = Q = X2 +pX + ¢ R = Q" = 3X? + p,
Ry = -2X —q Ry = —p— 2% = 2 (—4p* - 27¢*) = £:D(Q) . Si on
note V' la variation de cette suite, on a pour D(Q) > 0 la suite de signes (— + —+)
en —oo (car p est alors nécessairement < 0) et (+ + + +) en 400, d’o0 V() = 3 et
V(+00) = 0; dans ce cas la, le polyndme @ a donc 3 racines réelles. Si au contraire
D(Q) < 0 (etdonc 4p> + 27¢% > 0), ontrouve (— + 4 —) en —oo (le signe + étant
le signede p) et (+ + + —) en +oo d’oll V(—o0) = 2 et V(4o00) = 1 quel que soit
le signe de p, et il y a dans ce cas une racine réelle.

Probléme 5.4.
1. L’égalité correspond a dire que la partie réelle de e?* = ()" = (cos(z)+i sin(z))"
est égale a cos(nz).

2. Laréegle de Riemann justifie la convergence en £1. Pour le calcul de < T73|T}; > on

effectue le changement de variable x = cost de sorte que \/1‘11”7 = dt ce qui donne

< Ti|T; >= [ cos(it) cos(jt)dt. Par ailleurs on a 2 cos(it) cos(jt) = cos(i + j)t
+ cos(i — j)t et pour k # 0, fo’r cos ktdt = 0 d’ou le résultat. On remarquera que la
base n’est pas orthogonale car on calcule aisément ||To||? = 7 et ||T3||? = 7/2 pour
i # 0.

3. (a) On remarque que pour ¢ tel que cos nt = 0, cos(t) est racine de 7, (X). Ainsi
pour t; = 7/2n + im/n pour 0 < i < n, cos(t;) est racine de T;,(X). Par ailleurs les
angles t; sont distincts deux a deux et appartiennent a I’intervalle dans [0, 7] sur lequel
cos réalise une bijection avec [—1, 1], de sorte que les cos(t;) sont n-racines réelles
distinctes de 7;,(X') qui étant de degré n, n’en possede pas d’autres :

n—1
To(X) = v [ (X — cos(% + i%)).
1=0

Remarque: On peut aussi raisonner de maniére générale.
Soit T,,(X) = [[;(X — A)™ [[; D;(X), la factorisation de T3, ou les D;
sont des polyndmes de degré 2 irréductibles sur R. On considere alors le
polynéme

sx)= I x-x.

i=1 mod 2



198 Solutions des problémes

Si T;, n’est pas scindé a racines simples, S(X) est alors de degré strictement
inférieur a n de sorte que < 7),|S >= 0 alors que ce dernier est I’intégrale
sur [—1, 1] d’une fonction positive non nulle, d’ou la contradiction.

(b) Il s’agit du polynéme d’interpolation de Lagrange : L, o = >, Q(z;)l; ou
(X—=;)

li = Tigjticn Grrmay-

(c) Q — L,, ¢ s’annule aux points x; et est donc divisible par [\, (X —z;) = Ty, /7n,
d’ou I’existence de S. On écrit alors Q(X) = >, Q(z;)li(X) + S(X)T,,(X). On a
alors p(Q) = >, Q(x;)\i+ < S|T;, > avec \; = ¢(l;) et < S|T;, >= 0 car T, est
orthogonal 2 R,,_;[X] etdonca S.

On applique ce qui précéde a I;(X)? qui est de degré 2n — 2, de sorte que (I?) = \;
qui est donc strictement positif.

Commentaire du résultat : soient » points y; quelconques et soient 6, la forme linéaire
definie par P — P(y;). On dispose alors de n + 1 formes linéaires o, d,,, - - , dy, .
Celles-ci sont alors liées quand on les considéere comme des formes linéaires sur
R,,—1[X] car cet espace est de dimension n. Sur Ry, —1[X], qui est de dimension
2n, il est a priori étonnant qu’elles soient liées. Nous verrons a la question suivante
que cela ne se produit que pour les points x; définis ci-dessus et que I’on appelle les
points de Gauss.

(d) On a o(T2) > 0 alors que la somme > | X\;T,,(;)? est nulle. Ainsi I’égalité
précédente n’est pas valable sur R, [X]. Le résultat est par ailleurs valable quels que
soit les points x;, i.e. avec n points d’interpolation, une égalité comme dans la question
précédente ne peut pas étre vraie sur R, [X].

4. Les y; sont forcément distincts sinon cela contredirait (d). En regardant les égalités
données sur 1, X,--- , X" on obtient une matrice de Vandermonde A telle que
A(v;) = (p(X?)) de sorte que les v; sont uniquement déterminés et comme précé-
demment strictement positifs. En appliquant a nouveau pour 7', XT},, - - - , X" 1T},
on obtient A(v;T,,(y;)) = 0. Lamatrice A étant inversible, on en déduit alors que pour
tout ¢, ;7). (y;) = 0. Or les v; sont non nuls, sinon comme précédemment on aurait
strictement moins de n points d’interpolation ce qui contredirait (d). On en déduit donc
que pour tout ¢, 75, (y;) = 0 et donc que les y; sont les racines de 7.

Probléme 5.5.

1. On rappelle que ®,,(X) est le produit des X — & ou & décrit I’ensemble des racines
primitives n-iémes de I’unité soit ®,,(X) = [ tan=1 (X — e2*7/™) qui est donc un

1<n<n
polyndme de degré ¢(d). Pour £ une racine n-iéme de I’unité le groupe qu’il engendre
est un sous-groupe cyclique d’ordre d divisant n des racines n-iemes de I’unité, de
sorte que X" — 1 = [],,, 4(X). En regardant les degrés, on obtient n 3, ¢(d).

2.0Nad(X) =X —1,09(X) = X +1,P3(X) = X2+ X +1,P4(X) = X2 +1
et Pg(X) = X4 + 1.
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3. On calcule ®,, par récurrence en utilisant I’égalité ®,,(X) X"‘l(X) et donc

T M. @X)
d#n

®,,(X) € Q[X]. Enoutre par récurrence, les ® ;(X) sont des polynémes de Z[X ] uni-

taires, de sorte que I’égalité précédente nous donne que ®,,(X) est aussi a coefficients

dans Z et unitaire.

4. Comme ,, et P sont premiers entre eux et unitaires, on en déduit qu’il existe
A,B € Z[X] tels que A®, + BP = 1. En écrivant 2 < ®,(k!) = (k)?() + ...
+ aq(k!) + 1, pour k assez grand, on en déduit que I’ensemble des diviseurs premiers
de {®,,(z) / x € Z} estinfini. Soit donc p divisant ®,,(x) alors p > k divise ™ — 1
et ne divise pas P(x) soit p ne divise pas ¢ — 1 pour n # d divisant n. Ainsi I’ordre
de x dans Z/pZ est exactement n qui divise donc p — 1, soitp =1 mod n.



Solutions des exercices
du chapitre 6

FACTORISATION DES POLYNOMES

Exercice 6.1.

(i) = (ii) : parmi les facteurs irréductibles de P, il y en a au moins un de degré
inférieur ou égal a 4, soit Q. On considére alors L = K[X]/(Q(X)); comme Q est
irréductible, L est un sur-corps de K de degré »r = deg Q) < %l de sorte qu’en notant x
I’image dans F - de la classe de X dans L, on a Q(z) = 0 etdonc P(x) = 0.

(if) = (i) : soit x € L une racine de P. On rappelle que le polynéme minimal
q. de x sur K est, par définition, le générateur de I’idéal principal des polyndmes
Q € K[X] telsque Q(z) = 0. Par ailleurs K/(¢,(X)) est un sous-corps de L tel que
[K[X]/(q:(X)) : K| = deg g, soitun diviseur de [L : K]. Ainsi P(X) est divisible
par ¢(X') qui constitue ainsi un diviseur irréductible de degré inférieur ou égal a #.

Exercice 6.2.

Les polyndmes irréductibles de degré 1 sont X et X — 1 ; ceux de degré 2 sont tels que
X*—X = X(X —1)P (corollaire 6.34), ce qui donne X 2+ X +1. Pour ceux de degré
3,0naX®— X =X (X —1)PPyetontrouve X3+ X + 1 et X3 + X2 + 1. Enfin
pour ceux de degré 4,ona X6 — X = (X* — X)Q10Q2Q3 eton trouve X* + X +1,
X4+ X3+ X2+ X +1et X%+ X3 + 1. Ces polyndmes sont irréductibles sur Fo
car un élément j de F4 qui n’est pas dans F vérifie j3 = 1 de sorte qu’il ne peut étre
racine des polyndmes en question.
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Exercice 6.3.
Pour la premiére question, il suffit de recopier la démonstration de la remarque 6.22.

Pour la seconde, on a X' — X = (X* — X)Q:Q2Q3 (exercice 6.2), avec
Q=X"+X4+1, Q=X+ X3+ X2+ X+1,Q3 =X+ X3+ 1

Notons 0, 1, 7, 72 les éléments de F4 avec 1 + j + j2 = 0. Les polyndmes de degré 1
sont X, X —1, X —j, X — 52 de produit X% — X . En ce qui concerne le degré 2, on voit
en appliquant la question 1. que X4+ X +1, X* + X3+ X2+ X +let X4+ X341
doivent s’écrire chacun comme le produit de deux polyndmes irréductibles de degré
deux sur F. On trouve alors X4 + X + 1 = (X? + X + /) (X% + X + j?),
X1+ X3 +1= (X2 + X+ )X+ 72X+ ) et X4+ X3+ X2+ X + 1
= (X2 45X +1)(X2+ 52X +1).

Exercice 6.4.

1. Onnote (1, —1,0) les éléments du corps F'5. On Vvérifie rapidement que Q(0), Q(1)
et @(—1) ne sont pas nuls de sorte que ) n’a pas de racine dans F's. On cherche alors
ses racines dans Fy. Pour a € Fy, ona a” = a de sorte que a —a + 1 = 1 et donc
@ n’a pas de racine dans F'g.

2. Afin de calculer dans Fy7, on commence par le décrire concrétement : on vérifie
aisément que X3 — X — 1 n’a pas de racines dans F5 et est donc irréductible sur F5
ce qui implique Fo7 ~ F3[X]/(X3 — X —1).

3.Soitalors o € Fortelque o® = a4+ 1.0naalorsa’ =’ +1=a+2=a—1
et donc finalement « est une racine de ¢ dans Fo7 de sorte que @ est divisible par
X3 — X —1, polyndme minimal de o sur F3. Celadonne X — X +1 = (X3 - X —1)
(X0 + X1+ X3+ X2 - X —1).

4. Cherchons de maniére générale toutes les racines de () dans Fo7; d’aprés (b), un
élément quelconque de Fo7 s’écrit sous la forme z = aa® + ba + cavec a, b, ¢ € Fs.
Onaalors 2 = aa'® + ba” + cavec o = o — 1 et donc o'® = o? + o+ 1 de sorte
quez —2+1 =aa+a—b+1cequiimposea = 0eth = 1soitz = o, a+1,a—1.

5. On en déduit alors que X6+ X4 + X3 + X2 — X — 1 n’a pas de racines dans F7 ;
cela implique qu’il est irréductible sur F'g, car sinon il aurait un facteur irréductible de
degré 1, 2 ou 3 et donc une racine dans F'g, Fg ou Fo7.

Exercice 6.5.

Si P est réductible sur F,, il Iest sur toute extension F . Supposons donc P irréduc-
tible sur ', de sorte que P a d racines dans F,« et aucune n’appartient a un sous-corps
strict (remarque 6.27). On regarde alors P comme un polynéme dans F ,» [ X'| dont on
se demande s’il est encore irréductible. 1l faut regarder s’il posséde ou non des racines
dans Fpa- pour < d/2 (exercice 6.1) et donc si Fpa C Fpa- ; cela signifie que d
divise nr ce qui est possible si et seulement si d et n ne sont pas premiers entre eux. En
outre en notant § = d A n, les facteurs irréductibles sont alors de degré » un multiple
de d/é.
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La décomposition en facteurs irréductibles d’un polyndme de degré 5 donne en prenant
les degrés les décompositions suivantesde 5:5 = 441 = 342 = 3+1+1 = 2+2+1
=2+1+1+1=1+1+1+1+1. Sionveutétre sir d’avoir toutes les racines (resp.
au moins une racine) il faut donc se placer dans F peo (resp. Fp10) avec 60 = 5.4.3
(resp. 10 = 5.2).

Exercice 6.6.

Le polyndbme P = X* + 1 est irréductible sur Q (donc sur Z) car sa décom-
position en facteurs irréductibles unitaires sur R n’est pas a coefficients dans Q
(XP+1= (X2 +V2X +1)(X2 - V2X +1)).

Modulo 2, 0na X% +1 = (X + 1) et pour p # 2, le groupe F . est cyclique d’ordre
p* — 1 qui est divisible par 8. Soit alors z € F, d’ordre 8, onaz® = (z*)* = 1 et
z* # 1 soit 21 = —1 de sorte que P a une racine dans F, et donc P est réductible

modulo p (exercice 6.1). On a ainsi un exemple d’un polyndme irréductible sur Z et
réductible modulo tout nombre premier p.

Exercice 6.7.
1.—Modulo 2,0ona P = X*+ X241 que I’on factorise facilementen (X2 + X +1)2.

—Modulo 3,ona P = X* — X3 — X — 1 qui n’a pas de racine dans F'5. On regarde
alors dans Fyg, qui en remarquant que X2 + 1 n’a pas de racines dans F3, est alors
isomorphe a F3[X]/(X? + 1). Notons i I'image de X dans Fg par I’isomorphisme
F3[X](X%2+1) — Fg.Onaalorsi* = 1 eti*> = —i de sorte que P(i) = 0. On
en déduit alors que P est divisible par X2 + 1 et on calcule le quotient X2 — X — 1
qui, ne possédant pas de racine sur F's, est irréductible sur F'3, d’ou la factorisation
P=(X?+1)(X2-X-1).

2. Il suffit de montrer que P est irréductible sur Z. Sur Z, P n’a pas de racine car
sinon il en aurait modulo 2 ce qui n’est pas. Si P était réductible, on aurait alors
P(X) = (X?+aX +b)(X?+cX +d) etdonc

a+c=-—10
b+d+ ac=21
ad + bc = —10
bd =11

Ainsi on obtient soit {b,d} = {1,11} et donc ac = 9 et {a,c} = {—1,-9} car
a+c= —10,etad+bc # —10; soit {b,d} = {—1,—11} etac = 33 eta+c # —10.
Ainsi P est irréductible sur Z.

CORPS FINIS

Exercice 6.8.

1. Le groupe multiplicatif F3; est cyclique, (proposition 6.1), et donc isomorphe a
(Z/22Z,+), de sorte que I’ordre d’un élément distinct de 1 est 2, 11 ou 22.
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2.0nab5? = 2 mod 23 de sorte que 5 n’est pas d’ordre 2. Pour calculer 5, on
propose d’écrire 11 en base 2, i.e. 11 = 23 4+ 2! 4+ 20 et de calculer 5" pour i < 3
de sorte que 5'' = 52°52'5%", ce qui donne : 52" = (5%)2 = 22 mod 23 et 5%’ = 42
mod 23. On obtient alors 5! = 16.2.5 mod 23 soit 5'' = —1 mod 23.

3. On déduit de (b) que 5 est d’ordre 22 et engendre donc F35.

Exercice 6.9.
1. — De maniére évidente P (X7, -+, Xs) = X;.
- De Pégalit¢ Y37 af = (i )” — 230 ¢ oic iy, on déduit que

Py(X1, Xo) = X7 — 2Xs.
— On calcule de méme >0, of = (327, @i)® — 37 ;< @fa;) ce qui donne
P3(X1, X2, X3) = X3 — 3(X1 X2 — 3X3).

2. On rappelle que les = € F, sont les racines du polyndme X7 — X de sorte que
o1 = =049=0,=0¢et(—1)7" o,y = —1dans F,. Pour divisible par g—1,
onaz’ = 1 pourtout z € F puisque 27! = 1, dol ¢(i) =0+ (¢ —1).1 = —1
dans F,. De maniére géneérale, le méme argument montre que (i) = «(r) ou r est le
reste de la division euclidienne de i par ¢ — 1. Par ailleurs, pour 1 < r < ¢, ¥(r) est
un polynéme en les o, pour 1 < k < i de sorte que (i) = 0 si ¢ n’est pas congru a 0
modulo ¢ — 1.

Exercice 6.10.

1. Le sous-anneau de F,» engendré par a est un sous-corps isomorphe a F[X]/(qq (X))
qui est isomorphe a F acs4. de sorte que deg g, divise n.

2. L’application de Frobenius F'r : z +— xP est un automorphisme du corps F -
qui laisse stable le sous-corps F,,. On applique alors le F'r a I’égalité g,(a) = 0 ce
qui donne ¢, (a?) = 0, car g, €étant a coefficients dans F, est invariant par £'. On en
déduit alors que aP? est une racine de ¢, ; ce dernier étant irréductible, c’est le polyndéme
minimal de a?.

3. Le lemme 6.38 implique immédiatement que n est le plus petit entier s tel que
a?” = a. On en déduit donc que pour tout 0 < @ # j < n— 1, a? # a” de
sorte que les g, admet les n racines : a,a?, - -- ,a?" . Or g, étant de degré n, ce sont
exactement toutes ses racines.

Exercice 6.11.

1. On vérifie rapidement que X2 4 X -+ 1 n’a pas de racines dans F'; ; étant de degré 2
il est alors irréductible de sorte que Fo[X]/(X2 + X + 1) est un corps, une extension
de degré 2 de F'5 et donc isomorphe a Fy4.

2. De méme, on vérifie que X3 4+ X + 1 n’a pas de racines dans F ; étant de degré
3 il est alors irréductible sur F5 de sorte que Fo[X]/(X3 + X + 1) est un corps de
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cardinal 8 et donc isomorphe a Fg. Comme F§ ~ Z /7Z tout élément autre que 1 est
un générateur du groupe des inversibles, par exemple z (x désigne la classe de X dans
Fy[X]/(X3 + X +1)).

3. A nouveau X2 + X — 1 n’a pas de racines dans Fs, il y est donc irréductible et
Fo ~ F3[X]/(X? + X — 1). En outre F} ~ Z/8Z de sorte qu’il y a ¢(8) = 4
générateurs. Ona X4 = (X —1)2 = X2 -2X +1=-3X +2= —let X estun
genérateur de F'g.

Exercice 6.12.

Le schéma de démonstration est le méme que celui du cours : on raisonne par I’absurde
en supposant la finitude de I’ensemble considéré et on construit un entier N qui
permette d’aboutir & une contradiction. On note n le plus grand élément de I’ensemble
supposé fini. Toute la difficulté revient donc a construire N en fonction de n et de
I’ensemble considéré :

1. N = (n!)? 4 1; d’aprés Iexercice 1.17, si p premier divise IV alors p = 1 mod 4
et donc par hypothése p < n ce qui implique que p divise n! et donc p|N — (n!)? =1
d’oup = 1 et N premier. Or visiblement, ona N > n d’ou la contradiction.

2. N = 2(n!) — 1; soit p premier divisant N alors p = 1 mod 4 car p étant impair
car N I’est, on aurait p < n d’apreés la définition de n et donc p divise n! ainsi que
N —2(n!) = 1. En remarquant judicieusement que dans Z/4Z ona 1.1 = 1, onen
déduitque N =1 mod 4, ce qui n’est pas.

3. N = n! — 1; soit p premier divisant N ; visiblement p > 5 de sorte que p = 1
mod 6 ou p = 5 mod 6. Comme précédemment p = 5 mod 6 est exclu; en
remarquant & nouveau que 1.1 = 1 dans Z/6Z, on en déduit que N = 1 ce qui
n’est pas.

4. N = 325272112 - .- n2 +22; N est visiblement impair. Soit alors p premier divisant
N, p ne divise pas 4, de sorte que d’apres I’exercice (1.17), p = 1 mod 4, soit
p = 1oub mod8. Anouveau p = 5 mod 8 est exclu car sinon p diviserait
4 = N —32...n2 0n en déduit donc N = 1 mod 8. Or si p est premier impair
onap=1,3,5,7 mod 8 et on vérifie aisément que p? est alors congru a 1 modulo 8
etdonc N =5 mod 8, d’ou la contradiction.

PROBLEMES

Probléme 6.1.

1. On écrit la table des carrés de F's, soit

x 01 2 —2 -1
2 01 -1 -1 1

et on remarque que 2 n’est pas un carré dans F's.
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On vérifie rapidement que pour P(z) := X2 + X + 1, P(0), P(&1) et P(£2) ne
sont pas nuls de sorte que P n’a pas de racine dans F'5 ; étant de degré 2 il y est donc
irréductible.

2. Le corps F5[X]/(P(X)) est de cardinal 25 et donc isomorphe a F5 qui est un
corps de décomposition de X?° — X.

Par ailleurs la classe z de X dans F5[X|/(P(X)) vérifie P(x) = 0 de sorte que z est
une racine de P qui étant de degré 2, y est alors totalement décomposé. On en déduit
alors que P admet deux racines dans F 5.

3. Un isomorphisme f : F5[X]/(X2 + X + 1) =~ Fas5 étant fixé, I'image o € Fos
de X par f vérifie alors o> + o + 1 = 0 et est donc une racine de X2 + X + 1.
Le sous-espace vectoriel sur F'5 de Fo5 engendré par 1 et o est de dimension 2 car
a & F5 etest donc égal & Fo5 de sorte que tout élément 3 € Fo5 s’écrit sous la forme
ac+baveca,b € Fs.

4. On vérifie rapidement que P n’a pas de racine dans F'5. Soitalors § = aa+b € Fos ;
onaf =da’a®+b =aa®+b.0Oronaa’®=—-a—1soita?=a?+2a+1=a
etdonca® =a?=—-a—1.AInsi° —B+1=a(-a—a)+(b—-b—a+1)#0
car o € F5 et donc P n’a pas de racine dans F o5 de sorte qu’il est irréductible sur F'5.

Par ailleurs P en tant que polyndme de Z[X] unitaire est irréductible. En effet une
factorisation P = QR dans Z[X] induit par réduction modulo 5 une factorisation
P = @ - R dans F5[X]. Comme P est unitaire, Q et R le sont aussi, de sorte que
deg Q = deg Q et deg R = deg R ; P étant irréductible, on en déduit que Q ou R est
un polynéme constant donc, étant unitaire, égal a 1 et donc @ ou R est le polyndme
constant égal a 1. Ainsi P est irréductible sur Z et donc irréductible sur Q d’aprés le
lemme de Gauss (proposition (5.7)).

Probléme 6.2.

1.Siz =a/b € Qavec (a,b) = 1, est une racine de P alors comme P est unitaire
on a b divise 1 et donc = € Z. En outre modulo 2, z/*! — 2 +1 =1 mod 2 de sorte
que P n’a pas de racine modulo 2 et donc n’a pas de racine dans Z.

2. Modulop,ona P = X(X — 1)®; (00 ®; = 1+ X +--- + X'~1; il suffit donc de
prouver que @, est irréductible. Considérons pour 1 < n < (I +1)/2, z € F,» une
racine de ®;. Onax # 1 car ®;(1) =1 # 0 et 2! = 2 avec [ premier implique que
L estI’ordre M de z dans F;.. etdonc [ divise p" — 1 d’oup™ =1 mod /. Or comme
p engendre (Z/IZ)*, on en déduit que n est un multiple de [ — 1 ce qui contredit le
faitquen < (I +1)/2.

3. Modulo 2, P admet donc un diviseur de degré 2 qui est donc irréductible car P n’a
pas de racine. Or sur F, il y a un unique polynéme irréductible de degré 2, a savoir
X? 4+ X + 1. Ainsi sur F, on doit avoir P(j) = 0 ou j est un générateur de F%, soit
j* =454 1=j%etdoncl+1=2 mod 3 ce quin’est pas.
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Probléme 6.3.

1. On pose donc y = xz de sorte que (x—qy> = <£>2 (5> = <§> On obtient alors

565

2€(Z/qZ)* z€(Z/qZ)~
Enoutreona Y77} w® = 0 desorte que si z # —1, 3, z/qzy w™*) = —1 ce
qui permet d’écrire
-1 z
2
r=— (-1 + —(—)
(e 2 -G

2. Comme il y a autant de carrés que de non carrés dans (Z/qZ)*, on en deduit que
Zze(z/qZ)* (%) = 0 d’ou le résultat.

3. Ainsi (%) q est un carré dans Z/pZ si et seulement si 7 appartient a Z /pZ, soit

si et seulement si 77 = 7. En effet on rappelle que Z/pZ C K est I’ensemble des
racines de I’équation X? — X.

4. On calcule alors
™ = er(?/qZ)x (%) wP®
= (g)_ > _ye(z/qz)" (%) wY = (g) -

Ainsi —71 g est un carré si et seulement si (%’) = 1 i.e. p est un résidu quadratique
modulo p. On a alors

6 -(9)- (=50
(- @ o

Probléme 6.4. (« Jeu du solitaire »).

1. Prenons par exemple le mouvement élémentaire de la figure 6.2. Dans le plateau de
gauche ona a = j¥*¥% (1 + j) (resp. 8 = j%°~%(1 + 5)) alors que dans le plateau
de droite on a @ = j%oF% j2 (resp. B = j¥o~¥%42), avec (zg,%0) = (—2,—1). Le
résultat découle alors de I’égalité 1 + j = j2 dans F4 (on rappelle que dans F 4, on
a1l = —1). Les autres mouvements élémentaires se traitent de maniére strictement
identique.

2. Commencons par calculer («,3) pour la configuration ou tous les réceptacles
contiennent une bille. La configuration étant invariante par la réflexion d’axe (Oy),
onaa = S, calculons donc . Pour cela on propose de sommer sur les droites x + y
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constantes, de sorte que ne contribuent que les droites ou il y a un nombre impair de
billes, ce qui donne o = 5% + 52 + =2 = 0, comme on le voit sur la figure 6.4.

Notons alors avec un indice tot (resp. Cq, resp. 0) ce qui fait référence a la configura-
tion ou tous les réceptacles sont remplis (resp. tous sauf en (x¢, o), resp aucun sauf
en (zo,yo)). On a ainsi (oo, Brot) = (e, Be,) + (w0, Bo) = (0,0) de sorte que
(acy, Be,) = (a0, Bo)-

A

y

Sa

z+y=2
z+y=0
x+y=-2

Figure 6.4

3. On calcule comme précédemment les invariants (v, (3) ce qui donne (0,0) qui ne
peut pas étre de la forme (j¥ot%o  jo=vo),
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