Noyau et translation de Dunkl
dans le cas d’un sous-systeme
positif de racines orthogonales

Dans ce chapitre, on cherche a développer 'analyse de Dunkl dans le cas ou le sous-

systeme positif de racines considéré est composé de m vecteurs (avec 1 < m < d) deux a
deux orthogonaux.
En nous appuyant sur la formule de 'opérateur d’entrelacement récemment prouvée par
Maslouhi et Youssfi dans [34], nous donnerons une formule explicite du noyau de Dunkl
dans ce cadre la et nous établirons alors une formule produit pour ce noyau. Nous étudie-
rons ensuite plus en détails le cas d’un systéme de racines de type A;. A cet effet, nous
introduirons principalement les notions de polynome de Jack et de fonction hypergéomé-
trique multivariée qui nous seront utiles pour démontrer une égalité de fonctions spéciales.
Enfin, nous verrons que la formule produit permet de démontrer classiquement que la
translation de Dunkl est bornée. La plupart des résultats de I’analyse de Dunkl associée a
74 semble donc généralisable dans ce contexte.

4.1 Noyau de Dunkl et formule produit

Commencgons par définir le cadre de travail de ce chapitre.

On considére un sous-systéme positif de racines Ry = {al,...,a™} constitué de m
vecteurs de R? deux & deux orthogonaux (avec 1 < m < d). On complete la famille
{ad : 1 < j < m} avec d — m vecteurs notés B',...,39™™ de telle sorte que la famille

{ad,3": 1< j<m, 1< 1< d—m} soit une base orthogonale de R?.

On fixe également une fonction de multiplicité x associée au systéme de racines R =
{£a’ : 1 < j < m}. Puisqu’il y a m classes de conjugaison de réflexions de W (R), cette
fonction de multiplicité prend m valeurs, notées ki, ..., Km, qui sont respectivement as-
sociées & al,... a™ et que I'on suppose strictement positives. La mesure u!” est dans ce
cas donnée par

dul! (2) = [ 1@, a9)P% de.
j=1

Dans tout le chapitre, on notera par souci de simplification W le groupe de réflexions
associé¢ a R (plutot que W(R)).
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4.1.1 Formule explicite du noyau et formule produit

Nous allons donner dans cette sous-section une expression explicite du noyau de Dunkl
associé a W ainsi qu’une formule produit pour ce noyau. Pour cela, commencons par rap-
peler la représentation intégrale suivante de l'opérateur d’entrelacement V.V récemment
démontrée par Maslouhi et Youssfi ([34]).

Théoréme 4.1. Soit Ry = {a',...,a™} constitué de m vecteurs de R? deur a deux
orthogonauz (avec 1 < m < d) et soit W le groupe de réflexions associé. Notons k; la
valeur de la fonction de multiplicité en of. Soit la fonction h : R™ x R — R? définie par

)

& (:C, aj> 7
7=1
Alors, lVopérateur d’entrelacement VHW est donné par la représentation intégrale suivante

VY pe) = [

[7171]7”

f(h(t.2) [[2 (mj, %) (1+¢;)(1 — 2L ar. (4.1)
j=1

Remarque 4.2. Cette formule généralise celle du cadre Z¢ démontrée par Xu (voir [60])
et rappelée dans le théoreme [L10

On va bien évidemment utiliser la formule ([J]) pour en déduire une expression explicite
du noyau de Dunkl. Au préalable, on introduit des notations.

Notations 4.3. Pour = € R?, on désignera respectivement par z,,; et T (pour 1 <j<m
et 1 <1< d—m) les réels suivants

L (o) (2,0

= - Tl = 5 -
R I

On désignera par x, g le vecteur de R? suivant

T, = (xal,... y Lam, Tgl, ... ,Iﬁd—m).

Enfin, on notera ™ la fonction de multiplicité associée au systeme de racines de R™
R = {+£e; : 1 < j < m} telle que pour tout 1 < j <m

Em(ej) = Ry,

et on notera & la fonction de multiplicité associée au systéme de racines de R? R = {=e; :
1 < j < d} telle que

ki st 1<73<m
Rie) =4 2 T
0 si m<j<d.

On peut maintenant donner la formule du noyau.

Proposition 4.4. Soit z,y deux éléments de RY. On a

) 74 .
E/ZV(Z:U’ y) = Egi (Zxoz,ﬁ, ya,ﬁ)- (42)
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Démonstration. En appliquant le théoréeme précédent a la fonction y — e{®:¥) | on obtient

B (i, )(y) = VIV (&) () = /

[—1,1]™

QHwh(ty) ﬁ <m],—)(1+tj)(1 — 2yl

En remarquant que
m

t9) = Xt ”Z Lk

7j=1

on aboutit alors a
d—m m 1 1
E:V(Z$, y) _ H e EplYsl H / 1 eltj$ajyaj %—1 (/fj, 5) (1 + t]‘)(l o t?)nj—l dt]‘.
=1 j=17—

En utilisant la formule de 'opérateur d’entrelacement dans le cas Zg (égalité (CI) du
théoréme [[T0 dans le cas ou d = 1), on obtient

d—m m
W, . i Ty / -
En (Zxa y) = H e"st¥s! H Elif (Zxahyai),
=1 j=1
et le résultat s’en déduit trivialement. O
Remarque 4.5. Bien évidemment, la formule de la proposition EE4l est indépendante du
choix des vecteurs g;. Cela est tout simplement di au fait que l'on a

d—m
H elxﬁlyﬁl — ei<xvy>eiiz~;n:1 LaiYai .
=1

On peut donc écrire le noyau comme suit

(ac aJ)(U 04]) <1~ a.7> <y a]>
EY (iz,y) = i) 2= a2 E% <z ’ 0 ) (4.3)
o JI;[I A e (el
Remarque 4.6. Signalons que la formule ([3]) est en accord avec un résultat de Gallardo
et Godefroy que nous allons présenter dans cette remarque.
Dans Particle [26], ils ont notamment démontré (pour un systéme de racines R fixé et le
groupe de réflexions W associé) qu’il existe une unique (& permutation pres) décomposition
de R? sous la forme
d:V()EBJ‘V1€BJ""€BJ'VN,
ou Vy = NaerHy et ol chaque V; (1 < j < N) a pour seuls sous-espaces stables (sous
I'action de W) {0} et V;. De plus, en notant R; = RNV, alors R; est un systeme de
racines dans V; qui engendre V;, et W s’identifie au groupe produit vazl W;, ot Wj est
le groupe de réflexions associé a R;. La conséquence remarquable de ce résultat est que le
noyau de Dunkl EYV s’écrit alors

EV=EV9FEM ... EMW,

oit B0 est I'exponentielle classique sur Vg et E,ZV 7 (1 < j < N) est le noyau de Dunkl
associé a Wj et a la restriction sur R; de la fonction de multiplicité «.
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Grace a la proposition B4, nous allons pouvoir énoncer et démontrer une formule
produit pour le noyau de Dunkl associé a W.

Théoréme 4.7. Soit z,y,z € R?. On a la formule produit suivante

EY (iz, 2)EY (iy, 2)
N | Z
:/R y E}f/(iz,Aflz/)(®d 12;’75 ,® ®d5(x+y > 2,2y,

ou l'on désigne par A la matrice suivante

1
o Aq
o]l llot]l
ot ag
m am”
A | Tar %
81 By
A [
gL Ba"
lgd=mf == fIgd=—m

Remarque 4.8. On a donc z,3 = Az. On emploiera indifféremment I'une des deux
écritures (en faisant le choix qui nous semble le plus approprié).

Démonstration. Soit x,y,z € R%. D’apres la proposition Bl on peut écrire

d

73 72 .
EY (i, 2) EYY iy, 2) = E_2(i0,8, 20,8) B2 (iYa,8, Za.0);

c’est-a-dire

d—m
W; i(T+y) g = Lo (;
Eli (2x7 Z) Zy7 H € ( Bl Bl H E Zxaf Y Z )E.‘QJQ (Zyaj ? zCl{j )
=1 j=1

En utilisant la formule produit unidimensionnelle (voir théoréeme ZI3]) on obtient
. Za,
EWY (iz, 2)EV (iy, = H / H Tt B2 iz o) dva™(2)),
R

égalité qui peut s’écrire

EY (i, 2)EY (iy, 2
d—m ' m
_ / [T % B2 (i(zars s 2am)s (2, 2) ®d VP (). (44)
=1

Or, pour tout j vérifiant 1 < j < m, on a

z;- = (Afl(zi,...,z;n, (x+y)a,...,(x +y)ﬁd—m))aj. (4.5)

En effet, on a par définition

(A_l(zi,...,z;n, (Z+Y)grs s (@ +Y)ga-m))
(A7, 2, @+ y)p, s (2 + ) gamm), 0f)
lod |

)
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et donc

(A7 (= 2 (4 ) (4 9)gaom))
<(Zi""’Z;n’(x+y)51""’(x+y)6d_m)’Aaj> /

) o] o

ol 'on a utilisé 'orthonormalité de la matrice A. De méme, on peut remarquer que pour
tout [ vérifiant 1 <l <d—m

(x + y)ﬁl — (A_l (217 . ,Z;n, (.%' + y)gl, ey (I’ + y)ﬁdfm))ﬁl. (46)
En utilisant ([ZH) et (), on peut écrire 1'égalité () comme suit
EY (iz, ) BY (iy, »)

78 [ . _ Za,
- /mEﬁj <zza,ﬁ, (A 1(31,...,2%,(36—1—3/)51, (T 4 y)ga- m > ®d jﬁéaj

et on aboutit en utilisant la proposition EE4] &
E},:V(m, z)EZV (iy, 2)

:/ E,?/(iz,A_l(zi,...,z;n,(x%—y)ﬁq, (x4 y) pd—m ®d 52;1]/]

On en déduit facilement la formule souhaitée. O

Remarque 4.9. Cette formule produit ne dépend pas du choix des vecteurs 3'. C’est une
simple conséquence de 1’égalité (4], a savoir

EY (iz, z)E) (iy, 2

d—
H(z+Y) 51241 / ZQ,"’»
-/ TT 950 B2 (i zam)s (o 21) ®d
]Rm
=1
et du fait que
d—m (@+y)_j , .
. _iSTm VAl (g
eZ (z+y) plZal :el(:ery,z)e ZZ]’:I HOéjﬁl (o ,z)l
=1

Nous allons maintenant nous intéresser a un cas particulier de sous-systéme positif de
racines orthogonales.

4.1.2 Un cas particulier intéressant

Considérons dans cette sous-section le cas particulier du systeme de racines de type
Aj, cest-a-dire que l'on fixe dans R? le systéme R = {£(e; — e2)}, et que I'on choisit
comme sous-systeme positif Ry = {e; — es} (en prenant ag = (2,1)).

Ce systeme orthogonal est intéressant pour la raison suivante. On connait explicitement
grace aux travaux de Baker et Forrester (voir [0, [6]) la fonction de Bessel généralisée
JS2 : c’est une fonction hypergéométrique multivariée OFO(a) a deux arguments, et 'on
sait d’apres Lassalle ([32]) que celle-ci s’exprime en dimension 2 au moyen de polynémes
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de Gegenbauer. Par conséquent, en utilisant la formule explicite du noyau de Dunkl dans
le cas A; (cas particulier de la proposition E), nous allons pouvoir donner une expres-
sion des fonctions de Bessel normalisées au moyen d’un développement en polynomes de
Gegenbauer.

Méme si nous n’allons nous intéresser qu’au seul cas de la dimension deux et a la fonction
oFéa), nous introduisons les notions de polynome de Jack et de fonction hypergéomé-
trique multivariée en toute généralité. Pour cela, il faudra au préalable définir la notion
de partition.

Partitions, polynomes de Jack et fonctions hypergéométriques multivariées
Pour plus de détails, nous renvoyons principalement le lecteur au livre de Macdonald [33]
pour les partitions, a l'article de Stanley [47] pour les polynomes de Jack, aux articles de
Baker et Forrester [0l 6] et a larticle de Yan [61] pour les fonctions hypergéométriques
multivariées.

Partitions La dimension d étant fixée, on appelle partition a au plus d parties tout
d-uplet A\ = (A1,...,\q) d’entiers naturels rangés dans l'ordre décroissant, c’est-a-dire
vérifiant

A1z 2XA 20
On note N%® P’ensemble des partitions & au plus d parties. Le nombre d’éléments Aj#0
(les éléments non nuls sont les parties de \) s’appelle la longueur de la partition, et on
note cette longueur [(A). Le poids de la partition, noté |A|, est défini par

NE
On identifie une partition A € N avec son diagramme
{(G,k): 1 <5 <IN, 1<k < A

La partition conjuguée (ou duale) ' de A € N est le m-uplet X = (\;,...,\,) donné
par

=#{k: X\x 2 j},
c’est-a-dire )\;- est le nombre de noeuds sur la j-eme colonne de A.
On définit enfin pout tout (j,k) € X la longueur-crochet supérieure h3 et la longueur-
crochet inférieure h par

Ry k) =N, — i +a(\ —k+1)
h(j, k) =N, —j +1+a(\; — k)

avec o un réel strictement positif.

On va maintenant introduire les polynémes de Jack.

Polynémes de Jack Soit A € N4 et soit a un réel strictement positif.
Le polynome de Jack d’indice « (ou de parametre de Jack «) est 'unique (& normalisation

@)

pres) fonction C')(\ homogene, symétrique et qui est fonction propre de 'opérateur

d 2 d 2
Yt e 3 o o
J Bx Pyl il ox;

J#k
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pour la valeur propre

d

vy = Z(Aj(Aj —1- %(j - 1))> + %|)\|(d— 1).

j=1
On choisit de normaliser les polynémes de Jack de telle sorte que
@1+ +za)" = oy
AENP

[Al=n

L’autre normalisation classique est celle donnée par Stanley ([47]), ou les polynomes de

Jack j)fa) sont choisis de telle sorte que

n oA (o
AeNDP

[A|l=n

avec h(A) donné par

I G RRG k).

(J,k)EN

Pour A € N%¥ de poids n, la relation entre les Cga) et les J, )Ea) est donc la suivante

a a" n! a
(@) = ), (4.7)

)

Remarque 4.10. Nous ne respectons pas les notations prises par Stanley afin d’éviter des
confusions avec les fonctions de Bessel normalisées et les fonctions de Bessel généralisées.

Venons-en maintenant aux fonctions hypergéométriques multivariées.

Fonctions hypergéométriques multivariées Avant de donner la définition de ces
fonctions, rappelons la définition de deux objets usuels de la théorie des fonctions spéciales.
Pour tout complexe z et tout entier naturel n, on notera (z), le symbole de Pochhammer

défini par
1 sin =0,
(2)n = n . .
[[[_1(z+4i—1) sin>0.

Pour tout complexe z, tout réel « strictement positif et toute partition A € N on notera
(z)g\a) le symbole de Pochhammer généralisé défini par

ﬁ(z— —(j —1)))\..

J
On introduit également la notation commode suivante.
Notation 4.11. Par souci de simplification, on désignera par 1 le vecteur de R? (1,...,1).

On peut maintenant donner la définition des fonctions hypergéométriques multivariées.
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Définition 4.12. Soit p et ¢ deux entiers naturels, soit A € N¥ et soit o un réel stric-
tement positif. Soit a1,...,ap,,b1,...,b; des nombres complexes tels que (bj)g\a) = 0 pour
tout j vérifiant 1 < j < g.

La fonction hypergéométrique multivariée (4 deux arguments) qu(a) est définie par la série

(a) C(Oé)( )C( )( )
F(a)(al...a'bl...b’x'y Z Z - (ap)) A y.
ptq ) s Wpy ) s Ugsy Ly « «
- erNm <bq>§> e )
[A=n

D’apres les travaux de Baker et Forrester ([5l, 6]), on sait que la fonction de Bessel
généralisée est donnée dans le cas du systéeme de racines de type Agz_1 par

IS (2,y) = oFy " (a Z 3

n=0 \eN© P
[Al=n

1/”)( )C(l/ﬂ) (y)
e ()

(4.8)

et dans le cas du systeme de racines de type By par

2 2 2 2
G4 _ ) [y (ﬁ E) <y_1 y_d)
JK (.%',y) 04 <ba 27"'72 9 27"'72

Sy e/ (4, 2 opr (4. %)
- O el )

n=0 \eN%P
[Al=n

avec k1 et kg les deux valeurs de la fonction de multiplicité et

1
b:/€1+(d—1)/€2+§.

Signalons que Demni a récemment démontré dans [I3] une formule explicite dans le cas
d’un systeme de racines de type diédral, cette formule faisant également intervenir des
fonctions hypergéométriques multivariées.

Une égalité de fonctions spéciales Grace a I’ expression de la fonction de Bessel gé-
néralisée JS2 et a I'expression du noyau de Dunkl ES2, nous allons pouvoir en déduire
une expression de la fonction de Bessel normalisée d’ordre k — % en termes de polynoémes
de Gegenbauer. Avant d’étre plus précis, rappelons la définition des polynomes de Gegen-
bauer (aussi appelés polynomes ultrasphériques). Pour une étude détaillée de ces fonctions
spéciales, nous renvoyons le lecteur au livre de Andrews, Askey et Roy ([]).

Définition 4.13. Soit «, 3 > —1 deux réels et soit n un entier naturel. Les polynomes de

(CHE))

Jacobi, notés P, ", sont définis par

(_1)n - 3 d" a+n n
sy (1= 2) (4 2) (1= ) (L + )7,

P a) =

On définit alors, pour tout réel a > —% et tout entier naturel n, les polyndémes de Gegen-
bauer U par

_ 7PT(La71/2,a71/2) (CC)
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Remarque 4.14. Les polynomes de Gegenbauer sont traditionnellement notés C. Nous
avons décidé ici de prendre une autre notation afin d’éviter d’éventuelles confusions avec
les polynomes de Jack.

Ecrivons & présent la formule que 1'on souhaite démontrer.
Théoreme 4.15. Soit x la valeur strictement positive de la fonction de multiplicité que

l'on associe & Ay. Soit x = (x1,72) € R%,y = (y1,1y2) € R? tels que x129 > 0,912 > 0.
Notons pour tout A € N>

c(\) = b1 T alk —1)) = 2-(-1)+ak-1)
(A =h (A)(ijA(2 (J—1)+alk 1))_(j11;IeA< 13 (j, k)R (G, k) >

et notons

A1+Xg xr1 + X2 Y1 + Y2
G\ K, z,y) = (T172y1Y2) " 2 Ufl_M(W)Uﬁ_&(?\/M)'

Alors, on a ’égalité de fonctions spéciales suivante
, i
-1 (5(561 — 29)(y1 — y2))

—(z1422)(y1+y2) = 1N\ A 2
=T TEEEY Y () (=222 ) GO ).

n=0 \eN2.P
[Al=n

Pour prouver ce théoreme, nous allons avoir besoin du lemme suivant qui donne une
formule explicite des polyndémes de Jack en dimension 2. Ce lemme n’est rien d’autre
qu’une réécriture d’un résultat de Lassalle (voir [32]).

Lemme 4.16. Soit o un réel strictement positif et soit A\ € N>F . Le polynéme de Jack
Cia) est donné pout tout v = (x1,12) € R? vérifiant x1x2 > 0 par
2 1

@ Ao 1 1+ X9
O @) = eal W u =21 (T), o) S50 (S

Démonstration. Pour tout A € N> on dispose, d’aprés article [B2] de Lassalle, de la
formule suivante

a) ) B 12 Mt oL Tt
‘-7)\ (x) ‘7)\ (1)()\1 )\2).(@))\17)\2(1'11'2) 2 U)\lf)\g(Q /—.%'11'2).

Or, on sait d’apres Stanley (voir [A7]) que
771 =] @-G-1)+ak-1).
(4,k)EX

Par conséquent

O — T (ot e s oy (2 st (o
A\ (55)_(11;[6,\(2 (=D +ak-1)) (N >‘2)'(a)>\1—A2($1x2) ’ U’\l_’\2<2\/~"31$2>'
j?
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En utilisant le lien entre les j)fa) et les C;a) (égalité (D)), on aboutit &

h(A) (@)
' 2 Ajt+rg L xr1 + X2
(j,ll;[@( G-D+al- D) -1 (2) @) UL, (P22,

et le résultat s’en déduit trivialement. O

Remarque 4.17. On a en particulier
037 (1) = el AL (4.9)

ou 'on a utilisé le résultat bien connu sur les polynémes de Gegenbauer (voir par exemple
[, page 302])
(2a),

n!

Uz(1) =

En revenant a la définition de c¢(\) et d’apres ’égalité annoncée au cours de la preuve
précédente

1 @-G-1+atk-1)) =7
(J,k)eX
on obtient

e A e
W =3t A .

ce qui est cohérent puisque 1'on retrouve I’égalité de normalisation (ET).

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme EETHl

Démonstration. Par définition de la fonction de Bessel généralisée dans le cas W (A;) ~
Gs, on a

Iw,y) = 5 (BS w,y) + B ((22,01).0) ).

En utilisant la formule explicite du noyau E,_i62 (cas particulier de la proposition E4l), on
aboutit a

1 @i+e)wi+ya) T1— T2 Y1 — Y2 Zo (%2 —T1 Y1 — Y2
IS (z,y) = = : EZQ< : ) E 2( : ) .
oy =5e ( AR VR . BNG

Or, on a

Ezz(ﬂfl—ﬁﬂz yl_y2>_|_ 22(5'32—561 yl—yz):2jzg<£ﬂ1—l“2 y1—y2>

TAV2 T V2 TAV2 T V2 NV V2

c’est-a-dire

EZQ(m—m y1—y2) EZQ(xz—a:l yl—yg):? (3 _ - )
K \/5 ; \/5 + Ly \/5 ; \/5 ]n—% 2(1'1 .%'2)(:[/1 yZ)

On peut donc affirmer que

(z1472)(y1+y2) | 7
Iy = (Gl — ) - w).
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D’apres la formule explicite ([L8]), on peut également écrire

C(l/ﬂ)( )C(l/n)(y)
JEQ(may) :0 Z Z A .
=55 el
[A|l=n

Par conséquent

(x1+w2)(1/1+1/2) 7
e Jut (5(561—562) Y1 — Y2 ) Z >

n=0 \eN2P
[Al=n

C(l/f@)( ) C}(\l/fi) (y)
ey (1)

(4.10)

En utilisant le lemme ELT0 et 1’égalité ([E9]) donnée dans la remarque précédente, on obtient
aprés simplifications

oM@y ey
Ares® (1)

() (0 ) v 0, (220, (52,

c’est-a-dire

M (@) e (y)
AL ()

2

:c(A)(I)' ‘((Al )l (2653, ) GOk, 2, p).

En utilisant cette égalité dans ([EIM), cela permet d’écrire

(z1+22)(y1+y2)

e**ﬁ“vm%@ma—mxm—wﬁ
—Z >« < ) ((A1 A2t (2R)x A2)2G(A,f~@,x,y),

n=0 \eN2.P
[A|=n

et le théoréme est ainsi démontré. O

Revenons a présent au cas général d’un sous-systeme positif de racines orthogonales.
Nous allons voir dans la section suivante que la formule produit du théoreme 7 permet
de démontrer que l'opérateur de translation généralisé est borné.

4.2 Translation de Dunkl

Commencons par donner la représentation intégrale de la translation de Dunkl.

Proposition 4.18. Soit x € R, Pour tout f € S(R?) on a la représentation intégrale
sutvante

R ()y) = /Rd f(A72) (®d %QJIZ ;i ® ® d5(l«+y > (z1,...,24), yeRL (4.11)
j=1

Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 16l O
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Une fois encore, la formule ne dépend pas du choix des vecteurs 3' puisque la formule
produit du noyau de Dunkl E,‘,:V n’en dépend pas. La proposition précédente entraine le
caractere borné de la translation de Dunkl. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.19. Soit © € R? et soit p vérifiant 1 < p < +o00. La translation de Dunkl
W,k 5. \ w / . .
Tz s’étend a LP(u, ) en un opérateur borné qui vérifie

172 Fllwmp <A™ 1 f Wi p-

Démonstration. Soit x € R? et soit f € LP(u!"). Nous allons montrer que

_ 7
Yy — f(A 1(21"" ,Zm,($+y)ﬁ1, ('I+y pd—m ®d 332]”?3]/ j ZJ € Lp(lu’nw)
]Rm

Pour éviter de trop longues écritures, nous noterons dans cette preuve

(zl,...,zm,(x+y)ﬁ1,...,(ac +y)6d—m) =v(z,z +y).

On se limite au cas o 1 < p < 400 (le cas p = +00 est évident, le cas p = 1 utilise les
mémes arguments que ceux que nous allons présenter). Soit alors g tel que % + % =1. En
écrivant

‘f(A_lv(Z, z+y)) ﬁ Kr; (TaisYais Zj)‘
j=1

— | F A0z 2+ )| T] K, @ass s 210 T 1Koy (s s )17,

j=1 J=1
on obtient apres application de I'inégalité de Holder

p

Lo,k
dyl’(j; 7:2;(1] (ZJ)

E

/mf(A Lu(z, x+y))

1

(Ll T Vs a2 % @)

j=1

<.
Il

<

<4

ou l'on a utilisé le fait que (d’apres le point 2.(b) du théoreme 2T3)

p

T m q
([ TGl ania)) " < 4

En intégrant et apres interversion licite, on aboutit a

J.

<% [ ([ st ) T oo 2) 2 ) 2. (412
7j=1

<k

duZV(y)

/mf(A (z x—l—y ®dl/§2j’7éd z]



4.2. TRANSLATION DE DUNKL 109

Or, en effectuant le changement de variable ¢y’ = Ay, on peut écrire

[ 5 e ) D TT1K s 2330925 dy = T e 25
7j=1 Jj=1

m
TP ezt + ol g0 T Ko ot 200
7=1

et par invariance par translation

!f( (.7 +y)) !pH\/CmJ TairYai» %)y, )2 | dy

m m
:HHaj”Zij/ |f 217"-7Zm7y;n+17"'7yél))‘pH‘,CHj(xaj,y‘;,Zj /QKJ‘dy
i=1 i

Par conséquent, en revenant a l'inégalité on a
M

m m 7
[ s o) @uii, o

</]Rm </Rd|f(z4_1(21,---,zm,ym+1,...,yd {pHVan aj,yj,zj)y;%j‘dy’> duég(z).

J=1

duZV(y)

(4.13)

Pour alléger les écritures, posons momentanément

(Zl, cee >Zmay;n+1a s >y£l) = w(zay:nJrl,d)'

Puisque 'on a d’une part

/Rd |f(A71w(Z’ yfl”fLJrl,d)) |P H‘ICNJ' (Tais y}? zj)y I 2 | dy' =
=1

Adm1f(A‘1w(z,y&+1,d))(p (/Rm T, @ v 2™ | dyf - dy§n> Ay - - - dyl,
j=1

et d’autre part (en utilisant les propriétés de symétrie de chaque Ky, et en utilisant a
nouveau le point 2.(b) du théoreme EZT3])

/ HV% Tais ¥ )Yy | Ay dy, < AT

on peut affirmer en revenant a l'inégalité ([@I3]) que

m

duZV(y)

z
Rmf(A (z,x +9) ®dl/m2;7éaj ;)

]:

4m/ . 1(,21,...,Zm,y,lnﬂ,...,y&))‘pn|Zj|2nj dzl---dzmdy;n+1-..dyél.
R™ % m i
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En effectuant le changement de variable

/ —1 / /
2 =A (Zl""azmamerla"'ayd)’

on aboutit a

duZV(y)

m /pm (2, 0d)] 2 ’
LTI ) e

j=1

7
Rmf(A (z,x +9) ®dl/m2;7éaj zj

c’est-a-dire

/]Rd /mf(A v(z,x +Yy) ®dl/mj]"f§aj z]

Le théoréeme est ainsi démontré. O

dlu‘n \ m+_ / ‘f ‘p dlu’/@

Bien évidemment, on a comme conséquence immédiate du caractere borné de la trans-
lation de Dunkl le corollaire suivant concernant la convolution de Dunkl.

Corollaire 4.20. Soit p,q,r € [1,+00] vérifiant

1 1 1
— - =14-.
P g r

Alors Uapplication (f,g) — f W9 définie initialement sur L*(p)V) x L2(u)Y) s’étend en

)

une application continue de LP(u"V') x L9(u!V) dans L™ (u!V) et on a

1f 2 olhwer < €41 flwnpllgllwe

)

On dispose donc des mémes outils puissants que dans le cas Zg. En fait, il est vraissem-
blable que la plupart des résultats qui ont été démontrés dans le cas Zg soit généralisable
au cas ou l'on considére un sous-systeme positif de racines deux & deux orthogonales (et
dont le cas Zg est un cas particulier). Ces deux théories sont trés proches, et ce lien peut
étre illustré par 1’égalité suivante portant sur les transformations de Dunkl

Zd

FL()x) = F i (f o AN (a,)- (4.14)

En effet, on peut écrire par définition
m
FY(f W/ EW (—iz,y)f H (y,ad)|?F5 dy.
7=1
En utilisant la formule du noyau ([2), on obtient

m
v/
F () = e /Rd B (=itap,Ya8)f () [ ] 1y, 07) ™ dy,
J=1
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et en effectuant le changement de variable ¢ = Ay on aboutit &

Hnoﬂn%cw / FA (—izapy)(f H|y]|2*’vdy,

c’est-a-dire

i Qs 72\ —1 -7 _
z) =[P e (c2) " Foi (f o A7) (@ayp)-
j=1

Or, un calcul rapide montre que

m . 7.4
[Tl 1P = e,
j=1

et on en déduit 'égalité ([EI]).

Terminons ce chapitre avec une discussion sur 'opérateur maximal M.

4.3 Opérateur maximal de Dunkl

Commengcons par donner une estimation fine de la translatée de Dunkl de x, . Rap-
pelons au préalable que ’on note

I(z,r) =] max{0; |z| — r},|z| + r[.
Théoréme 4.21. Pour tout x € R?, tout y € R? et tout r > 0 on a

m Zo
piy (| = r:7))
O )W < C ] ——
' ]11 'u""JQ' ((z0s,7))

ou C = C(m, k) est une constante indépendante de x,y,r

Démonstration. Ecrivons pour tout z € R%, tout y € R% et tout r > 0

(X, ) () = /m(xgr o AN (21, 2 (@ Yty (@ Y)gam) R dun’y (2).
j=1

Puisque la fonction x, est radiale, on peut alors écrire

m
Do
W V) = / X, (P1s- s s (2 W) (2 W) i) AV (27).

m =1

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du théoreme 222 on a

m
Z 9 7+
TR (X ) () = /Rm X, (210 2my @+ W) grs o (@ y) gaem) QY dva 577 (25),
j=1

en rappelant que
3Bzl [yl 12) (1 = poy,.) dui? () sia,y #0
dv22m T (2) = § dog(2) siy=0
déy(2) sixz=0.
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Puisque cette mesure est positive, on peut désormais affirmer que

m
Z7 '7+
P (s )] < / Yo, (F1s- o2 (24 )1 (@4 1) i) RS (25).
7j=1

m

Les variables étant séparées, on en déduit que
o Z
VV7 . Kjyt .
ERCOIESS | i RO e )
j=1

Or, pour tout 1 < j < m, on a par parité de z; — X]frr[(zj)

c’est-a-dire

Finalement, on a donc
T
g
72 s )W < T 7™ () Wad ) (4.15)

On obtient le résultat escompté en utilisant le théoréme dans l'inégalité @IH). O

Supposons dorénavant que le sous-systeme positif de racines orthogonales est composé
de d vecteurs o, ..., a% et que les valeurs &y, ..., kg de la fonction de multiplicité sont
strictement positives.

En utilisant ’estimation de la proposition précédente et en suivant la méthode donnée
dans la preuve de la proposition Z30, on peut construire un opérateur qui va controler
M}V . Plus précisément, notons R, 1’ensemble

Ro(z,r) = I(zo1,7) X -+ X I(T4a,7),

et notons M e l'opérateur

MY Fe f(x) = sup

- a— [f)ldp ()
r>0 1 (Ra(@, 7)) J{yi(ly i |eoly il € Ra(o,) }

On peut alors aisément prouver la proposition suivante en adaptant la preuve de la
proposition .30

Proposition 4.22. Pour tout z € R% on a ’inégalité de contréle suivante
MY f(x) < CMPFe f(x), (4.16)
ot C = C(d, k) est indépendante de f et de x.

Cet opérateur MY et bien entendu de type Hardy-Littlewood : on peut donc
montrer pour MY " (et donc pour MY grace a l'inégalité (@I0)) un théoréme maxi-
mal scalaire par des techniques de recouvrement et d’interpolation, et des inégalités de
Fefferman-Stein pour MY (et donc pour MY grace & I'inégalité [{I0)) en suivant la

méthode du chapitre 2.
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