Notions sur la théorie des probabilités

Dans le cadre de ce mémoire, I'approche probabiliste est choisie pour modéliser les incertitudes.
Dans cette approche, les paramétres incertains vont étre modélisés par des variables ou de
champs aléatoires. Dans cette partie, on introduit d’abord quelques notations sur la théorie des
probabilités. Ensuite, on présentera le chaos polynomial qui est souvent utilisé pour approcher une
variable aléatoire dont la variance existe.

1.1.1 Notion sur les probabilités

On rappelle ici quelgues notions de base ainsi que des notations de la théorie des probabilités qu
seront utilisées dans le reste de ce mémoire.

Dans l'observation d’'un phénoméne aléatoire, on intro@lufensemble des résultats possibles
dont 6 est un événement élémentaire. On m@nit’'une tribuF (voir annexe 1 pour plus de
détails) dont les éléments sont appelés événements. L'egpadg €st muni d’'une mesure
probabilistePg de F dans [0 ; 1]. On appell®,(F, Pg) I'espace probabilisé.

Une variable aléatoiré réelle qui est une fonction d@ dans R est associée a une loi de
probabilité 7,

TrU) = I,(E7 ) (1.1)

avecU appartient a une tribB de R. On noteF,(x) = /(£ < x) la fonction de répartition déde

R dans [0 ; 1]. Dans le cas ou la loi de probabilité& ddmet la relation suivante :
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P(E<x)= j £, (t) Cat (1.2)

avecf- de R dans [0, 4] alorsf: est appelée fonction de densité de probabilités de

Dans le cadre de cette thése, on ne considereagueatiables aléatoires qui admettent (1.2). On
peut définir aussi les quantités souvent utiliskess ce memoire :

* L’espérance dé€:

E[¢] :ZLfog(x) Clx (1.3)

qui permet d'obtenir la valemoyenne dé.

* La variance de:Var(§)=E[(¢£ - E(§)’ | représente « I'amplitude » de l'oscillation

de ¢ autour de sa valeur moyenne. La racine carsgede la variance est appelée
écart-type de.

 Le moment d’ordre k déest I'espérance de.

» Le moment centré d'ordre k de ¢, = E[ (£ - E(6))* |.

- o) . .
0 L'asymétrie def : y=— avecdsle moment centré d’ordre 3 et I'ecart-type
g
'3

de’.
0 Le coefficient d’aplatissement de ,Bzij avecdsle moment centré d’ordre
g
§
4 eto; I'écart-type de’.
e La covariance entre deux variables aléatoires ¢ et
K i cov(é,k) = E[ (6 - E[¢]) [x ~ E[«])]. Cette quantité permet d'évaluer le degré de

dépendance entréetx. Dans le cas oy etk sont indépendantes, la covariance est
cov(é,k)

o0,
A partir de la notion de variable aléatoire, on tpentroduire la notion de vecteur

aléatoire? = (¢,,¢,,..¢§,) de dimensiom avecd, i=1 :d des variables aléatoires réelles. On rofe

nulle. Le coefficient de corrélation est défini par, =

'ensemble des valeurs du vectefrr qui est un sous-ensemble @8 (dans le cas de vecteur
gaussier€, on aO® = R?). On notef: la fonction de densité de probabilité de ce vachdtatoire.
On peut définir une espace de Hilbert sl = L% (O, f: d&) des fonctiongy de O¢ dansRk de
carré intégrable par rapport a la mesure de protegahid muni du produit scalaire :

(9., = [ o) THE) §(&) Ok (1.4)

o

et de la norme associée;:
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g, = \/ j g?(&) Of, (X df (1.5)

1.1.2 Chaos polynomial

Cette partie est consacrée a une présentationajémier la notion de chaos polynomial [1]. Celui -
ci est un outil utilisé dans les méthodes déveleppécemment pour propager des incertitudes au
travers d’'un modéle numérique.

On considére une variable aléatofedont la variance existe qui est une fonction duxecteur

aléatoiref = (&,,....&,) :

Y =dg¢) (1.6)
ou ¢, i=1 :d sont des variables aléatoires indépendantes etiebasuit une loi normale centrée
réduite. Le vecteur aléatoi€=(¢,....&,) peut étre formé de données d’entrée incertainas d’
modéle don¥ est une grandeur de sortie d'intérét. On ripte fonction de densité de probabilité

de & Lorsque la variance deéexiste, la fonctiomy appartient alors a I'espace hilbertieff = L?
(0", f-d&). Dans la suite, on va rappeler comment on penstoaire une base polynomiale H&

=2 (Of f-d&) qui nous permettra d’approcher o).
1.1.2.1. Base hilbertienne dél®

On peut constater qu’une variable aléatoire estpb&t@ment déterminée lorsque celle-ci est écrite
sous la forme d’'une fonction de variables aléasogennues. Lors de la résolution d’'un modéle
stochastique, il n’est pas évident de représensmtement une variable aléatoire de sortie par une
fonction des variables aléatoires d’entrée. Unéirtigmie utilisée régulierement dans le calcul
numérigue consiste a chercher son approximatioa darespace vectoriel (cet espace est un sous
espace vectoriel appartenant a I'espace contemaftinction a approcher) de dimension finie.
Cette technique nécessite d’abord la constructies fonctions de base de I'espace vectoriel.
Revenons a notre probleme, une base hilbertighner 0 /V} de H¢ introduite dans la partie

1.1.2 est définie de la fagon suivante [37] :
- h;j est une fonction définie d@ ¢ dansR.
- {h,i0NV}est un systéme orthonormal, ce qui signifie que :

(hh). =4 (1.7)

0 sii-j#0

avecd, = _
b1 sinon

- le sous espace engendré par 'ensenig est dense dars’ (O°, f:d&), c'est-a-

dire : si(g,h), . =0pour tousi O N alorsg = 0.

17



On a le théoréme [37] suivant :
Théorémel: Soit {h,iT NV}une base hilbertienne de I'espace de Hilbeit Alors pour tout g

dansH%on a:
g=> gh (1.8)

Les coefficients;gont tels que :
g =(9h),. (1.9)

La détermination dg peut se ramener a la détermination des coeffegntors de la résolution
numerique, on limite le calcul a un nombre finitdemesg;, i = 0 : P. On discutera du choix d&
par la suite. Une estimation numérique de (1.9} pae utilisée pour déterminer les coefficients
g

Dans la suite, on présentera une construction diga@mes orthogonaux multidimensionnels qui
forment une baséH,,i 0 /V} deHY & partir des polyndmes monodimensionnels.

1.1.2.2. Polynbmes de Hermite

Rappelons que dans cette paftieest la densité de probabilités du vecteur variabéatoire
§=(&,...&,) ou &, j=1:d sont des variables aléatoires indépendantes diamuioe suit la loi
normale centrée réduite. Dans ce Cads= R’. Une basgH i 0V} deH® peut étre construite en

utilisant dans ce cas des polynbmes de Hermite cioremsionnels comme on va le voir dans la
suite.
Polynbmes de Hermite monodimensionnels

On note dans ce cdsla fonction de densité de probabilités de la \deialéatoire gaussienige
centrée réduite. La définition des polyndmes dentiterh; de R dans R d’indice i O /V est la

suivante :

h(E) 1.8 = (-1) j'—{ () (1.10)

2
avec f,(§) :iexp(—7). On peut montrer que :

Va2
(&) =1, h,.(&)=E&h(@) —d% h(é) (1.11)

La construction dé&;() peut étre réalisée d’'une facon récurrente ad'aid I'équation (1.11). On

donne a titre d’exemple les premiers polyndmes elerlite monodimensionels:
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hy(&)=1

h(&)=¢

h(§)=¢& -1
h(&)=¢& -3¢
h(§)=¢" -6 +3

On peut introduire les polynémes normalibk€) :

H (&)=
(€) i (1.12)
On peut démontrer que la famibk (&), i 0V est orthonormée, ce qui signifie que :

(Hi(),H{(&)) . = [ H (OH, (&) T (6)dE =g (1.13)

Une fois les polynbmes de Hermite unidimensiongelsstruits, on peut les associer pour former
les polynédmes de Hermite multidimensionnels.
Polyndémes de Hermite multidimensionnels

Revenons au cas dgest la densité du vecteur variable aléate'nte(f1 ..... Ed) oué,, j=1:dsont

des variables aléatoires indépendantes dont chaswiheine loi normale centrée réduite. Un

polyndme de Hermite multidimensionnil (§) aveci = (i,,...,i,) 0 /V° est défini par :
H; () =H, (&) H; (&) TIH; (&) (1.14)

Le degré d'un polyndmeH, ;. ,(¢) est défini par:p = i1+..+g. On a alors le nombre P de
polynébmes de degré inférieur ou eégal @ui vérifie:

o_ce o (d+ D)
d

= (1.15)

Pour simplifier la notation, on va noted,({)avec aU/N au lieu de H,,.,)() avec

i

(iiz-i4) 0N (voir [7] pour plus de détail concernant la redatientres eti). On donne & titre
d’exemple les 6 premiers polynémes de Hernpte 2) dans le cad = 2:
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Ho(61¢65) =H (qo(¢p ¢ ) = H {&)H {§) =1
H,(¢162) =H1(¢2¢) = H{SIH £ ) =4,
H,($u¢5) =H (0y($26 ) =H {{)H () =4,

Ha(60 ) = H (€)= H LE)H (£) =%<ﬁ—1)
Ho (6 6) =H oy (626 = H(E)H (€)= &&,
Hy(E0 &) = H q5(6,6) = H &M (€) =%<£22—1)

A partir de (1.13), on peut constater que la famidl (§) définie par (1.14) est orthonormée dans
HY= LZ(Rd, f- d&). En utilisant le théoreme de Martin-Cameron [18]}, peut démontrer que le
sous espace engendré par I'ensenth|¢é) est dense danisl® = Lz(Rd, f- d&). Par conséquent,

H (&) forme une base Hilbertienne HE.

Dans la suite, on va utiliser cette base des pohgsdde Hermite pour approcher une variable

aléatoireY de la forme (1.6).
1.1.2.3. Chaos polynémial
On vient de rappeler dans la partie précédentd eugemble des polynémes de Hermiie (§)

forme une base hilbertienne @& = LZ(Rd, f- d¢) avecf;, la densité conjointe du vecteur de
variables aléatoire§ =(¢,,...,&,) ou &, i=1:d sont des variables aléatoires indépendantes dont

chacune suit la loi normale centrée réduite. Elsatit lethéoreme 1 une variable aléatoirg=

g(¢) dont la variance existe peut étre approchée par :
P-1
Y=g()=) gH,(&) (1.16)
a=0

Les coefficientsy,, a déterminer, peuvent s'écrire sous la forme :

9, =(0H,) . = [ a&)H () D(&) & (1.17)

Une fois queY est approchée par (1.16) les informationsYsdifférents moments, fonction de

densité de probabilité, etc.) peuvent étre obtemisgsment. Cela peut nécessiter I'évaluation des

termesE[HalHazE[Elan]. Dans l'annexe 2, une méthode semi analytiquepessentée pour

réaliser cette évaluation.

Puisque on alim,__g.(§)=9(§), alors siP est suffissamment grand, on peut obtenir une

approximationg, (&) deg(¢) avec une erreur suffisamment faible. On ne carpasg($) mais
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une méthode pour évaluer la qualité de I'approximmatonsiste a comparey,(¢) et g.,, (<),

k=1 : No (No peut étre choisi egal a 1 ou plus si la foncti@pgaroximer posséde des symétries). Si

la distance entreg.({)et g, () est faible, 'approximation pourra étre considésEsnme

correcte. Pour des cas particuliers, on peut despdain estimateur d’erreur qui nous permet
d’avoir la distance avec la solution exacte [18].

Dans certains cas ouwg(é) prend une forme «peu réguliere» [30], la coneecg
lim,_.g.(&) = g(&) peut étre tres lente. Ces cas nécessitent desmeaits adaptés pour accélérer

la vitesse de convergence. Ce phénomene est diansde chapitre 2.
Dans [14], il est montré gqu'une généralisation pesdsible avec des lois non gaussiennes. On a

dans ce cag =(¢,....&,) ou &, i=1 :d sont des variables aléatoires indépendantes.dresidns
de densité de probabilitéls de &, i=1 :d sont identiques. La fonctiof, peut étre la fonction de

densité d'une loi Beta, uniforme, etc... Dans ce case autre famille de polynémes

monodimensionnelsy, (¢)va étre mise en ceuvre (voir le Tableau 1 extrait[4). Les

polynbmes multidimensionnels sont établis a pdeices polynbmes monodimensionnels par :
W (&) =y, (&) W, (&) T, (<y) (1.18)

Dans le reste de cette these on nptef) aveca U /V le chaos polynomial généralisé.

Tableau 1. Chaos polynomial généralisés

Variable aléatoire Chaos polynomial Support
Gaussienne Hermite (-00,+0)
N Gamma Laguerre [0, +o0)
Beta Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre [a, b]
Poisson Charlier {0,1,2,...}
Discréte Binomial Krawtchouk {0,1,2,...N}
Hypergéométrique Hahn {0,1,2,...N}

Dans la suite, nous allons traiter un exemple =mpbur illustrer [l'utilisation d'une
décomposition en chaos polynomial pour résoudr@robléeme stochastique et démontrer aussi

I'importance du choix de la base d’approximation.
1.1.2.4. Exemple d’application

Cette partie illustre I'application du chaos polgmal afin d'approcher une grandeur aléatoire. On
utilisera deux types de polynéme : les polyndmeketgendre et les polyndmes d’Hermite.
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A titre d’exemple, on s’intéresse au problémetétpee suivant :

O O

—
v=0 | R1(6) R,(6) v=1

Figure 1. Exemple électrique

Les deux résistances;(R) et R(0) sont des variables aléatoires uniformes indépetetanui
varient dans lintervallg2 ; 4]. On s’intéresse au courant | qui est aussi uneaide aléatoire.

Dans ce probléme, le courant est obtenu analytiqoepar :

1
1(0) = ————
(6) R()+ R(O) (1.19)

La fonction de densité de probabilités de variabéatoirel () présentée sur la Figure 2 est tracée

par la méthode de noyau [35]. On cherche mainteaayprochef(6) de (1.19) par un chaos

polynomial.

—théorique
_p=2

.25 0.3

Figure 2. Fonctions de densité de probabilités @elp — polynébmes de Legendre

On peut constater quR(0) etRy(0) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

R=3+¢,
R =3+,

avec & et & les variables aléatoires uniformes indépendantes d'intervalle [-1; 1]. Par

conséquent, le courant peut s’écrire sous la forme

=G s (1.20)
Le courant est approché par :
1()=1p($) = Z_l Vo ($) (1.21)
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avec¢é = (&, &) et W, (&) les polyndbmes de Legendre ket les coefficients a déterminer par la

méthode de projection [7]. Sur la Figure 2, on dofanfonction de densité de probabilitésige
avec différents degrés maxinmaties polynébmes utilisés.

L’erreur de I'approximation (1.21) est définie par
e=E[(l,~1)] (1.22)

Dans le Tableau 2, on donne I'évolution de I'err€uR?2) en fonction des valeurs peOn peut

constater que avge> 3, la fonction approchde est trés proche de

Tableau 2. Erreurs en fonction de degré maximal p

Erreur
P Chaos de Polyndme de Legendre Chaos de PolyndiHerddte
2 1.51*10° 8.71*10"
3 4.16*10’ 1.50*10"
4 1.12*10° 8.97*10°
5 3.20*10™ 1.96*10°

On cherche maintenant a approché¢t.19) sous la forme (1.21) mais auge (&1, &) ouéy, &

sont des variables gaussiennes centrées réduitpendantes et w (&) les polyndmes

d’Hermite. Une relation d&; avec¢; et R, avecé, peut s'établir par une transformation iso-

probabiliste :
Fa (R)=F.($)
FRZ(RZ) = ng("zz)
avec F.,F, ,F. ,F, les fonctions de répartition des variables aléasoR;, Ry, &1, &

respectivement. Sur la Figure 3, on donne la fonctle densité de probabilité teet dans le
Tableau 2, on donne I'évolution de I'erreur (1.2R)fonction du degré maximpldes polyndmes

utilisés.
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