
5.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on fixe k un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier
totalement décomposé dans k. Soient p et p̄ les deux idéaux maximaux de Ok au-dessus
de p. Par la théorie du corps de classes, il existe une unique Zp-extension k∞ de k non-
ramifiée en dehors de p. On considère une extension K∞ de degré fini de k∞, abélienne
sur k. On pose G∞ := Gal (K∞/k), et on fixe une décomposition 1

G∞ = G× Γ,

où G = Gal (K∞/k∞) est le sous-groupe de torsion de G∞ et Γ est un groupe topologique
isomorphe à Zp. Remarquons que le choix de Γ est arbitraire, cependant d’après le lemme
A.1.5.3, pour n ∈ N le groupe Γn := Γp

n

ne dépend pas du choix de Γ dès que pn annule
le p-Sylow de G. Pour tout n ∈ N, on note Kn le sous-corps de K∞ fixé par Γn. Enfin, on
note Λ := Zp [[G∞]] l’algèbre d’Iwasawa (voir la sous-section A.1.2).

Dans ce chapitre, nous établissons quelques résultats élémentaires concernant divers
Λ-modules d’unités, résultats qui seront utilisés au chapitre 6.

5.2 Unités semi-locales.

5.2.1 Définitions, notations.

Pour toute extension abélienne finie L de k, rappelons que le Z [Gal (L/k)]-module des
unités semi-locales O×

L,s.l de L au-dessus de p est défini par

O×
L,s.l :=

∏

P|p
O×
LP
,

où le produit est pris sur tous les idéaux premiers de OL au-dessus de p, et où pour un
tel idéal P, LP est le complété de L en P. Une unité semi-locale x := (xP)

P|p est dite
principale si pour tout P|p, xP est congru à 1 modulo l’idéal maximal de OLP

.
On note UL le pro-p-complété de O×

L,s.l. On rappelle que le morphisme canonique
O×
L,s.l → UL se restreint en un isomorphisme du sous-groupe des unités semi-locales prin-

cipales vers UL (dans la suite, nous identifions donc UL au sous-groupe des unités semi-
locales principales).

1Une telle décomposition est possible d’après le lemme A.1.5.1.
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Pour toute extension finie L′ de L, abélienne sur k, on définit la norme

NL′/L : O×
L′,s.l

// O×
L,s.l, (xP′)

P′|p
� //

(∏
P′|P NL′

P′/LP
(xP′)

)
P|p

.

On définit la norme NL′/L : UL′ → UL par restriction. Pour tout n ∈ N, on pose Un := UKn,
et on définit

U∞ := lim←−
n

Un,

en prenant la limite projective par rapport aux normes. Pour tout idéal maximal P de
OK∞ :=

∞
∪
n=0
OKn, on note Pn := P∩OKn l’idéal premier2 de OKn en dessous de P. Pour

tout n ∈ N, on note Un,P le sous-groupe de O×
Kn,Pn

formé des unités congrues à 1 modulo
l’idéal maximal de OKn,Pn . On pose

U∞,P := lim←−
n

Un,P,

en prenant la limite projective par rapport aux normes NKn+1,Pn+1
/Kn,Pn

. On a alors la
décomposition suivante,

U∞ =
∏

P|p
U∞,P,

où le produit est pris sur tous les idéaux maximaux de OK∞ au-dessus de p (qui sont en
nombre fini, puisque K∞/Kn est totalement ramifiée en les places au-dessus de p, pour n
assez grand).

5.2.2 Liberté du Qp ⊗Zp Λ-module des unités semi-locales.

Soit K∞,P :=
∞
∪
n=0

Kn,Pn. Pour tout n ∈ N ∪ {∞}, on identifie Gal (Kn,Pn/kp) au

sous-groupe de décomposition G′
n de p dans Kn/k. On pose Λ′ := Zp [[G′

∞]]. On fixe une
décomposition G′

∞ = G′ × Γ′, où G′ est un groupe fini et Γ′ est un groupe topologique
isomorphe à Zp. Pour tout n ∈ N, on pose Γ′

n := (Γ′)
pn.

Lemme 5.2.2.1 Soit P un idéal maximal de OK∞ au-dessus de p. Le groupe µp∞ (K∞,P)
est fini.

Démonstration. On note k′ la complétion de k en p. Puisque k′ = Qp, il est bien connu
que le noyau du symbole local des résidus normiques

(·, k′ (µp∞) /k′) : (k′)
× → Gal (k′ (µp∞) /k′)

est le groupe 〈p〉 librement engendré par p (voir par exemple [35, p. 323, Proposition
(1.8)]). Supposons µp∞ ⊂ K ′

∞. Alors le noyau du symbole local des résidus normiques

(·, K ′
∞/k

′) : (k′)
× → Gal (K ′

∞/k
′)

est un sous-groupe de 〈p〉, d’indice fini car K ′
∞/k

′
∞ est de degré fini. Soit Q un idéal

maximal de OK∞ au-dessus de p̄. On note k′′ la complétion de k en p̄. Pour tout n ∈ N,

2L’application P 7→ (Pn)n∈N est une bijection du spectre maximal de OK∞
vers l’ensemble des suites

d’idéaux maximaux Pn de OKn
telles que Pn+1 ∩ OKn

= Pn pour tout n ∈ N.
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on désigne par k′n (resp. k′′n) la complétion de kn en P (resp. Q). On pose k′∞ :=
n
∪
i=0

k′n

et k′′∞ :=
n
∪
i=0

k′′n. L’extension k′′∞/k
′′ est infinie et non ramifiée. Donc son groupe de Galois

est topologiquement engendré par (p, k′′∞/k
′′). Puisque k∞/k est non ramifiée en dehors

de p, on a (p, k′′∞/k
′′)|k∞ =

(
p−1, k′∞/k

′)
|k∞, et on déduit que pour tout n ∈ Z \ {0},

(pn, K ′
∞/k

′) 6= 1. Alors (·, K ′
∞/k

′) est injectif, ce qui est absurde. �

Pour n assez grand on a Γn ⊆ G′
∞, donc d’après le lemme A.1.5.2 il existe n0 ∈ N tel

que
Γn0 ⊆ Γ′. (5.2.2.1)

Alors il existe un unique entier relatif c ≥ −n0, tel que pour tout idéal maximal P de
OK∞ au-dessus de p, et tout entier n ≥ n0, on a

Γn = Γ′
n+c, Kn,Pn = K ′

n+c,P et G′
n = G′ ×

(
Γ′/Γ′

n+c

)
, (5.2.2.2)

où K ′
m,P est le sous-corps de K∞,P fixé par Γ′

m, pour tout m ∈ N.

Lemme 5.2.2.2 Soient P un idéal maximal de OK∞ au-dessus de p et n ∈ N. Pour tout
n ∈ N, on note U ′

n,P le groupe des unités de OK ′
n,P

congrues à 1 modulo l’idéal maximal
de OK ′

n,P
.

Le noyau et le conoyau du morphisme canonique πn,P : (U∞,P)Γ′
n
−→ U ′

n,P sont inva-

riants sous l’action de G′
∞, et de rang 1 sur Zp.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, on note M̃′
n la pro-p-extension abélienne maxi-

male de K ′
n et M′

n la pro-p-extension abélienne maximale non ramifiée de K ′
n. On pose

M̃′
∞ :=

∞
∪
n=0

M̃′
n et M′

∞ :=
∞
∪
n=0

M′
n. On remarque que M′

∞ = K∞,PL, où L est l’unique

Zp-extension non-ramifiée de kp. Donc M′
∞ est abélienne sur kp. Pour tout n ∈ N, la théo-

rie du corps de classes locale nous donne un isomorphisme φn : U ′
n,P → Gal

(
M̃′
n/M

′
n

)

de Zp

[
Gal

(
K ′
n,P/kp

)]
-modules. Pour tout (m,n) ∈ N2 avec n ≤ m, on a le diagramme

commutatif ci-dessous,

U ′
m,P

φm
//

Nm,n

��

Gal
(
M̃′
m/M

′
m

)

resm,n

��

U ′
n,P

φn
// Gal

(
M̃′
n/M

′
n

)
,

où Nm,n est l’application norme et resm,n est le morphisme de restriction. Prenant les
limites projectives, on obtient un isomorphisme

φ∞ : U∞,P→ Gal
(
M̃′

∞/M
′
∞

)
(5.2.2.3)

de Λ′-modules, qui induit pour tout n ∈ N un isomorphisme

Cok (πn,P) ≃ Gal (M′
∞/M

′
n) . (5.2.2.4)

D’après le corollaire A.1.4.9, le morphisme de restriction Gal
(
M̃′

∞/K∞,P

)
→ Gal

(
M̃′
n/K

′
n,P

)

induit un isomorphisme

Gal
(
M̃′

∞/K∞,P

)
Γ′
n

≃ Gal
(
M̃′
n/K∞,P

)
. (5.2.2.5)
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D’après le lemme 5.2.2.1, et en vertu de [25, Theorem 25 (i)], il existe une suite exacte de
Zp [[Γ′]]-modules

0 // Gal
(
M̃′

∞/K∞,P

)
// Zp [[Γ′]]d // µp∞ (K∞,P) // 0, (5.2.2.6)

où d := # (G′). Cette suite exacte implique en particulier que

Gal
(
M̃′

∞/K∞,P

)Γ′
n

= 0. (5.2.2.7)

Puisque M′
∞ est abélienne sur kp, on a

Gal (M′
∞/K∞,P)

Γ′
n = Gal (M′

∞/K∞,P) ≃ Gal (M′
∞/K∞,P)Γ′

n
. (5.2.2.8)

La suite exacte 0 → U∞,P→ Gal
(
M̃′

∞/K∞,P

)
→ Gal (M′

∞/K∞,P) → 0 nous donne une

suite exacte dite des invariants et co-invariants3. Compte tenu de (5.2.2.5), (5.2.2.7) et
(5.2.2.8), on obtient donc le diagramme commutatif suivant,

0 // Gal (M′
∞/K∞,P) // (U∞,P)Γ′

n
//

��

Gal
(
M̃′
n/K∞,P

)
//

��

Gal (M′
∞/K∞,P) //

��

0

0 // U ′
n,P

// Gal
(
M̃′
n/K

′
n,P

)
// Gal

(
M′
n/K

′
n,P

)
// 0,

dont les lignes sont exactes. De ce diagramme on déduit un isomorphisme de Λ′-modules

Ker (πn,P) ≃ Gal (M′
∞/K∞,P) . (5.2.2.9)

Puisque M′
∞ est abélienne sur kp et que le rang de Gal (M′

∞/kp) sur Zp est égal à 2, le
lemme résulte de (5.2.2.4) et (5.2.2.9). �

Proposition 5.2.2.3 Le Zp [[Γ]]-module U∞ est de type fini et sans torsion. En outre, le
Qp ⊗Zp Λ-module Qp ⊗Zp U∞ est isomorphe à Qp ⊗Zp Λ.

Démonstration. Le fait que le Zp [[Γ]]-module U∞ est de type fini et sans torsion résulte
directement de (5.2.2.6) et de (5.2.2.3). Soit P un idéal maximal de OK∞ au-dessus de p.
On considère le morphisme de Λ′-modules

ι : U∞,P −→ U∞, xP 7→ (xQ)Q|p ,

où pour tout idéal maximal Q 6= P de OK∞ au-dessus de p, xQ := 1. Utilisant le fait
que Qp ⊗Zp Λ est libre sur Qp ⊗Zp Λ′, on remarque que ι induit un isomorphisme de
Qp ⊗Zp Λ-modules

(
Qp ⊗Zp Λ

)
⊗(Qp⊗ZpΛ′)

(
Qp ⊗Zp U∞,P

) ∼−→ Qp ⊗Zp U∞.

Il nous suffit donc de montrer que Qp ⊗Zp U∞,P est un Qp ⊗Zp Λ′-module isomorphe à
Qp ⊗Zp Λ′.

3Voir la proposition A.1.3.3.
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Pour tout n ∈ N, soit G′
n le groupe de décomposition de p dans Kn/k, et soit P̂n l’idéal

maximal de OKn,Pn . Il est bien connu que pour m ∈ N suffisamment grand, le logarithme
p-adique définit un isomorphisme de Zp [G′

n]-modules de 1+ P̂m
n vers P̂m

n . Tensorisant cet
isomorphisme par Qp au-dessus de Zp, on voit que

Qp ⊗Zp Un,P ≃ Kn,Pn ≃ Qp [G′
n] , (5.2.2.10)

le dernier isomorphisme provenant du théorème de la base normale (en tenant compte du
fait que kp = Qp).

Soit χ un Cp-caractère irréductible de G′. Soit ψ l’unique Qp-caractère irréductible de
G′ tel que χ|ψ. Il suffit de prouver que eψ

(
Qp ⊗Zp U∞,P

)
est libre sur 4

eψ
(
Qp ⊗Zp Λ′) ≃ Qp ⊗Zp Zp (χ) [[Γ′]] ,

de rang 1. D’après le corollaire A.3.2.2, on sait que eψ
(
Qp ⊗Zp Λ′) est principal. Puisque

U∞ est sans torsion sur Zp [[Γ]], eψ
(
Qp ⊗Zp U∞,P

)
est sans torsion sur Qp⊗Zp Zp [[Γ′]]. Du

lemme A.3.5.1 on déduit que eψ
(
Qp ⊗Zp U∞,P

)
est un eψ

(
Qp ⊗Zp Λ′)-module sans torsion

et de type fini, donc libre. Soit rψ son rang. Il ne reste à prouver que rψ = 1. On choisit
un entier n ≥ n0, voir (5.2.2.1). Alors

eψ
(
Qp ⊗Zp

(
(U∞,P)Γn

))
≃ eψ (Qp [G′

n])
rψ . (5.2.2.11)

D’après (5.2.2.2) et le lemme 5.2.2.2, le noyau et le conoyau du morphisme canonique
(U∞,P)Γn

→ Un,P sont des Zp-modules de rang 1, et invariants sous l’action de G′
∞. On

en déduit que

dimQp

(
eψ
(
Qp ⊗Zp

(
(U∞,P)Γn

)))
= dimQp

(
eψ
(
Qp ⊗Zp Un,P

))
. (5.2.2.12)

Or eψ
(
Qp ⊗Zp Un,P

)
≃ eψ (Qp [G′

n]) d’après (5.2.2.10). On en déduit rψ = 1 par (5.2.2.12)
et (5.2.2.11). �

5.3 Unités globales

5.3.1 Définitions, notations.

Définition 5.3.1.1 Pour tout n ∈ N, on pose En := Zp ⊗Z O×
Kn

. On définit ensuite

E∞ := lim←−
n

En,

la limite projective étant par rapport aux normes.

Remarque 5.3.1.2 D’après le théorème de Dirichlet, pour tout n ∈ N, En est de rang
[Kn : k]− 1 sur Zp.

4L’isomorphisme eψ
(
Qp ⊗Zp

Λ′
)
≃ Qp ⊗Zp

Zp (χ) [[Γ′]] résulte de la proposition A.2.2.5.
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5.3.2 Unités de Minkowski.

Proposition et définition 5.3.2.1 Soit L/k une extension abélienne. Il existe une unité
ε ∈ O×

L telle que le sous-Z [Gal (L/k)]-module de O×
L engendré par ε est d’indice fini. Une

telle unité est appelée une unité de Minkowski.

Démonstration. Puisque l’image de O×
L par ℓL est un réseau de R [Gal (L/k)] (1− e1)

de rang [L : k]− 1 (sous-section 2.3.1), on a un isomorphisme

R⊗Z O×
L ≃ R [Gal (L/k)] (1− e1) ≃

∏

φ 6=1

R [Gal (L/k)] eφ, (5.3.2.1)

le produit étant sur tous les caractères rationnels non triviaux de Gal (L/k). Puisque
pour un tel caractère φ, on a R⊗Z

(
Q⊗Z O×

L

)
φ

=
(
R⊗Z O×

L

)
φ
, on déduit de (5.3.2.1) un

isomorphisme

Q⊗Z O×
L ≃ Q [Gal (L/k)] (1− e1) ≃

∏

φ 6=1

Q [Gal (L/k)] eφ. (5.3.2.2)

En particulier Q⊗ZO×
L est un Q [Gal (L/k)]-module monogène : soit α un Q [Gal (L/k)]-

générateur de Q ⊗Z O×
L . Il existe m ∈ N∗ tel que αm appartient à l’image de O×

L dans
Q⊗Z O×

L . Il suffit alors de prendre pour unité de Minkowski un antécédent ε de αm dans
O×
L . �

Remarque 5.3.2.2 Soient L/k une extension abélienne, ε une unité de Minkowski, et

(αg)g∈Gal(L/k) ∈ ZGal(L/k) une famille telle que
∏

g∈Gal(L/k)

εαgg est une racine de l’unité.

Alors pour tout (g, h) ∈ Gal (L/k)2, αg = αh.

Démonstration. Puisque le sous-Z [Gal (L/k)]-module de O×
Kn

engendré par ε est d’in-
dice fini, 1 ⊗ ε engendre le Q [Gal (L/k)]-module Q ⊗Z O×

L . De (5.3.2.2) on déduit que∑

g∈Gal(L/k)

αgg est invariant sous l’action de Gal (L/k). �

5.3.3 Un analogue de la conjecture de Leopoldt.

On note logp : C×
p → Cp le logarithme d’Iwasawa. On rappelle que

Ker
(
logp

)
=

{
x ∈ C×

p /∃ (m,n) ∈ N∗ × Z, xm = pn
}
. (5.3.3.1)

On réfère le lecteur à [24, p. 40].

Théorème 5.3.3.1 (Brumer, [11]) Soient α1, ..., αn des éléments non nuls de Cp, et soit
logp : C×

p → Cp le logarithme d’Iwasawa. Les conditions suivantes sont équivalentes :

– La famille
(
logp (αi)

)n
i=1

est Q-linéairement indépendante.

– La famille
(
logp (αi)

)n
i=1

est Qalg-linéairement indépendante, où Qalg est la fermeture
algébrique de Q dans Cp.
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Lemme 5.3.3.2 ([34, (10.3.15) Lemma]) Soit G un groupe fini et f : G → Cp une
application. Alors

rg
(
f
(
σ−1τ

))
(σ,τ)∈G2 = #

{
χ ∈ HomGr

(
G ,C×

p

)
/
∑

σ∈G
χ(σ)f(σ) 6= 0

}
,

où rg
(
f
(
σ−1τ

))
(σ,τ)∈G2 désigne le rang de la matrice

(
f
(
σ−1τ

))
(σ,τ)∈G2 , et où l’ensemble

HomGr

(
G ,C×

p

)
est l’ensemble des morphismes de groupes de G vers C×

p .

Théorème 5.3.3.3 Pour tout n ∈ N∪{∞}, le morphisme canonique En → Un est injectif.

Démonstration. La démonstration qui suit est inspirée de la preuve de la conjecture
de Leopoldt de [34, (10.3.16) Theorem]. Elle repose sur le théorème 5.3.3.1 dû à Brumer.
Rappelons qu’on identifie Un au sous-groupe de

∏

P|p
O×
Kn,P

formé des unités semi-locales

principales. Soit ε une unité de Minkowski, telle que pour tout idéal premier P de OKn
au-dessus de p, ε est congrue à 1 modulo l’idéal maximal mKn,P de OKn,P . Un tel choix
est toujours possible, quitte à élever une unité de Minkowski arbitrairement choisie à la
puissance m, avec m ∈ N qui annule tous les

(
OKn,P/mKn,P

)× où P est un idéal premier de
OKn au-dessus de p. Cette précaution nous assure que l’image de ε dans Un est (ε, ε, ..., ε).
On note Ẽn le sous Zp [Gn]-module de En engendré par ε. On raisonne par l’absurde et
on suppose que En → Un n’est pas injectif. La Zp-torsion de En s’identifie à µp∞ (Kn), qui
s’injecte dans Un. Donc l’image Im (En) de En dans Un est un Zp-module de rang inférieur
où égal à [Kn : k]− 2. Il en va a fortiori de même pour l’image de Ẽn,

rgZp

(
Im
(
Ẽn
))

≤ [Kn : k]− 2. (5.3.3.2)

Soit n ∈ N. Soit Q un idéal de OKn au-dessus de p. On fixe un plongement Kn,Q →֒ Cp.
On pose

ℓ : Un −→ Cp [Gn] , (uP)
P|p 7−→

∑

g∈Gn

logp
(
g−1

(
ug(Q)

))
g.

On remarque que ℓ est Zp [Gn]-linéaire. De (5.3.3.2) on déduit que le Cp-espace vectoriel

engendré par ℓ
(
Im
(
Ẽn
))

est de dimension inférieure ou égale à [Kn : k]− 2. Autrement

dit, le rang de la matrice
(
logp

(
g−1h (ε)

))
(g,h)∈G2

n
est inférieur ou égal à [Kn : k]− 2. Du

lemme 5.3.3.2, on en déduit qu’il existe un Cp-caractère irréductible et non trivial χ de
Gn tel que ∑

g∈Gn

χ(g) logp (g (ε)) = 0. (5.3.3.3)

Puisque NKn/k(ε) est une racine de l’unité, on déduit de (5.3.3.1) et (5.3.3.3) que

∑

g∈G∗
n

(1− χ(g)) logp (g (ε)) = 0, (5.3.3.4)

où G∗
n := Gn \ {IdKn}. Donc la famille

(
logp (g (ε))

)
g∈G∗

n
n’est pas Qalg-linéairement indé-

pendante, Qalg étant la fermeture algébrique de Q dans Cp. Du théorème de Brumer nous
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déduisons donc que la famille
(
logp (g (ε))

)
g∈G∗

n
n’est pas Q-linéairement indépendante :

il existe une famille (αg)g∈G∗
n
∈ ZG∗

n , non identiquement nulle, telle que

logp


∏

g∈G∗
n

εαgg


 =

∑

g∈G∗
n

αg logp (g (ε)) = 0. (5.3.3.5)

De (5.3.3.1) il résulte que
∏

g∈G∗
n

εαgg est une racine de l’unité. De la remarque 5.3.2.2, on

déduit αg = 0 pour tout g ∈ G∗
n, ce qui est contradictoire. Donc En → Un est injectif.

Ceci est valable pour tout n ∈ N, et les injections En →֒ Un sont compatibles avec les
normes, donc en passant à la limite projective on obtient aussi une injection E∞ →֒ U∞.
�

Corollaire 5.3.3.4 Soit n ∈ N ∪ {∞}. On note M̃n la pro-p-extension abélienne de Kn

maximale non ramifiée en dehors des places au-dessus de p, et Mn la pro-p-extension

abélienne de Kn non ramifiée maximale. On pose Bn := Gal
(
M̃n/Kn

)
et on identifie An

à Gal (Mn/Kn) par la théorie du corps de classes. Alors on a la suite exacte suivante,

0 // En // Un // Bn
// An

// 0, (5.3.3.6)

où Bn → An est le morphisme de restriction, et Un → Bn est le morphisme issu de la
théorie du corps de classes.

En particulier si n <∞, alors le Zp-rang de Bn est 1.

Démonstration. Supposons d’abord n < ∞. Pour tout m ∈ N, soit Lm la p-extension
maximale de Kn incluse dans le corps de classes de rayons de Kn modulo pmOKn. Alors
M̃n =

∞
∪
m=0

Lm. On note F le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de Kn, et pour
tout m ∈ N on note Pm le sous-groupe de F formé des idéaux principaux engendrés par
un élément x ∈ K×

n congru à 1 modulo pmOKn. La théorie du corps de classes nous donne
le diagramme commutatif ci-dessous, à lignes exactes,

0 // Zp ⊗Z (P0/Pm) //

≀
��

Zp ⊗Z (F/Pm) //

≀
��

Zp ⊗Z (F/P0) //

≀
��

0

0 // Gal (Lm/L0) // Gal (Lm/Kn) // Gal (L0/Kn) // 0.

(5.3.3.7)

D’autre part pour tout m ∈ N on a la suite exacte

En // Zp ⊗Z (OKn/pmOKn)× // Zp ⊗Z (P0/Pm) // 0. (5.3.3.8)

Pour tout m ∈ N, d’après le théorème des restes chinois on a un isomorphisme naturel

Zp ⊗Z (OKn/pmOKn)× ≃
⊕

q|p
Zp ⊗Z

(
OKn,q/qemOKn,q

)×
,

où la somme est sur tous les idéaux maximaux q de OKn au-dessus de p, et où e est l’indice
de ramification de p dans Kn/k. Pour tout m ∈ N, on a donc un morphisme naturel
surjectif Un → Zp ⊗Z (OKn/pmOKn)×. Passant à la limite, on en déduit un morphisme
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Un → lim←−
m

Zp ⊗Z (OKn/pmOKn)×, qui est aussi surjectif par compacité de Un. Il est clair

que le noyau de ce morphisme est nul, donc

Un ≃ lim←−
m

Zp ⊗Z (OKn/pmOKn)× puis lim←−
m

Zp ⊗Z (P0/Pm) ≃ Un/En,

en utilisant (5.3.3.8). Par passage aux limites projectives (par rapport à la variable m), on
déduit alors de (5.3.3.7) la suite exacte (5.3.3.6), l’exactitude en En en vertu du théorème
5.3.3.3. De plus les Zp-rangs de En et Un sont respectivement [Kn : k]−1 et [Kn : k], donc
le Zp-rang de Bn est 1.

Lorsque n =∞, on obtient la suite exacte (5.3.3.6) par passage aux limites projectives,
compte tenu du fait que tous les Λ-modules considérés sont compacts. �

Remarque 5.3.3.5 D’après [25, Theorem 4], B∞ est de type fini sur Zp [[Γ]]. D’après [43,
Proposition 20, p. 45], il résulte du théorème 5.3.3.3 que B∞ est de torsion sur Zp [[Γ]].

Proposition 5.3.3.6 Pour tout n ∈ N, on a (B∞)Γn = 0.

Démonstration. D’après le corollaire A.1.4.9, (B∞)Γn
s’identifie à Gal

(
M̃n/K∞

)
, d’où

une suite exacte
0 // (B∞)Γn

// Bn
// Γn // 0. (5.3.3.9)

D’après le corollaire 5.3.3.4, Bn est de type fini sur Zp, et son Zp-rang est 1. De la suite
exacte (5.3.3.9), on déduit alors que (B∞)Γn est fini. Donc (B∞)Γn est fini, d’après la
proposition A.1.3.4. Or d’après [18, fin de la section 4], B∞ ne contient pas de sous-
Zp [[Γ]]-modules finis non nuls. �

5.4 Unités de Stark.

5.4.1 Unités semi-locales modulo unités de Stark.

Définition 5.4.1.1 Pour tout n ∈ N, on pose Stn := StKn et Stn := Zp⊗ZStn. On définit
ensuite

St∞ := lim←−
n

Stn,

la limite projective étant prise par rapport aux normes.

Proposition 5.4.1.2 (A. Jilali et H.Oukhaba, [26, Proposition 2.1 et Theorem 3.2]) Le
Zp [[Γ]]-module St∞ est de type fini, sans torsion, et de rang [K0 : k].

Corollaire 5.4.1.3 Les Zp [[Γ]]-modules U∞/St∞, E∞/St∞ et U∞/E∞ sont de torsion et
de type fini.

Démonstration. D’après la proposition 5.2.2.3, on sait que U∞ est de type fini sur
Zp [[Γ]] et de rang [K0 : k]. D’après le théorème 5.3.3.3, St∞ s’injecte dans U∞. De la
proposition 5.4.1.2 on déduit que U∞/St∞ est de torsion et de type fini. Puisque E∞/St∞
s’injecte dans U∞/St∞ et que U∞/E∞ est un quotient de U∞/St∞, le corollaire s’ensuit. �
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5.4.2 Comparaison avec le module d’unités elliptiques de de Sha-

lit.

On fixe f un idéal non nul de Ok, premier à p, et on note Df l’ensemble des idéaux non

nuls g de Ok qui divisent f. Pour tout g ∈ Df, on pose Kg,∞ :=
∞
∪
n=0

Hgpn, et on note Ug,∞,
Eg,∞, Stg,∞, etc, les différents objets attachés à Kg,∞. On fixe une décomposition

Gf,∞ := Gf× Γf,

où Gf est le sous-groupe de torsion de Gf,∞ et Γf est un groupe topologique isomorphe à
Zp. Pour tout g ∈ Df, on a Gg,∞ := Gg× Γg, où Gg est le sous-groupe de torsion de Gg,∞
et Γg ≃ Zp est l’image de Γf par le morphisme de restriction.

D’après le lemme A.1.5.2, il existe n0 ∈ N et c ∈ Z tels que 0 ≤ n0 +c et Kg,n = Hgpn+c

pour tout g ∈ Df et tout entier naturel n ≥ n0.
Pour tout g ∈ Df et tout n ≥ n0, notons Pg,n le sous-groupe de K×

g,n engendré par
µ (Kg,n) et par les éléments de la forme ψ

(
1; gpn+c, a−1gpn+c

)
, où a est un idéal non nul

de Ok premier à 6gp. On pose Cg,n := Pg,n ∩ O×
Kg,n

, puis

Cg := lim←−
n

(Zp ⊗Z Cg,n) ,

ce qui coïncide avec la définition donnée en [12, III, 1.4, p. 101]. Le module d’unités
elliptiques utilisé par E. de Shalit dans [12] pour Kf,∞ est

C(f) :=
∏

g∈Df

Cg.

Proposition 5.4.2.1 On a Stf,∞ = C(f).

Démonstration. Pour tout idéal m de Ok, notons supp(m) l’ensemble des idéaux maxi-
maux de Ok qui divisent m. Il est clair que pour tout n ≥ n0 et tout g ∈ Df, Pg,n ⊆ PKf,n

.
Il en résulte directement l’inclusion C(f) ⊆ Stf,∞. D’après la remarque 2.2.4.2 et (2.2.4.1),
Stf,n est engendré en tant que groupe par :

– les racines de l’unités ζ ∈ µ (Kf,n),
– toutes les normes βm,a := NHm/Hm∩H

fpn+c

(
ψ
(
1; m, a−1m

))
, où m /∈ {(0), (1)} est un

idéal de Ok vérifiant wm = 1 et 2 ≤ # (supp(m)), et a est un idéal non nul de Ok
premier à 6m.

– toutes les normes βm,a,a,σ := NHm/Hm∩Hfpn+c

(
∏

t∈T
ψ
(
1; m, a−1

t m
)atσt

)
, où l’idéal m /∈

{(0), (1)} de Ok vérifie wm = 1 et # (supp(m)) = 1, a := (at)t∈T est une famille
finie d’idéaux non nuls de Ok premiers à 6m, σ := (σt)t∈T ∈ Gal (Hm/k)

T , et a :=

(at)t∈T ∈ ZT vérifie
∑

t∈T
at (N (at)− 1) = 0.

Si m ∧ fpn+c divise fpn0+c, les normes βm,a (ou βm,a,a,σ selon le cas) appartiennent à l’in-
tersection Stf,n ∩ Hfpn0+c . Sinon, il existe g ∈ Df et m ∈ N vérifiant n ≥ m ≥ n0 tel que
m ∧ fpn+c = gpm+c. Dans ce cas, de (2.2.4.2), on déduit que les normes βm,a (ou βm,a,a,σ

selon le cas) appartiennent à Cg,n.
Alors le groupe Stf,n est engendré par Stf,n∩Hfpn0+c, et par les Cg,n, où g ∈ Df. D’après

la proposition A.1.1.2, il nous suffit ensuite de prouver que

lim←−
n

(
Zp ⊗Z

(
Stf,n ∩Hfpn0+c

))
= 0, (5.4.2.1)
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où la limite projective est prise par rapport aux restrictions des normes

NHfpm+c ,Hfpn+c : Zp ⊗Z

(
Stf,m ∩Hfpn0+c

)
→ Zp ⊗Z

(
Stf,n ∩ Hfpn0+c

)
,

oùm ≥ n ≥ n0. Un élément de lim←−
n

(
Zp ⊗Z

(
Stf,n ∩ Hfpn0+c

))
s’identifie à une suite (xn)n≥n0

dans Zp ⊗Z Hfpn0+c telle que pour tout m ≥ n ≥ n0, pm−nxm = xn. Une telle suite est

nécessairement nulle, car
∞
∩
n=0

(
pn
(
Zp ⊗Z Hfpn0+c

))
= {0}. Il en résulte (5.4.2.1), ce qui

achève la preuve de la proposition. �
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