Modélisation de la machine a induction polyphasée

2.1 Modélisation analytique et réduction de dimensions
2.1.1 Représentation généralisée par les éguations de tension

La machine a induction est généralement représentée par ses équations de tensions [56].
Ces équations permettent de modéliser les grandeurs électriques liées au bobinage statorique et
a la cage rotorique, elles sont exprimées dans « la base naturelle » comme suit :

suit :

ass

Vo=Rs L+, 2-1
dor
_VrzOz_r.[r+;, 2.2
95 zﬁ'ls-l_ﬁ(e)'l_r’ 2-3
¢ = L + L O). L, »

Tel que :

V; est le vecteur de tension statorique dans la base naturelle (dimension = nombre
de phases statoriques Npn) ;

V. est le vecteur de tension rotorique dans la base naturelle (dimension = nombre de
barres rotoriques Nbar) ;

¢, est le vecteur de flux statorique dans la base naturelle (dimension = Npn) ;

&, est le vecteur de flux rotorique dans la base naturelle (dimension = Npar) ;

I, est le vecteur de courant statorique dans la base naturelle (dimension = Np) ;

I est le vecteur de courant rotorique dans la base naturelle (dimension = Npar) ;

R est la matrice de résistance statorique dans la base naturelle (dimensions = Nph X
Nph) ;

R, est la matrice de résistance rotorique dans la base naturelle (dimensions = Npar X
Nbar) ;

L est la matrice d’inductance statorique dans la base naturelle (dimensions = Npn X
Nph) ;

L, est la matrice d’inductance rotorique dans la base naturelle (dimensions = Npar X
Nbar) ;

L:s(0) est la matrice d’inductance mutuelle stator-rotor dans la base naturelle, dont
les éléments varient en fonction de la position du rotor « 8 » (dimensions = Npn X
Nbar)-

Au niveau du stator, les deux matrices de résistance et d’inductance s’écrivent comme

Ra« 0 .. 0
0 R, 0

Ry= | .j w0l 2-5
0 0 R,
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Chapitre 2 : Modélisation de la machine a induction polyphasée

Lsq + Lis Ls12 Lsing,
Lsin Lsis + Lis  Lsiz Lsionpp-1
e I A 2-6
L512 leNph lel + Lls

La matrice R est donc une matrice diagonale, avec Ry : la valeur de la résistance d’une
phase du stator (les phases statoriques sont considerées identiques).

La matrice L est composée des éléments :

L1 : inductance propre magnétisante d’une phase statorique, en considérant un
bobinage équilibré, cette inductance est la méme pour toutes les phases du stator ;

- Lgq; : inductance mutuelle entre la phase «1» et la phase «i» du bobinage

statorique ;
Ly : inductance de fuite d’une phase statorique.

Comme on peut remarquer dans 1’équation 2-6, la matrice Ly est circulante (vu la
régularité du bobinage). En outre, pour un bobinage équilibré, les termes Lg;, et Lsin,, sont
égaux (plus généralement les termes Lg; et Ls1 (N, -i+2), AVEC « i » différent de 1), ce qui donne
a cette matrice la propriété de symétrie (une propriété liée a la réciprocité des flux).

Quant au rotor, la cage est modélisée selon la Figure 2.1. Chaque boucle rotorique,
composée par deux demi-barres adjacentes et une portion de chaque anneau de court-circuit,
est considérée comme une phase.
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Figure 2.1 : Représentation de la cage rotorique [57].

En se basant sur cette représentation de la cage rotorique, les matrices de résistance et
d’inductance rotoriques peuvent s’exprimer comme suit [56] :
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Chapitre 2 : Modélisation de la machine a induction polyphasée

2(Ry, + Re) —Ry, 0 —Ry,
—Ry, 2(R, +Re) —Rp ™ 0
& = : ., i3 . : 7 2_7
—Ry, 0 . =Ry 2(Ry +R,)
[Lrn + 2(Lp + Le) Lriz — Ly Lr13 Lr1(Npar-1) Lring, — Lb ]
Ly = Lrlea.,. —Ly Lrin +2(Lp + Le) Lrz — Ly Lr13 Lrl(N},ar—l) i 2.8
Ly — Ly Lr13 LeaNpae=1)  Lring,, — Lb  Lrin + 2(Lp + Le)
Tel que :
- Ry, : résistance d’une barre rotorique ;
- R, : résistance d’une portion d’anneau de court-Circuit ;
- Ly : inductance d’une barre rotorique ;
- L : inductance d’une portion d’anneau de court-Circuit ;
- L4 @ inductance propre magnétisante d’une phase rotorique (la méme pour toutes
les phases rotoriques) ;
L.1; : inductance mutuelle entre la phase « 1 » et la phase « i » du rotor.
La matrice L, présente les mémes propriétés de symétrie et de circularité que la matrice
~rr
LSS

La matrice d’inductance mutuelle stator-rotor Lg.(0) est variable en fonction de la

position angulaire rotorique « 6 » (position mécanique « 8 », position électrique « p. 6 »). Le
terme Lgy,, (8), entre une phase statorique « i » et une phase rotorique « j », peut s’écrire comme

suit (valable uniquement pour un nombre entier d’encoches par paires de pdles, c.a.d. « 2*spp »
entier, incluant les bobinages avec « spp = 0.5, 1.5 ... ») [58] :

. 2m ) 2m
Lary (8) = ) My, cos k[ (i - D= PG D= PO |+ 2-9
k

Tel que : « k » est le rang d’harmonique électrique, « p » est le nombre de paires de
poles de la machine.

On remarque dans 1’équation 2-9, que I’inductance mutuelle entre une phase statorique
« 1 » et une phase rotorique « j » est une somme de composantes harmoniques d’inductance,
liees aux harmoniques d’espace. Chaque composante harmonique d’inductance mutuelle de
rang « K.p » est caractérisée par son amplitude « Mg, , > €t son argument « gy, ».

Pour simplifier I’écriture, la matrice Lg.(0) peut s’écrire sous la forme complexe
suivante :
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Chapitre 2 : Modélisation de la machine a induction polyphasée

. 2T
o—i-kp® el-k-<—p(Nbar—1)m—p9)

ﬁ(e) = Z real (Msr)kp : : 2-10
. 2T . 2T 2T
k e]-k-<(Nph—1)N—ph—P9> e]-k-<(Nph—1)N_ph—P(Nbar—1)m—P9>

Le terme complexe (Mg )kp, lié a la composante harmonique de I’inductance mutuelle
stator-rotor, s’écrit donc comme suit :

S i@
(Mgrkp = M- STkp 2-11

2.1.2 Transformation de Concordia généralisée : Réduction de dimensions statorique et
rotorique

Les équations de tension (2-1 a 2-4) sont exprimées dans la base naturelle (dimensions
statorique et rotorique : Npn et Nbar), dans cette base les harmoniques se superposent (comme
on peut le voir dans la matrice Lg.(0), équation 2-10), ce qui complique I’analyse de leurs

interactions et leurs effets sur les performances de la machine.

Comme expligué dans la section 1.2.1, la transformation de Concordia permet de séparer
les harmoniques sur différents « plans a-f3 » découplés (indépendants entre eux). Par exemple,
une machine triphasée, peut étre modélisée par un circuit équivalent biphasé (correspondant a
un plan a-p) et une composante homopolaire (non excitée en cas d’alimentation équilibrée des
phases) grace a la transformation de Concordia.

Plus généralement, un bobinage électrique contenant «n» phases régulierement
réparties peut étre modélisé par :
n-1

- 5 plans o-f, sur lesquels se répartissent des familles indépendantes

d’harmoniques, et une composante homopolaire, si n est impair,
- 2— 1 plans a-p, et deux composantes homopolaires, si n est pair.

La matrice de transformation de Concordia généralisée [18], pour une dimension « n »
impaire, peut s’écrire comme suit :

L S S
f 221'[ Z(i—l)ﬂ
Cos (:) COS( " )
ne it l) R
1ocos(B) e cos (O)
[0 sin(“%%) o sin (5]

La premiére ligne de la matrice correspond a la composante homopolaire. Si la
dimension est paire « n+1 », une nouvelle ligne est ajoutée a la fin de la matrice de 1’équation
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T R S i > T
2-12: TH[\/E 5 7 ﬁ]. Cette ligne correspond a une deuxiéme composante

homopolaire.

Il faut noter que cette base decouplée de Concordia est « orthonormale », comme la base
naturelle, ce qui conserve le produit scalaire (conservation de puissance).

L’application de la transformation de Concordia sur les équations de tension (2-1 & 2-4)
permet de les découpler, elles s’expriment dans la base de Concordia comme suit :

-1 d(pslzﬁ
Voup = As Re-As™ Iy + 2-13

1 dd)raB
Frgp =0 = Are Ryl + o
Bsup = As: Lss- A I + As. Loy (0). A7 Ly 215
Prag = Ar- Ly _r_l' Irpp + Ar. ﬁ(‘g)'ﬁ_l' Lsap s 2-16

Tel que : Ag et A, sont les matrices de transformation de Concordia pour la dimension
statorique Nph et la dimension rotorique Npar respectivement.

2.1.2.1 Transformation des matrices résistances et inductances propres

La matrice de résistance statorique reste la méme (matrice diagonale dans la base
naturelle). Les autres matrices (inductance statorique, résistance et inductance rotorique) sont
diagonalisées grace a la transformation de Concordia. Dans la base découplée de Concordia
(qui est propre pour les applications linéaires, circulantes et symétriques), ces matrices
s’expriment comme suit :

Ly, O 0
0 Ly, O
0 Ly O
_ : 0 0 :
Lssaﬁ=ﬁ.ﬁ._sl= : "0 L o | 2-17
T *(wpn-1)
2
0 0 L
*P(npn-1)
2
L, O 0
0 Ly, O
0 Ly O
Lirgs = ArLen At = 80 0 0 0 F 2-18
_ab Y w0 g, ) 0
bgr
0 0 L
"B(Np 1)
1) |

77



Chapitre 2 : Modélisation de la machine a induction polyphasée

R, 0 0
0 Ry, O : :
0 Ry, O
Rry =ArReA =8 = 0 0 : ‘ 919
— == F 0 Ry 0
bar—1
2
0 0
1NB(Nbar_l)
> |

Ces matrices ont été exprimées pour des dimensions (statorique et rotorique) impaires.
Pour des dimensions paires, une deuxiéme composante homopolaire s’ajoute a la fin de la
matrice (derniére case de la diagonale).

Les termes qui apparaissent sur les diagonales de ces trois matrices, peuvent étre définis
comme sulit :

- L, = LSBu : est I’inductance statorique cyclique liée au plan numéro « u » de la

base de Concordia statorique ;
= Ly, =Ly, cost I’inductance rotorique cyclique liée au plan numéro « u » de la base

de Concordia rotorique ;
= Ry, = Ry, oest la résistance rotorique cyclique liée au plan numéro « u » de la
u

base de Concordia rotorique ;

Fay

2.1.2.2 Transformation de la matrice d’inductance mutuelle stator-rotor

La matrice d’inductance mutuelle stator-rotor Lg.(0) est caractérisée par la

superposition de I’ensemble des harmoniques d’espace sur chaque élément de la matrice. La
transformation de Concordia permet de séparer ces harmoniques selon différents plans
statoriques et rotoriques.

Plusieurs travaux scientifiques ont abordé I’application de la transformation par
composantes symétriques aux machines avec « M » phases statoriques et « N » phases
rotoriques. On cite d’abord la référence [20], datant de 1959 , qui explique I’origine de ce type
de transformation mathématique et ses intéréts, avec une application sur la matrice d’inductance
mutuelle stator-rotor. Cependant, dans 1’application présentée, un seul harmonique d’espace a
été considére (le fondamental « 1p»). La référence [56], datant de 1983, aborde cette
transformation de fagon plus générale, en considérant tous les harmoniques d’espace possibles.
En revanche, dans cette publication, 1’expression de 1’inductance mutuelle dans la base de
Concordia, est relativement complexe et ne permet pas de voir clairement les superpositions
des harmoniques d’espaces qui apparaissent en fonction du nombre de barres rotoriques choisi.
Enfin, une publication plus récente [59] a présenté cette transformation de fagon plus claire,
mais uniquement pour un nombre réduit d’harmoniques d’espace (harmoniques « 1p », « 3p »,
« 5p » et « 7p » pour une machine a induction a 5 phases).

L’objectif dans cette section, est donc de proposer une représentation plus globale de la
matrice d’inductance mutuelle stator-rotor dans la base de Concordia, comme le montre la
Figure 2.2.
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Chapitre 2 : Modélisation de la machine a induction polyphasée

Comme illustré dans cette figure, chaque harmonique d’espace de rang « k » apparait
dans une seule cellule. Chaque cellule correspond a : soit une matrice (2x2), un vecteur de deux
éléments, ou un scalaire (comme indiqué dans la Iégende en bas de la figure).

Pour un harmonique d’espace donné, on définit deux rangs : rang statorique et rang
rotorique. Le rang statorique correspond au nombre naturel non nul « k », ce qui correspond en
d’autres termes a un rang « électrique ». Le rang rotorique correspond a « k.p » (« p » étant le
nombre de paires de poles selon lequel le bobinage statorique est congu), ce qui correspond en
d’autres termes a un rang « mécanique ».

|—> Composante homopolaire rotorique

Seconde composante homopolaire rotorique,

Existe uniquement si Np,, est pair

Rotor planes indices
Stator planes indices

mod(k;. p, Npar) |+

mod(Ks. p, Npar) |-

Npor — mod(Kz. p, Npap) |

Npar — mod(ky. p, Npa,) |-

N;
L

L 0,

0 |

{¢]

0

0

0

0

mod(kyq, Npy)

Mkl“’s.rﬁs,r(e)

mod(ky, Nyy,)

Ny — mod(k3, Nph)

Composante homopoalaire statorique “«

leg asrPsr

Npi — mod(ky, Npy,)

My, (®)

asrBsr

Npb 1
- (o)

0 |

0]

0

\—b Seconde composante homopolaire statorique, existe uniguement si Npy, est pair

|:|Vecteur (1,2)
|:| Vecteur (2,1)

Matrice (2,2)
Scalaire (1,1)

ki:Regles1,4et7

k,:Régles1,5et 8

ks:Régles2,4et9
ky: Régles 2,5 et 10

Figure 2.2 : Matrice d’inductance mutuelle stator-rotor transformee L, p (0).

Dans I’Annexe 1, une analyse détaillée de la répartition des harmoniques d’espace sur
la matrice Lsraﬁ(e), dans la base découplée de Concordia, est fournie.

La position (cellule) d’un harmonique d’espace « k» (ou « k.p » si on considére son
rang rotorique ou mécanique) dans la matrice Lsraﬁ(e) est déterminee selon :

- Lavaleur de « mod(k, Nph) » pour les numéros de lignes (voir les regles 1, 2, 3 et

3-bis dans I’Annexe 1) ;

- Lavaleur de « mod (k. p, N,) » pour les numéros de colonnes (voir les régles 4, 5,
6 et 6-bis dans I’Annexe 1).

Une cellule correspondant a une matrice (2x2) représente 1’intersection entre un plan o-
B statorique et un autre rotorique. La forme générale de ces matrices peut s’écrire comme suit :

\V Nph- Nbar

Mkas,rBs,r (e) =

cos (—kp® + (psrk)

55r12 sin (—kp8 + (psrk))
Srpq sin (_kpe + (Psrk) 55r22 cos (_kpe + (Psrk) ’

2-20
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Avec SSri]. = 11, selon la catégoric de I’harmonique d’espace « kK » (ou « k.p » si on

considére son rang rotorique ou mécanique). Les régles 7 a 10 de I’Annexe 1 présentent les
différents cas possibles de « 55rij ». Le reste des reégles (de 11 a 19) présentent les cas

particuliers de répartition sur des composantes homopolaires statoriques et/ou rotoriques.

Dans le cas ou plusieurs harmoniques d’espace sont répartis sur le méme plan statorique
et rotorique (méme cellule dans la Figure 2.2), les matrices My 8 (©) qui leur correspondent
S,rPs,r

sont superposees.

Cette section propose une nouvelle approche de représentation « visuelle » de la
répartition des harmoniques d’espace sur la matrice d’inductance mutuelle stator-rotor dans la
base de Concordia. Cette représentation, permet d’identifier les interactions indésirables, entre
les harmoniques d’espace, au niveau du rotor, qui peuvent apparaitre en fonction du nombre de
barres, comme cela sera montré dans la section 2.3 (applications sur machines a 3 et a 5 phases
avec différents nombres de barres). Cette approche constitue donc un outil nécessaire pour la
conception des rotors pour machines a induction polyphaseées.

2.1.2.3 Transformation du vecteur courant statorigue

Le bobinage statorique polyphasé peut étre alimenté par différentes seéquences
d’alimentation (comme expliqué dans la section 1.2.1). L’intervalle des séquences
d’alimentation « U » possibles dans une machine a « Npn » phases est :

uel0,1 Ny, — 1] 9.91

Tel que la séquence « u=0 » correspond a I’homopolaire.

Si on considére un bobinage alimenté par une séquence « u », le courant dans une phase
statorique « i » peut étre exprimé comme suit :

Iy, = Ig .sin (21‘[. fo t—(>1— 1).u.2—1T + @, ), 2.22
i u u Nph u

Le vecteur de courant statorique dans la base naturelle s’exprime donc comme suit :

I = : 2-23
I

SNph—l

Si le stator est alimenté par une seule séquence « u » (non homopolaire), et donc avec
des courants sinusoidaux (contenants un seul harmonique), la transformation de Concordia
réduit la dimension statorique de « Nph », dans la base naturelle, a « 2 » (un plan o-f statorique),
dans la base découplée. Le vecteur de courant statorique découplée I dépend de la (ou les)

sequence(s) « u » imposee(s). Les différents cas de sequences, et leur répartition sur le vecteur
I5,q sont illustrés dans la Table 2.1.

Quatre différents cas de sequences ont été présentés dans la Table 2.1 :
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Uy = Ny (Composante homopolaire) a Exemple d’une machine a 6 phases : uy =
6;
U < l%] (< si Ny}, est impair) 8 Exemple d’une machine a 6 phases : u; =
1ou?2;

N .
u, > lTphJ a Exemple d’une machine a 6 phases : u, = 4 ou 5;

!

N . C ,
up = Tph (seconde composante homopolaire pour Ny, pair) a Exemple d’une
machine a 6 phases : ug = 3.

Indice Vecteur de courant statorique transformé lso‘B

Nph- Isuo' sin (Zﬁfsuo. t+ (psuo)

2.uy
Nph .
- ISul' sin (21‘[fsu1. t+ ‘Psul)
2.u; +1
Nph
5 I, -cos (21‘[fsu1. t+ (psul)
2. (Nph - UZ) N
ph .
- g, -sin (21Tfsu2.t + ‘Psuz)
2.(Nph —uy)+1 N
ph
- Isuz' cos (21‘[fsu2. t+ cpsuz)

Npn Nph- Isu{). sin <21Tfsu6. t+ cpsu6>

Table 2.1 : Vecteur courant statorique transformé ISaB (base découplée de Concordia).
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2.1.2.4 Transformation du vecteur courant rotorique

Dans un bobinage ayant un nombre entier d’encoches par paire de poles et par phase,
c.a.d. 2.spp = entier (incluant les bobinages fractionnaires particuliers comme spp = 0.5, 1.5
...), la séquence d’alimentation « U» génere un ensemble d’harmoniques d’espace « Fy »,
définit comme suit [58] :

Fu,={ZNp+ulp Z=01-12-23-3.. 224

Comme montré dans I’équation 2-24, tous les harmoniques d’espace sont des multiples
de « p », le nombre de paires de poles.

Par exemple :

- Pour Nph=3, un nombre de paires de pbles « p » et la séquence statorique « u=1 »,
Fo=p{1,-2,4,-5,7,-8,10,-11, 13...} ;

- Pour Npn=5 : pour « u=1», Fy=p{1, -4, 6, -9, 11, -14, 16, -19, 21...} ; pour « U=2 »,
Fo=p{2,-3,7,-8,12,-13,17...} et pour « u=3 », Fu=p{-2, 3, -7, 8, -12, 13, -17...}. On
remarque que les séquences «u=2» et «u=3» génerent le méme ensemble
d’harmoniques d’espace, mais avec des signes opposés. En effet, le signe négatif
correspond a un harmonique d’espace associé a une onde qui tourne dans le sens
contraire par rapport au fondamental.

Dans une machine a induction, pour une séquence d’alimentation « U» avec une
fréquence de courants statoriques « fs », chaque harmonique d’espace « v.p » (« v » peut étre
positif ou négatif, comme expliqué ci-dessus) appartenant a 1’ensemble « Fy» induit un
harmonique de courant rotorique (circulant dans les barres) d’une fréquence « frop qui peut

étre déterminée comme suit (en considérant la vitesse mécanique du rotor) :

Qmec

2m

f.. =f;,—v.p.

Typ

2-25

Le courant dans une barre rotorique « i », induit par la série d’harmoniques d’espace
« Fy », peut donc étre exprimé comme suit :

I, = By [lryp-sin (21 £, t = (= 1).v, Pt )] 2-26

Tel que : « Ir,, » est "'amplitude de I’harmonique de courants rotorique de rang « v.p »,
(p;vp estson argument et « f,  » estsa fréquence. Il faut noter que ces fréquences (« frop »), ne
sont genéralement pas synchrones entre elles. En d’autres termes, une fréquence « f;  » n’est
géneralement pas multiple de la fréquence fondamentale « fr,, » générée par I’harmonique
d’espace principal « u.p » (« u » étant la séquence statorique).

Le vecteur de courant rotorique transformé, dans une base découplée, contient les
harmoniques induits par la famille « F, » des harmoniques d’espace répartis sur différents plans
a-P rotoriques, comme montré dans la Table 2.2.
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Indice

Vecteur de courant rotorique transformé Lo

;

Nypar- Irvop' sin (21T|frvOp |.t+ (prvOp)

2.mod(|v4]. p, Npar)

Npar :
S 'Irvlp' sin (21T|frvlp [.t+ (prv1p)

-

2.mod(|vy].p, Npar) + 1

Nbar
-5 'Irvlp' cos (2“|frv1p|'t + (Prvlp)

o

2. mOd(|V2 | b, Nbar)

N .
2L Try,p- SN (21T|frvzp l.t+ (prvzp)

“H

2.mod(|vz|. p, Npar) +1

Npar
- Irvzp' cos (21‘t|frvzp [-t+ ‘Prvzp)

2. (Nbar - mOd(|V3|- b, Nbar))

N .
2L 1y, SIN (21T|frv3p |.t+ cprv3p)

“

2. (Npar — mod([vs|. p, Npar) )+1

Npar
oIy, - COS (2T[|frv3p |.t+ ‘Prv3p)

2. (Nbar - mOd(|V4|- b, Nbar))

%‘
N [T
o
=1

I, p-sin (21‘[|frv4p [.t+ (prvw)

2. (Nbar - mOd(|V4|- p, Nbar))+1

Z
o
o
2

o Iry, - COS (21T|frv4p|- t+ (Prv4p)

Nbar

=
o
£

e, .sin(21'[|fr, |.t+ ., )
vob vob VobP

Table 2.2 : Vecteur de courant rotorique transformé Iras (base découplée de Concordia).

La Table 2.2 illustre 6 différents cas de répartition d’harmoniques de courant rotorique
sur les plans de la base découplée : vy, vy, vy, V3, V4, Vj.

mod(|vy]|. p, Npar) = Npar (Composante homopolaire rotorique) ;
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- mod(|vq].p, Npar) < % (< si Np,p est impair), et v, et frvlp ont le méme
signe (positifs ou négatifs) ;

- mod(|vz].p, Npar) < % (< si Ny, est impair), et v, et frvzp ont des signes
différents ;

N ~ .
- mod(|vs].p, Npar) > % , et vy et frvgp ont le méme signe ;

- mod(|vs].p, Npar) > % ,etv, et frv4p ont des signes différents ;

Ny
2

- mOd(lv(l)l'p' Nbar) = - (pOUI’ l\Ibar pair)-

Dans le cas ou deux harmoniques d’espace différents « V1.p » et « vo.p », générés par la
sequence statorique « U », se répartissent sur le méme plan rotorique {a; , B } (ou la méme

droite rotorique homopolaire {0} ou {0:’}), alors ils induisent des courants rotoriques de
fréquences différentes, ce qui génére des couples pulsatoires.

Comme on peut constater dans la Table 2.2, les rangs d’harmoniques « v.p » et leurs
fréquences « fr,, » soNt écrites en valeur absolue, en effet, selon I’équation 2-24, « v » peut étre
positif ou négatif, et donc les fréquences « frop » déterminées par I’équation 2-25 peuvent aussi
étre positives ou négatives.

On peut également constater que les arguments des harmoniques de courants dans la
base de Concordia sont « Pr,, » et « (p’rvp » dans la base naturelle. En effet, si la fréquence

!

« f. » est positive : « Pr,, = Pr,, »; et si elle est négative : « Pr,, =T — cp;vp ».

2.1.3 Elaboration d’un modéle analytique : calcul des courants rotoriques et du couple
a courants statoriques imposés

2.1.3.1 Calcul des courants rotoriques
e Dans la base naturelle :

Dans une machine a induction, uniquement le bobinage statorique est alimenté par une
source d’énergie externe, 1’alimentation du bobinage par des courants alternatifs permet de
créer un champ tournant, ce qui induit des courants dans la cage rotorique (dont les barres sont
court-circuitées).

En se basant sur les équations de tension de la machine a induction polyphasée (équation
2-1 & 2-4) dans la base naturelle, le vecteur de courant rotorique I, peut étre déterminé, pour
des courants statoriques imposes (avec les matrices de résistances et d’inductances de la
machine déja identifiées). A partir de 1’équation du flux rotorique 2-4, le vecteur de courant
rotorique dans la base naturelle peut étre exprimé comme suit :

L= ﬁ_l- (Qr - E I_s) 2.27

En remplagant 2-27 dans I’équation de tension rotorique 2-2, on obtient 1’équation
differentielle de premier ordre suivante :

do,

= Rebe G+ Rela Ll 2:28
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L’équation 2-28 correspond a une représentation d’état en flux rotorique de la machine,
I’entrée (imposée) €tant le courant statorique. La matrice d’état est généralement régulicre et le
systéme peut étre numériquement résolu avec une méthode du type Runge-Kutta (par exemple).
En rapport & une estimation par éléments finis, le temps de calcul est négligeable. Si le systeme
est résolu, le flux rotorique est connu, ce qui est équivalent a connaitre le courant rotorique (la
saturation n’étant pas prise en compte).

e Dans la base découplée :

Comme expliqué préecédemment, la transformation de Concordia permet de réduire les
dimensions statoriques et rotoriques, en séparant les harmoniques de courant et d’espace sur
differents plans a-p (statoriques et rotoriques).

Quant aux courants rotoriques, cette transformation permet de répartir les différents
harmoniques de temps, induits par la présence des harmoniques d’espace dans la fonction de
bobinage, sur différents plans a-f rotoriques (comme illustré dans la Table 2.2). Cela permet
de déterminer les courants dans les barres rotoriques par une approche fréquentielle,
harmonique par harmonique, par des équations simplifiées (qui nécessitent moins d’efforts
calculatoires que la résolution de 1’équation différentielle 2-28 dans la base naturelle). En
d’autres termes, cette approche permet de calculer I’amplitude et la phase du courant rotorique
induit par I’harmonique d’espace d’ordre « v.p ». Ce calcul est effectué en transformant les
équations en flux et en tension du circuit rotorique dans la base de Concordia, ce qui permet
notamment de déterminer I’impédance de la boucle rotorique.

A partir de 1’équation de tension rotorique dans la base découplée (2-14), la dérivée du
flux rotorique peut étre exprimeée en fonction du courant rotorique :

dd)r'aﬁ
= Rl

2-29

Comme illustré dans la Table 2.2, une composante harmonique «v.p » du courant
rotorique (hors homopolaire), se positionne sur un plan a-f rotorique, et donc correspond a un

vecteur de cette forme :
Nbar sin |wrvp| t+ ‘Prvp) 2.30
raBVp 8 cos |oo]rv l. t+<prvp)

Tel que 6, = *1 (les differents cas sont expliqués dans la section 2.1.2.4), et lor,, | =
2m|fy, |-

La composante harmonique « v.p » du flux rotorique peut donc étre exprimée (en se
basant sur I’équation 2-29) :

Rra
| cos(|oor [ t+(prvp)
N
_ bar Tvp
e R, 2-31
—0r P sin (|oorvp| t+ cprvp)
Wry,
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En exprimant 1’équation 2-16 du flux rotorique dans la base découplée pour un
harmonique quelconque « v.p », faisant partie de la famille d’harmoniques rotoriques « Fy »
engendrée par la séquence statorique « u », on obtient :

Tay
_l’.cos(|corvp .t+cprvp) L '
Npar |U~)rvp _ [Nbar Fayp® S ( Wryp |-+ (prVP)
2 v R Sy 2w
85, Bvp . Sil’l( Wy t+ (Prvp) 8 Lerp. cos (|(1)er A4+ (Prvp) 930
Wryy
RV, Nph- Nbar cos (—|v|p6 + (Psrvp) 85r21 sin (—|v|p9 + (psrvp) Nph I sin(msu. t+ (psu)
2 Stvp 85r12 sin (—llee + (psrvp) 85r22 Cos (—llee + (psrvp) . 2 % 55 COS((A)Su.t + (psu)

Cette équation 2-32 est une égalité de deux vecteurs colonnes a deux éléments. En
prenant donc la premicre ligne de 1’équation (correspondant a la composante « o »), 0N
obtient :

I Rravy
rvp .

.Cos (|wrvp L+ ‘Prvp) - Lravp' sin( W, |- t+ (prvp)

T'yp

Y sin (8, |,

2 sy’ Vistyp

T+ 52(Psu + 53(Psrvp)

Tel que 8,8, et 85 = *1, selon les signes du rang d’harmonique de courant rotorique
« v.p » et de la fréquence associée « frop >

En se basant sur I’équation 2-33, I’amplitude de 1’harmonique « Vv.p» du courant
rotorique s’exprime, dans tous les cas (quels que soient les signes de « v » et de « frvp »), comme

suit :

1= Nn Mrvp
tvp T ot isw >
Rr,, Ny 2-34
T v
Wry, “vp

Quant a I’argument « @r,, »» SON expression dépend des signes de « v » et de « f,rvp » !

o Siv>Oetfrvp>O:

Toty
Pr,p, = Psr,, — atan £ — T+ @, 2.35
o |.L;
vp ayp
o Siv>Oetfrvp <0:
Tayp
@Pryp, = ~Psr,, —atan — Psy 2-36
Wryp | Ly,
o Siv<0etfrvp >0:
Tay,
@ry, = —Psr,, — atan P — T+ @, 2-37
|(DrVP ' rolvp
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o Siv<0etfrvp<0:

ravp

L

ravp

(Prvp = (Psrvp —atan — Qs 2-38

Wryy

Avec ces équations, les composantes harmoniques du courant rotorique peuvent étre
déterminées par un calcul instantané. Cela est surtout intéressant pour 1’étude de la machine sur
differents points de fonctionnement (variation du courant d’alimentation, de la fréquence, du
glissement ...etc.), alors qu’avec la méthode numérique de résolution de I’équation
differentielle dans la base naturelle, la simulation d’un grand nombre de points de
fonctionnement nécessite un effort calculatoire plus important et ceci d’autant plus qu’une
partie significative du temps de simulation est consacrée au transitoire li¢ a I’élimination des
conditions initiales (comme cela est observé en calcul éléments finis).

Par ailleurs, avec cette approche, la contribution de chaque harmonique d’espace dans
la production du couple peut étre isolée, et donc analysée de fagon plus aisée que dans la base
naturelle.

2.1.3.2 Calcul du couple
e Dans la base naturelle :

Le couple peut étre calculé dans la base naturelle par la formule suivante [56] :

, dLsr(®)
T=1. =1 2-39

Tel que Ig est la transposée du vecteur courant statorique dans la base naturelle, I
correspond donc a un vecteur ligne de dimension « Npp ».

Comme le montre 1’équation 2-39, le couple dépend du courant statorique, de la dérivée
de I’inductance mutuelle stator-rotor et des courants rotoriques. Dans la base naturelle, il est
difficile d’isoler la contribution de chaque harmonique d’espace dans la production du couple,
alors que cela se fait naturellement dans la base découplée de Concordia.

e Dans la base découplée :

Dans la base découplée de Concordia, les harmoniques d’espace, présents dans la
matrice inductance mutuelle stator-rotor, ainsi que les harmoniques de temps induit dans les
courants rotoriques, peuvent étre répartis sur differents plans a-p. Le couple développé sur un
plan {a, , B, } rotorique donne, est le produit scalaire de la dérivée, par rapport a la position
angulaire, du flux mutuel stator-rotor (induit dans les boucles rotoriques par 1’alimentation
statorique), par le courant rotorique. Considérons I’harmonique de flux stator-rotor appartenant
au le plan {a , Br,} qui est induit par I’harmonique spatial de rang « v1.p » caractérisé par la
pulsation « w; », et I’harmonique du courant rotorique appartenant au méme plan {a, , B }
qui est induit par I’harmonique spatial de rang « v2.p » caractérisé par la pulsation « w, », le
couple produit par I’interaction des deux harmoniques (du flux et du courant rotorique) pulse a
la différence des pulsations « w; » et « w, » :

- Si«vi =V, =Vv» donc « w; = w, », le couple produit est constant de valeur
moyenne non nulle, appelé « Ty » ci-dessous ;
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- Si «v1» est différent de « v2 » (deux harmoniques d’espace différents répartis sur
le méme plan rotorique), donc « w; # w, », le couple produit est pulsatoire de
valeur moyenne nulle, appelé « T, _,_ » ci-dessous ;

1~V2

Le couple « Typ » constant, 1ié a un harmonique d’espace « V.p » est exprimé comme

suit :
Nph .
Top = Tlsu [sm(wsu.t + cpsu) S cos(wsu.t + cpsu)] .
P S VPO 0r,) b 08 PO+ )] i sin wrvp £+ 0r,) 2-40
Tlvlp MSI‘Vp -8 _ 2] 8 0 rvp
SIrpq COS( |V|p + (psrvp) STy, Sln( Ile + (psrvp 5 COS Wy St + ®r )
vp vp

L’expression finale du couple « Tvp » dépend des signes de « v » et de « oo »:

o Siv>0etfrvp>0:

Top = % VI Iy Iy Msry . sin ((psu T Prop t (psr"p) 2-41
. SiV>Oetfer <0:

Typ = % P-1v1 Iy Iy Mryy - 5in (=05, = @1, = @51, ) 2-42
° SiV<Oetfrvp >0:

Typ = % AV]- sy Ty - M- sin (—‘Psu o, t (psr"p) 2-43
° SiV<Oetfrvp <0:

Le couple pulsatoire « T, ,_y,p » généré par I'interaction entre I’harmonique de rang
«V1.p» de I’inductance mutuelle stator-rotor et I’harmonique de rang « v2.p » du courant
rotorique (dont la fréquence est « frVZp ») peut étre exprimé comme suit :

T _ Nph- Npar

vip-vsp = P Vil Is, Iy, - Mty o
, 2-45
sin (SS(msu.t + (psu) + 8, (|u)rv2p|.t + cprvzp) + 8, (—|V1|. P-Qmec-t+ ‘Psrvlp)>

Tel que : 8, 8, et 8, = *1 selon les regles qui régissent les deux harmoniques « vi.p »
et « vo.p » (voir ’Annexe 1 et la sections 2.1.2.4). La frequence d’une composante pulsatoire

7 by Q
du couple « Ty ,_y,p » estdonc égale a : « 8,.fs + §,. frvzp — 8|Vl p.—;“;c ».

La Table 2.3 illustre les coefficients &, 8, et 85 pour les différents cas d’interactions
possibles.
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Si I’harmonique de I’inductance mutuelle stator-rotor et 1’harmonique du courant
rotorique sont du méme rang « vi1 = V2 », le couple produit est constant, ce qui correspond aux
expressions de 2-41 a 2-44 décrivant les différents cas du couple « Typ ». L’équation 2-45 (avec

la Table 2.3) représente donc une expression plus générale du couple.

Séquence « u »

Nph
mod(u, Nph) < lTpJ

Nph
mod(u, Nph) > ITPJ

Harmonique de courant «vpxfr >0»et | «vpxfy S <O»et | «vpxfy ~>0»et | «vpxfy, ~<0O»et
rotorique : « vz.p » mod(vzp,Npar) < | mod(vzp,Npar) < | mod(vyp,Npar) < | mod(vzp,Npar) <
Nbar Nbar Npar Npar
2 2 2 2
ou ou ou ou
«voxfr S <O»et | «vpxfy S >0»et | «vpxfy ~<O»et | «vpxfy ~>0»et
mOd(VZp ’ Nbar) > mOd(Vzp ’ Nbar) > mOd(Vzp ’ Nbar) > mOd(Vzp ’ Nbar) >
Noar Noar lh Noar
2 2 2 2
0, =1 6 =-—1 6, =1 6y =—1
7 6 =-1 6, =-1 6, =1 6, =1
651‘ =1 O =—1 85r -1 O =1
6s =—1 6, =1 6 =—1 6, =1
Régle régissant 8 6 = -1 6 =—1 6 =1 6, =1
I’harmonique de 6gr = =1 8y =1 S =1 8sr = —1
Lsraﬁ(e) SKVLp» ;=1 0 =—1 5, =1 8, =—1
— 9 6r=1 6, =1 6, =-1 6, =-1
O = —1 8y =1 b =1 8r = —1
6, =—1 6, =1 6, =—1 6, =1
10 6, =1 6, =1 6, =-1 6, =-1
8 =1 8sr = —1 8r = —1 8 =1

Table 2.3 : Coefficients des composantes pulsatoires du couple, dues aux interactions entre les harmoniques
d’espace et les harmoniques du courant rotorique (hors homopolaire rotorique)

Dans le cas ou un harmonique de I’inductance mutuelle stator-rotor « vz.p » appartient
a une composante homopolaire rotoriques (régles 15 a 18 dans 1’Annexe 1), et un harmonique
du courant rotorique, induit par «va.p », appartient a la méme composante homopolaire
rotorique (dans le vecteur courant rotorique découplé I;.g). e couple développé par

I’interaction de ces deux harmoniques s’exprime comme suit :

Nph- Npa

T = = p. Vsl I, 1

V3p—V4p T 4 Tvup®

sin (851(msu.t + @5, ) + 81 ( “)rv4p| S+ cprv4p) + 851 (—|v3|. P. Omec- t + cpsrv3p)>

+ sin (852 (wsu.t + (psu) + 8, ( L+ (Prv4p) + 8,2 (—|V3|.p.Qmec.t + cpsrv3p))

srv3p-

2-46

wrvw

Les différents cas de valeurs des coefficients: &¢q, 842, 841,012, Osr1 €1 8gpp, SONt
présentés dans la Table 2.4. Comme remarqué dans 1’équation 2-46, I’interaction entre deux
harmoniques d’une composante homopolaire rotorique produit deux composantes pulsatoires
du couple. Si I’harmonique de I’inductance mutuelle stator-rotor et 1’harmonique du courant
rotorique sont du méme rang « vz = V4 », I’interaction produit une composante de couple
pulsatoire et une autre constante (1’une des deux fréquences de couple dans I’équation 2-46 est
nulle).
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