Modélisation de champs aléatoires a
longue mémoire

Nous présentons dans ce chapitre diverses maniéres de modéliser des champs a longue
mémoire. Nous verrons qu’il est assez aisé de construire de tels champs et que, par
ailleurs, la forte dépendance apparait déja dans certains modéles familiers.

Dans les deux premiéres parties, nous nous inspirons des modéles existants en dimen-
sion d = 1 afin de les adapter au cadre des champs. Il s’agit respectivement des champs
obtenus par filtrage d’un bruit blanc ou par agrégation de champs a courte mémoire.

Dans le cas du filtrage, on obtient un champ fortement dépendant dés que le filtre
est non-borné. On verra notamment que les champs ARMA, contrairement aux séries
temporelles ARMA en dimension d = 1, peuvent étre a longue mémoire. Nous présentons
également le filtrage fractionnaire qui est une technique de modélisation déja rencontrée
dans certains travaux en image pour obtenir des propriétés de forte dépendance.

La modélisation de la longue mémoire par agrégation, présentée dans la seconde par-
tie, est une technique populaire en dimension 1, grace notamment a son interprétation en
économie. Mais I'agrégation semble étre une démarche inédite en dimension supérieure.
Nous verrons qu’elle peut garder un sens en économétrie en dimension d > 2 et nous
proposerons quelques exemples de champs agrégés fortement dépendants.

La troisiéme partie présente des modeéles issus de la mécanique statistique. Ils sont
donc plus spécifiques du cadre des champs. On verra que la transition de phase est un
phénomeéne trés lié a la forte dépendance.

Quelques démonstrations sont reléguées dans la quatriéme partie. Finalement, des
simulations de champs a longue mémoire concluent le chapitre.

2.1 Modélisation par filtrage

Soit un bruit blanc (g,),czs de variance o* admettant la représentation spectrale

En = / <A AZ(N),
[_Wvﬂ']d
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ot la mesure controle de Z est de densité constante o2/(27)? sur [—m, 71]?.

On dit que le champ X est obtenu par filtrage de (g,),cze & travers le filtre a €
L*([—m, %) lorsque

X, = / <> a(N)dZ(N). (2.1.1)
[77‘—»71—}(1

La densité spectrale de X s’écrit alors

0.2

fx(\) = @) la(N)?, VA e [-m, 7% (2.1.2)

En posant (ay)peze la suite des coefficients de Fourier de a, i.e.

1 ,
— )\ fz<k,)\>d>\
o (27T)d /[—7r,7r]d a( )e 7

1<k,A\>

la fonction a se décompose en a(A) = >, are , ou la convergence de la série a
lieu dans L?, et on peut réécrire le filtrage (2.1.1) dans le domaine temporel :

Xn: E ArEn—i-

kezd

D’aprés 'expression (2.1.2) de sa densité spectrale, le champ X sera a longue mémoire
dés que |a| est non-borné.

Avant de nous focaliser sur des classes particuliéres de filtres (les filtres ARMA et
les filtres fractionnaires), nous donnons un exemple de filtrage en dimension d = 2
conduisant a un champ dont la densité spectrale est singuliére sur toute une ligne.

Ezemple 1. Soit un champ aléatoire (X, n,)(ny,ns)cz2 Obtenu par filtrage d'un bruit blanc
fort par a(A1, A2) = |A1 +60X3]* o —1/2 < a < 0 et # € R. Sa densité spectrale, définie
sur [—m,7]?, est proportionnelle a [\ + 6Xy]|?*. Le champ est a longue mémoire non-
isotrope puisque sa densité spectrale ne vérifie par (1.2.1). De plus le lemme suivant
montre que sa fonction de covariance ne vérifie pas (1.2.2).

Lemme 1. Soit un champ aléatoire (Xy, n,)(nyna)cz2 dont la densité spectrale, définie
sur [—m, w|* vaut f(Ai, \a) = [A1 4+ 0Xo|?¥, 00 —1/2 < a < 0 et § € R. Alors sa fonction
de covariance ne vérifie pas (1.2.2).

La démonstration est donnée dans la section 2.4.

2.1.1 Les champs ARMA

Les champs ARMA sont obtenus dans le cas particulier ou le filtre s’écrit, pour tout
A= (AL, ... ) € [=m,7]4 a(Ag, .. Ng) = %(ei’\l, ...,€e™) ot P et Q sont des poly-
nomes. Pour plus de lisibilité, nous focalisons notre étude sur les champs autorégressifs
c’est a dire lorsque le polynéme @) est identiquement égal a 1.

Nous allons montrer que contrairement aux processus autorégressifs en dimension 1,

un champ autorégressif peut étre fortement dépendant. En nous plagant dans le domaine
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spectral, nous donnons auparavant quelques conditions générales d’existence des champs
autorégressifs.
En notant L; I'opérateur retard par rapport au j"*¢ indice, c’est a dire

Lanl,.‘.,nd - an,..., nj—1, n]-—l, MNj41y--5Md

ou encore dans le domaine spectral,
L X _ P<n,A> f’i)\de )\
j ny,nz...,ng ~ € € X( )7
[—7r’7r]d

ol Zx représente la mesure spectrale aléatoire du champ stationnaire X, on remarque
qu’un champ autorégressif est solution de I’équation plus familiére :

P(Lla s >Ld)Xn1,...,nd = &ny,.ng- (213)

Nous avons considéré un champ autorégressif comme le filtrage d’'un bruit par la
fonction P~1(eP1 ... e**); dés que cette derniére est dans L%([—,7]?), nous sommes
garantis de la stationnarité de X. Réciproquement, sous quelles conditions la représen-
tation (2.1.3) admet-elle une solution stationnaire ? En dimension d = 1, le résultat est
bien connu : il est nécessaire et suffisant que le polynéme P n’ait aucune racine de mo-
dule 1 (cf par exemple Brockwell et Davis (1991)). Cette équivalence n’est plus vraie en
dimension quelconque comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2. Soit (&,,),ecz¢ un bruit blanc de mesure spectrale aléatoire Z. La repré-
sentation

P(LIJ R 7Ld)Xn1,...,nd = Enq,..ng (214)
admet une unique solution stationnaire si et seulement si
1 2
4 . d\ < . 2.1.5
/[mr]d P(eth, ... e) > ( )
Dans ce cas .
X, = <Az (N). (2.1.6)

Crma P, eita)

Démonstration. Supposons X stationnaire. En notant Zx la mesure spectrale aléatoire
de X, (2.1.4) s’écrit

/ P(e™, ..., e?)e <" > dZx(\) = / <A dZ(N).

[_7r77r]d [—7-(77r]d

Ceci prouve que X admet une densité spectrale proportionnelle & ‘1 JP(e™ ..., ei’\d)’2
qui est par définition intégrable sur [—m, 7]¢. Réciproquement, si (2.1.5) est vérifice, le
champ

1 i<n,\>
. — '~ dZ (A
/[_mr]d P(et) ... ea) )
est solution de (2.1.4) de fagon évidente. Supposons qu’il existe une autre solution sta-
tionnaire & (2.1.4), le filtrage de cette derniére par 1/P(e®, ... e"*) montre qu’elle est
égale a X. O
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Remarque 5. 11 est important, en vue d’applications, de savoir sous quelles conditions
la solution (2.1.6) admet une écriture sous forme de moyenne mobile causale. Cette
question présuppose une relation d’ordre dans Z?. Notre objectif étant juste de souligner
I'existence de la forte dépendance dans des champs autorégressifs, nous ne rentrons pas
dans ces considérations. On trouve dans Guyon (1993) une description des principales
écritures de (2.1.6) selon la relation d’ordre choisie.

La condition (2.1.5) est équivalente en dimension d = 1 a 'absence de racines de
module 1 pour P. Ce dernier point est suffisant en dimension d > 2 pour garantir (2.1.5)
mais pas nécessaire.

Il est en effet possible quun polynéme P vérifie (2.1.5) et qu'il existe par ailleurs
(v1,...,14) tel que P(e™, ..., e"?) = 0. D’aprés la proposition précédente , la représen-
tation (2.1.4) associée a ce polynéme admet une solution stationnaire dont la densite
spectrale est proportionnelle a }1 JP(e™ .. .,ei’\d)f. Cette solution stationnaire sera
donc fortement dépendante car sa densité spectrale est non bornée.

Nous donnons un exemple simple d’'une représentation AR conduisant & un champ

fortement dépendant.

Exemple 2. En dimension d = 5, la représentation

1

Xnions — E(Xm—l,m,---:ns + Xy ma—1msmamns T+ Xngonans—1) = Eny,onss

oll € est un bruit blanc de variance o2, admet une solution stationnaire de densité
spectrale

2

0.2

(27)°

1

1 _ ei)\1+,,,+€ik5
5

fX()‘) =

Elle est singuliére a 'origine et X est a longue mémoire.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que

/ﬂvﬂ]s

Le module & intégrer est inférieur a [1 — (cos(A;) + - - - + cos(A5)) /5] 2. Cette expression
est majorée par 7Tm2[A? + - -+ + A2|72 car pour tout x € [, 7|, cosx < 1 — (2/7)x?. Un
changement en coordonnées polaires prouve l'intégrabilité recherchée. O

1

1 _ eiAl—‘,--u—f—ei)‘S
5

d\ < 0.

Remarque 6. Le méme exemple, mais en dimension d = 3, est proposé dans Rosenblatt
(1985). Mais il n’est pas valide comme le précise le lemme suivant prouvé dans la partie
2.4.

Lemme 2. La représentation

1

Xm,m,na - §<Xn1*1,n27n3 + Xﬂl,nzfl,ns + Xn17n2,n3*1) = Eny,na,ng

n‘admet aucune solution stationnaire.
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2.1.2 Filtrage fractionnaire

L’idée du filtrage fractionnaire est la suivante. On considére une écriture AR dont le
polynome autoregressif P admet des racines sur le cercle unité et ne satisfait pas (2.1.5).
On éléve alors ce polynome a une certaine puissance a de telle sorte que

/ }P’O‘(ei’\l,...,ei)‘d)fd)\ < 00.
m,m]e

On appelle filtrage fractionnaire le filtrage d’un bruit blanc par P=%(e, ..., ')
qui devient deés lors légitime. Par construction, le champ résultant sera stationnaire et il
sera a longue mémoire car de densité spectrale non bornée.

Cette démarche apparait pour la premiére fois en dimension 1 dans Granger et Joyeux
(1980) et Hosking (1981). Ces auteurs introduisent la classe bien connue des modéles
FARIMA (Fractionnal Autoregressive Integrated Moving Average) obtenus en filtrant
un bruit blanc par a(z) = (1 — z)%, avec —1/2 < o < 1/2, éventuellement multiplié¢ par
un filtre ARMA classique.

Les modéles existants en dimension 1

Nous rappelons quelques propriétés des modeéles issus du filtrage fractionnaire en
dimension 1. Il s’agit d’une part de la classe des processus FARIMA évoqués ci-dessus et
des processus GARMA (dont le développement en moyenne mobile infinie fait intervenir
les polynémes de Gegenbauer). Nous nous en inspirerons pour proposer quelques modéles
en dimension supérieure.

Proposition 3. Soit (&,)nez un bruit blanc de variance o*.

L’équation
Vn € Z, X, =(1— L)%,

avec —1/2 < o < 1/2 admet une unique solution stationnaire (X, )nez qui s’écrit

> . F(j —a) ! k—l—a ,
Xy = § ¢j5n*j7 ou wj = ( J + 1 H S N.
j=0 k=1

On a de plus ; ~ ( lorsque] — 00, ZJ 01/12<oo et Z] 0V =
La densité spectmle de X, s’ecrit

2

vxepw;wgf@)zg;u—e%ﬂmAqamena

c étant une constante strictement postive.
Enfin sa fonction de covariance vaut pour tout k € N

(1 + 20)

N@=U%*w}w+1+aﬁﬂ—k+“y
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elle est équivalente, lorsque k — oo, a
r(k) ~ ck—2!
c étant une constante strictement positive.

Ces propriétés peuvent étre trouvées dans Brockwell et Davis (1991). On remarque
que le processus X est a longue mémoire dés que —1/2 < o < 0 car sa densité spectrale
est singuliére en 'origine et la suite de ses covariances est non sommable.

Nous focalisons a présent la classe des processus GARMA. Les processus GARMA
sont construits en filtrant un bruit blanc par un filtre du type a(z) = (1 — 2z cos v + z2)*
avec |a| < 1/2 éventuellement multiplié par un filtre ARMA classique. Ce modéle a été
proposé par Hosking (1981) et son étude, effectuée par Gray et al. (1989), fait intervenir
les polynomes de Gegenbauer dont nous donnons la définition et quelques propriétés.

Définition 5. Les polynomes de Gegenbauer, notés C§(2cosv), interviennent dans la
décomposition suivante

(1 —2xcosv + x?)* = ZC]‘?‘(ZCOS vizl, |z <1, a#0.
=0

Leur forme explicite est

. [5/2] . . (2 COs ,/)j—2k
H(2cosv) = 1) T'(—a+7— _ .
j(Zeosv) ;( St = b sk )i — 26+ 1)
Ils vérifient C§'(2cosv) = 1, C{(2cosv) = —2acosv et, pour tout j > 2, la relation de
récurrence
o a+1 o a+1 o
Cf(2cosv) =2cosv (1 — ; 1 (2cosv) — [ 1-2 ;  2(2cosv).

Enfin les polynomes de Gegenbauer admettent I’équivalent suivant lorsque j — oo

S CER LR R

['(—a)sin™*(v) ;

On peut & présent énoncer des propriétés sur les processus GARMA.

Proposition 4. Soit (¢,)nez un bruit blanc de variance 0. L’équation
VneZ, X,=(1-2cosv L+ L%,

avec |cosv| # 1 et |a] < 1/2, a # 0, admet une unique solution stationnaire qui s’écrit

X, = Z CF(2cosv)e,j

J=0
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ou les C¥ sont les polynomes de Gegenbauer de la définition 5.
La densité spectrale de X s’écrit

2 2
VA€ |[-m 7], f(A) = g—(2| cos A — cosv|)** ~ g—|)\2 — V2** lorsque A — v.
7r T

La fonction de covariance de X adment I'équivalent suivant, lorsque k — oo,
r(k) ~ ccos(kv)k2*71,
ou ¢ est une constante strictement positive.

Ces propriétés des processus GARMA peuvent étre trouvées dans Leonenko (1999).
On remarque que les processus GARMA sont a longue mémoire lorsque —1/2 < a < 0.
Ils admettent alors des singularités spectrales en des points différents de ’'origine et la
suite de leurs covariances est non sommable. Ce phénomeéne est connu sous le nom longue
mémoire saisonniére et est étudié dans Ould Haye (2001).

Quelques exemples de filtrage fractionnaire produisant des champs a longue
mémoire en dimension d < 2

Nous nous inspirons des modéles FARIMA et GARMA pour construire des champs
a longue mémoire.

Certains des modéles que nous présentons sont utilisés en modélisation de textures
d’images. Une présentation générale des modéles basés sur le filtrage fractionnaire et
appliqués a 'étude d’images est proposée dans Bennett et Khotanzad (1998). Dans
Kashyap et Lapsa (1984), on trouve des modéles comparables & ceux que nous présentons
dans les exemples 2, 3 et 4 ci-dessous : les champs résultants sont fortement dépendants
dans des directions privilégiées. Dans Kashyap et Eom (1989), les auteurs s’appuient
sur le modeéle produit (2.1.7) pour la détection de ruptures dans des textures d’images.
Enfin un modeéle amenant de la forte dépendance isotrope est proposé dans Eom (2001) ;
nous le présentons pour finir dans ’exemple 7.

Dans tous les modéles qui suivent, nous notons (&,),eczz un bruit blanc de variance

o2,

1. Soit le filtrage de type produit tensoriel
Xn1,n2 = (1 - Ll)al(l - L2)a25n1,n2 (2.1.7)

ou |a| < 1/2 et |ag| < 1/2.
La proposition 3 nous permet directement d’obtenir ’expression de X sous la forme
d’une moyenne mobile :

KXo = DD Viat28mimas

i>0 >0
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ol ;1 et 1, ont la méme expression que 1; dans la proposition 3 mais associés
respectivement a aq et as. On en déduit de méme la densité spectrale de X :

2

o
f()\la AQ) A 2
Enfin sa fonction de covariance s’écrit

r(h,1) = ri(h)ra(l)

o2

T = e P L e,

ol les r; sont comme dans la proposition 3 mais associés a «; et leur équivalent
fournit

r(h,1) ~ ch™ 21120271
lorsque h — oo et | — oo.
Ainsi, lorsque —1/2 < a3 < 0 ou —1/2 < s < 0, le champ X défini par (2.1.7)
est fortement dépendant. On parlera dans ce cas particulier de longue mémoire
séparable ou de type produit.

. Nous pouvons construire un champ fortement dépendant dans une direction par-

ticuliére en considérant le filtrage suivant
an,n2 = (1 - LlLI;)QEnhnga (218)

ouk €Z— {0} est fixt et —1/2 < a < 0.
D’apres la proposition 3, on obtient une écriture de X sous forme de moyenne
mobile infinie :

n17n2 sz&?nl —i,no—ki (2.1.9)

>0

F(z )
ou wz T I(—a)T(i+1)"

Sa den81te spectrale vaut
O'2 i 2c
fA, Ag) = m‘l —e (>\1+k>\2)| _

La fonction de covariance de X se calcule a partir de (2.1.9)

(h l ZZ¢’L¢] gnl —ina—ki Eng4+h—7jna+l— kj)

i>0 j>0

ce qui, en s’appuyant sur la proposition 3, nous donne

{ r(h, kh) = 07(— 1) raai2e) h=41,42,...

k+1+a)lT(1—k+a)

r(h,) =0 si | # kh.

Le champ issu du filtrage (2.1.8) admet donc une densité spectrale singuliére sur
toute la ligne A; + kXs = 0. D’autre part sa fonction de covariance est non som-
mable dans la direction | = kh car asymptotiquement proportionnelle & h=271, Le
champ X ne vérifie ni (1.2.1) ni (1.2.2), il est donc & longue mémoire non-isotrope.
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En s’inspirant des modéles GARMA, on peut étendre les deux exemples précédents
afin de permettre des singularités spectrales hors de I'origine.

3. Considérons le filtrage de type produit tensoriel suivant
Xpymy = (1= 2Ly cosvy + L3)™ (1 — 2Ly cos vy + L3) e, iy (2.1.10)

ou || < 1/2 et |ag] < 1/2.
On peut obtenir toutes les propriétés de X en s’appuyant sur la proposition 4. Sa
densité spectrale sera

2

T Ao) = %(2| cos Ay — cos 11])** (2] cos Ay — cos v)**%;
™

elle est singuliére sur les axes A\; = 14 ou Ay = £15 dés que —1/2 < a3 < 0 ou
—1/2 < g < 0.

Sa fonction de covariance sera équivalente lorsque h — oo et [ — 00 a
r(h,1) ~ ccos(hv)h~2* " cos(lvy)h 2271

et est non sommable.

4. Considérons le filtrage suivant
Xoymy = (1 —2cosv LiLk + L2L2) e, ... (2.1.11)

En procédant comme pour la représentation (2.1.8) ci-dessus et en utilisant la
proposition 4 on obtient

FOuA2) ~ (A1 + kAg)? — 2™

lorsque Ay + kAy — +v.

Le champ construit par (2.1.11) admet donc une densité spectrale singuliére le long
de deux lignes ne passant pas par 1’origine.

{ r(h, kh

De méme

ott ro(h) ~ ccos(hv)h=2*"! lorsque h — occ.

La fonction de covariance de X est non sommable dans la direction [ = kh ou elle
tend vers 0 de fagon oscillante.

Dans I’exemple suivant, bien qu’issu d’un filtrage assez élementaire, le champ construit
admet une densité spectrale qui n’est singuliére qu’en l'origine mais qui n’admet pas la
forme isotrope (1.2.1).
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5. Considérons le champ filtré

L+ Ly\“
an,ng = (1 - %) Eni,ngs (2112)
ou —1/2<a<0.
La densité spectrale de X vaut
o2 M i 2c
A A= — 1 - ———
f( 1 2) 471'2 5 s

qui s’écrit

02 .2)\1,2>\2 . 92 )\14‘)\2 “
f()\l,)\g)—m<4sm 5 sin ?%—sm ( 5 )) .

La densité spectrale de X est singuliére en l'origine. De plus son comportement en
0 dépend des directions d’approche puisqu’il est directement lié au comportement
de A1+ Ay par rapport & A\ Ay, deux quantités qui ne sont pas toujours comparables
a l'origine. Il est donc vain d’espérer un équivalent de f en 0 de la forme (1.2.1).
Dans I'exemple 5 de la section 2.2.2 consacrée a la modélisation par agrégation,
on rencontre le méme type de singularité spectrale et la figure 2.1 nous en montre
une représentation.

On peut évidement construire un champ ayant une singularité spectrale du méme
type que précédemment mais en une fréquence autre que A =0 :

6. Soit le champ construit par le filtrage suivant

€iV1L1 + 6iy2L2 e‘il’l Ll + B_ing ¢
an,ng = ((1 - 9 > (1 - 9 Enl,nza

avec —1/2 < a < 0, ou écrit autrement

2 — o)Ly Ly + L3 + L3\*
Xnine = (1 —cosvy Ly —cosvely + cos(r = vo) Lot Ly + 2) Enyimg-

4

Ce champ admet la densité spectrale

2a 2a

2

g
A o) = 2
f( 1, 2) 47T2

6i(/\1+l/1) + 6i()\2+1/2)
2

61‘()\171/1) + 61‘()\271/2)
2

11— 11—

qui s’exprime aprés calculs de la maniére suivante :

2

_0’_ .2)\1—V1,2/\2—V2 _2)\1—V1—|—)\2—V2 “
F(A1, ) = 12 <4sm 5 sin 5 + sin 5

X (4sin2 Mt sin® A2+ v + sin? Mt +)\2+V2)a
2 2 2 ’
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La densité spectrale de X est singuliére aux points (14, o) et (—vy, —1s) et son
comportement au voisinage de ces points dépend comme dans le modéle (2.1.12)
des directions d’approche.

La figure 2.2 représente une densité spectrale ayant les mémes types de singularités.
Il s’agit de la densité du champ agrégé de I'exemple 6 de la section 2.2.2.

Remarque 7. Dans les exemples précédents, il est possible d’augmenter la quantité des
singularités spectrales sur [—m, 7]* des champs construits. Il suffit pour cela d’ajouter
une puissance p € N & tous les opérateurs L;, 1 = 1,2, intervenant dans les filtres. A
titre d’exemple, dans le filtrage (2.1.8) cela donnerait :

_ ph\%
thnz - (1 - LlpLZ ) €ny,ngs

avec —1/2 < a < 0. Le champ induit aura une densité spectrale singuliére le long des
axes A +kdy = 727, j € {0, +1,..., £[p/2]}.

Pour finir le modéle proposé par Eom (2001) améne de la forte dépendance isotrope.

7. On considére le filtre
P (e™,e”2) = (3 — cos(A1) — cos(Aa) — cos(Ar) cos(Aa))”

ot —1/2 < a < 0. La représentation suivie par le champ X est alors

1
Xoymg = (1 b (Li+ L'+ Lo+ L3 )

1 [0
-3 (LiLy+ Li'Ly+ L Ly + LT 'Ly ) ) Enymy- (2.1.13)

La densité spectrale de X est proportionnelle a
3 — cos(A1) — cos(Ag) — cos(Ay) cos(Xa)[* .

Elle est continue partout sauf en I'origine ot elle est proportionnelle a (A} + \3)?*.
Le champ X est donc & longue mémoire isotrope selon la définition (1.2.1).

Afin d’obtenir une densité spectrale singuliére a ’originemais dont les lignes de ni-
veau sont des ellipses, Eom (2001) propose de généraliser ce modéle en introduisant
des parametres 0 € [0,27] et e > 1 dans le filtre. Ce dernier s’écrit

(3 — cos(v1) — cos(va) — cos(vy) cos(ra))”, (2.1.14)

ol v; = %cos@— %sin@ et v9 = Aysin@ + Ay cosf.

La densité spectrale du champ obtenu par ce filtrage est proportionnelle &

|13 — cos(vy) — cos(ia) — cos(vy) cos(va) >
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expression qui est équivalente en 0 a

) . 9 21
A2 (C082 f + sin? 0) + A3 (_sm2 f + cos® 0) + A1 Ao (Sin 20° )
. e

2

- (2.1.15)
(&

La densité spectrale est donc singuliére en l'origine et ses lignes de niveau au
voisinage de A = 0 sont des ellipses. Cependant, son comportement satisfait (1.2.1)

puisque (2.1.15) s'écrit ||A||**b (ﬁTu ”ATH) ott |2 = A2 + A2 et ot

29 : 29 2 1
z? <CO:2 + sin® 0) + 92 (SI:Q + cos? 0) +ay <sin 26 . )

(&

2

b(z,y) =

est une fonction continue sur la sphére unité de R2. Le champ résultant X est
donc a longue mémoire isotrope selon la définition 3 et sa fonction de covariance,
d’apreés le théoréme 1 de Wainger (1965), satisfait (1.2.2).

Remarque 8. L’écriture (2.1.13) ne fait pas intervenir un polynéme fonction de
(L1, Ly) comme nous l'exigeons dans la définition du filtrage fractionnaire mais
nous pouvons nous y ramener en effectuant un changement d’indices. Par contre

le filtrage par (2.1.14) n’est pas un filtrage fractionnaire au sens ot nous l’avons
défini.

2.2 Modélisation par agrégation

L’idée est venue des économetres. Elle apparait pour la premiére fois dans Granger
(1980) pour des processus temporels (d = 1). Cette fagon de construire des processus
a longue mémoire suggere l'interprétation économétrique suivante : un grand nombre
de comportements microéconomiques a courte mémoire (temporelle) peut engendrer un
comportement global, donc macroéconomique, a longue mémoire.

Nous expliquons dans un premier temps l'idée de 'agrégation en dimension d quel-
conque. Les justifications théoriques en dimension 1 se trouvent notamment dans Oppen-
heim et Viano (2004) et sont identiques en dimension supérieure. Nous donnerons ensuite
des résultats spécifiant sous quelles conditions, en dimension 1, I'agrégation conduit & un
processus a longue mémoire. Enfin, nous les utiliserons pour donner quelques exemples
en dimension d = 2 de champs agrégés présentant de la forte dépendance.

Soit (£,)peze un bruit blanc de variance o2. Considérons une suite (X9 >, de copies
indépendantes du champ autorégressif

P(Lla <. 7Ld)Xn1,...,nd = Eny,engs (221)

ou P est un polynoéme dont les coefficients sont aléatoires et qui vérifie presque stirement,
pour tout (..., \g) € [=m, 7|4, P(e, ... e*) £ 0.
La représentation (2.2.1) admet presque stiirement la solution

Xo=Y citnj, (2.2.2)

jEZA
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ol (¢;) eza est la suite des coefficients du développement sous forme de série de P~
Le champ X donné par (2.2.2) appartient a L?() si et seulement si

> E(leP) < o0, (2.2.3)
jezd
et sa densité spectrale vaut alors

o? 5 1 ?
(2m)d " | P (e, ... eta)

On peut a présent définir le champ agrégé Y comme suit

FOy e ) = (2.2.4)

N
1
Y, = lim — Y X9 nezd
N—oo ‘/NqX:; n

ol la convergence a lieu en loi. Le champ Y existe bien d’aprés le Théoréme Central
Limite, il est gaussien et admet les mémes caractéristiques d’ordre 2 que les champs
X(@ ¢ > 1. En particulier la densité spectrale de Y est (2.2.4).

Ainsi, le champ agrégé Y est a longue mémoire dés que E [P~ (™1, ... ™) |2 est
non borné. Il suffit donc de choisir correctement la loi que suivent les coefficients de P
pour obtenir la forte dépendance désirée.

Remarque 9. Quelle interprétation en économétrie peut avoir 'agrégation de champs
aléatoires ?

En dimension 1, on considére que l'indice est le temps et que chaque particule (q)
est un acteur économique ayant un comportement X@ a l'instant ¢ qui dépend de son
passé selon (2.2.1). Le processus agrégé peut étre vu comme le comportement global de
tous ces acteurs économiques a l'instant ¢. Il dépend de son passé de maniére différente
de ce qui se passe pour les particules puisqu’on vient de le voir : il peut étre a longue
mémoire alors que chaque particule est a courte mémoire.

En dimension supérieure, il est plus délicat de comprendre ce que signifie I’empilement
de variables situées sur le méme pixel. Cependant une interprétation économétrique est
encore possible. Lorsque I'indice est dans Z2, nous pouvons considérer qu’il représente
les coordonnées géographiques de 'acteur économique (g). Ces coordonnées sont issues
d’un quadrillage régulier du domaine d’observation et il est tout a fait possible qu’il
y ait plusieurs acteurs ayant les mémes coordonnées. Typiquement le domaine d’étude
pourrait étre une grande ville que 'on quadrille en zones réguliéres : toute observation
située dans une zone est assimilée au centre de la zone. On peut ainsi supposer qu’il y
a un tres grand nombre d’acteurs économiques dans chaque zone. L’agrégation aurait
alors 'interprétation suivante : chaque acteur économique (¢) admet un comportement
X(@ au point (n;,ny) dépendant de son voisinage selon (2.2.1); le champ agrégé est
le comportement global de tous les acteurs situés en (nq,ny). Les modéles présentés en
2.2.2 montre que Y peut admettre une dépendance spatiale forte alors que chaque acteur
économique ne dépend que faiblement de son voisinage.

En dimension d = 3, on peut de la méme fagon imaginer une intérprétation spatio-
temporelle a I'agrégation.
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2.2.1 Processus agrégés a longue mémoire en dimension 1

Nous donnons deux lemmes spécifiant des conditions sur la loi des coefficients de
P dans (2.2.1) qui conduisent & un processus agrégé a longue mémoire. Ils sont dus
a Oppenheim et Viano (2004) et nous seront utiles dans la partie suivante pour la
construction de champs agrégés fortement dépendants en dimension 2.

Nous supposons que le polynéme autorégressif dans (2.2.1) s’écrit

2p
P,(z) = H(l — agz)
k=1
ot le vecteur des parameétres a = (a, . .., ag,) est aléatoire et indépendant du bruit ¢. La

loi des a; a pour support la boule ouverte unité afin que I’écriture (2.2.2) existe presque
surement.

Les ay peuvent étre réels ou complexes (on note dans ce cas py leur module et 6
leur argument). Supposons que deux seulement sont réels. On choisit de mettre de ’aléa
sur les modules des ay, supposés indépendants entre eux et de densité de probabilité
respective gi. La densité spectrale (2.2.4) de Y est alors proportionnelle &

/1 a(s) /1 p“/ 9i(p) i (225
o |1 —se|? |1 + se”‘|2 — peiF01) (2|1 — peirA=0;) |2 P

pour A ¢ {0, m,+60;,...,£6,}.

Les deux premiéres intégrales ci-dessus peuvent amener des singularités spectrales
en 0 ou en 7 tandis que les autres peuvent en produire en £6;, j = 3,...,p + 1. Pour
cela il suffit de spécifier le comportement des densités de probabilité g, au voisinage de
x = 1, autrement dit le comportement aléatoire des a; au voisinage des points interdits.
Les deux lemmes suivants le précisent.

Lemme 3. Soit o €] — 1,1 et Vs € [0,1] g(s) = (1 —s)"*D(s) ou D est borné sur [0, 1]
et est continu au point s = 1 tel que ®(1) # 0, alors

1 [e’s) —«
I )\H_OC/LS).CZ _<1>1/ ° s
,\l—>n%| | o |1 —se|? ° (1) o 1+s2 °

-1 _ o —a
lim |\ — 7r|1+"‘/ g(—gds = @(1)/ ° s
o 11— 0

A—T 361>\|2 1 + 82

De méme,

et les intégrales de gauche sont C*° sur respectivement |0, [ et | — ,0].

Lemme 4. Sig(p) = (1 —p) *®(p), avec a €] — 1,1|, et ou D est borné sur [0,1] et est
continu au point p = 1 tel que ®(1) # 0, alors

1 e ) —a
A—0 0 0

|]_ _ pez()\+9)|2|1 _ pez(/\—9)|2 4Sin2 0 1+ g2
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De méme,
1 -
O(1) [ s
lim A+ 6] LT / d
Ain—l9| +9l /0 |1 — petX 0|21 — peid—0)|2 P~ 4sin®0 o 1482 i
et les intégrales de gauche sont C* sur les intervalles | — w, —0[, | — 0,0] et |0, 7.

En prenant les densité g comme dans ces lemmes, la condition (2.2.3) est remplie et
le processus agrégé Y admet une densité spectrale (2.2.5) non bornée dés que o < 0 : il
est a longue mémoire.

Enfin le lemme suivant donne la fonction de covariance de Y lorsque les densités gy
sont choisies comme ci-dessus.

Lemme 5. Sous les hypothéses précédentes concernant la forme de P, et en supposant,
pour tout k = 1...p+ 1, gr(s) = (1 — )" Dy(s) avec —1 < ap < 0 et ou Py est
continu au point s = 1 tel que ®(1) # 0, le processus agrégé Y admet comme fonction
de covariance, lorsque h — oo,

r(h) =n® Z ci cos(hby) +o(1) |,

{klar=a}
ot o« = sup{ay } et ou les ¢, sont des constantes complezes.

Ce lemme est issu comme les deux précédents de Oppenheim et Viano (2004).
Le processus agrégé admet sous ces hypothéses une fonction de covariance non-
sommable ce qui confirme sa forte dépendance.

2.2.2 Quelques champs agrégés a longue mémoire en dimension
d=2

La modélisation par agrégation conduit & des champs ayant les mémes types de singu-
larités spectrales que celles rencontrées dans la modélisation par filtrage. La particularité
de 'agrégation par rapport au filtrage est simplement qu’elle conduit nécessairement &
un champ gaussien.

L’intérét majeur est que I'agrégation nous fournit une alternative au filtrage pour la
simulation de champs a longue mémoire.

Présentons quelques exemples. Ils sont ordonnés de la méme maniére que pour le
filtrage, selon le type de singularités spectrales qu’ils aménent. Pour chacun d’entre eux,
nous précisons le polynome autorégressif & parameétres aléatoires intervenant dans la
représentation (2.2.1) des particules composant le champ agrégé.

1. Des champs a longue mémoire de type produit peuvent étre construits en consi-
dérant le polynome autorégressif P(Li, Ls) = (1 —alLq)(1 — bLs). Les paramétres
sont aléatoires sur [0, 1] et on suppose que leur densité de probabilité vaut respec-
tivement g,(z) = (1 — z)"*®y(x) et gp(z) = (1 — )" *2Dy(x), ou Py et Py sont
comme dans le lemme 3 et ot ay et o appartiennent a | — 1,0[.
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Le lemme 3 nous assure alors que la condition (2.2.3) est remplie et nous fournit
un équivalent de la densité spectrale du champ agrégé Y :

C

F(A1, A2) ~ PEEYER

en (0,0),

ol ¢ est une constante non nulle.

La fonction de covariance de Y nous est donnée par le lemme 5 : r(h, 1) est asymp-
totiquement proportionnelle a h*1[*? et est donc non sommable.

. De la longue mémoire dans une direction particuliére peut étre construite a 1’aide

du polynéme autorégressif P(Ly, Ly) = 1 — aL L5 ot k € Z — {0} est fixé et oil a
est un parameétre aléatoire sur [0, 1]. En choisissant la densité de probabilité de a
égale a (1 —xz) P (z) ot a €] — 1, 0] et ou P vérifie les mémes conditions que dans
le lemme 3, la condition (2.2.3) est vérifiée. De plus, d’apreés le lemme 3 la densité
spectrale du champ agrégé Y vérifiera

C

A, A~ ——————
f( 1 2) |)\1+k’>\2|1+a7

en \; + kAy = 0, ol ¢ est une constante non nulle.

La fonction de covariance de Y se déduit du lemme 5 : r(h, [) est asymptotiquement
proportionnelle & h* dans la direction [ = kh et r(h,l) = 0 si | # kh.

Le champ agrégé est donc a longue mémoire non isotrope.

Il est possible de construire les mémes types de champs fortement dépendants mais

avec des singularités spectrales hors de 1'origine.

3. Pour un champ présentant de la longue mémoire de type produit, il suffit de consi-

dérer le polynéme autorégressif
P(Ly, Ly) = (1 —2p1 Ly cosvy + p2L3)(1 — 2py Ly cos vy + paL3),

ol p; et po sont des parameétres aléatoires. On suppose que leur densité de proba-
bilité vaut respectivement g,,(z) = (1 —z) " ®1(x) et g,,(z) = (1 — )2 Py(x)
avec ®, et ®,, deux fonctions vérifiant les hypotheses du lemme 4 et ot o et ay
appartiennent a | — 1,0[.

La densité spectrale du champ agrégé Y admettra alors les équivalents suivants en

(Fur, Fra)
C

- |>\1 + V1’1+a1’)\2 + VQ‘H_O‘Q,

ol ¢ est une constante non nulle.

f()\la )\2)

Le lemme 5 nous permet d’obtenir sa fonction de covariance : r(h,[) est asympto-
tiquement proportionnelle & h* cos(hvy)l*? cos(lvs).

4. En considérant le polynome autorégressif

P(Ly, Ly) = 1= pcos 3 Ly Ly + p* LIL3*
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ol p est aléatoire sur [0,1] et ot § # 0 et k € Z — {0} sont fixés, on obtient un
champ agrégé dont la densité spectrale est singuliére tout le long d’une ligne ne
passant pas par l'origine. Il suffit pour cela de supposer que la densité de probabilité
de p vaut (1 — ) *®(x).

La densité spectrale de Y vérifie, au voisinage de chacune des deux lignes \{+k\y =

F0,

C

e YR

f()\h )‘2) ~

Sa fonction de covariance 7(h,l) sera nulle si [ # kh et sera asymptotiquement
proportionnelle & h® cos(hf3) dans la direction [ = kh.

L’exemple suivant fournit un champ a longue mémoire non istotrope ayant une seule
singularité spectrale a 1’origine.

5. Considérons le polynéme autorégressif

L+ Ly

P(Ly,Ly)=1—-a 5

ou a est aléatoire sur [0, 1] de densité de probabilité g(z) = (1 — z)"“®(x) avec
a € [—1,0] et avec ® bornée sur [0, 1] et continue au point x = 1 tel que ®(1) # 0.
Pour une particule X, ce polynéme conduit a la représentation

an—l,ng + an,ng—l

Xn1 ne
’ 2

= Enrnas (2.2.6)

ol € est un bruit blanc de variance o2. En inversant cette écriture, nous obtenons
LI
_ § : E : j
Xmmz - ﬁ Okgm—k-i-j, na—j» (2'2'7)
k>0 © j=0

ce qui nous permet de donner une condition pour que (2.2.3) soit vérifiée. Il faut
et il suffit que

Z (% Z(Cl]g)g) E(a%) <o F (1 _1a2> < 00 (2.2.8)

k>0 =0

car oo Z?ZO(C’,ZP est borné quelque soit & > 0. Cette condition est vérifiée compte
tenu du choix de a.

La densité spectrale du champ agrégé Y vaut alors

 4q2

o> [t g(2)
f()‘la )‘2) = _/0 |1 _ xeixl_gei@ |2d£L’ (2'2‘9)

Le lemme suivant établit que le choix de g ci-dessus implique que le champ X est
a longue mémoire.
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Lemme 6. Soit —1 < a < 0, g(x) = (1 — 2)"*®(x) avec ® bornée sur [0,1] et
continue au point x = 1 tel que (1) # 0. Alors f(\1, Xe) définie par (2.2.9) est
singuliere en l'origine et est bornée sur tout intervalle ne contenant pas 0.

De plus, son comportement au voisinage de 0 dépend des directions d’approche
comme le montre la démonstration du lemme donnée en section 2.4. Le champ est
donc a longue mémoire non isotrope.

La figure 2.1 représente la densité spectrale (2.2.9) lorsque a« = —0.75 et ® = 1.
Cette représentation confirme les résultats du lemme : la densité est singuliére en
I'origine et la divergence est plus rapide dans certaines directions, comme le long
de 'axe A1 + Ay = 0.

Enfin le méme type de singularité spectrale que précedemment mais en des points

différents de l'origine peut étre construit selon I’exemple suivant.

6. Considérons le polynéme autorégressif

iulL iuzL —iulL —’iVQL
P(LhLz):(l—Pe Lte 2) (1—/06 e 2>,

2 2

ou p est un paramétre aléatoire sur [0, 1] de densité de probabilité g(x) = (1 —
x)"*®(z) avec —1 < av < 0 et avec ¢ bornée sur [0, 1] et continue au point z = 1
tel que ®(1) # 0. Cela conduit & la représentation suivante

anmz — pCoS Vanl*an — pPCOS V2Xn1,n2*1
2 2 2

p p p
+ 5 cos(v1 — 12) Xy —1mp—1 + ZXTL172,712 + Zan,nTz = €nino-

La densité spectrale du champ agrégé Y vaudra alors

o

2 1
9(x)
0w %) = 1 /0 TR e —dr. (22.10)

Xotrg)
2 = |2’1—ZE 2 |2

Elle est singuliére aux points (v, 15) et (—vy, —1) et bornée sur tout intervalle ne
contenant pas ces points comme le montre le lemme 7 de la partie 2.4. De plus son
comportement en (v1,v5) et (—vy, —15) dépend des directions d’approche comme
dans I'exemple précédent. On peut le vérifier sur la figure 2.2 qui représente la
densité spectrale (2.2.10) lorsque @ = —0.75 et ® = 1. On remarque par exemple
une divergence plus forte dans la direction \; — v; + Ay — 15 = 0 au voisinage de

(1, 1).

Remarque 10. Comme pour le filtrage fractionnaire, il est possible d’augmenter la fré-
quence des singularités spectrales sur [—m, 7]* des champs agrégés. Il suffit pour cela
d’ajouter une puissance p € N & tous les opérateurs L;, + = 1,2, intervenant dans les
polynomes autorégressifs.
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F1G. 2.1 — Densité spectrale (2.2.9) obtenue par agrégation ayant une singularité anis-
trope en (0,0)

L 02
L O¥
|- 09
|- 08
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2.3 La forte dépendance en mécanique statistique

L’objet de la mécanique statistique est de rendre compte du comportement macro-
scopique d’un systéme de particules & partir de la modélisation et de I’étude de son com-
portement microscopique (état des particules, interactions entre elles). La mécanique
statistique a été initialement introduite par les physiciens pour modéliser des phéno-
meénes thermodynamiques et magnétiques dont la transition de phase. La transition de
phase est un état instable du systéme en des valeurs d’'un paramétre tel que la tempé-
rature ou un champ magnétique extérieur. Elle apparait par exemple lorsque la matiére
passe d'un état & un autre en thermodynamique ou lorsqu’un matériau magnétique
passe de I’état ferromagnétique a 1’état paramagnétique. Le formalisme mathématique
permettant I’étude rigoureuse des modéles de mécanique statistique est apparu plus tar-
divement et s’appuie sur I’éxistence et I’étude des mesures de Gibbs. Sans vouloir entrer
dans les détails de ce formalisme, nous introduisons les notions nécessaires a la pré-
sentation de quelques modéles. Une présentation rigoureuse du domaine se trouve par
exemple dans Georgii (1988). L’objectif est de souligner des propriétés de forte dépen-
dance dans des systémes de particules en transition de phase. Les modéles présentés sont
le modéle d’Ising, trés populaire en mécanique statistique, et les modéles a interactions
quadratiques.

On considére un systéme de particules sur Z?. L’état d’une particule située en j € Z?
est donnée par le spin z;, une variable aléatoire a valeurs dans un espace polonais X.
L’interaction entre les particules (on la suppose ici par paires) est modélisée par le
potentiel d’interaction @, ;, fonction de X x X & valeurs reelles.

Les configurations possibles du systéme sont notées w = (2;);cz¢ € X 2% On définit
I'énergie sur un ensemble fini A de Z? par

Ex(w)= Y @i ay)+ Y Oijlas,x)), (2.3.1)
{i.j}cA el
ol A¢ est le complémentaire de A dans Z?. L’energie E, tient compte a la fois de la
quantité d’energie au sein de ’ensemble A mais aussi des interactions au bord modélisées
par la seconde somme dans (2.3.1).

Considérons a présent une mesure produit p = ®;czep; ol p; est une mesure sur
X (typiquement p; est la mesure de lebesgue si X = R ou la mesure de Bernouilli si
X = {#£1}). On dit qu’une mesure z sur X2 est une mesure de Gibbs pour le potentiel

® par rapport a p si
1

ZA(wAc)

ol wy est une configuration sur A et wje une configuration sur A et ot Zj(wpe) est
une constante de normalisation dépendante de la configuration extérieure a A appelée
fonction de partition. Une mesure de Gibbs est donc définie localement selon (2.3.2),
formalisme proposé par Dobrushin, Landford et Ruelle qui garantit la cohérence des lois
conditionnelles.

g (dwp|wae) = e Er@) p(dw), (2.3.2)
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Pour un modeéle donné, une question primordiale consiste a s’assurer, selon les valeurs
prises par les paramétres du modéle, de 'existence d’une mesure de Gibbs. Lorsqu’il y a
existence mais non-unicité de la mesure de Gibbs, on dit que le modéle est en transition
de phase. Dans ce cas, on sait que I’ensemble des mesures de Gibbs est un convexe dont
les élements extrémaux sont appelés phases pures.

Considérons a présent le systéme de spins comme un champ aléatoire probabilisé
par la mesure de Gibbs. Lorsque les moments d’ordre 2 existent, on peut mesurer la
dépendance entre deux sites i et j grace a r(i,j) = cov(z;, ;) ou r(h) = cov(z;, Titn)
lorsque le champ est stationnaire. Dans les exemples suivants, cette fonction de cova-
riance peut étre non-sommable, témoignant de la forte dépendance du systéme : dans
le modeéle d’Ising, en la valeur critique au dela de laquelle il y a transition de phase et
dans les modéles gaussiens, pour des interactions particuliéres.

2.3.1 Le modéle d’Ising

Le modeéle d’Ising est le plus connu des modéles de mécanique statistique. Il a été
introduit pour I'étude du magnétisme et de la dynamique des fluides. L’espace d’état
est X = {—1,1}, la mesure de référence est le mesure de Bernouilli 1/2(0_; + d;) et le
potentiel d’interaction se limite aux plus proches voisins :

Bx;x; si S i —Jk| =1
o) = { (705 il

ou [ > 0 est une constante représentant 'inverse de la température.

En dimension d = 1, il y a existence et unicité de la mesure de Gibbs quelque soit [, il
n’y a donc jamais transition de phase. En dimension d > 2, il y a transition de phase au
dela d’un certain (3, dépendant de la dimension d. Cela fut montré en dimension d = 2
par Onsager (1944) en utilisant I’approche physique du modéle, puis par Dobrushin
(1965) dans le formalisme mathématique en dimension quelconque. Lorsque d = 2,
B =1n(1+v2) ~ 0.441.

Intéressons-nous a la fonction de covariance. Dans leur approche physique du modéle
d’Ising, Kaufman et Onsager (1949) et Fisher (1964) obtiennent la vitesse de décroissance
de r selon les valeurs de 3. Si 3 # f3., la fonction de covariance décroit exponentiellement
mais lorsque 3 = f3. elle décroit géométriquement et n’est plus sommable. On a

[Tt IMsi B £
T(h) he oo { ‘h‘—(d—2+u) Siﬁ — ﬁc;

ot £ > 0 est la constante de Boltzmann et p € [0,2] est un paramétre critique valant
1/4 dans le cas d = 2.

Dans le modeéle d’Ising en dimension d > 2, le champ aléatoire des spins est donc
fortement dépendant en la valeur critique (., la longue mémoire étant isotrope.

Remarque 11. La propriété de forte dépendance dans le modeéle d’Ising est relevée dans
Cassandro et Jona-Lasinio (1978); on y trouve également d’autres modéles physiques
pouvant présenter de la longue mémoire en des points critiques. Dans Pickard (1987),
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I’auteur s’intéresse a 'estimation dans le modéle d’'Ising et souligne les difficultés liées
au comportement de forte dépendance au point critique.

Remarque 12. 11 est a noter qu’il existe certains modéles compliquant le modeéle d’Ising
qui exhibent de la forte dépendance sans qu’il y ait transition de phase. C’est le cas pour
le modéle XY ou le modéle d’Heisenberg qui n’admettent pas de transition de phase
lorsque d < 2 mais dont la fonction de covariance en dimension d = 2 est non sommable
sur tout un intervalle de basses températures (cf Kosterlitz et Thouless (1978)).

2.3.2 Les modéles a interactions quadratiques

L’espace d’état est X = R, la mesure de référence est la mesure de Lebesgue et le
potentiel d’interaction par paires est :

N ﬁ(%JO)x?—l—exi) sii=j
®ZJ(I"“$]) - { 6J(Z _j)mlx] Si 7/ ;é j)

ol [ et e sont des constantes représentant respectivement l'inverse de la température
et un champ magnétique ambiant et ou (J(7));cz¢ est une suite réelle définie positive
vérifiant J(i) = J(—i) pour tout i et ), .. |J ()| < 0o. Nous supposerons pour simplifier
e = 0 qui reste un cas fondamental & partir duquel nombre de résultats peuvent se déduire
pour e quelconque. Par ailleurs, contrairement au modeéle d’Ising, la température est sans
influence sur I'apparition de transition de phase, le paramétre déterminant est donc la
suite J que 'on appellera par abus le potentiel d’interaction.

Ce type de modéles a été étudié par Kiinsch (1980) et Dobrushin (1980). On peut
trouver les résultats qui vont suivre dans Georgii (1988). L’intérét du modéle présenté
est qu’il conduit & des mesures de Gibbs gaussiennes dont les caractéristiques sont di-
rectement liées au potentiel J. Soit

JA) =D I X e [-m, ),

nezd

on a en effet le théoréme suivant :

Théoréme 5 (Kunsch, Dobrushin). Sous les hypothéses précédentes sur J et dans le cas
e = 0, l’ensemble des mesure de Gibbs associées au modéle précédent est non vide si et
seulement st

/ JHN)dN < oo.
[77T77T]d

Dans ce cas, les phases pures sont les mesures gaussiennes de fonction de covariance
r(h) = / J1(A)ei<hA> gy (2.3.3)
[—7'(771']‘1

et de moyenne une suite (Uy,)peza telle que Vk € Z4, 5" J(n)ugyn = 0.
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Remarque 13. Le cas e # 0 nécessite une hypothése supplémentaire sur J pour assurer
I’existence d’une mesure de Gibbs.

L’apparition de transition de phase dans notre cas particulier ot e = 0 se déduit de
ce théoréme et est résumé dans le corollaire suivant di a Kiinsch. Bien que les phases
pures soient gaussiennes, toutes les mesures de Gibbs ne le sont pas forcément. Lorsque
le systéme est en transition de phase, certaines mesures peuvent ne pas avoir de second
moment. Le corollaire suivant ne concerne que les mesures du second ordre.

Corollaire 1 (Kunsch). Sous les hypothéses du Théoréme 5, il existe plusieurs mesures
7 d

de Gibbs du second ordre si et seulement si J admet une racine dans [—m, 7]%.

Autrement dit, en transition de phase, toutes les mesures de Gibbs du second ordre
sont & longue mémoire. En effet J~! correspond a leur densité spectrale d’aprés la forme
(2.3.3) de leur covariance : elle sera non-bornée deés que J admet une racine, c’est a dire
lorsqu’il y a transition de phase.

Ezxemple 3. Soit le potentiel harmonique en dimension d > 3 :

_21_d si Z?:l In;| =1
Jn)=<¢1 si n=20
0 sinon .
On a
1 d
7 1 _ ToinA> 1 T
JA) =1 |;1 53¢ 1 ;COS()\k)

Le dernier terme est équivalent en 0 a 1 S ¢, A2 dont Vinverse est intégrable sur [—7, 71]¢
car d > 3. Cela nous assure, d’aprés le théoréme 5, 'existence de mesures de Gibbs
associées au potentiel J. Par ailleurs J (0) = 0, d’apreés le corollaire 1 le systéme est en
transition de phase et les mesures de Gibbs du second ordre sont a longue mémoire. On
remarque de plus que la longue mémoire est ici isotrope. Le potentiel harmonique est
donc un exemple simple d’interactions & portée finie conduisant & des champs a longue

mémoire isotrope.

Exemple 4. Soit, en dimension d = 2, le potentiel suivant :

o< <k j;:’éo‘ si l=pk, [k|>1

Tk =4 1 si k=1=0

0 sinon

ou p est une constante non nulle et o €] — 1/2,0].
La suite J(k, pk) correspond a la fonction d’autocorrélation d’un processus station-

naire intégré d’ordre o dont on trouve la présentation et des propriétés dans la Propo-

sition 3. On en tire

I'(l—a)

[(a)

k2a—1

J(k,pk) ~
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lorsque k — 0o ce qui montre la sommabilité de J. Par ailleurs, en notant 7 et f la
fonction de covariance et la densité spectrale d’'un processus intégré d’ordre «,

> Ik ph)e™ = (—W)f(A) -rd-o) B

Ainsi

T, Ae) = D J(k 1Bt =N " (e, pk)ettOite)

klez? keZ

21— -
_ (1 Oé) 9sin )\1 + p)\2

T(1 - 2a) 2

L’inverse de J est intégrable sur [—m, 7]? car o €] — 1/2,0] et I'existence d’une mesure
de Gibbs associée au potentiel J est garantie par le théoréme 5. D’autre part, J s’annule
sur toute la ligne A\; + pAs = 0 ce qui montre que le systéme est en transition de phase
d’aprés le corollaire 1 et que les mesures de Gibbs sont & longue mémoire. Leur densité
spectrale est de plus singuliére le long de toute une ligne, la longue mémoire est donc ici
non-isotrope.

2.4 Preuves des lemmes

Preuve du lemme 1

La fonction de covariance vaut

r(h,l) = / A1+ X2t PMH) g\ a ),
[,
On se restreint au calcul de r(h, Oh), pour les h tels que Oh € Z, suffisant pour conclure.
r(h,0h) = / AL+ OAg|P2ethPMt002) ) d N,
[—m,m]2

On effectue le changement de variable u = A; + 6y et v = Ay — A;. Nous supposons,
sans nuire a la généralité, que # > 1; on obtient alors le nouveau domaine d’intégration

2rtu<v<22rt+u 20 —u<v<2r+u =2 +u<v< 20T — u.

{ —O-Dr<u< (-7 U{ -+ <u<—(0—1)r U{ O@—Dr<u<(@+1)7m
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On a donc

(0-1)m ) —(0-D)w )
r(h,0h) = / |2 et duy + / (2u + 2(0 + 1)7) [u|**e " du
—(0-D)m —(0+1)w

(6+1) )
+ / (2(0 + 1)m — 2u) |[u|**e™ du
—(0-1)
6-1)w (6+1)m
= 2/ u?® cos(hu)du + 4(0 + 1)7T/ |u|** cos(hu)du
0 (0—1)m

(0+1)7
— 4/ ulul*® cos(hu)du
0-1)m

1 (0-1)7h (0+1)7h
= 5ot 2/ u?® cos(u)du 4 4(0 + 1)77/ |u|? cos(u)du
h=e 0 (0—1)7h

4 (9+1)7Th
—/ u|u|? cos(u)du | .
h Jo-1)xn

La premiére intégrale admet une limite finie non nulle et les deux derniers termes
convergent vers 0. Ainsi

r(h,0h) ~ ch™?7 1

lorsque h — o0, ot ¢ est une constante positive non nulle.
Si le champ X admettait une fonction de covariance du type (1.2.2), alors, d’aprés
le calcul de r(h,6h), elle devrait vérifier

r(h, 1) ~ [(h, D)2 L(|(R, 1)]) b (%>

lorsque |(h, )| — oo. On pourrait appliquer le théoréme de Dobrushin et Major (1979)

sur la convergence de ses sommes partielles présenté dans le chapitre introductif. Pour ob-

tenir cette convergence, la normalisation des sommes partielles serait alors n®=3/2L(n)~%/2.
Or le (i7) du théoréme 7 du chapitre 3 montre que les sommes partielles de X convergent

en loi avec une normalisation égale & n®~!. La fonction de covariance de X n’est donc

pas de la forme (1.2.2).

Preuve du lemme 2

D’aprés la Proposition 2 il suffit de montrer que

1
/ ‘ ' A = oo (2.4.1)
[—m,m]3 ’3 — (eZ)‘l + el)\g + 67')‘3)’

Le dénominateur est proportionnel & 6+cos(A1) cos(A2)+cos(A1) cos(Az)+sin(Ay) sin(Ag)+
sin(A1) sin(A3) + cos(A2) cos(A3) +sin(Ag) sin(A3) — 3 cos(A1) — 3 cos(Az) — 3 cos(A3). Nous
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pouvons intégrer son inverse par rapport a Az sur [—7/2, 0] et aprés calculs nous obtenons

0 1 1 sin(A) + sin()\Q)]
: . : d\3 = —— | arctan +
/W/Q |3 — (60‘1 + eiA2 + 61)\3)‘2 3 G()\l, )\2) ( |: G()\l, )\2)

cos(A1) cos(Ag) — 4 cos(Ay) + sin(Aq) sin(Ag) — sin(Ay) — 4 cos(A2) — sin(Ag) + 9} )

arctan [

Y

G (A1, A2)

ou

G (A1, A2) = | cos(A1) cos(Ag) + sin(Ay) sin(A2) — 3 cos(A1) — 3cos(Az) + 5.

Lorsque (A1, A2) € [0, £]%, on obtient donc facilement

c 0 1 0
— < 5dA 2.4.2
G(M, A2) /ﬂ/z 3 — (e + eire 4 eida) | 3= G h) ( )

o 0 < ¢ < 7. Or, sur [0, £]?,

cos(A1) cos(Az) + sin(A1) sin(Ag) — 3 cos(A1) — 3cos(A2) + 5
3N 3N\ 3
<)\)\2—|—7+72< ()\1+)\2)

et
cos(A1) cos(Az) + sin(Ay) sin(Ag) — 3 cos(A1) — 3cos(A2) + 5
_¥ N MM N N
-2 2 4 = 2 2

de telle sorte que

3 1 3
G()\l, )\2) S max (5()\1 + )\2)2, —()\% + )\g)) = 5()\1 -+ )\2)2.

2
Ainsi 1/G n’est pas intégrable sur [0, £]* et grace a (2.4.2), (2.4.1) s’ensuit.
Preuve du lemme 6

Le dénominateur dans I'intégrale de (2.2.9) vaut

o (sin A; + sin A\g)?
4

2
D = (1 - g(cosM + Cos)\2)> +x

ce qui se développe a l’aide de formules trigonométriques en

2
D:(xcos)\l_)\Q )\1—1-)\2) —I—SiHQM.

— COS B B
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D’aprés (2.2.9) on a donc

o2 (1 (1—2)“®(x)
F,A2) = 472 /0 (z cos 2522 ’\2 — cos ’\1+’\2) + sin? —’\1;)‘2 du

ce qui montre que f est borné sur tout intervalle ne contenant pas 0. Par ailleurs, pour
tout y € [0,1], f est supérieur a

o (Y (1—2)“®(x) d
472 0 (I cos 21=22 A1—A2 /\2 )\1+/\2) 02 A1+ X
2

— COoS —+ sin

La derniére intégrale est asymptotiquement proportionnelle & foy(l — )72 2®(z)dx
lorsque (A1, A2) tend vers 0. En faisant tendre y vers 1, on remarque que f est singuliére
en l'origine.
Etudions son comportement lorsque (A1, Ay) tend vers 0 le long des quelques direc-
tions particuliéres. certaines directions d’approche.
~SiAN+X =0, D= (xcosA—1)% En posant u= (1 —z)
de (2.2.9), on a :

cos A Si 42
=2 dans l'intégrale

cos A

FO0 -2 = o? (1—cos)\)_°‘_1/1cosk u @(1—u1_008>\) "
0

472 cos—otl )\ 14 u? cos A

o0 —Q
~ c|)\|2_°‘_2/ al du,
0

14+ u?
en A = 0 et avec ¢ une constante non nulle. N N
AMTA2 1 2
— Si A1+ Ao # 0, on pose dans l'intégrale u = Sht i Alff: 2 et on obtient, en 0,
SIHT
2 A2 s A+ —a
o 1 (2sin 4 sin 22 — wsin 2422)
FOw ) — / o o(1)du  (2.4.3)
2
2sin 2L sin 22
aVeCA:—m etB—W

Le comportement dans ce cas dépend encore des directions, relevons-en trois :

. SiALF+ A #0et A+ A2 = 0(AA2) en 0, alors I'expression (2.4.3) nous donne
I’équivalent :

[ A1 da| ™

A, Ay)~ve————
f(l) 2) C)\1+)\2

avec ¢ une constante non nulle.

. ST AL+ A # 0 et AAy = o(A; + A2) en 0, alors
f()\l, )\Q)NC(Al + )\2)—a—1

ol ¢ est une constante non nulle.
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. Si AL+ A2 # 0 et si \jAy est du méme ordre que A; + Ay en 0, on obtient
I’équivalence
f()\l, )\Q)NC()\l -+ Ag)iail

oll ¢ est une constante non nulle.
Il y a évidemment d’autres directions pour lesquelles le comportement est différent
car A1 + Ay et A\; A9 ne sont pas toujours comparables au voisinage de 0.

Nous énongons maintenant un lemme similaire & celui que nous venons de démontrer.
Il concerne 'exemple 6 de la section 2.2.2.

Lemme 7. Soit —1 < a <0, g(z) = (1 —2)"*®(z) avec ® borné sur [0, 1] et continu
au point x = 1 tel que (1) # 0. Alors f(A\1, A2) définie par (2.2.10) est singuliére aux
points (v1,v,) et (—v1,—1y). Elle est bornée sur tout intervalle ne contenant pas ces
points.

Démonstration. Supposons que (A1, \2) est dans un voisinage de (v, 12) ; alors la fonction

ciOrt11) 4 giAatra) 2

2

xr—>’1—x

est majorée sur [0, 1] par une constante 1/c strictement positive. D’ot, pour tout y dans
[0,1],

JPhe) 2 U_z/oy 1 i T d

— 4x? . xei()\1+l’1)+ei(>\2+uz) 1— mei(Al—Vl)_;.ei()\z—Vz) 2
2 2

o (Y (1 — 2)%®(z)

=z C—5
472 0 et(A1—v1) g ei(Aa—r2)
1—2 >

dzx.

2

Lorsque (A1, A2) tend vers (vq,14), la derniére intégrale est asymptotiquement pro-
portionnelle & [/(1—x)*2®(z)dx qui diverge vers +oo lorsque y tend vers 1. La densité
spectrale est donc singuliére en (v, 12). Le méme résultat s’obtient en (—vq, —14). Sur
tout intervalle en contenant ni (v, v5) ni (—v1, —1), la densite spectrale est bornée de
fagon évidente. n

2.5 Simulation de champs fortement dépendants

Les figures 2.3 a 2.7 représentent des champs aléatoires gaussiens, leur périodogramme
(en trois dimension & gauche et projeté en deux dimension a droite) et 'estimation de
leur fonction de covariance (en 3D et projeté en 2D). Leur réalisation sont des images
de taille 100 x 100. La valeur de chaque variable aléatoire X, ; située au pixel (i, j) est
symbolisée par un niveau de gris.
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La figure 2.3 représente un champ faiblement dépendant. Il est issu du modéle auto-
régressif de type produit :

(1 - %Ll)(l - %L2>Xn1,n2 = €ny,ngs
ou € est un champ i.i.d gaussien. La structure produit se lit sur le périodogramme et sur
la fonction de covariance dont la forme en croix révele deux directions privilégiées de
décroissance le long des axes. Le périodogramme ne témoigne pas de singularités spec-
trales particuliéres et la fonction de covariance décroit trés rapidement ce qui confirme
la courte mémoire du champ.

A titre de comparaison, les figures 2.4 a 2.7 représentent des champs a longue mé-
moire. Tous admettent d’une part un périodogramme témoignant visiblement d’une
densité spectrale non-bornée et d’autre par d’une fonction de covariance & décroissance
lente.

La figure 2.4 est une simulation du champ agrégé considéré dans I'exemple 1 de la
partie 2.2.2 o 'on a choisi g,(z) = gp(x) = %\/1 — 2 et N = 1000. L’image posséde des
taches de niveau de gris uniforme beaucoup plus étendues que 'image de la figure 2.3
ce qui témoigne de sa forte dépendance. Le périodogramme témoigne d’une singularité
spectrale prononcée en l'origine et la fonction de covariance décroit faiblement ce qui
confirme le caratére fortement dépendant du champ. La stucture produit se remarque
clairement sur les représentations.

La figure 2.5 montre une simulation du champ agrégé de ’exemple 2 de la partie 2.2.2
avec k = 1, g proportionnel a (1 — )% et N = 1000. La forte dépendance le long d’une
direction oblique se voit clairement sur I'image. Elle se confirme sur le périodogramme
qui montre une singularité spectrale tout le long de la ligne A\; + 2 = 0 et sur la fonction
de covariance r(k, ) qui ne décroit faiblement que dans la direction k = [.

Le champ de la figure 2.6 a été obtenu par filtrage d’apreés la procédure de simulation
présentée dans Eom (2001). Il s’agit de 'exemple 7 de la partie 2.1.2 avec o« = —0, 48,
f = 0 et e = 1. La forte dépendance du champ se remarque comme précédemment
grace aux taches de niveau de gris uniforme, a la singularité spectrale suggérée par le
périodogramme et a la décroissance lente de la fonction de covariance. La divergence du
périodogramme en l'origine ainsi que la décroissance de la fonction de covariance ont
visiblement lieu de fagon isotrope.

La figure 2.7 représente également une simulation du champ considéré dans ’exemple
7 de la partie 2.1.2 avec v = —0, 48 mais avec § = /6 et ¢ = 2. Le champ est clairement
a longue mémoire. Bien que la forte dépendance soit isotrope au sens de la définition 3,
la divergence du périodogramme & l’origine n’est pas invariante par rotation des axes.
D’aprés 'équivalent (2.1.15), cette divergence a plutéot lieu de maniére elliptique ce qui
semble confirmé sur les représentations du périodogramme.



46

Modélisation de champs aléatoires a longue mémoire

2000

1500




2.5 Simulation de champs fortement dépendants

100

47



48

Modélisation de champs aléatoires a longue mémoire




2.5 Simulation de champs fortement dépendants

49

5000

3500 70



50

Modélisation de champs aléatoires a longue mémoire

1200

1000

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100



Chapitre 3

Convergence fini-dimensionnelle des
sommes partielles

Soit X un champ linéaire fortement dépendant. L’objectif de ce chapitre est d’étudier
le comportement asymptotique des lois fini-dimensionnelles de ses sommes partielles

[nt1] [nta]
Sa®) =t Y > Xy (3.0.1)
k1=0  ky—=0

pour t € [0,1]? et o1l d,, est une suite normalisatrice qui sera précisée par la suite.

La convergence fonctionnelle de ces sommes nécessite I’étude de leur équitension dans
'espace de Skorohod D([0,1]%) et fera 'objet du chapitre suivant.

Nous basons notre étude sur un théoréeme de convergence de mesures spectrales dé-
montré dans le cas d = 1 par Van der Meer (1996) et Lang et Soulier (2000) et que nous
généralisons au cadre des champs dans la section 3.1. Le théoréme 6 permet 1’étude de
statistiques linéaires pouvant s’écrire sous forme d’une intégrale stochastique. C’est le
cas des sommes partielles (3.0.1) lorsque le champ X s’écrit

Xn1,...,nd = E akl,...,kdgnl—kh...,nd—kda

kezd

ou £ est un bruit dont nous préciserons les propriétés plus tard et ou les a; peuvent étre
vus comme les coefficients de Fourier d'un filtre a € L?*([—m, n1]¢). Ce filtre détermine la
structure de dépendance de X puisqu’il est trés lié a sa densité spectrale : cette derniére
est proportionnelle & |a|? lorsque £ est un bruit blanc.

Dans la section 3.2, on applique le Théoréme 6 pour les dimensions d = 1 et d = 2.
Des conditions de dépendance sur le champ X, précisées via le filtre a dans le Théoréme
7, nous permettent d’obtenir la limite de .S,,. Les résultats se déclinent selon que le filtre
est continu en 0 ou non. Dans la premiére situation, .S,, admet un comportement de type
centrale limite. Dans la seconde, nous supposons le filtre équivalent en 'origine & une
fonction homogeéne de degré négatif, un cadre typique amenant de la forte dépendance,
et nous obtenons un théoréme limite non-central dans le sens ol la normalisation n’est
plus standard.



