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Ce chapitre est consacré à la résolution numérique du problème de complémentarité li-

néaire issue de la discrétisation par différences finies ou éléments finis. Vu que, la mé-

thode des éléments finis et de différences finies génèrent des matrices tridiagonales et

du faite que la contrainte est imposée, alors ils existent des méthodes efficaces et appro-

priés pour résoudre ce type du problème. Parmi ces méthodes, la méthode de Brennan-

Schwartz et la méthode de sur-relaxation avec projections successives (PSOR "Projected
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Successive Over-Relaxation"). En sus, nous justifions théoriquement l’adaptions de l’algo-

rithme de Brennan-Schwartz au cas de discrétisation par éléments finis dans la première

section. Dans la deuxième section, nous présentons l’algorithme de PSOR, selon [36], a fin

de justifier numériquement la convergence de l’algorithme de Brennan-Schwartz dans le

prochaine chapitre observations numériques.

4.1 Algorithme Brennan-Schwartz

M.J. Brennan and E.S. Schwartz ont introduit un algorithme de résolution des options

américaines put avec conditions aux bords mixtes Dirichlet et Neumann (voir [9]) par

différences finies. P. Jaillet, D. Lembertan et B. Lapeyre ont reformulé le problème avec

des conditions aux bords Dirichlet, puis ils ont donné la justification de cet algorithme

introduit par [9] pour le cas de différences finies.

Nous avons remarqué que lors de la discrétisation soit par la méthode des éléments finis

ou différences finies que le type de matrice qui apparaît est tridiagonale, de la forme :

T =



b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · am−1 bm−1 cm−1

0 · · · 0 am bm


.

La proposition 4.1.1 donne un algorithme directe de résolution du PCL de type

Tu ≥ %,

u ≥ ξ,

(Tu −%, u − ξ) = 0,

(4.1)
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dans le cas où les éléments cj de T sont nuls.

Proposition 4.1.1 (voir [10]) Une matrice du type T avec cj = 0 et bj > 0 pour j = 1, ...,m,

alors, pour tous vecteurs ξ et % le PCL suivant :

Tu ≥ %,

u ≥ ξ,

(Tu −%, u − ξ) = 0,

(4.2)

a une solution unique donnée par les équations de récurrence :

u1 = max
{
%1
b1
, ξ1

}
,

uj = max
{

1
bj

(%j−ajuj−1) , ξj
}
, 2≤ j ≤m.

La preuve de ce résultat découle des égalités : (Tu)1 = b1u1 et (Tu)j = bj uj +aj uj−1 (voir

[10]).

Afin de vérifier les hypothèses de la proposition 4.1.1, nous allons procédé à la décom-

posions LU . Dans le papier de S. Ikonnen et J. Toivannan ont combiné, sans justifier, l’al-

gorithme de Brennan-Schwartz avec la décomposions LU (voir [11]) pour un problème

de complémentarité linéaire issu de la discrétisation par différence finies pour l’option

call. Dans ce qui suit, nous justifions cet l’algorithme, dans le cas des éléments finis pour

l’option put.
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Factorisation LU standard et UL

La factorisation standard LU de la matrice A est donné par A = LU , alors pour résoudre

le système Ax = b consiste simplement à résoudre successivement les deux systèmes tri-

angulaires

Ly = b,

U x = y.

Soit la matrice de permutation P avec des 1 sur l’anti-diagonal et des zéros partout ailleurs

P =



1
1

1

1


,

Alors P−1 = P T = P , et soit A2 = PAP

Exemple 4.1.1 Pour

A=


1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , alors A2 =


9 8 7
6 5 4
3 2 1

 ,

Pour le système d’équations, cela implique

Ax= b ⇔ PAPPx= Pb ⇔ A2Px= Pb
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Maintenant, examinons la factorisation LU pour la matrice A2

A2 = PAP = L2U2,

A = PA2P = (PL2)(U2P ) = U3L3,

D’où, en remplaçant A= U3L3 dans le système d’équations Ax= b, nous mène à résoudre

les deux systèmes

U3 y = b,

L3x = y.

Cette dernière est la factorisation UL. Nous allons adopter ce principe pour la matrice B.

Rappelons que,

B =



b c 0 · · · 0
a b c · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · a b c

0 · · · 0 a b


,

avec

b = 2
3 rhk + 4h

6 , (4.3)

c = − 1
2 βk + 1

6 rhk −
1
2 σ

2k, (4.4)

a = 1
2 βk + 1

6 rhk −
1
2 σ

2k. (4.5)
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La décomposions UL de la matrice B pour l’option dite put.

B = UL =



1 c′1 0 · · · 0

0 1 c′2
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . 0 1 c′m−1

0 · · · 0 0 1





b′1 0 0 · · · 0

a′1 b′2
. . . . . . ...

0 . . . . . . 0 0
... . . . a′m−1 b′m−1 0
0 · · · 0 a′m b′m


. (4.6)

Pour déterminer les coefficients a′j , b
′
j et c′m, nous multiplions les deux matrices U et L. En

effectuant un calcule rétrograde simple :

— Dans la dernière ligne donne des équations ci-dessus

b= 1 · b′m alors b′m = b,

a= 1 ·a′m alors a′m = a.

— Dans l’avant dernière ligne donne des équations ci-dessus

c= c′m−1b
′
m alors c′m−1 = c

b′m
,

b= 1 · b′m−1 + c′m−1 ·a′m alors b′m−1 = b− a · c
b′m−1

,

a= 1 ·a′m alors a′m = a.

— Dans la (j + 1) -ème ligne nous obtenons

c= c′m−jb
′
m−j+1 alors c′m−j = c

b′m−j+1
,

b= 1 · b′m−j + c′m−j ·a′m−j+1 alors b′m−1 = b− a · c
b′m−j+1

,
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a= 1 ·a′m−j alors a′m−j = a,

Concernant, le second membre définit par

dn = Munh−g ∈ Rm,

on lui associe le vecteur suivant, pour l’option put, s’écrit :

d̃nm = dnm, d̃ni = dni − d̃ni+1
c

b′i+1
,

qui solution de

Ud̃n = dn.

Maintenant, il est possible de décrire l’algorithme en deux boucles seulement.

Algorithm 1 Brennan-Schwartz pour l’option put
— Pour un vecteur donné dn résoudre Uy = dn

— pour i= 1 à m, calculé

un+1
i = max{(yi−a′iuni−1)/b′i , ψi}

Remarque 4.1.1 Pour le cas de l’option call, nous utilisons la décomposions LU de la

matrice B

B = LU =



1 0 0 · · · 0

a′1 1 . . . . . . ...

0 . . . . . . 0 0
... . . . a′m−1 1 0
0 · · · 0 a′m 1





b′1 c′1 0 · · · 0

0 b′2 c′2
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . 0 b′m−1 c′m−1

0 · · · 0 0 b′m


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De la même façons que précédemment le cas de put mais, le calcule sera progressive. Le

second membre dans le l’option call, s’écrit :

d̃n1 = dn1 , d̃ni = dni − d̃ni−1
c

b′i−1
.

Il aussi est possible de décrire l’algorithme en deux boucles seulement.

Algorithm 2 Brennan-Schwartz pour l’option call
— Pour un vecteur donné dn résoudre Uy = dn

— pour i=m à 1, calculé

un+1
i = max{(yi−a′iuni+1)/b′i , ψi}

Il nous reste à vérifié que b′j > 0, dans les hypothèses de la proposition 4.1.1.

Lemme 4.1.1 Si B est une matrice coercive, les coefficients diagonaux de la matrice L sont

strictement positifs.

Dans la preuve on se restreint au cas de l’option put.

Preuve. Du faite que,

detB = detUdetL,

et que

detU = 1, detL =
m∏
j=1

b′j ,

alors

detB =
m∏
j=1

b′j .

Puisque la matrice B est coercive alors les n mineurs principaux dominants soient stric-

tement positifs, autrement dit que detB > 0, par récurrence sur m on déduit que b′j > 0
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pour j = 1, ...,m.

La proposition suivante est une extension de la proposition 4.1.1, pour tenir en compte de

la frontière libre pour l’option call où put.

Proposition 4.1.2 Assurer que

— B est une matrice tridiagonale et c≤ 0.

— La solution un+1
h de

(I)


B un+1

h ≥ dn,

un+1
h ≥ ψh,(

B un+1
h −dn,ψh−u

)
= 0,

satisfait,
(
un+1
h

)
j

= (ψh)j , pour j = 1,2,3, ...,k et
(
un+1
h

)
j
> (ψh)j pour j = k+

1, ...,m Alors un+1
h est aussi solution de

(
Ĩ
)

(
Ĩ
)


Lun+1
h ≥ d̃n,

un+1
h ≥ ψh,(

Lun+1
h − d̃n,ψh−un+1

h

)
= 0.

Remarque 4.1.2 De la proposition précédente, la segmentation en sous ensemble déter-

mine la frontière libre pour l’option put, c’est-à-dire,

un+1
h = (ψh)j pour j ≤ k, et B un+1

h = dn pour j > k.

Cette condition de segmentation, nous assure que

(
B un+1

h −dn,ψh−u
)

= 0.
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Pour le cas de l’option call, la condition de segmentation

un+1
h = (ψh)j pour j > k, et B un+1

h = dn pour j ≤ k.

Preuve. Puisque c ≤ 0, on aura c′j = c

b′j−1
≤ 0. De la définition du second membre nous

avons donc des constantes positives λj,j+1, ...,λj,m, pour j = 1, ...,m−1 tels que

(
d̃n
)
j

= (dn)j +λj,j+1 (dn)j+1 + · · ·+λj,m (dn)m ,

et (
Lun+1

h

)
j

=
(
B un+1

h

)
j
+λj,j+1

(
B un+1

h

)
j+1

+ · · ·+λj,m
(
B un+1

h

)
m
,

par conséquent, B un+1
h ≥ dn, cela implique Lun+1

h ≥ d̃n. Pour j > k, nous savons que(
un+1
h

)
j
> (ψh)j , alors

(
B un+1

h

)
j

= (dn)j . Cela implique
(
L un+1

h

)
j

=
(
d̃n
)
j
.

Pour assuré la solution de problème de complémentarité linéaire, il est nécessaire que la

matrice soit coercive. Le lemme suivant nous assure, alors, la coercivité de B.

Lemme 4.1.2 Si h <
3σ2k

1 + rk
, alors la matrice B est coercive et pour, x ∈ Rm

Bx ≥ 0 et x 6= 0⇒ x > 0.

Preuve. Nous remarquons que la matrice B n’est pas symétrique, mais nous pouvons

travailler avec sa partie symétrique puisque

P = 1
2
(
B + BT

)
.
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En utilisant,

2〈x,Px〉= 〈x,Bx〉+
〈
x,BTx

〉
= 〈x,Bx〉+ 〈Bx,x〉= 2〈x,Bx〉 .

Nous remarquons aussi que B est définie positive si P est définie positive. Maintenant,

examinons P

P =



b −â
−â b −â

. . . . . . . . .
. . . . . . −â
−â b


,

avec b > 0. Alors

(Px,x) = −â
m∑
i=2
xi−1xi+ b

m∑
i=1
x2
i − â

m−1∑
i=1

xi+1xi

≥ −|â|2

m∑
i=2

(
x2
i−1 +x2

i

)
+

m

b
∑
i=1

x2
i −
|â|
2

m−1∑
i=1

(
x2
i+1 +x2

i

)

≥ (b−2 |â|)
m∑
i=1
x2
i = (b−2 |â|)‖x‖2 .

Dans notre cas, nous avons

â = −h
6 +k

(
σ2

2h −
rh

6

)
,

b = 4h
6 +k

(
σ2

h
+ 2

3 rh
)
.
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Pour que â > 0, soit vérifié il faut

0 <
−h
6 +k

(
σ2

2h −
rh

6

)
0 < −h2 +k

(
3σ2− rh2

)
h2 + rh2k < 3σ2k

h2 <
3σ2 k

1 + rk
.

Avec b−2â= h + r∆th et r > 0, nous obtenons

(Px,x)≥ (b−2 â)‖x‖2 = h(1 + r∆t)‖x‖2 .

Assumons que Bx = dn ≥ 0. Utilisons B = U ·L et déterminer y par Ud̃n = d̃n. Puisque

x 6= 0 on conclue dn 6= 0 et d̃n 6= 0. Nous utilisons la preuve de la proposition 4.1.2 pour

conclure d̃n ≥ 0 et
(
d̃n
)

1
> 0. Puisque, Lx= d̃n ≥ 0, nous avons

L−→x =



b1 0 0 · · · 0
a2 b2 0 · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · am−1 bm−1 0
0 · · · 0 am bm





x1

x2

x3
...

xm


=



y1

y2

y3
...

ym


= d̃n.

Utilisant bi > 0 et ai < 0 nous obtenons xi > 0.

Remarque 4.1.3 Dans la condition h <
3σ2k

1 + rk
, le pas spatiale h doit être suffisamment

petite, Selon le pas du temps k. Dans [10], la condition dans le cas différence finis est

β = r− q− σ
2

2 <
σ2

h
, ou h <

σ2

β
.

Observez que la condition sur h dans [10] est indépendante de pas de temps k.
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La difficulté, en pratique, réside dans la vérification de l’hypothèse de segmentation comme

le montre cet exemple suivant introduit par [10].

Exemple 4.1.2 Soit m= 3 et B =


1 −1 0

−1
2 1 0

0 0 1

, avec d =


0
0
1

 et ψ =


1
2
0

.

Alors, la solution du système
(
Ĩ
)
, selon la proposition 4.1.2, est donné par : u=


1
2
1

, nous

remarquons la condition de segmentation est vérifié u1 = ψ1,u2 = ψ2 et u3 > ψ3 mais elle

n’est pas solution (I).

Le lemme suivant nous assure la justification de l’hypothèse de segmentation pour la

proposition 4.1.2.

Lemme 4.1.3 Soit ψ (x) = max{E−E exp(x) , 0}, l’ensemble

Γ(ψ) =
{
j ∈ Z, ψ (j h)> 0 et (Bψ)j ≥ (Mψ)j

}
,

vérifié cette propriété,

j0 ∈ Γ(ψ) =⇒∀ j ≤ j0, j ∈ Γ(ψ) .

Remarque 4.1.4

— L’ensemble donné dans les travaux de P. Jaillet D. Lamberton et B. Lapeyre

(voir [10, 23]) est

Γ(ψ) =
{
j ∈ Z, ψ (jh)> 0 et ãψ ((j−1)h) + b̃ψ (jh) + c̃ψ ((j+ 1)h)≥ ψ (jh)

}
,

avec ã, b̃ et c̃ les coefficients de la matrice de discrétisation Ah par différence

finies en 3.31, 3.32 et 3.33.
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— Pour l’option call, la propriété que l’ensemble Γ(ψ) est

j0 ∈ Γ(ψ) =⇒∀ j ≥ j0, j ∈ Γ(ψ) .

Preuve. Utilisons

exp((j+ 1)h)− exp((j−1)h) = exp(jh)2sinh(h) ,

exp((j+ 1)h) + exp((j−1)h) = exp(jh)2cosh(h) ,

−exp((j+ 1)h) + 2exp(jh)− exp((j−1)h) = exp(jh)(2−2cosh(h)) .

Sachant que de (4.3)− (4.5), cela implique

f1 = aexp((j−1)h) + bexp(jh) + cexp((j+ 1)h) +

−h6 exp((j−1)h)− 4h
6 exp(jh)− h6 exp((j+ 1)h)

=
(
a− h6

)
exp((j−1)h) +

(
b− 4h

6

)
exp(jh) +

(
c− h6

)
exp((j+ 1)h)

= k exp(jh) h6 r (2cosh(h) + 2) + σ2k

2h2 exp(jh)(2−2cosh(h)) +

−β2 k sinh(h)2exp(jh)

= k exp(jh)
[
σ2

h2 (1− cosh(h))−β sinh(h) + h

3 r (cosh(h) + 1)
]

f2 = a E+ b E+ c E− h6E−
4h
6 E− h6E

= Erhk

f (j) = f2−Ef1 = kE

(
rh+ exp(jh)

[
σ2

h2 (cosh(h)−1) +β sinh(h)− h3 r (cosh(h) + 1)
])
.

Vue que f (j) = f2−Ef1 est une fonction monotone de j de limite Erhk > 0 lorsque,

j→−∞. Avec ψ (x) = max(E−E exp(x) ,0) et ψ̄ (x) = E−E exp(x) . De ce qui précède,
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— Si j0 ∈ Γ(ψ) alors ψ (j0h)> 0 et puisque ψ (x) décroissant, alors

j0 ∈ Γ
(
ψ̄
)

=⇒∀ j ≤ j0, j ∈ Γ
(
ψ̄
)
.

— Si j0 ∈ Γ(ψ) et ψ ((j0 + 1)h) ≥ 0, la monotonie de f (j), implique j ∈ Γ(ψ) , ∀ j
≤ j0.

— Si j0 ∈ Γ(ψ) et ψ ((j0 + 1)h) = (E−E exp((j0 + 1)h)) +R = 0, pour un certain

R > 0, en utilisant c≤ 0 et

0≤
(
a− h6

)
ψj0−1 +

(
b− 4h

6

)
ψj0 +

(
c− h6

)
ψj0+1 = f (j0) +

(
c− h6

)
R,

et alors f (j0) > 0. Maintenant, la monotonie de f (j) implique j ∈ Γ(ψ) , ∀ j
≤ j0.

En utilisant lemme 4.1.3 et la proposition 4.1.3 suivante, nous arrivons à vérifier l’hypo-

thèse de la segmentation de la proposition 4.1.2, ce qui nous assure la validité de l’algo-

rithme de Brennan-Schwartz pour l’approche par élément finis.

Proposition 4.1.3 Les vecteurs u0,u1,u2, ...,uN , suite de solutions du problème complémentarité

linéaire (3.28) vérifient les propriétés suivantes :

— ∀n ∈ {1, ...,N} un ≥ un−1

— Pour chaque entier n, il existe un indice ki tel que

unj = ψj si 1≤ j ≤ ki et unj > ψj si j > ki

Preuve.
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— La première propriété se démontre par récurrence sur n. Il est clair que l’on a,

u1 ≥ u0 = ψ car

Bu1 ≥ d0, (4.7)

u1 ≥ ψ = u0. (4.8)

Supposons que, l’inégalité un ≥ un−1 est acquise. Alors un+1 vérifié :

Bun+1 ≥ dn−1.

Vue que, un solution de

Bun ≥ dn−1.

Et utilisant la définition 1.3.4 et la proposition 1.3.2 : un+1 ≥ un.

— Pour la deuxième assertion, on traite d’abord le cas : n = 1. Puisque ψ est non

nul, on a, par le lemme 4.1.2 , u1
j ≥ 0 pour tout j ∈ {1, ...,m}. Le raisonnement

par absurde, en supposant qu’il existe, un intervalle d’entiers [l1, l2], avec 1 ≤
l1 ≤ l2 ≤m, tel que :

u1
l2 = ψl2 et u1

j > ψj pour j ∈ [l1, l2[ .

Quitte à diminuer l1, on peut supposer que, l1 = 1, ou

u1
l1−1 = ψl1−1. (4.9)

De l’inégalité,
(
Bu1

)
l2
≥
(
d0
)
l2

=
(
Mu0

)
l2

= (Mψ)l2 et de l’égalité u1
l2

= ψl2 , on

déduit :

au1
l2−1 + bψl2 + cu1

l2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1,
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et puisque, les constantes a et c sont négatives :

aψl2−1 + bψl2 + cψl2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1. (4.10)

Il en résulte que, λ2 ∈ Γ(ψ), ce qui entraine par le lemme4.1.3 [1, l2] ⊂ Γ(ψ)
et, par conséquent :

(Bψ)j ≥ (Mψ )j pour j ∈ [1, l2] .

Comme pour j ∈ [l1, l2[ on a :
(
Bu1

)
j

= (Mψ )j ,on voit que le vecteur vérifié

(Bψ)j ≥
(
Bu1

)
j

pour j ∈ [l1, l2[. Le vecteur v = ψ− u1 vérifié donc (Bv)j ≥
0 pour j ∈ [l1, l2[, avec, de plus vλ2 = 0 et, si l1 > 1, vl1−1 = 0. On déduit, en

appliquant le lemme 4.1.2 à une matrice extraite de B, que l’on a : vj ≥ 0, pour

j ∈ [l1, l2[. D’où : ψj ≥ u1
j pour j ∈ [l1, l2[ , ce qui est contradictoire. Si maintenant

on suppose que la propriété est vraie à l’ordre n, et si [l1, l2] est intervalle tel

que :

un+1
l2

= ψl2 et un+1
j > ψj pour j ∈ [l1, l2[ ,

alors, on a,

unl2 = ψl2 ,

et par conséquent : unj = ψj pour j ≤ l2 et

aun+1
l2−1 + bψl2 + cun+1

l2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1,

et puisque a et c sont négatives :

aψl2−1 + bψl2 + cψl2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1



Chapitre 4. Implémentation des méthodes 65

Il en résulte que l2 ∈ Γ(ψ), ce qui entraine par le lemme 4.1.3 [1, l2] ⊂ Γ(ψ)
et, par conséquent de :

(Bψ)j ≥ (Mψ)j pour j ∈ [1, l2] .

Comme pour j ∈ [l1, l2[ on a : (Bun)j = (Mψ)j , on voit que le vecteur vérifie

(Bψ)j ≥
(
Bun+1

)
j

pour j ∈ [l1, l2[. Le vecteur v = ψ−un+1 vérifie donc (Bv)j ≥
0 pour j ∈ [l1, l2[, avec, de plus vl2 = 0 et, si l1 > 1, vl1−1 = 0. On déduit, en

appliquant le lemme 10 à une matrice éxtraite de B, que l’on a : vj ≥ 0, pour j

∈ [l1, l2[. D’ou : ψj ≥ un+1
j pour j ∈ [l1, l2[ , ce qui est contradictoire.

4.2 La méthode PSOR

L’algorithme de relaxation, PSOR "Projected Successive Over-Relaxation" est un procédé

itératif qui, introduit par [37] et l’extension de méthode de relaxation pour la résolution

des systèmes linéaires sous la forme :

Av = f ,

où A ∈ Rm×m, v ∈ Rm et f ∈ Rm.

La méthode de relaxation est basée sur la décomposition

A = D−L−U,
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où D, la matrice diagonale, L, matrice triangulaire inférieure stricte et U, matrice triangu-

laire supérieure, alors v est solution de Av = f , si et seulement, si v vérifie

(D/ω−L)v = ((1/ω−1)D + U)v+ f .

Pour des valeurs de ω dans l’intervalle ]0,2[, on introduit la méthode de sur-relaxation

successive (ou méthode SOR pour successive over relaxation) (voir [38, 39] )

1
ω
aiix

n+1
i +

∑
j<i

aijv
n+1
j = fi+

( 1
ω
−1

)
aiiv

n
i −

∑
j>i

aijv
n+1
j , (4.11)

pour tout, i ∈ {1, ...,m}. On peut écrire (4.11), sous la forme vectorielle :

(
I−ωD−1L

)
vn+1 =

[
(1−ω)I +ωD−1U

]
vn+ωD−1f,

d’ou on déduit la matrice d’itération

Gω =
(
I−ωD−1L

)−1 [
(1−ω)I +ωD−1U

]
.

La méthode SOR converge si ([38])

ρ(Gω)< 1, pour ω ∈ ]0,2[ ,

avec ρ(Gω) est le rayon spectral. Du faite que, le paramètre ω influence sur la vitesse de

convergence ( voir [38]), le pas optimal est donné par cet relation :

ωopt = 2
1 +

√
1−ρ(GJacobi)2

,

avec GJacobi = D−1 (A−D) la matrice d’itération de Jacobi (voir [38]).

En utilisant le théorème de Gerschgorin (voir [40]), On peut a priori borner les valeurs
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propres par

ρ(GJacobi)≈max
1
Ai i

∑
j 6=i
|Ai j | .

Nous intéressons maintenant, a appliqué la méthode PSOR, au problème de complémen-

tarité linéaire suivant
B un+1

h ≥ dn,

un+1
h ≥ ψh,(

B un+1
h − dn

)(
un+1
h − ψh

)
= 0,

(4.12)

pour n = 0, ..., N .

Le problème 4.12, est équivalent à (voir [41])

min
{
B un+1

h −dn,un+1
h −ψh

}
= 0,

pour, n = 0, ..., N .

Posons, A = B, v = un+1
h et f = dn, on aura (voir [36])

min
v

{
v−A−1f,v−ψh

}
= 0.

Où encore

v = max
{
A−1f,ψh

}
.

Ce problème peut être résolu par PSOR, ce dernier a été suggéré par Cryer (voir[37]) pour

une discussion détaillée sur la méthode de Cryer voir [14]. Le principe est d’appliquer à

la contrainte de maximisation (4.2) l’algorithme SOR. Alors

∀i ∈ {1, ...,m} , vi = max{yi,(ψh)i} ,

et les yi sont définis par

1
ω
aiiy

n+1
i +

∑
j<i

aijy
n+1
j = fi+

( 1
ω
−1

)
aiiy

n
i −

∑
j>i

aijy
n+1
j .
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L’algorithme de PSOR appliqué à 4.12, pour une itération du temps, est décris par

Algorithm 3 PSOR
for j = 1 to m do

rj = dj−
∑m
i=1Bjiui

uj = uj +ω
rj

Bii

uj = max [uj ,ψj ] ,
end for
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