CHAPITRE III
DECOUVERTE DES ESTIMATEURS LS
ET LAD
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[11.1- HISTORIQUE DE L'ESTIMATION LAD (1757-1955) :

Parmi les estimateurs robustes, les estimateAid ont probablement l'histoire la plus
ancienne. En effet, Ronchetti (1987) mentionnergeio retrouve des traces dans l'oeuvre de
Galilée (1632), intitulééDialogo dei massimi sistemil,e probleme était alors de déterminer
la distance de la terre a une étoile recemmentudecte a cette époque. C'est cependant a
Boscovich (1757) que I'on reconnait généralemaritdduction du critére d'estimation LAD
(Harter,1974 ; Ronchetti, 1987, Dielman,1992).

L'un des problémes qui excita le plus, la curiodi¢é hommes de science X\M11I°™siécle
fut celui de la détermination de I'ellipticité deterre. C'est dans ce contexte, pres d'un demi-
siécle avant I'annonce par (Legendre,1805) du ipeéndes moindres carrés et vingt ans avant
la naissance de Gauss en 1777, que Roger Josepbvidbs(1757) proposa une procédure
pour déterminer les parameétres du modele de régndgseaire simple

y. = B+t Bx +&,i=1,...,n

AN AN

Pour obtenir la droitey = ,80 + ,le décrivant au mieux les observations, il proposa le
critére de l'estimation LAD :

i

i=1

Y _Eo_ﬁlxi

P ‘

En imposant que la droite estimée passe par |lecidatdes donnéééﬂ? Y) , en ajoutant la

condition :
n — —

Z (Yi _IBO_Ingi): 0

i =1
Boscovich justifia cette approche de la manierezasue. Le critere de I'estimation LAD
comme étant nécessaire pour que la solution segi gmoche que possible des observations,
et la condition supplémentaire pour que les errpasitives et négatives soient de probabilité
égales.
En effet cette condition signifie que la somme desurs positives et négatives doit étre la

méme. De plus, elle peut se mettre sous la forme :

—~

Yy -B,-B.x =0
(1)

d'ou
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,30 =Yy - lglx
(2)
Et le probléme se réduit alors & minimiser :

n (yi "7)'ﬁl(xi '?)‘

Par conséquent, la détermination de la "droite decBvich" satisfaisant les deux criteres

i=1

revient a déterminer la perfﬁ’@ de I'équation (2), puis a évaluer I'ordonnéerigine ,?:’0 par

I'équation (1). Ce n'est cependant que trois ams faird, en 1760, que Boscovich donna une
procédure géomeétrique permettant de résoudre tiéqug). Cette procédure est décrite en
détails dans un article d'Eisenhart (1961).

Sept ans avant de s'intéresser aux estimaté\lds, Laplace (1786) proposa une procédure

permettant d'estimer les paramétres d'un modétégtession linéaire simple en se basant sur

le critére L_ .En d'autres termes, il proposa une solution paauver (Eo , El) qui

minimise :

m ax yi _:Bo_ﬁlxi m

1<i<n ‘ 1<i

Dans une publication ultérieure, Laplace (1793)ppsa une procédure qu'il qualifie lui-

X‘ei‘
n

N

méme de plus simple. Cette procédure, basée sdelescritéres qu'avait proposé Boscovich
en 1757, a l'avantage d'étre analytique alors cglee qroposée par Boscovich était
géomeétrique.

L'intérét de cette procédure analytique réside ddas facilité a obtenir les
paramétre;?o et El lorsque le nombre d'observations augmente. Celiidicn analytique
de Laplace est élégante et mérite d'étre rappeilden adoptant les notations suivantes
Yi=y-yetX= X=)
Le probléeme revient a trouver la valeurftigui minimise la fonction
n
F(B)=2 1y - BX,]
i=1
3)
Notons que les valeurs; peuvent étre supposées non nulléxI ¢O) puisque

f(B)=> |y.|+> |y, - BX,| ., lapremiére somme étant prise pour
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les Xi nuls et la seconde somme pour ¥son nuls. Le minimum de la fonctioh étant

atteint pour la méme valeur geéque celle rendant la seconde somme minimale. Letifom

(3) peut s'écrire :

f (,5):i§:lfi (B) avect, (8)=|Y, 8% |

Chaque fonction fi (,8) est continue, linéaire par morcedwonvexe.

Elle est formée de deux droites avec un minimu Xri -0 |- Sapente est donnée par

X .
|

. Yy

- |X . | si f (———

| X .

()= ,

+ |x . | si g ) —

| X .

Pour étudier la pente fig 3) , il s'agit d'ordonner en ordre croissant les rapqogr_t de

X.
|

_ YooY Y
maniere a ce que :
X 1

IN
N

N

N
=]

Ceci peut toujours étre fait en renumérotant leseolations. Ces rapport\s(L seront
X
k

désignés par,g(k ) kK =1,..n pour B <, , chacune des fonctiohs (B) aune

pente de‘xi ‘ et par conséquent la pente de la fonction (1.8)lesnée par :

t(p)= -

|
I

i tMMs

1

f (B) étant continue, linéaire par morceaux et convelte,atteint son minimum lorsque sa

pente change de signe, c'est-a-dire PO tel que :

—Zn: X.‘+2§
i=1 I i=1

XK‘<O et—zn:xl‘+ZXK‘2

r
i=1 k=1

Dans le cas ol : —Zn:|xi|+22|x| =0
i=1 k=1
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La solution n'espas uniquepans ce cas, pour toute val&ﬂelle que :
'B(r) < B < (’B(r +1)] L (B)x soit minimale.

~ Y Y.
Notons encore quézx—r est appelémédiane pondérédes x—' , avec poid#(i ‘ . Ainsi,

r
dans le cas ou la droite LAD doit satisfaire lecsetcritere de Boscovich, elle passe par le
centroide des données et par I'une des observatiomins.

C'est a Gauss (1809) que I'on doit une étape impi@rtde la caractérisation des estimateurs
LAD. Contrairement a Boscovich, il étudia la méthodesisiant & minimiser la somme des
erreurs en valeur absolue sans la restriction guesomme soit nulle (appliquant uniquement
le critere 1). A cette époque, Gauss ne sembkiltedirs pas savoir que cette restriction avait
été introduite par Boscovich, puisqu'il I'attribaeLaplace. D'autre part, Gauss s'intéressa a
I'estimation LAD dans un modele de régression Ineéaultiple, en cherchant le vecteur de

paramétres{,@l,....,ﬁp)qui minimise :

Il mentionna que cette méthode fournit nécessainemeésidus nuls et gu'elle n'utilise les

yi_)ﬁﬁl_--"xm/gp Ael‘

autres (n - p) résidus que dans la détermination du choixpd€sidus nuls. De plus, il

mentionne que la solution obtenue par cette méthadt pas modifiée si la valeur desst
augmentée ou diminuée sans que les résidus chatgeigne. Gauss remarqua €galement

gue la méthode consistant a minimiser

n

> 2

o~ n
e ‘ avec la restriction quE
i=1 i=

i=1

ei ‘: fournit nécessairemefy - 1) résidus

nuls. Dans le cas de la régression linéaire simpl@p= 2) traitée par Laplace avec la
restriction que la somme des résidus soit nullgliirent effectivement une droite passant par
l'une des observations, c'est-a-dire qu'un dedugsst nul.

Bloomfield et Steiger (1983) prouvent ce résultandiquent qu'il pourrait bien étre I'un des
premiers en programmation linéaire, mais pas gasdand pour que Gauss le démontre.
Avec lI'annonce par Legendre (1805) de la méthoderaendres carrés et son développement
par Gauss (1809, 1823, 1828) et Laplace (1812) basda théorie des probabilités, la
méthode d'estimation LApbua un role secondaire durant la plus grande epaitiXIX°™®
siecle. Ce n'est qu'en 1887 que cette méthode seidaice grace au travail d'Edgeworth.
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En effet, Edgeworth supprima la restriction faite Boscovich que la somme des résidus soit
nulle. Il présenta d'un point de vue géométrique procédure générale décrite ici dans le cas

de la régression linéaire simgle= 2).

Les n observations sont noté@sl(xl; yl),..., Pn (Xn ; yn ) .En posant ;=1 et en

traitant Pmy comme l'origine (en soustrayaRt des autres observations), la procédure de
Laplace peut s'appliquer. Or la droite ainsi ford&epasser par Rntontiendra l'une des
autres observations, disoism. Traitant cette nouvelle observation comme Il'ogion
trouve une droite passant par une autre observBtipret ainsi de suite. Cette procédure ne
requiert pas plus de= n - 1étapes, chacune représentant le calcul d'une neéd@mdérée,
puisqu'elle se termine lorsque PAPm.,

Lorsquep > 2, l'algorithme, bien que plus compliqué, est anatgti revient a fixefp - 1)
des parametres a estimer puis a utiliser la proeédea Laplace pour déterminer la valeur
optimale du parametre restant.

Notons finalement que l'algorithme décrit ci-desslams le cas de la régression linéaire
simple présente certains défauts. Par exemple,pkesit que sur l'une des droites obtenues, il
y ait trois observations (d'indidg i, etis) conduisant la procédure a faire un cycle de larfaco

suivantei - | . i 2 S I sans conduire pour autant & diminuer la somme des
1 1

résidus en valeur absolue comme l'indique Spo$R@q). Karst (1958) mentionne que cette
procédure peut s'arréter prématurément. C'estddocaque par exemple la droite forcée a

passer pap,, contient I'observatiop, , et vice-versa, mais n'est pas optimale.

Une implantation en langage Fortran de cet algmétha été faite par Sadovski (1974)
permettant d'éviter les problémes décrits ci-dessus
Rhodes (1930) trouva la solution graphique d'Edgdwdifficile a appliquer en pratique. I
proposa alors une procédure itérative que |'on g=utmer ainsi :

() Choisir arbitrairemenp - 1 équations.

(i) Les utiliser pour éliminer leg -1 premiers parametres du probleme.

(iif) Utiliser la procédure de Laplace pour estinte parameétre restant.

(iv) Associer I'équation correspondant au poiatl@nsemble dgs-1 équations.

(v) Si 'ensemble dgséquations se repegefois, on s'arréte. Sinon, on élimine I'équation la
plus ancienne et I'on retourne au point 2.
Cette procédure reste cependant difficile a utildans des problemes pratiques compte tenu

des moyens de I'époque.
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C'est grace au travail de Charnes, Cooper et Fawgu§l955) que lintérét porté aux
estimateurs LAD a été le plus stimulé. Comme adtéve a la méthode des moindres carrés,
ils proposerent I'utilisation de la programmatim@ire pour calculer les estimateurs LAD
Charnes, Cooper et Fergusson (1955) ont montréleyyeobléme de régression linéaire
multiple basé sur la norme LADpeut se mettre sous la forme d'un probleme de
programmation linéaire; pour cela, ils considénestrésidus comme la différence de deux

variables non négatives.
En posant € = U — Y ou GV > Oreprésentent les déviations positives et

négatives respectivement, le probleme devient :

- - - n
minimiser ) (ui +vi )
i=1

Oou L1,...... ,23\ sont sans restriction de signe. Ainsi, le probledeerégression linéaire
1 p

multiple basé sur la norme LAPeut étre formulé comme un probleme de programmatio

linéaire avec @ + p variables eh contraintes.

Cette formulation du probléme correspond a la fopmmale et a pu étre résolu en utilisant la
méthode du simplexe. Cependant, il a rapidementegétgnnu que la structure de ce type de
probleme pouvait étre prise en compte pour améliargperformance des algorithmes. En
effet, Wagner (1959) proposa une formulation derobléme basée sur le dual, ce qui permit
a Barrodale et Young (1966) de mettre au point lgordhme relativement rapide. Par la

suite, de nombreuses publications furent consacrd&taboration d'algorithmes de plus en

plus performants.

[1.2- DECOUVERTE DE L'ESTIMATION LS

La découverte de l'estimation 8éthode des moindres carrés) mérite d'étre rappeilée

puisqu'elle fut a l'origine de I'une des plus gemdisputes dans I'histoire de la statistique.

Adrien Marie Legendre (1805) publia le premier l&thode des moindres carrés. Il donna une

explication claire de la méthode en donnant lesatgiis normales et en fournissant un

exemple numérique.

Selon Stigler (1981), Robert Adrain, un américginblia la méthode vers la fin de I'année

1808 ou au début de I'année 1809. Selon Stiglér7(1B078), il se pourrait que Robert Adrain
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ait "découvert" cette méthode dans l'ouvrage deehdre (1805). Cependant, quatre ans apres
la publication de Legendre, Gauss (1809) a le gmude réclamer la paternité de la méthode
des moindres carrés, en prétendant I'avoir utild&suis 1795. La revendication de Gauss
déclencha l'une des plus grandes disputes scepradi dont les détails sont présentés et
résumés dans un article de Plackett (1972). Biem lgudoute subsiste, plusieurs faits
troublants semblent indiquer que Gauss a effectvenutilisé la méthode des moindres
carrés avant 1805. En particulier, Gauss prétenil ajyarlé de cette méthode a certains
astronomes (Olbers, Lindenau et von Zach) avanb.1B@ plus, dans une lettre de Gauss
datant de 1799, il est fait mention de "ma méthpdahs qu'un nom y soit donné. Il semble
difficile de ne pas le croire, vu l'extraordinaicempétence reconnue a Gauss comme
mathématicien.

Il reste cependant une question trés importanteelle importance attachait Gauss a cette
découverte ? La réponse pourrait étre que Gauss,goie jugeant cette méthode utile, n'a pas
réussi a communiquer son importance a ses contampoavant 1809. En effet, dans sa
publication de 1809, Gauss est allé bien plus tnie Legendre dans ses développements
autant conceptuels que techniques. C'est dansrtade aju'il lie la méthode des moindres
carrés a la loi normale (Gaussienne) des erreupsopose également un algorithme pour le
calcul des estimateurs. Son travail a d'ailleuésdiscuté par plusieurs auteurs comme Seal
(1967), Eisenhart (1968), Goldstine (1977), Spit#8) et Sheynin (1979).

Gauss a certainement été le plus grand mathénmatigiecette époque, mais c'est Legendre
qui a cristallisé l'idée de la méthode des moindesés sous une forme compréhensible par

ses contemporains.
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IV.1- INTRODUCTION :

La méthode des moindres écarts en valeurs absalydasieurs notations, comme LAD
(Least absolute deviations), MAD (Minimum absoluteviations), LAR (Least absolute
residuals), la normejLet LAV (Least absolute values), dans ce travaiisnatiliserons la
notation LAD.

IV.2- METHODES D'ESTIMATIONS :
Il existe plusieurs méthodes d'estimation des peanas®; les méthodes considérées par la

suite, concernent principalement I'estimatiéxD, etl’estimationLS.

IV.2.1- CESTIMATION LAD :

La méthode des moindres écarts en valeurs absalitesnméthode LAD(En anglais : least
absolute déviations), est 'une des principalesratttives a la méthode des moindres carrés
lorsqu’il s’agit d’estimer les parameéetre d’'un maalale régression. Elle a été introduite
presque cinquante ans avant la méthode des moiedress, en 1757 par Roger Joseph
Boscovich. Il utilisa cette procédure dans le litdncilier des mesures incohérentes dans le
cadre de l'estimation de la forme de la terre. rei&@imon Laplace adopta cette méthode
trente ans plus tard, mais elle fut ensuite édtippar la méthode des moindres carrés
développées par Legendre et Gauss, la popularité dethode des moindres carrés repose
principalement sur la simplicit¢ des calculs Maigjoard’hui, avec les progrés de

I'informatique, la méthode LAD, peut étre utiliseesque aussi simplement.

IV.2.1.1- LE MODELE DE REGRESSION LINEAIRE SIMPLE :
Le modéle de régression simple est donné par :

Y, = By + B.X + €&
(4)

A partir des n observatio(uxi Yj ) il s'agit d’estimer les parametrgl, et £, du modéle

par ,80 etﬂl. On obtient ainsi des valeurs estimées :

—~

Yi = Bo + Ba1x,
qui ne doivent pas étre trop éIoignéeslpe du moins si le modele est correct. Cela signifie

que les estimateur8get B1doivent étre choisis de telle sorte que les résidusiodele :
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€, =Yy T Vi
soient petits .Le critére utilisé par la méthods nindres carrés est de minimiser la somme

des carrés des résidus :

zeizzz(yi _Eo_ﬁlxi)z

(5)
Le critére utilisé par la méthode LAD est de mirgarila somme des valeurs absolues des

résidus :

Ty |=x |yi - Bo T Byx
(6) Il sS'agitWioici de choisirB etpqde telle sorte que (6) soit
minimale .Dans un certain sens, il peut paraitos phaturel de vouloir minimiser (6) plutot
gue (5). Pourtant, le calcul des estimateurs LAID pus complexe. En particulier, on ne
dispose pas de formule explicite pour calcyfgyet 51 comme c’est le cas avec la méthode

des moindres carrés, puisque la fonction valeunlabs’est pas dérivable. Les estimateurs

LAD, peuvent toutefois étre calculés par des algorithitéestifs.

IV.2.1.2- TEST D’'HYPOTHESE SUR LA PENTE 2;:

On va voir dans cette section comment tester I'tygse nulle :
0B, =0

contre I'hypothése alternative :

H

H,:8,#0
en utilisant la régression LAD.

Il s’agit tout d’abord d’estimer les paramétresnuloldéle,80 et,B1 par les estimateurs LAD

BoetB1. On calcule alors les valeurs estimées LAD.

Yi = ,Bo + 'lei
Et les résidus LAD :

& =Y ~Yi
Comme la droite LAD passe par deux points, on@silus nuls (si I'on n’est pas dans un cas

de dégénérescence). On classentes n— 2 résidus non nuls par ordre croissant de telle
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sorte quee, soit le plus petit résidus non nel, le second plus petit résidu non nul, et ainsi

de suite.

Soit k, , I'entier le plus proche dgm + 1)/2 - m etsoik,, I'entier le plus proche

de(m +1)/2++/m , on définit :

\/Fe - €

R k k

S 2 1

4
(7) L'écart type de I'estimateur LAB est alors
estimé par :
—~ r
s (£1) = —
JE (xi - %)

(8)

Et la statistique pour test«Ho est donnée par :

9)

On rejetteH 0 a un seuil de significatioor si cette statistiqueLAD est plus grande que la

valeur critique'[a/2 n—»2que I'on trouve dans une table de Student.

On remarque que cette procédure est tres simdasedle utilisée par la méthode des

moindres carrés, ou rappelons-le, I'écart typeastimateur de,B1 était estimé par :
o

VY (x, - x)?

(20) Il s’agit donc de la méme formqlee (8) sauf

s(B,)=

que ler défini par (7)est remplacé dans (1@ar I'estimateur habituetr de I'écart typeo

des erreurss; du modélde rapport entre les écarts type de I'estimateubDlek celui des

moindres carrés est donc égahﬁa :
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IV.2.2- ESTIMATION LS :
IV.2.2.1- LE MODELE DE REGRESSION LINEAIRE SIMPLE :

Considérons un échantillon de observations pair€g,,y,),(X,, Y,),.....,(%, ,¥, ). Nous

avons vu gue le modéle de régression linéaire, l@pipe modéle de régression simple,

suppose, pour tout=1,.....n, la relation:

Vi = Bo*t ByXy * g
Ou les ¢ sontdes quantités aléatoires inobservables, que nqusllefons dorénavant les
erreurs.Ainsi les y, sont des variables aléatoires (car elles déperdksgt), alors que les
X, sont considéres comme des nombres fixés. En sappbespérance des nulle, on a

ainsi:

E(y;) =By +Byx; + E(e)
= By + B1X;

Var(y;)=Var(By+ B +&)=Var(g)

Afin de pouvoir faire de I'inférence sur la droie régression :
Hy (X) = By + BiX
a partir de la droite des moindres carrés :
y (x)= B0+ B1x
on fait généralement les hypothéses supplémentireantes sur ces variables

aléatoires ¢, .

La variance deg, est égale a une quantit& (inconnue) ne dépendant paskgeOn a donc

pour touti =1,.....n :

\/ar(‘si ):Var(yi ):02

* Lesg¢ sontindépendantes.
* Les ¢ sont normalement distribuées.
Ces trois conditions reviennent a dire que lesabdes aléatoires, sont indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d.) selon une laimale d’espérance nulle et de variaate

On note parfois:
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g iid N(0?)
(11)
Remarquons que: la normalité desi implique la normalité desy, (unyi s’obtenant d’'un

& par une simple addition de la constaﬁﬂb +,6’1Xi )de méme que l'indépendance des

implique l'indépendance dgs. On a en effet, Si # |
Cov(y,, yj)=CoUBy+ By x+§ . Bo+Brx +§g )
=Cov (¢ €| )=0
Rappelons a ce sujet que l'indépendance entre iables dont la distribution conjointe est
normale bivariée est équivalente a la nullité de émvariance.

Lorsque I'on utilise un modele de régression simpiesuppose donc que I'on a tiré un

échantillon deg, distribués selon (11). Cependant, on n'observeepss , on observe a la
place les variables aléatoirgs définies par (4) a partir de ces pour des valeursg, fixées

par avance et de parameéti@set 3, inconnus.

IV.2.2.2- ESTIMATION DE LA VARIANCE DES ERREURS :
Cette quantité est toutefois inconnue et doit étenee.

Si les erreurss, pouvaient étre observées, un estimateur non hi@g& serait donné par la
formule habituelle :

Z(gi _5_)2
n -1

ou £ serait la moyenne des . Or ces quantités ne sont pas observables. hais avons
vu que les erreurs, peuvent étre estimées par les résidus du modele :
€& =Y 7Y

ou les:

y\i:ﬁo-'-ﬁ\lxi

— —

y_+,81(Xi—X)

sont les valeurs estimées ges Ainsi, nous allons estimeg” en utilisant la somme des

carrés des résidus comme estimateur de la somsnead@s des erreurs :

S, -e)?=xe?=3(y% - yi)?
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ou e désigne la moyenne des (on a vu que la somme, donc la moyenne, des &l

nulle).

or, comme on a vu que

~ ~ 2
Z(yi—yi)2=2yi2—2yi
ona:
E (2 (y; -vi)2)=3 E(y;2)-3% E(V;?)
s (ar ¢, »eE2 ¢ -z (var @ r E2 G )
or,ona:

E(y)=E(Bo+Aix, )
=€ (Fo)+ x; £ (51)
=B xi by
=E (v )
on obtient ainsi :
E (2 (y; -vi)?)=x(var(y) -z valy))
:nJZ—ZVar ﬁi )
d’autre part, on a :

Var(yi ):Var(

1)

Bo+ B
:Var(ﬁ )+ xVar(ﬁ1)+ ; COV(ﬂO »51)
zx

x.zaz 2X. XO'2
= + I — |
2 \2 1\ 2
”Z(XJ‘X) Z(XJ_X) Z(XJ‘X)
2
2 > X .
_ g J 2 _ -
= —2 - +><i 2xixJ
Z(Xi_x)
2 _
_ a? ZXJ nx2 2
= > +><I -2X; X+ X
_ n n
Z(Xi_x)
_\2
0.2 Z(X —X) .2
= (s, )
_ n !
Z(Xi_x)
—\2
-s20 1, (XI_X

on obtient ainsi :
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=o2(n- P

on peut ainsi définir un estimateur sans biais*den posant :

~ 2 _ _ 3. 2_/\2 __2
2 TU; =107 SCey S0t~ SGeq _ZU; -¥)2-By x(x -
n-2 n-2 n-2 n-2

S

on estime par ailleurs I'écart type des erreuia :p

\/Z(yi-yi)z
S = .
n-2

IV.2.2.3- TEST SUR LA PENTE :
L’estimateur,@l est normalement distribué, d’espérarge et de variance que I'on note ici

par :

7 s

il s’ensuit que la quantité :

—

'Bl_ﬂl

o (F1)
ou a(,ﬁ’l) désigne la racine carrée dez(ﬁl) , Suit une loi normale standardisée. Or cette

guantité ne peut pas étre utilisée pour un probléenst d’hypothéses puisque on ne connait

pas la valeur dg . En pratique, on estim@™ (,Z’l) par :

S%ﬁdzz(:_;y

ol s’est l'estimateur sans biais dg” défini ci-dessus. On peut alors montrer que la

2

quantité :
,81 B :81
s(#.)
ou s(,@l) désigne la racine carrée dé(,g’l) , Suit une loi de Student avén —2) degrés

de liberté.
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Il s’ensuit que dans un probleme de test d’hypabebilatéral ou I'on désire tester

I'hnypothéses nulle :
H 0 - :31 = bl
contre I'hypothése alternative :
H t . ﬂl 7 b1
on peut utiliser la statistique :
:81 _bl
()

on rejette au seuil de significatiarsi :

t. =

|tc | ) t(0//2n—2)

ou la valeur critiqug est le (1-a/2)quantile d’une loi de Student avem -2)

aj2n-2)
degrés de liberté que I'on trouve dans une tablgtddent.
Un test d’hypothése particulierement intéressatntegsst de I'hypothése nulle :

H,:5=0

contre I'hypothése alternative :
H,:B8%0

En effet, le non-rejet de I'hypothése nulle impkqun modele avec un seul parameétre :
yi =5 t§

par contre si cette hypothélde est rejetée, c’'est-a-dire si :

— l/él _bl

s(4)

on dit que la relation entre l@set lesy; est significative au seuil de signification

|t

C |

> t(a/2n—2)

IV.2.2.4- INTERVALLE DE CONFIANCE :

Un intervalle de confiance au nive(am—l) pour un parametg, est defini par :

[731 ‘t<a/z,n-p)-5(3i );/A}i +t(g/2,n_p)-8(3j )J
c’est -a- dire par :
2”,- J—“t(a/zyn—p)'s(zgi)

cet intervalle est construit de telle sorte qubhtienne le parametre inconfiu avec une

probabilité d¢a -1).
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IV.2.2.5- COEFFICIENT DE CORRELATION: :

Le coefficient de corrélation est défini comme suit

S(x-x)(v-y)  Z(vi-y)(%-Y)

B O e e

—ox,
X —Z 4
v =SV
y=> 4
IV.2.2.6- LIEN ENTRE LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET LE
COEFFICIENT DE DETERMINATION :

ou :

Il faut mettre en évidence la relation fondamentaleexiste entre le coefficient de
corrélation et le coefficient de déterminatiof) Rui donne le pourcentage de la variance
totale desy; expliquée par le modéle de régression simple aédficient de corrélation,y.

Rappelons a ce propos que I'on avait :

avec .
yi =B,+pBX,

:y+l/él(xi _;)
ce qui donne :

(v +B(x -x)-y)
(vi-y)
e 2% -x)
B, S (s3]

En reprenant les notions introduites ci-dessus, amsi :

R? =

2
/\ZS
2
R —,81_);
Sy
et donc :
R?=r]

xy
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IV.3- COMPARAISON DE DEUX DROITES DE REGRESSION :

Soit Y = a+bx= y+ K x- ¥ I'équation d’une droite de régression, les dewites

comparées seront distinguées par les indigeeYY,s, il faut calculer les coefficient§ et

b, ainsi que les variances résiduelles S. Nous plagens dans le cas ou I'un des nombres de

couples de résultats, Hu N, est inférieur a 30.

IV.4- COMPARAISON DES ORDONNEES DE DEUX DROITES AU POINT
MOYEN :

Choisir une valeur depappartenant au domaine de toutes les droitessst prés que
possible du point moyen. Calculer la valeur de ¥espondant sur chaque droite a I'abscisse

Xoet comparer les valeurs de Y de la facon indiqur&gies; on calcule une estimation S de

la variance résiduelle commune aux deux droitefsisant une moyenne pondérééségz) et

S, Suivant le nombre de degrés de liberté :

SZ_(NI _2)8220)"'('\]“ _2)30 )
? N, +N, +4

(12)

Cette estimation est utilisée pour calc@gret S, par la formule :

2 2| 1 (X, - Xi )
= — 40 7
N %L\h Z(Xil -x1)°
(13)
La formule ci-dessous permet d’en déduire une vdleu

t = rYl —Yy |
VS S,
(14)

Cette variable suit la loi de Student a (NI +N4I)-degrés de liberté dans le cas ou les

deux droites de régression vraies sont confondues.

La valeur expérimentalesst donc comparée a la limitg, ,donnée par la table de Student.
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Si la valeur de t est supérieure a la limite denpér la table, on peut admettre, au niveau de
confiance choisi, que les deux droites se déplguamnatielement I'une par rapport a l'autre.

IV.5- COMPARAISON DES PENTES DES DEUX DROITES :

Utiliser I'estimation commune (12) de la varianésiduelle pour calculer
2
SbZ - SZ(' )
O]

>y =xi)?

(15)

En déduire t par la formule :

t = |b| _b|||

VS S

(16)

Cette variable suit la loi de Student a (NI+NII)-degrés de liberté dans le cas ou les deux

droites de régression vraies sont confondues. Canfzavaleur d¢ a la limitet,_,, donnée

par la table de Student. Si le test est significati peut conclure qu’il y a rotation d’'une

droite par rapport a l'autre.
IV.6- COMPARAISON DES VARIANCES RESIDUELLES :

Comparer les valeurS? par le test de Snedecor en formant le rapport :

-5y

F
S

Comparer ce rapport expérimental aux limites dosipée la table de Snedecor pour
Y, =(N, —2)etY, =(N, —2)soit, au niveau de confian¢g—a)

1
I:1—0//2(N| , Nu )

Fl—a/z(N | NI| ) et I:0/2 =

L’hypothése contrélée o7 = g7
sera refusée si : F>F_»
ou si : F<F

1-a

ne sera pas refusée si F, <F<F_,,.
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V.1.1- Droites de régression LS et LAD:

Apres I'entrée des données dans I'application @nognée en langage Pascal et exécutable
sous Windows, nous avons calculé les parameétresadiele LAD donnés pafalgorithme

des moindres carrés re-pondérés itérativementle R a été calculé via Excel selon la
méthode décrite au chapitrelV, et les paramétresiodele LS ont été calculés via Minitab,

le tableau 2 reproduit les paramétres des mod&8est LAD,; :

Tableau 2 :Paramétres des modeles LS et LAD

m b R? Variance Z|q|
LS 0.834 -2.070 95.20% | g% =0.105 | 6.98682
LAD 4 0.841 -2.149 97.54% | 72 _=0.089 | 6.55319

La figure 4 reproduit les représentations graphsqies deux droites de régression LS et

LAD; réalisées sous Excel :

i

—e—Is
—e—|ad

6 A PCIC50

Y estimé

LogP

Figure 4 Droites de régression LS, et LAD

Puis nous avons calculé par les deux méthodes LAY, les valeurs estimées de la toxicité
pCIC50 et les erreurs résiduelles correspondantague coefficient de partage logP des
composés. Le tableau 3 reproduit la toxicité estineé I'erreur résiduelle obtenues par
régressions LS et LADpour chaque composé, la figure 5 reproduit I'jstonme des

erreurs résiduelles.
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|DEI(LS) BEI(LAD1)
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=0.105
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0241 1ogP-2.149

Y1g= 0834 logP-2.070
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Figure 5 : Histogramme des errevts résicuelles pour la L3 et laLAD.
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