2.9.4 Modélisation des équations des moments de I’hélicoptére
D’aprés 1’équation (2.35) ci-dessous, nous pouvons écrire les équations des moments de
I’hélicoptere [2.04]:
L =L — (Iyy = Lz)ar — L (pq + 7)
M = 1,,q — (Iz = L)pr — L, (p* — 17) (2.35)
N = L7 = (Lie = Iy )Pq = Liz (0 + 79)

(Iyy - Izz)qr + Ixz(pQ((Ixx - Iyy) + rq + Iyy - Izz) + Ia%qu

b= +pq
Lyx [+ Lxlzz (2.36)
Ixz(N - L)
4L
(Ixx + Ixszz)
q= E [( zz ~ xx)pr - xz(p r ) Iyy (2.37)
_ bea(rq — Ly — 1) — 15pq + pqUxx — Lyy) N —I5L (2.38)

(IZXZ + IXXIZZ) (IZXZ + IXXIZZ)

Avec:
® Iy, 1y, 1, représentent les moments d'inertie de I'hélicoptere autour des axes x,y et z,

e [, est le produit d'inertie de I'aéronef.

2.9.5 Modélisation des équations cinématiques de ’hélicoptére
En utilisant I’équation (2.25), nous pouvons tirer les équations cinématiques de I’hélicoptere
qui sont les suivantes [2.04]:

(fb = p + q sin¢g tanf + r cos¢ tanf (2.39)
0 = q cosp — r sing (2.40)
Y = q sing sech + r cos¢ sech (2.41)

2.9.6 Modélisation des équations de navigation de I’hélicoptere
En utilisant les équations (2.18), (2.20) et (2.22), nous pouvons tirer les équations de navigation
de I’hélicoptere qui sont les suivantes [2.05] :

X cosy —sinyp O cos 0 sing][1 0 0 u (2.42)
=|[siny  cos 1/) ] [ 0 ] [0 cos¢ —sin qb] I l
V4 0 —sinf O cos@l10 sin¢g cos¢o
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2.9.7 Modélisation des forces extérieures
L'ensemble des composantes du vecteur force extérieure F, F, et F, le long des axes x,y,z

s’écrit alors [2.04] :

1 2C 2C,
E, 2,L)(QR)ZnRzaOs cosys—)s(——p(QR)ZnRzaos siny, — .
ao ag
(2.43)
1 _
+ EP(QR)ZT[RZaOSSPVFZCXF (ar)
2Cy
E, = ZP(QR)ZTFRZGOS <ao )"‘ P(QR)ZVFNSFNCYFN(BFN)
(2.44)
1 ) ) 2Crr ) V4
+§p(QTRT) aorst(mRT) ( OST)FT + 5 p(QR)“S VFCYSV
1 (QR)? 7R? (ZC )+ (2(])
E, =3P R? ays | siny acs COSY; acs
(2.45)

1 _ _
+ EP(QR)ZV%STPCZTP (arp) + SpVECzr(ar)

2.9.8 Modéelisation des moments
L'ensemble des composantes du vecteur moment L, M, N de 1’équation (2.35) le long des axes

X,Y, z axes s’écrit alors [2.05] :

L (26 2Cry
L =—Kgfs + hg P”R (QR) aos( ) + hr. p(QTRT) aorst(mRr)? ( )FT
2 aps 2 ayST (2.46)

1 _
+ hpy. 5 p(QR)?ViénSen Cyrn (Brn)

—b 1 2 2 ZC . 2Cz
M = 7[(ﬁﬂls R'7 —pnR*(QR)*ays | cosys (—S> — Sinys (;)

Qo 0

Qo

1 2C, 2C,
+Xeg-5 —prtR?(QR)?ays (smys ( acs ) + cosys ( s)) (2.47)

1 2i72 1 2 2
+ (lTP + xcg) EP(QR) ViStpCarp(arp) + EP(QR) SplpViCyr(ar)

2C, 20\ O 1 2C
2 2 Q R - 2 2 Y
=3 p(QR) R aos< + <b1ﬁ> ) Xeg (2 ptR? (AR)?ays <—aos)>

- (lT + xcg) p(QrRr)*agrsr (TRr)? <ZCTT> Fr (2'48)
oSt

_ 1 _
- (lFN + xcg) EP(QR)ZVFZNSFNCYFN(BFN) + EP(QR)ZSSIFVFZCNF(BF)
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Avec :
e pestladensité de l'air ;

e Rest le rayon de la pale du rotor principal ;

e Q lavitesse angulaire du rotor principal ;

e a, la pente courbée de la lame du rotor de queue ;
e s la pente courbée de la lame du rotor principal ;

e (y, C), C, sont des coefficients de forces du rotor principal.

Ces coefficients sont donnés par la matrice de rotation suivante :

cos¥,, —sin¥,

Cx] _ Cxw
Cy] B [sinll’w cos¥,, ] [Cyw] (2.49)
2C 2C
(_Z) T (_M) =—F" (2.50)
oS aos

Avec .
e 7, estl'angle de dérapage du rotor principal

e () le coefficient de la poussée du rotor principal.

2.10 Modéles d’état et d’observation de I’hélicoptére
Dans I’espace d’état, le modele d’état de I’hélicoptére est représenté par I’équation différentielle
matricielle suivante [2.02] [2.10] :

x =F(x,u.t) (2.51)

» Le vecteur d’état x est alors composé de quatre vecteurs d’état des sous-systemes de

I’hélicoptere définis comme suit :

x=[X XrmMm Xmp Xc]T (2.52)
» La dynamique du fuselage est décrite par un modéle de vecteur d’état x, a neuf variables
notées :

xp=[u w q 6 v p ¢ r YT (2.53)
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Les composantes du vecteur dérivé de la dynamique du fuselage s’écrit :

i=lw w g 6 v op 6 7 9l (2.54)
u=rv—qw—gsind + X/M, (2.55)
W =qu—pv+ gcoslsing +Z/M, (2.56)
) 1 y 1
q = 17— [Uzz = Ledpr — L, (p* —79) ]+ —M (2.57)
Ixy Iyy
0 = q cosp — r sing (2.58)
Y
vV =pw —ru+ g cosl sing +— (2.59)
Ma
_ (Iyy - Izz)qr n Ixz(pQ((Ixx - Iyy) +7rq+ Iyy - Izz) + Ia%qu +1q
Ixx IJ%X + IXXIZZ (260)
Ixz(N - L) + L
(e + Lixlzz)
¢ = p + q sing tand + r cos¢ tand (2.61)
P = Ixz(rq - Ixy - Izz) - Iagzpq + pQ(Ixx - Iyy) N — IJ%ZL (2.62)
(IZ.X'Z + I.X'.X'IZZ) (IZX'Z + IXXIZZ)
Y = q singsecH +rcos¢p secd =r (2.63)

La dynamique du rotor principal est décrite par un modéle de vecteur d’état x,,, a trois
composantes des angles de battement notée :
»

Xrm = [ﬁO B1c ﬁls]T

Bo (2.64)
KBlc:F
Bls
OU K et F ont pour expression :
M 7] 7] 5 A
o B -t
Bo Iﬁﬂz+y[8(1+#)+10 1+6u +6 6915 (2.65)
£y += (1 + )by
1s = 1 e (2.66)
(1+%)
u I H 1 3 5
Eoo+L0, +E1—-2(1+32pu2)0,
[31C=3 4 14 8( 2 ) s (2.67)

:(1-5)
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En vol stationnaire, on a approximativement :
Bis = b1c (2.68)
Bic = =01 (2.69)
Les angles de battement du rotor principal sont régis par deux équations différentielles du
second ordre de la forme :

) Y
’[';'16]'1_ Q 8 .Blcl

,815 -2 .Blc
2
p2_14 yKiu
16 /g
+Qz 1c
2
Y U Bls
{ —§<1—7> P —1+—)/K1‘U.ZJ|
Ye
6 6
S I QZ[ vi “ 0 (2.70)
3
2
TN
+02|_vu|a+02|8\ 2 [9“
T I 0 (1 + 3 915
| 2#
_, _Y
+0 8 [pH cos Bw + qy sin Bw]
_Z 2 pH Slnﬁw +qH cos BW
8

Le vecteur dérivé des angles de battement a pour expression :

XTM = [BO ﬁlc ﬁ.ls]T (2'71)
¢
»
La dynamique de la combinaison moteur-rotor est décrite par un modéle de vecteur d’état
Xmy @ trois composantes notées :
Xmr = [-Q Qg QE]T (2.72)
.1 :
Q= E(QE —Qr — GrQr) +7 (2.73)
Qe = —K3(Q— Q) (2.74)
Te3QE + Qr = Kez (Tezajf + (Uf) (2.75)
¢
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LJ
La dynamique de [’action de contréle du rotor est décrite par un modele de vecteur d’état
x, a quatre composantes notées :

Xer = [0 615 O1c Oor]” (2.76)

_ (Geo + gerne) + (kgAn) @2.77)

0
0 1+ 1T4s

915
9iso T 91s1Mis T Gsco + Gscillc + k99 + qu + kls(nls - 77150)
= cosW¥r
1+ 7.8
Jico T GiciMic + kp® + kpP + kic(M1c — N1co)] .
sin¥r
1+ 1,8

(2.78)

O1c =
[1c0 + GrciMicthke® + kpP + kqc (M — Ulco)]
= cosW¥r
| 1+ Te2S
G150 + J151Mis + Gsco + Gsc1lle + kob + qu + k1s(Mis — N1s0) siny
i 1+71,48 F
_glco + glclnlc+k¢¢ + kPP + klc(nlc - nlco)]
= cosW¥r
| 1+ 158
G150 + 151115 + Gsco + Gscille + kob + qu + k1s(M1s — 77150)] .
- sin¥r
1+71,48

(2.79)

¢
e Le vecteur d’entrée de control u,. est décrit par un modele a un vecteur d’état composé de
quatre composantes notées :
U = [Ms Mic Mo Nc]T (2.80)
e Le vecteur de sortie y, de I’hélicoptére est modélisé par une équation affine de la forme
suivante :
Vi = f Cntie, ) (2.81)
Ce vecteur de sortie y, est décrit par un systéme d’équations a quatre composantes de
I’hélicoptere. En supposant que le systeme est propre (D = 0), ce vecteur est représenté par la

relation suivante :

yp=u v w Y|’ (2.82)
Avec :
u=q+p+90 (2.83)
v=w+0+r+y (2.84)
w=u+p (2.85)
Y=r (2.86)

74



2.11 Linéarisation de I’hélicoptére autour d’un point de fonctionnement
2.11.1 Hypothéses de linéarisation
Les équations décrivant le mouvement d'hélicoptéres ont régies par des equations différentielles
non linéaires de la forme [2.10] :
x = Ax + Bu, + f,(t) (2.87)

La fonction vectorielle £, (t) inclut le modéle additionnel de la représentation atmosphérique et
des bruits que nous négligeons dans ce chapitre.
En linéarisant les équations du mouvement de 1’hélicoptére, sous des hypotheses spécifiques,

on simplifie les calculs et fournit une description précise sur le comportement de I'hélicoptere.

e Hypothese 1 :

- La région de flux inversée est ignorée ou I’air frappe le bord de fuite de la partie postérieure
de la pale plutot que le bord d’attaque de la partie inférieure de la pale ;

- Les vitesses induites sont uniformes ;

- Les cordes des pales sont supposées constantes ;

- Les caractéristiques de poussée de profil sont linéaires et libres des effets de sustentation et
de compressibilité ;

- Le battement vertical des pales est constitué d’un angle de conicité et d’un battement de
premier harmonique. Les termes des harmoniques supérieures sont négligeables ;

- Le gradient de portance est supposé constant ;

- Nous supposons que 1’évolution du vol en palier et du vol stationnaire est effectuée hors de
I’effet de sol ;

- La force de poussée du fuselage est négligée car elle est tres faible ;

- Les mouvements de battement du rotor des pales et du rotor de queue sont considérés
négligeables car ils sont plus faibles que celui du rotor principal ;

- Le vol de I’hélicoptére est supposé effectuer dans des conditions d’une Atmosphere Standard

(une Atmosphére Standard au niveau de la mer concerne une température de 15°C décroissant

de —2°C par mille pieds et une pression de 101 325 kPa) ;
- Les perturbations produites par le vent, par exemple celles des rafales sont négligées

initialement.
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e Hypothese 2 :

Une linéarisation du modele de I’hélicoptere est basée sur les petites variations autour d’un
point de fonctionnement. Pour des petits mouvements, les termes linéaires seront dominants et
une approximation linéaire pourra étre faite. Dans ce cas, nous supposons les hypotheses
suivantes autour de la condition générale d’équilibre au voisinage de 0 ayant pour conditions
initiales :
V=W, =p,=q,=7,=@, =L, =M, =N, =0 (2-88)

»

Ainsi pour les fonctions trigonométriques lors des petites variations, nous supposons par

exemple pour les variations de 66 :

cos 86 = 1 et sin60 = 56 (2.89)
sin(6, + 66) = sinf, cos 50 + cos 6, sin 60 = 66 (2.90)
cos(fy + 66) = cos B, cos 66 — sinf; sin 66 = 1 (2.91)

En se basant sur les mémes hypotheses, on obtient les équations suivantes :
méu = —mgdl + X, + 6X
mév = mgdp + Yy + 6Y (2.92)
méw = mg + Z, + 6Z
Tx0p = Lo + 6L

T,,84 = My + M (2.93)
T, 67 = Ny + 6N
56 = 8q
5¢p = 6p (2.94)
Sy = Or

6X,06Y,8Z sont les valeurs lors des faibles variations des forces externes aérodynamiques et
6L,6M,S8N sont les valeurs des faibles variations des moments autour du point CG de
I’hélicoptere.

On obtient alors :

su=—g80+ X/, (2.95)
§v =g 8¢+ X/ (2.96)
su= 92/ (2.97)
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Par conséquent, I’approximation des fonctions trigonométriques s’écrit :

sin(8, + 60) =sin 6, cos §6 + cos 8, sin 50 =sin, + 6 cos b, (2.98)

cos(6, + 86) =cos b, cos O — sin b, sind = cos O, — O sin b, (2.99)
i: i3

J=cos®J; +sin@ K, (2.100)

K= —sin®/; + cos@K;
A =dol + doj; + dwk, (2.101)

Pour de faibles variations, les substitutions dans (2.100) et (2.101) donnent le résultat des
équations suivantes :

X, + AX —mg (sin8, + 8 cos8,) = mu
Y, + AY + mg®@ cos 6, = m(v + u,r) (2.102)
Z,+AZ +mg(cosb, —0sinb,) = m(Ww —u,q)
L, + AL = Ixxp — Ixzv
M, +AM = L,,q (2.103)
N, + AN = L7 — I,p
v=q
¢ = p+rtanf,

2.104
¥ =rsecl, ( )
p = @ — wsing,
dx’ _ .
T (up +u) cos B, —u,0sinb, +wsinb,
d !
d_yt = uycosf, + 1 (2.105)
dz'
T —(u, + u) sinf, — u,0 cos b, + wcos 6,

Dans les équations ci-dessus, AX,AY,AZ identifient les valeurs perturbées des forces
aerodynamiques externes et AL, AM, AN identifient les valeurs perturbées des moments du CG.

Lorsque I'hélicoptere est en équilibre, la somme vectorielle de toutes les forces appliquées a
I'nélicoptere est égale a zéro.

Par conséquent :
X, —mgsinf, =0
Y, =0
(2.106)
Z,+mgcosf, =0

L,=M,=N,
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En substituant (2.106) dans un modele de petites variations, les deux ensembles d'équations

suivantes sont obtenues :

AX —mg6 cos 6, = mu (@)
AZ —mgB sinb, = m(W — u,q)
AM = 1,4 (2.107)
AY + mg@ cos 6, = (v — u,r) (b)

AL = Ixxp — Ixzr

AN =1,,7 —I,,p
La premiere série, (2.107a) comprend les termes et moments qui se trouvent dans le plan Cy,, et ils
décrivent le mouvement longitudinal de I'nélicoptere. La deuxieme série (2.107b) comprend les
termes qui tendent a déplacer le plan de symétrie elle-méme. Ces équations sont les équations du

mouvement latéral-directionnel, et peuvent étre résolues de maniere indépendante.

e Hypothese 3 :
Les dérivées du mouvement sont utilisées afin de formuler les vecteurs force et moment.

Par exemple, les composantes du vecteur force peuvent étre écrites sous la forme approximative

suivante :
OF; OF OFy OFy OF, OF,  OFc . , OFy . (2.108)
= e e —_— e —_— —r+— —_— :
= FE, +5 ut+t—>v+-=w+ ap10+ aqq+ oy Tt Ut vt
., OF . | OF . | 0Fy .
W+aﬂp+ aqq+ o
*
En appliquant la notation standard aéro-dérivée suivante, on obtient :
_ Oy ey Oy 0K oy 0K oy O
Xy = 6u’Xv Y Xy = 6W'Xp ~ ap 'Xq T aq’T T ar
On obtient :

E, = E, + Xyu+Xyv + X,w + Xpp + Xgq + Xor + Xyt + Xpv + Xy W + Xpp + X4q + X, (2.109)

Par exemple, les dérivés de stabilité pour les forces longitudinales peuvent étre estimés sur

I’approximation de Taylor :
10X 10(-Tya)
“moa m oda
19Y 109(Tyb)
i T

a

(2.110)
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De méme, les dérivés de stabilité pour les moments peuvent étre estimes par :

1 oM 1 9[(hTy +Kp)la lymg+Kg

T L 00 Ly da Lx
p =T =— =
I,,9b I, ab I,

Par exemple, le développement des moments aérodynamiques dL a pour expression :
1 1 0L 1 0L 1 dL 1 JL

—O0L=——9§ i ——§ cvoi b ——§ oo b ———Sus
Ixx Ixxau wr +Ixxap T +Ixxaa ar +Ixxaui .

En général, les produits des dérivées partielles sont exprimés, par I’expression suivante :
1 0L
u= E@
¢
On applique les mémes raisonnements de calcul analytique pour les autres forces et les autres

moments sur les équations de mouvement de I’hélicoptére, lors des petites variations.

2.11.2 Modéle lineaire des equations de I’hélicoptére

D’apres les hypothéses de linéarité définies précédemment, nous obtenons les treize équations
d’état lin€arisées suivantes :
L

u= uXu + WXW + qu - GXG + I‘Xr + engo + elsXels + 91CX91C + eOTXQOT
W = uZu + WZW + qu - 929 + VZV + pr - ¢Z¢ + I‘Zr + 60290 + 915215 + 91CZ91C + eoTZQOT
q = uMu + WMW + qu + pMp + er + 90M90 + elles + echelc + GOTMQOT
0 = q cosp —r sing
v =vY, + wl,, + q¥, — 0Yg + Y, + pYy + @Yy + 1Y +Pgcosd + 0pYp, + 015Yp,  + 01cYp, .
+ eOTYQOT
Zj = uLu + WLW + qu + ULU + pr + TLT- + eoLgo + elSLels + echelc + eOTLgoT
¢ = p + q sing tanb + r cos¢ tanb
7 =uNy +wN,, + qNg + vN,, + pN,, + 1N, + 0o Ng, + 0,5Np,  + 01Ny, + 097 Ng,,

Y = q sing secO + r cos¢p secl

Bls = —p — P15 + BaPic + B1s91s + B101c

. 1
Pic = —q + AisP1s + T_,Blc + A15015 + A1c01c
c
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Avec:

)¢ o _ X,
261,

Ixz(lzz + Ixx - Iyy)
Ixszz - I:%z

_ Izz(lzz - Iyy)lagz
5 =

k]_:

Ixxlzz - IJ%Z

_ 2P Iy, Re(lxx — Izz)
Mp=\Mp—— — =71
vy yy
Xg = gcosB Zg = gcos¢psinf

Yy = gcospcost

2.12 Diagramme du modeéle de I’hélicopteére

L91c’ etc X, =—

I I
L', = Z L, + 2 _N
P Ixxlzz - Ixz b Ixszz - IJ%Z P
I I
L, = =L+ XN,

Ixxlzz - IJ%Z

- Ixx) - IJ%Z)
Ixszz - IJ%Z
+ 2Relxz _ Pe(lxx - Izz)

Iy y Iy y

Ixxlzz - Ixz

_ Ixx(lyy
3=

M, = (M, )

Zg4 = singcosb Yy = gsing sinf

L’hélicoptere est défini comme étant constitué de plusieurs sous-systémes dont le fuselage, le

rotor principal, le rotor de queue, I’empennage, le moteur,... La Figure ci-dessous illustre le

diagramme du modéle de simulation d’un hélicoptére et ces différents sous-systemes.

> Rotor Principal
Position,
Vitesses, [
Attitudes }
> Fuselage
Model du servo

Equation des forces
et des moments

L Empennage horizontal

Control du systéme

Empennage vertical
=y P 2

Pilote

> Rotor de queune

UL

Modéles des sondes

control de vols

Modéles systémes de

Longutidinal, Lateral, ...

Affichage
A |

Modéles du systéme r_

Figure 2.18 : Diagramme du modéle d’un hélicoptére et ces sous-Systemes



CONTROL SYSTEM Equation d’état

8;c: Angle du pas cyclique latéral
:>< R ' 8,;: Angle du pas cyclique
: N / longitudinal

B,7: Angle de commande
du rotor de queue

/E ; 8,: Angle de pas collectif
g 7
b

e? vy ,
| | EEE
Levier du pas cyclique ‘ v 6

B
%
N
PR
T
4
"

2 T s Y
/7 P it .
N [/ Leviedn
Levier du o - pas collectif /
Pédales = f
9

Figure 2.19 : Entrées des commandes de la dynamique de I'hélicoptére

q Déclencheurs
ka . de série

Liaison e 1 7 . @15
mecanique T+1,,8 ool e

e
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r Déclencheurs
k, \ de série
) Y .
Pédales Ry ’
n H

J
| 1 —
v &
7 [ ' 6,
{ :
‘.. = e pm—m—— Liaison e ® e
1o h
= Déclencheurs
de série
\,L " 4 <. A
Ny . @ Ka e _.i
[
Y_\ "
e :
Levier du n .
] e e f + 1/
pas collectif - 0 1 0
- e Y — L=
h 1 +7,,S

Figure 2.20 : Schéma de principe du systeme de contrdle de vol hélicoptere

2.13 Equation d’état de I’hélicoptére

Les équations globales de 1’hélicoptére en mouvement sont des dérivées. Les forces et les
moments des différents éléments d'un hélicoptére, comme le rotor principal, le rotor de queue,
le fuselage et I'empennage, sont discutés dans cette section.

L'hélicoptére a six degrés de liberté dans son mouvement et il a neuf variables générales, qui
sont u, v, w les composantes de la vitesse des aéronefs dans le centre de gravité, p, g, r taux de
roulis, de tangage et de lacet de I’aéronef sur les axes du corps de référence, et @, 8,1 les angles
d'Euler.

Pour dériver les équations des mouvements de translation et de rotation d'un hélicoptére,
I'nélicoptere est considéré comme un corps rigide autour d'un systeme d'axe fixé au centre de
masse de I'aéronef, de sorte que, les axes se déplacent avec le temps de variation de la vitesse
des composants sous I'action des forces appliquées. Les angles d'Euler définissent I'orientation
du fuselage par rapport a la masse du systeme d'axes.

Il 'y a quatre entrées de commande, qui sont : le baton cyclique longitudinal (1), le manche
cyclique latérale (n4.), le levier de pas collectif (1), et la pedale d'entrée (77,,), qui contréle le

mouvement de I'hélicoptére par rapport a X,Y,Z,L,M et N. Ainsi, les équations du systeme
sont les suivantes :

L]

Les dérivés des six premicres variables d’état sont reliés aux six variables d’état. En effet, on a :
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Les six autres équations sont obtenues en appliquant la relation fondamentale de la dynamique.
En appelant M, la masse de I’hélicoptere, g I’accélération de la pesanteur, Iy, Iy, €t I, les
moment d’inertie selon les trois axes et enfin I,, = I,.I,, on obtient :

F

e _ o
Uu=rv—qw — g sin +Ma

F,
1'7=pw—ru+gcos€sinq§+—y
M,

W = qu —pv + g cosl sing + E,/M,
Avec :
e M, représente la masse de I'hélicoptére;
e g représente I'accélération due a la gravité.
U = uXy +wX,, + qX; — 0Xg + rX, + 00X, + 015X, + 01X, + Oo1Xa,;
W =uZy, +wZy, + qZy — 0Zg + VZ, + pZy, — $Zy + 1Zy + 00Zg, + 015Z15 + 012y, + 00124,

q = uMu + WMW + qu + pMp + er + eoMgo + elles + echelc + GOTMQOT

Ainsi, les équations des moments de 1’hélicoptére sont les suivantes :

_ (Iyy - Izz)qr + Ixz(pQ((Ixx - Iyy) +7rq + Iyy - Izz) + I,%qu pq Ixz(N - L)
Ixx I)%x + Ixxlzz (Ia%x + Ixxlzz)
+ L
. 1 ) ) 1
q =z — Ledpr — Ly (p* —19)] + —M
Ixy Iyy

P = Ixz(rq - Ixy - Izz) - I}%zpq + PQ(Ixx - Iyy) + N — IJ%ZL
(szz + Ixxlzz) (szz + Ixxlzz)

Avec :
® L, 1y, 17, représentent les moments d'inertie de I'nélicoptére autour des axes x, y et z,

e [, est le produit d'inertie de I'aéronef.

p =uly +wlLy +qLy +vL, + pL, + 1L, +0oLg, + O15Lg, + 01cLe, . + Oo1Lg,,
q =uMy +wMy, + qMy + pMy, + My + 0oMg,, + 01sMy5 + 01cMp, . + 097 Mg,
7 =uNy +wN,, + qNg + vN,, + pN,, + 1N, + 0o Ng + 0,5Np,  + 01Ny, + 097 Ng,,
¢
Comme les variables d’état (X ¥ z ) n’interviennent pas dans les équations on peut se

contenter d’étudier le comportement du vecteur d’état réduit.
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(2.129)
(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)
(2.136)
(2.137)



<f) = p + q sin¢ tanf + r cos¢ tanf (2.138)

0 = q cosp — r sing (2.139)
¥ = q sing sec + r cos$ sech (2.140)
Ou:

e M, et g sont la masse de I’hélicoptére et 1’accélération due a la gravité,
® Ly, 1yy, 1, représentent les moments d'inertie de I'nélicoptére autour des axes x, y et z,

e [, est le produit d'inertie de I'aéronef.

Le modeéle peut étre considéré comme un systeme de connexion non linéaire en cascade, c'est-

a-dire qu’il a de la forme suivante :

{ x = f1(x,y) (2.141)
y=f2(x,y)+GOU

L’ensemble des forces X,Y et Z le long de x,y,z et des axes moments L, M, N a propos de

X, Y, Z axes peut étre écrit comme :

1 2C 2C 2.142
X = 5 ~ p(QR)?mR?ays cos y, — — —p(.Q.R)ZTl'RZCLOS siny, —= ( )
ayS ayS
1 2. p2 772
+ EP(QR) TR*aysSpVr Cxr(ar)
2Cy 2.143
= —P(QR)ZTfRza 5( ) +5 p(QR)* Vi Sen Cyrn (Brn) ( )
oS (2.144)

2Cry , Va
. )FT+ pLOR)?S,TECys 2

1
+ EP(QTRT)ZaOTST (TR7)? (
AoST F

2Cy (2.145)

2C,
) + cosys ( )) + = p(QR)?VESrpCorp(arp)
QoS oS

1
=3 —p(QR)? nR? ays <Sln]/s (

+ SpVECyp(ar)
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zcy)> (2.146)

—b 1 5 5
Ao

2

1 2C
+ hT-Ep(QTRT)ZaOTST(T[RT)Z (a ;T) Fr

0ST
1 _
+ hpy. 5 p(QR)*VEySen Cyrn (Brn)

—b T 2C, 2¢, (2.147)
M =7K[;Bls— zan (QR)“ays | cosys (_s> — siny; (a )

ap oS

1 , 2C, 2¢,
+ Xcg- zan (QR)*ays smys< aus )+cosys (aos)

+ (lTP + xcg) _p(QR)ZV%STPCZTP (arp) + _P(QR)ZSPZFVFZ Cur(ar)

2C 21\ 2 2C (2.148)
QR)? nR? Y (o R? (QR)? (Y)
2C
- (lT + xcg) EP(QTRT)ZaOTST(T[RT)Z ( TT) Fr
AoST

1 _ 1 _
- (lFN + xcg) EP(QR)ZVFZNSFNCYFN (Brn) + EP(QR)ZSSZFVFZCNF([;F)

Avec:
e pestladensité de l'air ;
e R est le rayon de la pale du rotor principal ;
e () lavitesse angulaire du rotor principal ;
e a, la pente courbée de la lame du rotor de queue ;
e s la pente courbée de la lame du rotor principal ;

e (,,C,,C, sontdes coefficients de forces du rotor principal.

Ces coefficients sont donnés par la matrice de rotation suivante :

Cx] _[cos¥, —sin¥, Cxw]
Cy] B [sianW cos¥,, ] [Cyw (2.149)
2C 2C
(_Z) B _( M) = -R" (2.150)
QoS agys

Avec :
e Y, estl'angle de dérapage du rotor principal ;
e ()}, le coefficient de la poussée du rotor principal.
T (2.151)

Cn = QR T R?
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Les coefficient des principales forces dans le moyeu C-vent axes Cxy, et Cyy, SONt peuvent étre
obtenus par les équations ci-dessous et termes de composantes harmoniques de la lame intégrée

les charges aérodynamiques et les harmoniques de battement.

® ® ™ ™ ®
(ZCXW) = F0_+FZC B _|_Fl_cﬁ _|_FZ_55 _|_Fl_s (2152)
oS 2 4 J)Fie T 2 PO T 4 Fls T
1) 1) ® €)) 1)
(ZCYW) = FO__|_F2_C I _Fi_sﬁ _FZS I +F10 (2.153)
QoS 2 4 JPis POy Fle T 9
(zczw) _ (&) _ _p® (2.154)
aoS aySs 0

Ou B, est I’angle cone et By, Brsw SONt les angles harmoniques cycliques de battement.
Les composantes harmoniques d’intégrée lame charges aérodynamiques sont données par les

expressions suivantes :

1 w?\ u P Uy — A 1 (2.155)
 _ h 2 0
F, —90<§+7>+§<¢91sw+ 2W>+( 5 )+Z(1+“2)9f‘”
a 2 2.156
F = C2 b (60 + 1= 20 + 560 ) (2159
g _ %ow _ #Bo (2.157)
1c 3 2
) _ H(o O1cw — B1 (2.158)
F.ZS — E{ 2CW + cw 2 sw _ ‘Llﬁo
(€8] — _ E{alsw elsw - ﬁlcw ( Ht_w)} (2-159)
E,; 12 + > +ul6y+ >

2
H I I (2.160)
Fl(SZ) = ?ﬂoﬂlsw + (:uz - AO - Zﬁlcw) (alsw - Hlsw) - Zﬁlsw (alcw - chw)

Aysw — 61 u?
+ 90 (M + M(,LLZ - AO) - Zﬁlcw)

3
+ (—a“w B (= 20— ﬁ%”)) B
+ O (“%A" 10 (3 B — ) + Bﬂ%))
+ %elcw (M — Bisw — l«‘ﬁo) - (Z_l:
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4 7 2.161
F1(C2) = (A1ew — O1cw — 2Bolt) (ﬂz — Ao — §ﬂ,81cw) - Zﬁlsw(alsw — O15w) ( )

1w — 0 [0 2
+ 6o (w 3 (ﬁo + Eﬁlsw))
a -0
+ Gtw ( tow 4 tow - .u (% + %Blsw))

Pz — Ao | U (Pnw— A
+61€w<22 O"’Z( w2 1sw_ﬁlcw)>

U Grw — A
+ Z elsw (% - .Blsw - .u.80>

L’angle fondamental d’incidence du pas collectif du rotor principal &, est exprimé par la

relation suivante :

_ (eo+ geane) + (kyAn)
1+ 1T,s

6o (2.162)

* g.o et g.1 sont des constantes du levier de pas collectif ;
e 7. est ’entrée de controle du levier de pas collectif ;
e 1), est Ientrée de contrOle de la pédale.

Les composantes des manches longitudinale et latérale ont pour expression matricielle :

91sw] _ [ cos¥,, sinLPW] [91s]
Orewl — |—sin®, cos¥, |0,

e 0O, estla composante de la manche cyclique longitudinale ;

(2.163)

e 0., estlacomposante de la manche cyclique latérale.

Les angles des pas cycliques longitudinal et latéral ont respectivement pour expression :

9. — Iglso + 9151Mis T Gsco t Gscillc + k99 + qu + kls(nls - 77150)
1s —

cos¥
1+ 71,48 l F

(2.164)

lgzco + Grciie + kpd + kpP + kic(M1c — Thco)l )

+ sinWg
1+ 1,8

01c =

[G1c0 + J1c1Mictked + kpP + kic(Mic — N1co)

= cosY¥,
| 1+ Tc2S ] F

—9150 + G1s1Mis + Gsco T Gscille + k99 + qu + kls(nls - nlso)l .
_ sinWg
] 1+ 7.8

(2.165)

_ [91c0 + Grcamictked + kpP + kic(M1c — Mico) cosW
1+ Tc2S F

_glso + I1s1M1s + Isco + YIsc1lc + k99 + qu + kls(r/ls - 77150)] .
- sinWg
| 1+ 71,48
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Ou:
o kykp.kg et kg sont les gains de rétroaction ;
e k. etk sont les alimentations des gains a terme ;
* 7, et 77, SONt des constantes réglables par le pilote automatique ;
e 74 est ’entrée de contrdle de la manche cyclique latérale ;

e 1), est I’entrée de controle de la manche cyclique longitudinale.

Le rotor de queue permet donc de contrdler le lacet qui fournit une force de poussée sur le coté
et produit un moment de lacet autour de I'arbre du rotor principal.

En appliquant la force externe F, et les moments L et M, I’équation du rotor de queue est

déterminée par I’expression :

Bor + K (”—B) 2 (or — Aor)
(ZCJ _1 S 7 1+§ﬂ%)+(uzT—_/1w) (2.166)
Grst/ 31—k (2) () 2 2
BT

L’entrée de commande du rotor de queue est I’angle G, qui exprimé par la relation :

6,y = 90t 91(Gero(1 = 1p) + (0 = 2get0)nc) + ky (W — ) + v (2.167)

1+ 138

®  J:0, 91 SONt des constantes de pédales ;
® g.to est la constante du cable de pédale.
La modélisation de la vitesse de rotation du rotor principal qui est gouverné par le modele

dynamique du moteur se fait de la fagon suivante :

.1
Q= E(QE —Qr — GrQr) +7 (2.168)
=1 @r)y R (ZCQ> 2.170
QR—ZP( ) Sap gs (2.170)
1 2C
Qn = 5P (QrRr) IR 5707 (—27) (2471)
1 2C
Qn = 5P (QrRr) IR 5707 (—27) (2172)
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Dans le domaine temporel, le modele mathématique du rotor est une équation différentielle

linéaire a coefficient constant qui s’écrit :

. 1 . .
Qr = {_(Tel + Te3)Qr — Qg + K3(Q — Q; + TeZQ)} (2.173)

Te1Te3

* Qy, Qg et Qr sont respectivement le couple total du moteur, le couple du rotor principal et le
couple du rotor de queue ;

e G est le rapport de vitesse du rotor de queue ;

e [, est 'moment d'inertie du systeme tournant ;

e Q; est la vitesse du rotor tournant au ralenti vitesse ;

e K est le gain de la vitesse du rotor.

Pour le rotor principal, les angles de battements sont supposés de faibles variations et
I'accélération globale du fuselage et les effets de poids des lames sont négligeés.
Le taux de lacet et le taux de dérapage sont supposeés faibles par rapport a la vitesse angulaire

du rotor en Q.

En particulier, les hypotheses concernant I'aérodynamique de pales de rotor permettent

d'intégrer la charge aérodynamique analytique.

Ainsi les hypothéses pour les expressions pour des forces et des moments des rotors sont les
suivantes :

e Les effets de compressibilité sont ignorés ;

o Les effets des flux de décrochage sont ignorés ;

e La répartition des vitesses induites au disque du rotor sont linéaires lors des variations
longitudinales et latérales ;

e Les coupleurs de pas de la pale et la dynamique de décalage en mouvement de battement sont
ignores ;

e L'interaction des modes d’inclinaison avec le mode de fuselage sont négligés.

L’ implémentation de la composante du rotor de queue est basée sur un procéde théorique

simplifié lors de la détermination de la caractéristique du rotor de sustentation en vol en palier.
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Les coordonnées du systeme de rotor comprennent X pour le flux dair & jet libre et Z pour la
direction de la poussée. Les couples de la poussee du rotor sont calculés en fonctions du facteur

de perte de la lame. Le coefficient de la poussée du rotor de queue Cy est exprime alors par la

relation :
Cr = Tr 2.174
T p@rRy) TR ke (2174)
La vitesse induite par v; peut étre calculée par :
—Hz + %CT
v; = U, — Agaveciy = —1 (2.175)
(w2 +30r)

En en appliquant la théorie des éléments de pales et une procédure itérative, on obtient

finalement :

_ QorST| Mztz1 + 0otz + 01t |

v; > (2.176)
QaogTS
[2\/(;12 +45) + 0; - t3,1J
Les valeurs t3 4, ts , €t t3 zsont calculées par :
1 1
t3’1 = EBZ + Z‘uz (2177)
1 1
t32 =—B3+—BM2 (2178)
’ 2 2
1 1
tan = —B* 4+ -B2%,2 2.179
33 = 3 + PR ( )

Une fois les valeurs de t3 4, t3, et t3 3 déterminées, la vitesse induite est de nouveau calculée

en utilisant I’expression du coefficient de la poussée du rotor de queue :

Cr = 20, |(W2A) (2.180)

La poussée du rotor de queue peut alors étre calculée par I’équation suivante :
IT
Tr = @Pksz(QTR%)Z (2.181)

Ou l'effet de blocage kj,;, de Iailette est donné par 1’expression :

2
u
kbl = (1 - btl)v_;1 + btl ’ {uA < vbl} (2182)
bl

kpi = by, {ug = vy} (2.183)
e v, est la vitesse de transition ;

e b;; et by, sont des constantes de blocage du rotor de queue.
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On calcule alors la hauteur de la commande de base collective &, par I’expression :

A
90 == ﬁ [_TT63tan63] + Bbias + HC

Ou:

e 0. est la hauteur de la commande de base collective ;

e le biais est un 6;,i5 préréglé de pas collectif ;

e T est la poussée du rotor de queue ;

e &; est l'angle d'inclinaison charniére pour le pas découplage.
Les composantes du fuselage et I'empennage sont implémenté dans I’hélicoptére en utilisant la
loi aérodynamique. Le moteur est commandé par un systéeme de régulation qui détecte un

changement de la vitesse du rotor Q exigeant un changement de débit de carburant «y.

On obtient alors une équation différentielle du premier ordre de la forme :
Te1 W5 + Wp = K AQ (2.184)
e 7., est la constante de temps du moteur ;
e K., est la pente de la chute de la vitesse du rotor lors du ralenti de vol d'urgence a
I'écoulement de carburant maximale.
En notant respectivement AQ et Q; les changements de vitesse du rotor et du ralenti de vol, on
a:
AQ=Q—Q; (2.185)

e O est la vitesse du rotor au débit de carburant maximal d'urgence.

Le couple moteur Qg répond au changement de débit de carburant et décrit par un décalage de
'écoulement de carburant et le débit est régi par 1’équation différentielle du premier ordre
suivante :
Te3Qz + Qp = Koy (Te2 6y + wy) (2.186)
¢ K, est le gain;

® 7.5, Te3 SONt les constantes de temps.

En combinant les résultats ci-dessus, on obtient une équation différentielle de second ordre de

la forme :

" 1 . )
Qr = {—(Te1 + Te3)Qp — Qp + K3 (Q — Q; + TZQ)} (2.187)

Te1Te3
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En notant Qgmq. le couple moteur maximal, I'équation différentielle du second ordre

normalisée s’écrit :

- —-  _ K .
(Te1Te3)Qp + (Te1 + Te3)Qp + Qp = 0 > [(Q - Qi)TeZQ] (2.188)
(_?E = Ce K3 = Ko1K, (2.189)
QEmax
QEmax
Ky =——7"%5~ (2.190)
o (1-32)

En notant q,, = (jE = (.1 el o1 = Q}, on obtient un modeéle d’état d’ordre 2 pour la
représentation matricielle des rotors de I’hélicoptere.

L’expression du moment du moteur est donnée par la relation :

PgTy

Le produit P;Ty, représente la puissance du moteur. Il est supposé que le couple total du rotor

principal Qg coincide avec le couple moteur Q,, ¢’est-a-dire Qg = Q.

0X oL _ X
% =Xy 9010 Lel”’ et Xy = —

u= uXu + WXW + qu - GXG + I‘Xr + engo + elsXels + 91CX91C + eOTXQOT
W = uZu + WZW + qu - 929 + VZV + pr - ¢Z¢ + I‘Zr + 60290 + 915215 + 91CZ91C + eoTZQOT
q = uMu + WMW + qu + pMp + er + 90M90 + elles + echelc + GOTMQOT

0 = q cosp —r sing

v =vY, + wl,, +q¥; — 0Yp + Y, + pYp + @Yy + 1Y +Pgcosf + 0,Yg, + 015y, + 01V, + Oo1Ye,,
p =uly +wLy +qLg+vLl, +pLy + 1Ly +0gLg, + 015Lg,  + 61cLe, . + 0oLy,

¢ = p + q sing tanb + r cos¢ tanb

7 =uNy +wN,, + qNg + vN,, + pN,, + 1N, + 0o Ng, + 0,5Np,  + 01cNg, . + OoTNg,,

Y = q sing secO + r cosp secl

Bls = —p — P15 + Baf1c + Bis91s + B1c0yc

. 1
Bic = —q + AisPis + T_,Bu + A15015 + A1c01c
c
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