1.10 Modelage des matrices de sensibilité

Définition 1.06 :

Nous définissons deux indicateurs de performance a partir de la norme H,, sur les matrices de

sensibilité et sensibilité complémentaire par [1.05]:
Ms = ISlle et Mz = |IT |

M, et M, correspondent & un pic de la courbe de gain de chacun des transferts considéres.

Des valeurs de Mg et M, grands indiquent une faible performance du systéme ainsi qu’une

faible robustesse vis-a-vis des perturbations pouvant ’affecter. Des valeurs typiques sont
données par : Ms < 2 (6 dB) et M < 1,25 (2dB).

1.10.1 Marge de module

La marge du module est donc la plus petite distance du point critique au lieu de transfert en

boucle ouverte :

AM = 1/M;

1.10.2 Bande passante en boucle fermeée

(1.29)

La bande passante en boucle fermée est définie par la pulsation de coupure w, pour laquelle :

1
ISGwllew = — 1.30
(we) 7 (1.30)
1.11 Différentes formes de modeles d’erreurs
Forme du modéle s Condition de
Processus perturbé G - Win
d’erreurs robustesse en stabilité
Additive directe [G + A,] IW,KS]||loo < 1 w,c1
Additive inverse [(I +GAL) 716 IW,GS|le < 1 W,K™1
Multiplicative directe en
. [(I + Ans)G] ”WZT”oo <1 WZ
sortie
Multiplicative directe en .
, G[U + Ans)] ”WZT ”oo <1 WZ
entrée
Multiplicative inverse en . .
. [(I + Ans) ™G] IW2Slle <1 W, (GK)
sortie
Multiplicative inverse en L , .
[G(T + Aps) "] W28l <1 W,(KG)

entrée

Tableau 1.01 : Différentes formes de modéles d’erreurs
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1.12 Gabarit de la robustesse en stabilité
Dans le cas géneral, on peut mettre les différentes conditions de robustesse en stabilité du
systeme perturbé en boucle fermée sous la forme [1.05] [1.06]:

Vw € R, |[Wo,Tllew < 1 (1.31)
Cette inégalité est équivalente a :
Vw € R,d[T(jw)] < Wl(lwﬂ (1.32)
En utilisant la propriété des valeurs singulic¢res et I’inégalité (1.32), nous avons :
Vo € (wp, +0),0[G([w)K (jw)] < (1.33)

[Wan (o)l

Nous obtenons le gabarit de la robustesse en stabilité de la figure 1.13 :

A

0 [GGWKGW]

//
AN S
==

1
Wop (Jw)

Robustesse

‘ en stabilite ‘

Figure 1.13 : Gabarit de la robustesse en stabilité

1.13 Robustesse en performance

Nous dirons que le systeme bouclé perturbé satisfait la robustesse en performance si la condition
de performance nominale est vérifiée pour toute une classe de processus de matrices de transfert
G, différent de G par I’une quelconque des formes de représentation des incertitudes de modéle.
Définition 1.07:

Rechercher la robustesse en performance revient a fixer un majorant noté ¢,, de ’erreur y du
systéme perturbé, qui est supérieur & la norme —oo de sa matrice de sensibilité S en fonction de
la fréquence w.

La spécification de la robustesse en performance du systéeme perturbé est définie par :

[SG)|, < & (1.34)
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La matrice de transfert de robustesse en performance est calculée entre la consigne c et la sortie
ponderée z; de la figure 1.15. Elle est notée M,.,.

L’introduction entre le vecteur d’entrée c et le vecteur de sortie z; d’une matrice d’erreurs
fictives Ay avec ||Af|| <1 permet de transformer le schéma d’analyse de robustesse en
performance de la figure 1.01 en un schéma d’analyse de la robustesse en stabilité. Nous

obtenons alors le schéma - bloc de la figure 1.14.

A,

Figure 1.14 : Schéma bloc du systéeme perturbé avec introduction du modéle d’erreur

fictive

En isolant respectivement les erreurs de modele A et A, nous obtenons le schéma bloc de la

figure 1.15.

A,

Figure 1.15 : Schéma bloc du systéme perturbé pour I’analyse de la robustesse en

performance
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Théoreme 1.05 :
Sous les hypotheses suivantes :
% tous les pdles de la matrice de transfert nominale du systéme en boucle fermée sont a
partie réelle négative ;
% la matrice des erreurs de modéle ne posséde pas des pdles a partie réelle négative.
Le systéme de la figure 1.16 est stable pour toute matrice A,,(s) € A(s) telle que ||4,,[| <1,
si et seulement si :
Vo €R, ||My,(jo)|| <1 (1.35)
Avec
A= {diag[a, Af]} (1.36)

1.14 Synthése H,,

1.14.1 Résolution par les équations de Riccati

La synthése H,, des systemes linéaires a temps continu propose un cadre général pour le calcul
d’un correcteur en manipulant des concepts fréquentiels. Elle permet de prendre en compte des
objectifs de stabilité, de marges de stabilité et de modelage de différentes matrices de transfert.
Nous exposons dans ce paragraphe la notion de probléme standard et la méthode de résolution
du probléme H,, standard par 1’équation algébrique matricielle de Riccati.

Nous décrivons également 1’algorithme y — itération pour la résolution du probleme H,,
standard. La synthese H, permet de prendre en compte, a priori et explicitement, des
spécifications fréquentielles et temporelles du cahier de charges, simplifiant ainsi la synthese.
En effet, les spécifications fréquentielles sont naturellement prises en compte par la synthese
H. Les spécifications temporelles classiques (temps de montée, rejection de perturbations,
atténuation de bruit, découplage, erreur statique, dépassement) peuvent étre facilement
interprétées dans le domaine fréquentiel.

Le second avantage est d’ordre méthodologique. En effet le critére H,, est construit directement
a partir du cahier de charges, ce qui est particulierement intéressant pour des spécifications
nombreuses et complexes. Or les spécifications sont facilement traduisibles en terme de gabarits
fréquentiels. Et les gabarits fréquentiels correspondent aux pondérations en entrée et en sortie
que I’on trouve dans la synthése H,, pondérée.

Ainsi, le choix des gabarits se fait de fagcon méthodologique. Le troisieme avantage est basé sur
la représentation fréquentielle. Or cette représentation fréquentielle est a la base de I’analyse de

la robustesse par le théoréme du petit gain et son extension a la u-analyse.
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La synthése H, permet de synthétiser des correcteurs robustes en prenant en compte
explicitement des incertitudes dynamiques.

De plus, cette approche peut étre étendue a la désensibilisation de la boucle fermée aux
incertitudes paramétriques et aux non-linéarités.

En d’autres termes, on utilise un critére unique pour ajuster au mieux le compromis
performance/robustesse. Enfin, 1’approche fréquentielle est une approche naturelle pour
I’amortissement des modes souples puisqu’il s’agit de contraindre les pics de résonance sur

certains transferts de la boucle fermée.

1.14.2 Le probléeme H,, standard

Le mode¢le incertain du systéme étant défini, il s’agit de calculer une loi de commande
compatible avec la structure en contre-réaction de la figure 1.16 et qui confere au systeme la
meilleure insensibilité aux éventuelles incertitudes et perturbations tout en lui permettant
d’atteindre un niveau de performance satisfaisant. Cela implique le choix d’une structure de
commande par la définition de spécifications fonctionnelles et le choix d’une méthode de
synthese.

La synthése H,, utilise la notion de probléme standard, qui est représenté sur la figure 1.16, la
matrice de transfert du processus augmenté P(s) modélise les interactions dynamiques entre

deux ensembles de vecteurs d’entrées et deux ensembles de vecteurs de sorties.

w z
O EE—

P(s)

K(s)

Figure 1.16 : Probléeme H, standard
+ Le vecteur w représente des entrées extérieures, telles que des signaux de référence, des
perturbations, des bruits ;
+ Le vecteur u représente les commandes ;
+ Le vecteur z représente des signaux de sortie pour caractériser le bon fonctionnement
de ’asservissement ;
+ Le vecteur y représente les écarts ou les mesures disponibles pour élaborer la

commande.
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Partant de la matrice de transfert G (s) du processus a commander en boucle ouverte, il s’agit
de construire un nouveau processus augmenté en boucle ouverte notée P(s) contenant des
vecteurs d’entrées et de sorties additionnels w et z et éventuellement des dynamiques
supplémentaires.

Ces dynamiques correspondent a des pondérations fréquentielles qui sont introduites sur les w
et z pour prendre en compte le contenu spectral des perturbations ou spécifier des domaines de
performance.

La matrice de transfert du processus augmenté P(s) décrit les interconnections entre les
vecteurs w,u, z et y.

En effectuant une partition cohérente de la matrice de transfert avec les dimensions du processus

augmenté P(s), nous avons, d’aprés la loi de commande de Duc et Font :

vol=roluel=lm v

Le paradigme en théorie de la synthése H,, des systéemes linéaires a temps continu repose sur

(1.37)

la structure de commande en contre-réaction du correcteur K(s). D’aprés la figure 1.17, le
processus augmenté P(s) est rebouclé sur le correcteur K (s) défini par la loi de commande :
u=K(s)y (1.38)
La matrice de transfert entre w a z du systéeme bouclé est une Transformation Linéaire
Fractionnelle inférieure (LFT;) définie par [1.07] [1.08]:
z=F,(P,K)w (1.39)
Avec
(1.40)
F,(P,K) = Pyy + PioK (I = P;pK) ™ 'Pyy
L’étude consiste alors a synthétiser une loi de commande u qui assure en méme temps un
minimum d’effet des vecteurs w et z.
L’objectif principal de la synthése H,, des systémes linéaires a temps continu est d’assurer la
stabilité de la boucle fermée ainsi qu’un certain degré de performance, mais aussi de réduire la
sensibilite de la structure de commande en presence de variations paramétriques et

d’éventuelles perturbations affectant le modele du systeme a commander.

Définition 1.08:

La synthése H,, des systéemes linéaires a temps continu est définie par le probleme H,, optimal
suivant :

P(s) étant donné, minimiser ||F;(P, K)||. sur ’ensemble des correcteurs K (s) qui stabilisent

le systéeme bouclé de maniere interne entre les entrées exogenes et les sorties régulées.
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Définition 1.09:

La synthése H,, des systemes linéaires a temps continu est définie par le probleme H,, sous
optimal suivant :

P(s) et y > 0 étant donnés, trouver un correcteur K(s) qui stabilisent le systéeme bouclé de
maniére interne et qui minimise ||F,(P, K) |l < y.

Les correcteurs assurant la plus petite valeur possible de y seront dits optimaux ou centraux. Le
minimum de y est note y, et appelé gain ou atténuation H,, — optimal.

Remarque : Sous sa forme la plus simple, le probléme H,, standard est un probléme de réjection
de perturbations. A partir du systeme bouclé exprimé sous la forme standard de la figure 1.15,
il consiste a minimiser 1’effet d’une perturbation de vecteurs d’entrées w sur le comportement

du systéme référant aux travaux de Basar et Bernhard.

1.14.3 Résolution du probléme H,
Nous présentons dans ce paragraphe les techniques de résolution par variable d’état des
problémes H,, optimaux et sous optimaux. Nous pouvons envisager deux différentes méthodes
pour résoudre le probléme H, standard, utilisant la représentation d’état et la matrice
d’interconnexion P(s) :

% premierement 1’approche de I’équation algébrique matricielle de Riccati (AMRE);
Nous présentons ci-dessous 1’approche par 1’équation algébrique matricielle de Riccati, dans
laguelle la valeur optimale de y est recherchée par dichotomie (algorithme de Glover et Doyle).
Résolution du probléme H,, standard par 1’équation de Ricatti.
On considere le processus augmenté P(s) défini par le travail de Hinrichsen et de Pritchard

basé sur les équations de Riccati :

P =i Rl =los bl e -aE @

Cette equation est associée a la description interne suivante :

zZ = Clx + D11W + Dlzu (142)

{ x = Ax + Byw + B,u
y = Cyx + Dyyw + Dyru

D;, € RP*™2 D, € RP2*™ avec m; = p, et p; = m, . Enfin n désignera la dimension

de la matrice d’évolution d’états A, c'est-a-dire, 1’ordre du processus augmenté P(s).
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La solution par variable d’état n’est applicable que si les cinq hypothéses suivantes sont
Vérifiées :
% H1: (4, B,, C,) est stabilisable et détectable.

%+ H2 : Les matrices D,, et D;,sont de rang plein.

% H3: Pourtoutw € R ,rang( c D
1 12

rang ([ ¢, D21]) =n+p;
< H4: DI, (Dy,, C,) = (1,0) et DI, BT) = (1,0)
’:’ H5:D22 = OetD11 =0

])=n+mzet

Les deux derniéres hypotheses sont des hypothéses simplificatrices de normalisation.
Théoreme 1.06 :

Pour ces cing hypothéses, le correcteur K(s) stabilise le systeme de maniére interne et assure
||F;(P,K)|lo <y sietseulement si: les équations de Ricatti ont des solutions stabilisantes X,
et Yy :

ATX + XA+ X(y~%B,BT — B,BNX + CTC, =0 (1.43)
AY + YAT +Y(y~2CTC, - CIC, )Y+ BiBT =0 (1.44)
e Et les solutions a ces équations vérifient :
Xo = 0; Y, = 0; P(XeoYe) < V2 (1.45)

Les conditions de positivité (1.45) assurent une stabilité interne du systéme linéaire. L’existence

de solutions stabilisantes traduit la contrainte : ||F;(P, K) || < 7.

e Et que si K(s) = Dg + Cx(I — Ag) 1By est une réalisation minimale du correcteur, la
matrice d’état du systeme est :

A+ B,DxC, B,C

B,C, Ay (1.46)

App =

Et sa stabilité interne est équivalente a la stabilité Agp.

1.14.4 Algorithme pour calculer le gain H, optimal y,,

Cet algorithme est connu sous le nom de y — itération. Nous savons d’apres le théoréme du petit
gain que la boucle fermée est plus robuste que la norme de chaque transfert en boucle fermée.
Néanmoins, on ne sait pas déterminer y, sous la contrainte ||F;(P,K)l||. < y. Par contre, en

fixant y, le probléme est soluble et convexe.
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Le probléeme standard H,, admet une solution s’il existe un correcteur K(s) qui satisfait la
contrainte ||F;(P, K) |l < 7.
L’algorithme y — itération est établie, selon les travaux de Packard, d’ Apkarian, de Gahinet et
de Becker comme suit [1.09]:

% Oninitialise le processus avec un intervalle [ V;nin Ymax] CONtenant y,;

% A chaque itération on élimine une moitié de cet intervalle en testant les conditions des

équations des solutions stabilisantes (1.43), (1.44) et (1.45).
% On prend la moyenne arithmétique :

1
Y = E Ymin + Vmax) (1.47)

Et y devient alors y,,,4, s’il existe une solution ; autrement il devient y,,,;,,. Si ces conditions
sont satisfaisantes alors nous avons y > y, et la moitié droite de I’intervalle sera enlevée (sinon
la gauche). Cette approche dichotomique permet d’obtenir uny plus proche de la valeur
optimale y, avec suffisamment d’itération.

L’itération s’arréte lorsque la longueur de I’intervalle tombe en-dessous de la précision désirée
pour y,. Mais a chaque itération, il est nécessaire d’effectuer le test de la valeur de y qui exige
de Vérifier les étapes suivantes :

0,

s Calcul du spectre des matrices Hamiltoniennes :

i =[ A V_ZBlBI_BZB;]
® |-cfc, AT
AT —2¢T¢, — CcIC (1.48)
H. = Y 101 2 2]
® |-B,BT —AT

Si ces spectres contiennent des valeurs propres imaginaires pures, nous pouvons conclure alors

que y <y, et ainsi passer a I’itération suivante.
. o Py P, .
¢+ Calculs des sous espaces invariants stables 0 et 0 de H, et J. Si Py ou Py est
X Y
singuliére, nous pouvons conclure que y < y, et ainsi passer a I’itération suivante.

Sinon il faut calculer les solutions stabilisantes des équations de Riccati :

Xeo = QXPX_1 Yo = QYPY_1

¢+ Position de y par rapport a y,
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L’optimum est caractérisé par 1’égalité p(X.Ys) = yZ2. Le probléme standard H,, admet une
solution, s’il existe un correcteur K (s) qui satisfait la contrainte ||F;(P, K)|le < ¥.
K(s) = Fi(Kc(s), @(s)) (1.49)
Ou ®(s) est une matrice de dimension n X n arbitraire vérifiant ||®(s)||. < y, et K;(s) est
définie par la représentation d’état suivante :
Aw =A+Yy2BBTXy — B,BI Xy, — Z .Y, CTC, (1.50)
Avec Zo, = (I, — ¥ 2V X))t

En particulier, le correcteur central correspondant a ®(s) = 0, admet la représentation d’état :

. N T
u(t) —BTX,, 0 y(t)
La mise en ccuvre de cette solution consiste donc a utiliser tout d’abord les résultats de

I’équation (1.49) pour approcher la valeur optimale de y par la procédure y-itération.

Puis a calculer le correcteur central en appliquant les équations (1.50) et (1.51).

1.14.5 Solution générale des problemes H, réguliers

On donne ici la caractérisation de y,,, et les formules du correcteur central K. pour le probleme
régulier sous-optimal. Les résultats sont qualitativement les mémes mais les formules sont plus
complexes. L’hypothése D,, = 0, est toujours maintenue puisqu’elle correspond a un simple
changement de variable pour le correcteur. Si K(s) résout le probleme sous-optimal avec D,,
mis a zéro, alors K (I + D,,K) ™! résout le probléme original par référence aux travaux de Font,
Glover et Mc Farlane.

Les contreparties des équations de Riccati sont obtenues en remplacant les expressions des

Hamiltoniens par [1.09]:

; _[ A0 ] N HyZl DI, Dy —DﬂDlz]‘l [Dﬂcl BI]
® _C1TCl —AT —C1TD11 C1 D12 D12D11 _D2T1D12 D1Tz Cl Bg
Jo = [ AT 0 ] n cl ”VZI Dy, Df; _D11D2T1]_1 [D11B{ C1]
* _BIBl —A —BlD1T1 BlDlz D21D11 _D21D2T1 D21B1T Cz
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Théoreme 1.07 :

Avec les trois premieres hypotheses de la résolution du probléeme H,, standard par 1’équation
de Ricatti et avec D,, = 0, il existe un correcteur stabilisant de facon interne tel que
I|F;(P,K)|le < ¥ si et seulement si pour y > y,. L’analogie du correcteur central K. pour le
probleme normalisé est construit comme suit [1.10]:

% Par le calcul de la matrice D, telle que :

Omax(D11 + D12D¢Dyq) <y (1.52)

; 22l ywr 4]
SiDyp = [Uy, Us] [ 0 ]W et Dy1 = Z[Z1,,0] VT]
2

. L R Urn,,V, + £,,WTD.Z% Ur'Dy, V.
Et la contrainte est équivalente & o,,,, = <[ 1711 +T 12 ot 2])
Uz D11V4 Uz D11V
Cette contrainte est satisfaite pour D, = —W Y12 A Y1 ZT

®,

% Calcul des parametres réduits :

A = A + BchcZ
B == Bl + BchD21

C = Cl + Dlchcz (153)
D = Dy1 + Dy,Dc Dy
% Calcul de B :
BC - (I - V_ZYooXoo)_ll(YongDgl + B) + (YOOC~iT
. o (154)
+ By D{)(y %1 - D11D11)_1DJD2+1
Ou
C = C; — D11 D5 G,
511 = D11 (I - D2+1D21)
%+ Détermination de C. :
+ +7 pT 21 _ BT R \ NBT AT
Cc = D} | (D BIXe + C) + D(y2I = DIy D1y) (BIX.0) + DICy | (1.55)
Ol‘Jﬁ1 = By — B,D{,Dy; et ﬁn = (I — D1,D75)Dy4
% Détermination de A :
(I - y_ZYooXoo)AC
=A+y2ATX o, + ByCc + (I — Y %Y, X0) B, Cy + ((—y 1Y CTB) (1.56)

C + Dy,C,

S yl D1
+ U=y 2aXadBeDe) [ | [ e
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