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2.4 Formulation variationnelle

Nous utilisons la formulation variationnelle associée au probleme d’inéquation parabo-

lique 2.11 afin de simplifier 'inconnu supplémentaire qui est la frontiére libre.

Notations. On note I’ensemble des fonctions admissibles par

Ky = {viveVy, v>v¢ppsurR}.

Posons

o [ouow
2 J OxrOx

o? ou
B T2 pe—alzl
/( 5 sgn(x)—l—ﬁ) U dx.

a® (u,v) = e*O"x‘dx—l—r/uve*a'x‘dx

Alors, on peut écrire, par une intégration par parties pour u,v € D(Q2) que:

(Au,v), = —a*(u,v).

Les propriétés de la forme bilinéaire a“ (.,.) sont caractérisées par la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 (voir [24]) La forme bilinéaire a“ (.,.) définie de H, x H,, a valeur dans R est

continue, autrement dit :
|a® (u,v)| < Cllully V]l
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avec C' une constante indépendante de u et v. De plus, il existe deux réels strictement positifs p et
~y tel que :
2 2
a(u,u) +plul” = |ful]”.

La formulation variationnelle de notre probléeme est donnée d’aprés la proposition sui-

vante :

Proposition 2.4.2 (voir [10]) Soit u une fonction L? ([O,T] W22 (R)) et (Z;L € L?([0,T); Hy)

tel que v € K. On suppose 1) € V,, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

9L Atyu<o,

oy p.p dans [0,T] x R, @.11)
(m—f—A(t)u) (Y —u) =0,

pour tout élément v € Ky ona:
(2.12)

<gltt,v—u> +a® (u,v—u) >0 p.pdans [0,T] x R.

2.4.1 Existence et unicité de la solution du probleme

Théoreme 2.4.1 Soit ¢ € V,, alors il existe une, et une seule, fonction v vérifiant :

u€ L*([0,T];Vy) et gq; e L?([0,T); Hy),

et le probleme (2.12). De plus, la fonction u est dans L ([0,T];V,) .

Pour assurer 'existence de la solution; dans théoreme 2.4.1; P. Jaillet et all [10] utilisent
la méthode dite de pénalisation, et pour assurer 1'unicité on fait appelle a la proposition
24.1.



Chapitre 2. Probléme continu 27
2.4.2 Théoreme de régularité

Théoréme 2.4.2 (voir [10]) Soit v € W22 (R), alors la solution de I'inéquation variationnelle
(2.12) vérifie :
ue L2 ([0,T]; W (R)).

Remarque 2.4.1 Soit® (z) = (Eexp(z) — E), (resp. ¢ (z) = (E — Eexp (), ), et € WhH3*(R)
mais n’est pas dans W22 (R). Pour que ce théoréme soit adapté pour notre cas, on prend
une suite (¢,,,) d’éléments de W22 (R) qui converge uniformément vers 1. Dans ce cas,
la solution associée a ) € W12 (R) coincide avec la solution associée a ¢ € W22 (R)

donné dans le théoréme 2.4.2. Pour plus de détails, voir [23].

2.4.3 Monotonie et continuité

Dans ce qui suit, Nous donnons des propriétés qualitatives, sur la dépendance de la so-
lution u de l'inéquation variationnelle par rapport a 1, qui seront utiles dans le reste de

notre travail.

Lemme 2.4.1 (voir [12]) Si ¢ et ¢ appartiennent a V,, : ¢/ < ¢, alors les solutions u et @ des

inéquations variationnelles associées vérifient : © < @ ( en particulier ) > 0 = u > 0).

Lemme 2.4.2 (voir [12]) Si ¢ et 1) appartiennent a V,, et si ¢ — ¢ € L*®(R), alors u— @ €
L ([0, T];R) et : [|u— ]| oo y:m) < || —?ﬁHLm(R)-

)
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Il est intéressant de noter que fondamentalement la finance est un monde discret, et vue
que la solution analytique n’existe pas pour le probleme (2.5), il s’agit donc de résoudre le
tout a I'aide des méthodes numériques. Ces méthodes numériques passent par une discré-

tisation. Parmi les méthodes de discrétisations, on distingue la méthode des élément finis
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et différence finies. Ces méthodes requiérent la transformation du probleme continu en
un probleme discret, d’abord nous procédons a la troncature du probleme a un domaine
borné (voir [10]) dans la premiére section. Dans la section deux, nous utilisons la méthode
f-schéma combiné avec l'approche des éléments finis, ot une discrétisation en temps a
l'aide du #-schéma avant la discrétisation en espace par la méthode des éléments finis.
On introduit ensuite une discrétisation en utilisant la méthode des différences finies dans
la sections trois. On conclut ce chapitre par des résultats de convergence de la solution

discreéte.

3.1 Localisation a domaine borné

Le probleme (2.10) est donné sur R, afin de discrétiser ce dernier, on ramene le probleme
(2.10) sur un intervalle |—[,+I[ ou | est une constante bien choisit (voir [26]). Et on est
amené a imposé une condition au bord de type de Dirichlet. Cette procédure a été ap-
prouvée par P. Jaillet, B. Lapeyre, D. Lamberton (voir [10], [23]). Ce résultat nous permet,
au lieu de calculer u solution de (2.6) sur R, il suffit de la calculer sur Q2 = |—[,+[[. Ainsi,
nous obtenons un probleme d’inéquation parabolique avec une condition au bord de type

Dirichlet s’écrit :

ou
a —Au > O,
u >, (3.1)
ou
<&—AU> (u—1) =0,

pour t € (0,7 et z € Q, avec la condition initial

u(z,0) =9y (x), v €Q,
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avec condition au bord Dirichlet :
u(t,x) =9 (z),z € . (3.2)
Une intégration par parties nous permet d’écrire, pour u,v € D (Q)
(Au,v) = —a(u,v).

Posons

+ auav + 9y +
(u,v) = 2 /l axax /—l 87de+7“/! uvdz.

La formulation variationnelle du probleme (3.1) peut, alors, étre écrite sous forme (voir
[29]) :

Trouver u GLQ([O,T},V),(ZL € L*([0,T),H) tel que u € Ky

<?97Z>U_U> +a(u,v—u) =0, pour tout v € Ky, (3:3)

avec la condition initiale

u(0,2) =9 (x), (3.4)

et
Kyp={v|veVq, v>ysurQetu(t,r) =1 (), sur 0Q}. (3.5)

3.2 Discrétisation du probleme par la méthode des éléments
finis

Pour calculer une solution approchée de (3.3), nous procédons a une discrétisation en

temps a l'aide du 0 — schéma et la discrétisation en espace par élément finis.
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3.2.1 Discrétisation en temps

T
Subdivisions de l'intervalle [0,7], en N sous intervalle de longueur égale £ = —. Posons

N
ensuite t,, =nk,0<n <N, etu" =u(t,). Alors

<un+1__un

’ U — ue””l) +a (ue’”ﬂ, v— uem’H) >0, pour tout v € ICy, (3.6)

uf " = gu 4 (1-6)u”, (37)

avec

IS
o

I
<

3.2.2 Discrétisation en espace

Considérons la subdivisions de l'intervalle {2 en m + 1 sous intervalle de méme longueur
h= rriltl Soit z; = —l+ih, 0<i<m+1, etuy = (u,... ,um)T désigne le vecteur d’ap-
proximation de la solution u(¢,z) par rapport a l'instant ¢ et la position . Soit V}, sous-
espace vectoriel engendré par des fonctions de base a support minimal, c’est-a-dire, elle
doivent étre non nulles sur un nombre minimal de sous-intervalle. Cette propriété est vé-

rifiée par les fonctions de base suivantes, appelées fonctions chapeaux, voir la figure (3.1)
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e .
Tt six € [xi_1,mi],

¢z(x): xi+2_x six € [l‘i,l‘i+1], yi=1--
0 sinon.

Les fonctions (3.11) sont telles que

1 sii=j,

0 sinon.

i () = bij = {

09l / \ / \
0.8 / \ “ \
orf ;/ “ / \

06

A AR

03 / | \
ol \ \
0.1H “/ \ /
| v‘/ \v/ \'
0.2 03 0.4 05 0;; 07 08 09

FIGURE 3.1 — Fonction de base linéaire.

Pour tout vy, € V3, on a

vp(x) = i VP, j (),
j=1

vp(z) = Z"Uj%,j(x)’
j=1

, M.

32

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Chapitre 3. Probléme discret 33

avec

1 .

E S1x € [xi_l,l‘i],

"1 .

;(.T): 7 sie [Ii,IH_l], ’ Z:L"' y 1. (311)

0 sinon.

Définissons
(un,vn)), = /Uhvhdl" , Vup,vp € Vg,
0

et

ol = \/(Uh7vh)h:|vh|L2(Q)’

1
don| |
o))

ox

2
lonll, = |:|Uh|L2(Q)+
Nous savons que

[rlp, < llowlly, , Yon € Vi

Selon (3.10), alors (voir [30])

C
[onllp, < 70|'vh!h , Vo, € V. (3.12)

Par ailleurs, on approche K, définit en (3.5) par

Kn={vy | v € Vi, v, > Yy ppsur Qetvg =0, vyq1 =9 (=1)}.
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Le probleme discret est : trouver u € Ky, tel que

uptt — ! 0,n+1 On+1 On+1
hT (I +ay, ( w vy — Uy )20, Yo, € Ky, (3.13)

up ™ = 0w+ (1),

avec

Nous définissons pour tout uy, et v, € Vj,

+ 8uh 8vh + 9 +
ap, uh,vh 2 (3.%‘ ax —B/ 7Uhd$—|-7“/l upvpde,

la forme bilinéaire associée a cet opérateur

0—72872_}_62 _
2 Ox? "

An= ox

I est évident, par une intégration par parties, que :

(Apu,v) = —ap (up,vp) .
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3.2.3 Forme matricielle

L'inéquation variationnelle parabolique discrete (3.13) est vérifie pour vj, = uz ML g >,

ce qui donne

nJrl u n
(’Lkh,@)m (un™ " 0) > 0, (3.14)

ou encore

(= ufta ) + kg ()™, 65) >0, (3.15)
en utilisant (3.7) et (3.9)-(3.10)

m

i [(65,0i) +kOan (5,00 uf ™ =" [(¢5,0i) +k (1—0) an(¢j,0)] uf >0.  (3.16)

J=1

Posons

Rij = an(9j,9i).

la matrices de rigidité R = (R; ;) et la matrice masse M = (/; ;).

Le probléme a résoudre, a chaque pas de temps, est donc : trouver /™! € Ky,

((M+k0R) nH_ (M =k (1—6)R)u},vp —u;;H) > 0, Yoy, € Ky, (3.17)

avec la condition initial u) = .



Chapitre 3. Probléme discret 36

Construction des matrices M et R

Le calcul des coefficients des matrices M et R se fait sur chaque intervalle [z;, ;1]

Les éléments diagonaux de la matrice de rigidité R

2

Ri; = ah(cbz‘,cbi):%/

Ti4+1 (¢;> 2 (x) do — 6 /ﬂci+1 qb; ¢Z (:1:) d Yy /xw:l qb? (x) dx,

Ti—1 Ti—1 Ti—

2 x;

R = 5[ (@) @do=5[" dhoi@dosr [ Ha)da

Ti—1 Ti—1
I
02 Ti+1 2 Ti+1 Tit+1
+—/ () (@) de - ¢;¢,-(x)dx+r/ 62 (z) da.
2 Ja T i
II
Pour I, nous posons z =z — x;_1
2 hq h h 52
o z z
I = ? 0 ﬁdz—ﬁ/o ﬁdz—kr 0 ﬁdz
2 h
_ o _ B rh
2h 2 3
Pour II, nous posons z = x — x;
2 hq h h 52
o z z
a2 B rh
BETAEAE)
2
h
Ry = I+11="24""
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Les éléments hors diagonaux de la matrice de rigidité R

Riiv1 = ap(div1,0i) = 5 /UC+ G 1 05 (@) da — 5/ z+1¢i($)d$+7“/xi+1 biv1¢; () dx.

Ty

Nous posons z = z — z;, alors

o SLOG L Q) L6

Z)dz

De méme pour

Riotg = an(0i0im1) = / Sy (@)dr =3 [ oo @drtr [ 6o (@)de

o2 B h

Notations. Soit

a_1 = —%jt +r6 (3.18)
o2 rh
_ 2o 1
agp A + 3 (3.19)
a2 h
T 5—1—7"6. (3.20)
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La matrice de rigidité peut étre calculée d"une maniere explicite

a—1 ao al
a_1 Qg al

a_1 ao al

a1 ap ai

Nous suivons le méme principe du calculer pour déterminer les éléments diagonaux de

la matrice de masse M

et les éléments hors diagonaux de la matrice de masse M

Tit+1 h
M; i+1 =/ Giy10i(v)dr = i

Ti—1

La matrice de masse est
1 4 1
1 4 1
M:E .. ERmx(m+2)
6 . . .
1 4 1
1 4 1

Nous remarquons que les matrices de rigidité et de masse R et M différent de celles intro-
duites dans le papier de L. Feng, V. Linestsky, ].L. Morales et J. Nocedal [13]. La technique
d’assemblage des matrices de masse et de rigidité sont inespérées dans [31, 32]. Pour le
moment, une fois calculés les matrices de rigidité R et de masse M, il faut les modifier,
pour prendre en considération les conditions aux limites Dirichlet.

Nous devons donc supprimer la premiere et derniere colonne, conduisant a des matrices
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restreintes R, et M.

ag ap O 0 4 1 0 0
a_1 ag a1 1 4
R:=| 0 0 ,Mrzlg 0 0 | e R™™
a_1 ap ai o1 401
0O -+ 0 a-1 ag o -+ 0 1 4

39

En utilisant les conditions aux bords de Dirichlet définit en (3.5), nous fixons un vecteur

nul g € R, excepté la premiere composante, g; = ka_11 (—!). Ensuite, pour chaque pas

de temps, nous devons résoudre le systeme :
M, +kORy) u?H — (My —k (1= 0)Rp)ull + g, v, —u 1) > 0,V € K,
h h h

avec la condition initial u?l =y,

De (3.21) pour uj connu on calcul uZ“

— Pour § =0 il correspond au schéma explicite d"Euler.

(1\/I,ru2Jrl — (My —kRy)up +g,v, — uZH) >0,V € Kp,.
— Pour § =1 il correspond au schéma implicite d” Euler.

((Mr +kRy) uZH —Muy +g,vp — uZH) >0,V € Kp,.

— Pour § = 3 il correspond au schéma de Crank-Nicolson .

k k
((Mr + 2Rr> uptt — (Mr - 2Rr> up + g,vp — UZH) > 0,Vup, € Kp,

(3.21)

(3.22)

(3.23)

. (3.24)
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Nous posons B = (M, + k6R,), est une matrice tridiagonale de taille m x m

b ¢ 0 0
a b ¢ 0
B=1| 0 ,
a b c
0 0 a b
avec
4 h
b = apkf+ o (3.25)
h
¢ = a1 kf+ & (3.26)
h
a = a_1k0+ 5 (3.27)

et d”= (M, —k(1—60)Ry)ull —g € R™.

La nouvelle forme d’écriture du probleme original (3.1) comme un probleme de complé-
mentarité linéaire discrétisée (LCP), en utilisant la proposition 1.3.1, s’écrit :
+1
Buy™ > d",
uptt > gy, (3.28)

(B UZ’+1 . dn) (u;LH—l . 1/1h> — 0,

pourn = 0, ..., N.
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Remarque 3.2.1 Les conditions aux bords de Dirichlet sont supposées pour 1'option amé-
ricaine "put". On fait la méme chose pour I'option "call", en tenant compte de ces modifi-

cations de

Kp, = {vn | vn € Vi, v > 4y, pp sur Q et vg = (+1),vms1 =0},

et le vecteur nul g € R" sauf la derniere composante g, = ka1v (+1).

Le probleme discret associé aux options européennes, s’écrit :
Bupt! =d”,

avec u% =Yy,

Remarque 3.2.2 On peut remplacer les conditions aux limites de Dirichlet par des condi-

tions aux limites de Neumann suivantes

ou
%(il,t) =0

Les matrices de masse et de rigidité s’écrivent comme suit

R— € RM+2)x (m+2)
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M2 | e pm2x(m2)

Les entrées de la matrice R sont définis en (3.18), (3.19) et (3.20).

3.3 Discrétisation par la méthode des différences finies

Le but de cet section est de souligner la différence dans la justification de la méthode
de Brennan et Schwartz pour la méthode des éléments finis et celle de différences finies
introduite par P. Jaillet, B. Lapeyre et D. Lambertan [10]. L'approximation de (3.1) par dif-
férences finies consiste a subdiviser les intervalles [0,7] et 2 en N et m+ 1 sous intervalles

de longueurs respectives

T 2l
k=—, h=—""
N m+1
Posons t, = nk, x; = —l+ih, et u}! = u(t,,z;) pourn=1, .., Neti=1, ..., m. Nous rem-

plagons par la suite les dérivées partielles par des approximations d’ordre un ou deux en
utilisant la formule de Taylor. Pour des résultats théoriques complet sur ’'approximation
par différences finies voir [33, 32, 31]. Nous avons déja vu comment discrétiser les déri-
vées partielle en temps dans la section précédente. Il nous reste donc I’'approximation de

'opérateur A est donné par (voir [30, 34]), si uy, = (”%) Liem

o

Chan); = gy (o7 =2 ) g (a7 )

7
2h?
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On procede par récurrence : pour v} donné, on calcule u?*! en résolvant le probleme de
h h

complémentarité linéaire suivant :

1
uptt >y, (3.29)
utl —
< h p h _Ahuz—l—G) (UZ—H _¢> =0,

avec la condition initial

u2:¢h(x), x €,

avec condition au bord Dirichlet :

uy = 1y, sur S (3.30)
En posant
b ¢ 0 -0
a b ¢
Ap, = 0 |,
a b ¢
0 0 a b
avec
N k o2 k
~ k o2
ko2 k
R R (3.33)
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Si nous utilisons les conditions de Neumann, la matrice a la forme [20]

b+a ¢ 0 0
a b ¢
Ap = 0O . . .0 ,
a b e
0 0 a b+é

Le probleme de complémentarité linéaire a résoudre pour chaque pas du temps est :

T+ kOA) uf ™ — Tk (1-0)Ap)uf +9 >0,
U;LH_]' 2 w}w (334:)
((T+EOAR) up™ = (T—k (1-0) Ap)uj +g) (up ™ =) =0,

avec la condition initial

u(f)L:thC)v era

ou I est la matrice d’identité et g est définit de la méme facon que dans la méthode des

éléments finis.

3.4 Convergence de la solution du probléme discret

Vue que la solution analytique ne s’offre pas; pour le probleme (3.1); alors on se contente
de la solution approchée. C’est pour quoi on va étudier la convergence de la solution

approchée. On remarque que la forme bilinéaire discrete aj, (uy,,v;,) est bornée, c’est-a-dire

lap (uh,vh)\h <, HuhHh thHh , pour uy et vy € Vp, (3.35)
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avec C’a:3(02+\5|—|—7“).

De la définition de aj, (up,,vy), et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

2
g 8uh 8vh 8uh
2 |0z |, |0z hHﬂl 5 h|Uh!h+7“\Uh|hlvh\h

3(0% +181+7) lunlly lonlly

|ah (uhavh)|h <

IA

On introduit le lemme suivant, il nous permet d’assurer l’existence et 1'unicité de la solu-

tion du probleme discret.

Lemme 3.4.1 Il existe deux réels strictement positifs p et 7y tel que :

9 9
ap, (up,up) + plup|” > ||lug|

Nous reprenons les mémes techniques que dans [10, 23], pour prouver le lemme 3.4.1.

Preuve. En utilisant la définition de ay, (u,u) et >0

2

g
ap, (up,up) > 5 (

2 2
[unlli = lunls) = 18] lunlly lunll, -

En posant p = |f| et77="72>0,ona:

2 2
ap (un;un) 2 0 lunlly = pllunlly llunlly, =nlualy, -
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D’ou pour tout p > 0

2 2 2
ap (un,un) + plunly, = nllunlly, = wllunlly funlly + o =) funly

Il suffit de choisir v = ¥ et p tel que la forme quadratique

7
(2,y) — 5562 — pzy+ (p—n)y?,

soit positif. On remarque que ce p existe car en utilisant la relation classique a.b < §a2 +

1
2—662.D’0u 5
U 2 N—0ou o % 2
Ly — > 7 —p—1= )
5% pry+(p—n)y” > 5 x+(p n 25>y

12

En prenant 6 = — (car 3 > 0) et p assez grand tel que p—7 — o soit positive. On obtient
n

=13

) 2 M2 2
T2 _ >(p—n—C)2>0.
5% pxy+(p—n)y _<p n 2n>y >

Avant d’annoncer le théoréme qui nous assure la convergence de v} vers v, introduit par
[29, 35]. On impose la condition suivante dite la condition de stabilité (voir [30]). Il existe

une constante 5; > 0, telle que :

2 2
8CGCa kS 5 <o (3.36)

I=(1=0)— 5 35 >

avec Cy et (', sont définis en (3.12) et (3.35).
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Ce résultat suivant assure la convergence de uj vers u (voir [29]).

k
Théoreme 3.4.1 ([29]) Si, 6 € [0,1],pour toush, k — 0O et si, 72 — 0 (la condition (3.36) est
satisfaite). Alors
uj, — u, dans L* ([0,7],L%(9)).

Remarque 3.4.1 D’apres la condition de stabilité (3.36), nous ne pouvons pas assuré que
pour ¢ > oY le schéma est inconditionnellement stable contrairement au cas, pour § = 1
dans (3.36) on peut obtenir des résultats de ce type. Pour les options européennes, selon
le principe de Von Neumann (voir [33]), pour 6 > 3 le schéma est inconditionnellement
stable. C’est pour quoi, dans la justification de 'algorithme de Brennan-Schwartz du cha-

pitre 4, nous allons considéré le cas § = 1.
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