Le probleme de 'inclusion des
automates de Parikh faiblement non
ambigus

8.1 Introduction

8.1.1 Introduction au probléme de I’inclusion

Dans ce chapitre, nous étudions une conséquence algorithmique de la propriété
d’holonomie des séries de comptage des automates de Parikh faiblement non ambigus.
Le probléme de l'inclusion est le probléme de décision suivant :

entrée : deux automates A et B

sortie : est-ce que L(A) C L(B)?

La décidabilité et la complexité de ce probléme dépendent des classes d’automates
dont sont issus A et B. Si A et B sont des automates finis, le probléme est classique-
ment décidable, et est PSPACE-complet [MS72]. Si les automates sont non ambigus,
le probléme est décidable en temps polynomial [SI85], par un argument de comptage
que nous allons développer en détail dans cette introduction. Si A et B sont des
grammaires hors-contextes, ce probléme est indécidable, car I'universalité est déja
indécidable [BHPS61, Theorem 6.2]. Le probléme reste indécidable si A et 3 sont des
grammaires déterministes [GG66, Theorem 5.3], et donc a fortiori si les grammaires
sont non ambigués ([ANO00] fournit une preuve directe dans le cas non ambigu, par
réduction du probleme de correspondance de Post). D’autres variantes ont été étu-
diées, en mélangeant les classes (par exemple si A est une grammaire hors-contexte
quelconque, et B un automate fini, le probléme est EXPTIME-complet [KI92]).

Une approche simple pour aborder le probléme de 'inclusion, d’un point de vue
purement automate, consiste a utiliser ’équivalence suivante :

L(A)CLB)= LA)NLDB) =0,
ou L(B) désigne le complémentaire de £(B). 1l suffit pour décider I'inclusion de
calculer ce complémentaire, lorsque c’est possible, puis de calculer I'intersection,
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et enfin de tester le vide du langage obtenu. Cette approche souffre du recours
a la complémentation : méme dans le cas des automates finis qui sont clos par
complémentaire, cette opération a un coiit exponentiel ; par ailleurs pour des classes
plus compliquées, le calcul du complémentaire n’est pas pas forcément faisable (les
langages algébriques (non ambigus) ne sont pas clos par complémentaire [HU66], et
nous ne savons pas si les automates de Parikh faiblement non ambigus sont clos par
complémentaire). Pour contourner ce probléme, dans le cadre des automates finis
non ambigus, Stearns et Hunt [SI85] ont utilisé plut6t I’équivalence suivante :

L(A) CLB) & LA) N LA NLB) =0.

Mathématiquement, il s’agit exactement de la méme égalité; en effet en utilisant les

lois de De Morgan, £(A) N L(A) N L(B) = L(A) N L(B). Cependant, considérer
'intersection £(.A) N L£(B) est intéressant car I'inclusion £(.A) N L(B) C L(A) est
toujours vraie, avec égalité si et seulement si £(.A) C L(B). Par conséquent, pour
décider le probleme de I'inclusion, il suffit, pour tout n € N, de vérifier qu’il y a
bien autant de mots de longueur n dans L(.A) N L(B) que de mots de longueur n
dans £(.A). Comme A et B sont des automates finis non ambigus, £(.A) N L(B) est
reconnu par un automate fini non ambigu C, obtenu en utilisant la construction
produit. Notons A(z) = >, apa™ et C(z) = ), cpa™ les séries génératrices de
L(A) et L(C) = L(A) N L(B). Le raisonnement par dénombrement de Stearns et
Hunt s’écrit sous la forme :

L(A) C L(B) < VneNa, —c, =0.

La non ambiguité et Pastuce de 'intersection permettent ainsi de remplacer le calcul
des mots d’'un complémentaire, qui nécessite une construction exponentielle, par le
dénombrement des mots de ce complémentaire, qui est bien plus simple. En effet, en
utilisant la non ambiguité des automates, il est possible de montrer que la suite (a,,)
(resp. (cy,)) satisfait une récurrence linéaire a coefficients constants, d’ordre borné
par |Q 4| (resp. |Q4||@QB), ou |Q 4| et |Qp| désignent le nombre d’états de A et B.
Les suites de cette forme sont closes par soustraction, si bien que d,, := a, — ¢,
satisfait une équation de la forme :

1
Vn €N, dyyr = ;(ar—ldn+r—1 +...+ aOdn> ,
T
avec a, # 0, et r < |Qa||Qn| + |Q.4]. Cette égalité implique que (d,) est la suite
nulle si et seulement si ses r premiers termes sont nuls. Stearns et Hunt ont donc
démontré I’équivalence suivante :

E('A) C E(B) < Vn e {07 cees (|QA| + 1)‘QB| - 1}7 ap —cp =0.

11 suffit donc pour résoudre le probléme de I'inclusion de comparer les nombres de
mots acceptés par A et C pour toutes les tailles inférieures a (|Qa| + 1)|@QB| — 1, ce
qui se fait en temps polynomial en la taille de A et de . Stearns et Hunt déduisent
aussi de cet argument que si £(.A) € L(B), alors il existe un mot w de longueur
plus petite que |Q4]|@5| + |Q.4], tel que w € L(A) mais w ¢ L(B).

Dans ce chapitre, nous cherchons a étendre la méthode de Stearns et Hunt, qui
s’est avérée fructueuse dans le cas des automates finis, aux automates de Parikh non
ambigus. Le probleme est indécidable pour des automates de Parikh quelconques; il
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est co-NEXP-complet pour les automates de Parikh déterministes [FGM19], lorsque
I'ensemble semilinéaire est représenté sous la forme d’une formule de Presburger
existentielle. La décidabilité du probléme de I'inclusion pour les automates de Parikh
faiblement non ambigus peut se déduire des travaux de [CM17] sur la classe RCM,
mais les auteurs ne fournissent pas de borne de complexité, et passent sous silence
la complication due aux racines du polynéme de téte de la récurrence.

Notre but est donc de déterminer une borne np,y (A, B) telle que :

L(A) C L(B) < Vn € {0,. .. nmax(A,B)}, an—cn =0.

Si la méthode de Stearns et Hunt s’adapte aux automates de Parikh faiblement non
ambigus, elle se confronte cependant aux difficultés suivantes :

— les séries génératrices A(x) et C'(x) ne s’obtiennent plus directement & partir
des automates en résolvant un simple systeme linéaire. En effet, ces séries ne
sont plus rationnelles, mais holonomes, et I'opération utilisée pour obtenir leurs
équations différentielles, que ce soit par un produit d’Hadamard ou une diagonale
de série, n’est pas triviale.

— la suite d,, = a,, — ¢, satisfait une équation de récurrence linéaire a coefficients
polynomiaux, et non plus constants, de la forme :

r—1
pr(n)dn—i-r = Zpk(n)dnJrk
k=0

avec p,(n) qui n’est pas le polynéme nul. Les racines du polynéme p,.(n) com-
pliquent le comportement de la suite (d,,) : il ne suffit plus que les r premiers
termes de d,, soient nuls pour que la suite soit nulle. Par exemple, le polynéme
D(z) = 209 satisfait 'équation 1000D(z) — 20, D(x) = 0, et la récurrence
(n — 1000)d,, = 0. 1l est clair que vérifier que dy = 0 ne suffit pas a affirmer
que (d,,) est la suite nulle. Pour pouvoir s’assurer que la suite (d,,) est nulle, il
faut dépasser a la fois ordre de la récurrence et la plus grande racine entiére du
polynéme de téte. Pour borner cette racine, nous devons borner aussi la taille des
coefficients des polynomes de la récurrence.

Ces deux difficultés compliquent considérablement I’analyse du probléme de 'inclu-
sion dans le cas des automates de Parikh faiblement non ambigus.

8.1.2 Introduction a I’algorithme de Lipshitz

Comme nous ’avons vu aux chapitres précédents, la propriété principale pour
démontrer que la série génératrice d’'un automate de Parikh non ambigu est holonome
est la stabilité des séries holonomes par diagonale (ou produit d’Hadamard). Il s’agit
d’une opération non triviale sur les fonctions holonomes, qui est toujours 'objet de
recherche active en calcul formel. La cl6ture des fonctions holonomes par diagonale a
été démontrée par Lipshitz en 1988 [Lip88] ; sa preuve repose sur des séries formelles,
et consiste a interpréter la diagonale d’une série comme une extraction de coefficients.
Cette extraction de coeflicients, du point de vue analyse complexe, avec la formule
de Cauchy, s’exprime sous la forme d’une intégrale (ou période), ce qui a donné lieu
a de nouvelles méthodes de calcul de diagonale, plus récentes et efficaces, fondées
sur le télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]). Nous nous sommes limités dans cette
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thése a l'algorithme historique de Lipshitz [Lip88], qui a 'avantage d’étre facile a
comprendre et a étudier (mais s’avere peu efficace en pratique).

Pour donner une idée du principe de I’algorithme de Lipshitz, nous illustrons son
fonctionnement dans cette introduction, sur un exemple simple. Soit A.x 'automate
de Parikh non ambigu suivant :

C={(n,n) : ne N}

L’automate Ay reconnait les mots de longueur impaire qui ont un a au milieu. Ce
langage est en fait algébrique non ambigu, et sa série génératrice L(v) = 1~ est
méme rationnelle. Regardons comment I’algorithme de Lipshitz permet de trouver
une équation différentielle satisfaite par L(z).

Comme nous ’avons démontré au chapitre 7, en notant A(z, y1,y2) = m
la série multivariée des calculs de I'automate, et C'(y1,y2) = 1—34% la série du se-
milinéaire, la série L(x) s’exprime comme le produit d’'Hadamard A(x, y1,y2) ®
—=C(y1,y2), spécialisé en y; = yo = 1. L’idée de Lipshitz est d’exprimer le produit
d’Hadamard sous la forme d’une extraction de coefficient :

1

U1u2

1
A, y1,52) © T Clyr,42) = [y My '] Az, u1,u2)C(y1/wa, Y2 /u2) -

Méme si nous sortons du monde des séries entiéres en écrivant C'(y; /u1, y2/u2),
des arguments algébriques permettent d’étendre la notion d’holonomie a ce type de
séries formelles. Plutdt que de calculer ce produit d’Hadamard en trois variables, pour
évaluer deux variables a 1 ensuite, nous effectuons la substitution avant 'extraction
de coefficient (nous justifierons dans la suite que nous avons le droit de le faire, et
que les objets considérés sont bien définis). Ainsi :

L(z) = [uy tug ] —— Az, ur, u2)Clur b ug b -

ULu2
Pour que les calculs restent raisonnables dans cette introduction, nous simplifions
encore cette formule. En remarquant que la contrainte du semilinéaire demande
I’égalité des exposants des variables y; et y2, qui s’exprime déja par une extraction
de coeflicient bien choisie, nous pouvons vérifier simplement que :

L(z) = [y Y3 A@yy ™) =y ] -

(1 —2zy)(y —22)

Remarque 8.1.

» Cette formule a une interprétation simple si on considére une généralisation
équivalente aux automates de Parikh faiblement non ambigus, avec des vecteurs
dans Z? (sans contrainte de positivité sur les vecteurs étiquetant les calculs). Ainsi
I'automate suivant reconnait le méme langage que Ay :

a,b (1) a,b(~1)

a(0)
~(O——Q

C = {0}
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et la série des calculs finaux de cet automate est bien A(x,y,y ). <

Nous posons F' = g avec P = x et Q = (1 — 2zy)(y — 2z). L’argument de
Lipshitz consiste a remarquer que si on arrive a trouver une équation différentielle
pour F' de la forme :

Zpi(:c, ax)aéF(:c,y) =0

=10

avec les p; des opérateurs différentiels, qui ne dépendent pas de y, et p;,(x,05) # 0,
alors pj, (z,0,)L(z) = 0.

La preuve de Lipshitz dit, par un argument de dimension, qu’il est toujours possible
de trouver une telle équation pour F, en considérant la famille des polynémes
QN H%%F avec i + j < N, pour des valeurs croissantes de IN. Vérifions-le sur
notre exemple : pour N = 3, nous demandons a Maple de résoudre le systéme
suivant dans Q(x) :

MQ'F 4+ XQ 0, F + A3Q 0, F + MQ 02 F + X5Q" 0,0, F + X6Q"02F = 0.

Nous trouvons alors la relation de dépendance suivante (le gras est juste utilisé pour
rendre ’équation plus lisible) :

0=16 (42 + 3) 2'Q*9, F
+22° (22— 1) 2z +1) (42 +1) Q*02F
+(2z-1)(2z+1) (162" + 162 + 1) Q*9, F
v (422 +1) 2z -1 22 +1)2Q40,8,F

En extrayant le coefficient de plus petit degré en J, (les deux premieres lignes),
puis en divisant par 223Q*, nous obtenons I’équation différentielle suivante satisfaite
par L(z) :

2z —1)(2z+1) (42> + 1) 92L(z) + 8z (42> + 3) 0, L(z) = 0.

On vérifie facilement que L(z) = —7— est bien solution de cette équation dif-
férentielle. On remarque que la méthode de Lipshitz ne donne pas une équation
minimale satisfaite par L(z); en effet, en tant que fraction rationnelle, L(z) vérifie

une équation du premier ordre :
x(1 —22)(1 + 22)0, L(z) — (1 + 42?)L(z) = 0.

Nous avons ainsi vu dans cet exemple introductif que la méthode de Lipshitz peut
se résumer a trouver une relation de dépendance sur des polyndémes bien choisis,
obtenus en dérivant une fraction rationnelle issue d’un automate. Une partie centrale
de ce chapitre consiste ainsi a analyser cet algorithme de Lipshitz, afin d’obtenir
des bornes sur les degrés, ordre et surtout la taille des coefficients de I’équation
différentielle satisfaite par la série génératrice d'un automate de Parikh non ambigu.

Nous rappelons enfin que I’idée de ce chapitre n’est pas d’implémenter [’algorithme
de Lisphitz, ni d’autres algorithmes de calcul formel pour résoudre le probleme de
Iinclusion. Nous cherchons juste a obtenir des bornes sur les tailles des équations
différentielles en jeu, pour répondre au probléme de I'inclusion par une simple
énumération de mots reconnus par les automates.
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8.1.3 Cadre de travail, notations, et plan du chapitre

Dans la suite de ce chapitre, un automate de Parikh faiblement inambigu de
dimension d > 1 est donné sous la forme d’un tuple A = (X, Q, q7, F,C, A) ou
on rappelle que X est 'alphabet, () 'ensemble d’états, q; € ) I’état initial, F' C @)
I’ensemble des états finaux, C' C N son ensemble semilinéaire d’acceptation, et
A C Q x (¥ x N%) x @ la relation de transition. On suppose que C' est donné sous
une forme inambigué C' = W_, ¢; + P
Définition 8.2 (Taille d’'un automate de Parikh faiblement inambiguy).

» Nous introduisons les notations suivantes pour quantifier la taille de A :

— on désigne par |A| := |Q| + |A] +p + >, | P;| la taille unaire de A;

— pour j € [d], on note ||A||; ~ la valeur maximale qui apparait en coordonnée j
dans les vecteurs de A, des P; et des ¢; ;

— onnote || A||oc = max; ||Al|;cc la coordonnée maximale qui apparait dans toutes
les composantes des vecteurs de A, des P; et des ¢;;

— on notera, pour q € @, deggut le nombre de transitions sortantes de 1’état q.

<«

Les sections 8.2 et 8.3 sont dédiées au calcul de la série génératrice d’'un automate
de Parikh non ambigu, en bornant notamment les coefficients de leur équation
différentielle. Le résultat principal de ces deux sections est résumé dans la proposition
suivante :

Proposition 8.3 (Taille de I’équation différentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).

» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation différentielle linéaire de la forme :

qs(x)0; L(x) 4+ -+ - + qo(x)L(x) =0,
avec s < (d| Al || A]|o0) P, et pour tout i € [0, s,
deg(q:) < (d]A] [[A]l0) O,
log [|gill1 < (d|A][|A]| o)) .
|

Ensuite, la section 8.4 exploite les majorations obtenues précédemment pour borner
la taille du mot minimal qui témoigne de la non inclusion des langages £(.A) et L(B);
les deux résultat principaux de cette section sont les suivants :

Théoreme 8.4 (Taille du plus petit témoin de non inclusion).
» Si L£(A) n’est pas inclus dans £(B), alors il existe un mot w qui soit dans £(.A)
mais pas dans £(B) tel que :

] < (M)

avec d = d4 + dp, et M = | A||B| max(||Al| o, || Blso)- <

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du probléme de I’inclusion).
» Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions d 4 et dp. On peut décider le probléme de I'inclusion L(.A) C L(B) en temps

2 0,
227 I o8 d = da + dp et M = | A] |B] max (|| Alloo, |1 B]|o)- <
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8.2 Séries génératrices rationnelles associées a un
automate de Parikh

8.2.1 Notations, bornes sur les déterminants, regle de Cramer

Dans ce chapitre, nous allons travailler avec des polynémes multivariés a coef-
ficients rationnels, c’est-a-dire des éléments de Q[x1, ..., x,]. On note a € N" le
multi-indice (a1, .. ., o) et z le mondme z* =[], x;". Le degré total de z™ est
définipar ) ;" ; v;, mais dans la suite nous allons principalement travailler avec les de-
grés partiels donnés par le multi-indice, et le degré maximal deg,,, () = max]" ; ;.

On rappelle qu’un polynéme non nul P de Q[z1,...,x,] est une combinaison
linéaire finie de mon6mes sur Q

P= Z Aoz,

aeSupp(P)

ot Supp(P) est un ensemble fini de multi-indices, vérifiant Ao # 0 pour tout
a € Supp(P). L’ensemble Supp(P) est appelé le support monomial de P. On note

$(P) = card(Supp(P)) .
Le degré total de P, deg(P), est le degré maximal de ses mondmes :
deg(P) = max {deg(z%) : a € Supp(P)}.

Le degré partiel de P par rapport a x;, noté deg, (P), est la plus grande i-ieme
composante des tuples de Supp(P) : autrement dit il s’agit du degré de P vu comme
un polyndéme en x;.

Le degré maximal d’un polyndéme est le maximum des degrés maximaux de ses
monomes :

deg,(P) = max {deg,, (¢%) : v € Supp(P)} = max(degy, (P)).

On utilisera les normes classiques suivantes sur les polyndémes de Q[z1, ..., z,] :

IPlv="3" Pal et [Ple=_max Xl
a€eSupp(P) PP

On obtient facilement la relation suivante :
n
1Pl < s(P)|[Pllo < [IP]loo [ J(deg,, (P)+1) < (deg,,(P)+1)"||Plloc , (8.1)
i=1

et ces inégalités sont des égalités pour le polynéme P = Zae[d]” x®, car alors
[Pl = (d+1)"

Lemme 8.6 (Produit).
» Si P et ) sont des polyndmes de Q[z1, ..., x,], alors

1PQlloo < [I1Pllool|@llt < 1PL]IQf11 et PRIl < IP[L]IQI]1 - <
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Démonstration. Onnote P = > Aq2® et Q = > pgaP. Alors PQ = Y c,27 avec
vl = 1 X aspry Aattpl S [Plloc 2oasg—y 18l < [[Pllool|Ql1- L'autre inégalité
vient du fait que || Pl < || P|1-

Remarquons que la premiére inégalité est atteinte pour P = Q = > acldr x%,
car on a alors || P?||oo = (d +1)" = || P||;.
Enfin, PQ = Y-, Y Aakpr® P, dou ||PQIl1 < Xg Nal g lusl = IP[1]1Q]1.

|
Lemme 8.7 (Borne polynomiale simple).
» Soit A une matrice p x p dont les coefficients sont des polynomes de Q[z1, . . ., Zy].
Alors
p P
[det(A)[r < T D IAisl-
i=1 j=1
|
Démonstration. Par deﬁmtlon du déterminant : ) .
| det(A)]1 < Y H Aol < D [T1Aienlh =TI 14l
0€6y i=1 o:[1,p]—=[1,p] i=1 i=1j=1
|

Remarque 8.8 (Borne d’Hadamard).
» Nous pouvons prouver une borne plus fine sur les déterminants, a partir des
bornes d’Hadamard, en utilisant la norme 2 du déterminant :

[ det(A)]}2 < H ZHA,JH2

Cette formule se démontre en adaptant la preuve de [GG74], qui porte sur C[z], aux
polynémes multivariés; une borne similaire apparait dans [EP05, Lemma 3.1] et,
dans un contexte différent, dans [Bro71, Eq. (21)] (sans preuve). Cependant, la norme
1 intervient plus naturellement dans ’analyse du probléme, et nous ne sommes pas
arrivés a tirer pleinement parti de cette borne plus fine : nous finissions par borner
la somme des carrés par le carré de la somme, ce qui revient a utiliser la borne du
Lemme 8.7. <

Un mineur d’ordre m d’une matrice m X n avec m < n est un sous-déterminant
de la matrice, obtenu en sélectionnant m colonnes de A. La proposition suivante
permet d’exprimer les solutions d’un systéme linéaire a I’aide de déterminants :

Proposition 8.9 (Formules de Cramer).
» Soit K un corps quelconque.

a. Soit A une matrice n X n inversible a coefficients dans K, b et v deux vecteurs
de K™ tels que Av = b. Alors pour tout i € [1,n], v; = C}f;tt(éf)) ou A; désigne la

matrice obtenue a partir de A en remplacant sa i-iéme colonne par le vecteur b.

b. Soit A une matrice m X n a coefficients dans K ou m < n. Il existe un vecteur
v € K™\ {0} dont les coordonnées sont des mineurs ou des opposés de mineurs
de A d’ordre m, tel que Av =0

<
Démonstration. Voir [AADM17] et [Kau14].
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8.2.2 Séries génératrices des calculs de ’automate et du semilinéaire

Définition 8.10 (Séries génératrices associées a I'automate).
» On définit dans un premier temps deux séries associées a un automate de Parikh :

— La série (multivariée) des calculs de A, notée A(x,y1,...,yq), est définie par :
A(xaylw"ayd) = Z a’(n v)xnyi}l '”ysda
neN,veNd

ou a(n,v) compte le nombre de calculs de A de longueur n, partant de I’état
initial, finissant dans un état final, et étiquetés par le vecteur v. Comme on suppose
qu’aucune transition n’est étiquetée par ¢, a(n, v) est bien fini pour tout n € N
etv € N4,

— La série génératrice du semilinéaire C' est définie par

C<y17"'7yd): Zyi)lysd

veC
|
Remarque 8.11 (Notation condensée).
» Nous utiliserons les notations y := (y1,...,yq) et y¥ = yi* -+ -y °. |
Lemme 8.12 (Série génératrice des calculs).
» La série des calculs A(x,y1,...,yq) est égale a une fraction %, ou R et S sont
deux polynémes de Z[x, y1, . . ., yq] vérifiant :
deg:r( ) < |QA| -1 degw(s) < |Q.A|
Vi € [d], deg,, (R) < (|Qal —1) deg,, (5) < [QulllAllico
IRl < IRIL < |F| TT (1 +deg°“t) ISlloe < IS < T (1 + degg™)
q€QA q€QA

Démonstration. Pour tout état ¢ € () 4, on considere la série

Q(xv Y1, .- 7yd) = Z a’q(nv ’U)xnyvl yd )
neN,veNd

ou a4(n,v) décompte le nombre de calculs de longueur n depuis I'état ¢ jusqu’a un
état final, étiquetés par le vecteur v. En particulier, la série génératrice A(x, y1, - . ., Yq)
des calculs de A est égale a g7 (x, y1, - - ., Yd)-

Pour tout état ¢, nous avons classiquement 1’égalité :

Q(x7y17"‘7yd) :quF]]+ Z 'ry’ijl'”yzd'q/(xaylw"ayd)?
(¢;(a,v),q)€A

ou [P] = 1 sila propriété P est vraie et [P] = 0 sinon.
Par conséquent, le vecteur de séries génératrices ¢ = (q(z,y1,...,Yd))qeq
vérifie I'équation :

q=xMq+ f,
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ou f = ([q € F])qeq 4> et M est une matrice |Q 4| % |Q 4| de polynémes, définie

par Mg g (Y1, ¥a) = X (g (aw).qrea ¥l " y5¢ pour tout ¢ et ¢’ dans Q 4. En
particulier, pour tout ¢ € Q 4,

> Mgl =dgt.

7EQA

Le vecteur q satisfait ’équation (Id — zM)q = f. La matrice Id — zM est
inversible dans le corps des fractions rationnelles Q(z, y1, . . ., y4). En effet, det(Id —
M)(z,y1, ..., yq) estun polyndme non nul car det(Id—zM)(0,...,0) = det(I) =
1. Par les formules de Cramer (Proposition 8.9) :

R(‘T’yh o )yd)
A‘T7y17"'7yd :qI x7y17"'7yd = Y
( ) ( ) S(q"ayl)"'ayd)
avec R(z,y1,...,yq) = det(M’), o M’ est la matrice obtenue en remplacant la

colonne numéro g; de Id—x M par le vecteur f,et S(z,y1,...,yq) = det(Id—axM).
Remarquons alors que pour ¢ € Q 4 :

3 I(1d — aM)g = 1+ degl®
qI€EQA

avec le 1 qui vient de I'identité. Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 4 la matrice
Id — x M, on obtient

IS]lse < IS0 < T (1 + degg™).
qeQ A

Par définition du déterminant, chaque terme de .S est une combinaison linéaire de
produits de |Q 4| polyndmes, de degré maximal 1 en z, et de degré maximal || A||; o
en y;, donc deg,, (5) < |Qal et deg,, (5) < [QualllAli 0

En développant le déterminant de M’ selon la premiére colonne f, et en appliquant
la borne du Lemme 8.7 aux sous-déterminants, nous obtenons la formule suivante :

IRl < Y IT X l@a—aM)gqls.

qafE€F q#qr ' #q1

Trivialement, Y  [[(Id — 2M)g gl < > [(Td—2M)g gl =1+ degd™.
q'#aqr 7'€Qa
Et H (1+degf™) < H (1 + deg""), car (1+ deggjft) > 1. Ainsi :
a7#qs q€Qa

IRl < IR[ly < |F| T (14 degg™).
q€Q A

Exemple 8.13.

» Tout au long de cette section et de la suivante, nous illustrons les résultats des
différentes propositions sur I’automate A¢y de 'introduction. Nous rappelons que
Aex est Pautomate suivant, qui reconnait les mots de longueur impaire qui ont un a
au milieu :
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Réécrivons le semilinéaire sous la forme voulue C' = 0 + {(1,1)}*. Dans ces condi-
tions :

—d=2

— A =2+3+14+1=T;

— [Mexll1,00 = [[exll2,00 = [Aexlloc = 13

— deg"“t =3Jet deg"“t =2. <

Nous obtenons alors le systéme suivant pour les séries génératrices des calculs :

qo(x, Y1, y2) = 2xy1q0(x, Y1, y2) + 2q1 (2, Y1, Y2)
a(z,y1,y2) = 2zy2q1(z, 91, 92) + 1

qui s’écrit sous la forme matricielle :

(1 — 2z, -z > ] <QO($,?/17?J2)> _ <0>
0 1 —2xys a1 (x, y1,92) 1)’

et avec les formules de Cramer nous avons A(x, y1,y2) = % avec

|0 -r | |1 =2y A B
R = ‘1 | 2uys| = et S= ’ 0 | 2uys| = (1—2zy1)(1—2xys) .
Et nous vérifons bien les inégalités :
degI(R) = 1 < ‘Q-Aex - 1 = 1 degm(s) = 2 < |Q~Aex| = 2
degy, (R) = 0 < (|Quau| = Dl[Aexllio =1 degy, (5) =1 < |Qa[l[Aexl[1,00 = 2
degy, (R) = 0 < (|Quu| = Dl[Aell2co =1 degy, (5) = 1 < |Qa ][ Aex]l2,00 = 2
IRl =1<|F| J] (1+degg™)=12 ISl =9< J] (1+degg™)=12
qu.Aex qEQ-Aex

Remarque 8.14.

» En utilisant la définition du déterminant det(Id — 2 M) comme une somme portant
sur toutes les permutations s de () 4, nous pouvons interpréter la décomposition de
s en produits de cycles disjoints en termes de cycles dans ’automate, pour borner
plus finement le degré de R et de S. Soit 7 € [d], pour tout cycle o élémentaire de A,
; la somme des i-iémes composantes

des vecteurs des transitions empruntées dans le cycle o.
En notant € I'ensemble des cycles élémentaires de A et P.(€2) 'ensemble des
parties de €2 composées de cycles qui ne passent par aucun état en commun, alors

deg, (5) < max ol;.
() Xem(sz);(‘ |

Cette interprétation du déterminant avec des cycles dans un graphe est un cas
particulier de la formule plus générale de Lindstrom-Gessel-Viennot [GV89]. Nous
n’aurons pas besoin d’étre aussi précis cependant. Cette borne implique celle que
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nous avons trouvée plus haut : pour tout cycle élémentaire o, < || Alli,00]o] 011
|o| est le nombre d’états par lequel passe le cycle élémentaire. Comme les cycles sont
élémentaires et ne passent par aucun état en commun, Y .y |o]; < [Qall[Alli 00

<

Lemme 8.15 (Série génératrice du semilinéaire).

» On rappelle que le semilinéaire est donné sous une forme non ambigué C' =

WP_, ¢; + P;. Alors la série génératrice de C' s’écrit sous la forme d’une fraction
— o .

C(y) = o2 avec:

Vi € [d], deg,, (Po) < +E|P\ [Allico  degy, (Qc) < Z!P| [ A]i,00
7=1
1Pl < p2t= ™ IQclh < g
<
p Y
Démonstration. Par non-ambiguité, C(y) = Z ——————. En mettant au

i=1 H’UEPZ(]‘ - y’U)

méme dénominateur, on obtient C(y) = S—g avec :

re=3 T II0-v) @ eo-TTT0-v")

Jj#iveEP; i=1vePR;

Ainsi deg,, (Po) < (1+ 25 [Bi)[[Allico et deg,, (Qo) < (325 [P Allise
pour tout i € [d].

vePi(l - yv)Hoo =1, et HuePl(l -y =
IP'I
5([Tpep,(1—y?) =27

Ainsi ||Qc|l1 < < 9%z |7l et ||[Pollr < 102Z

8.3 Série génératrice d’un automate de Parikh
faiblement non ambigu

8.3.1 Préparation de la série génératrice a ’algorithme de Lipshitz

Un des objectifs de ce chapitre est de fournir des bornes sur les degrés et les normes
des coeflicients des polynémes qui apparaissent dans 1’équation différentielle satis-
faite par la série génératrice du langage de A. Pour cela nous décrivons rapidement
dans un premier temps 'approche de Lipshitz [Lip88], qui consiste a introduire la
fonction :

F(x,yau)zA(x,ul,...,ud)-C(yl,... yd)

Up -+ - Uqg Ui Ud

Si cette opération s’interpréte bien du c6té des fractions rationnelles, il faut vérifier
qu’elle ait bien un sens dans celui des séries, car nous quittons I’anneau des séries
formelles Q|x, y, u] : la substitution y; Z—i dans la série de C introduit une infinité
de monodmes a exposants négatifs. Lipshitz se place en fait dans ’ensemble M des
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sommes infinies formelles de la forme :

G= E a(n,,j)z"y'u?
neN,ieN? jez4
i1+j1>—k
iqtja=—k

ou k est une constante qui dépend de G. L’algorithme de Lipshitz repose sur les
propriétés suivantes de I’ensemble M :

— M estun Q[z, y, u|-module (au sens ot pour tous G, G’ € M, etp € Qlz,y, u],
G+ G e MetpG e M)

— M est stable par dérivation (sit € {z,y1,...,Yd,u1,...,uq} et G € M, alors
0,G € M, ou 0;GG désigne la dérivation formelle terme a terme de G).

— enfin, sip € Q[z,y,u] et G € M sont tels que p # 0 et pG = 0, alors G = 0.

L’étude de F'(z,y, u) est alors justifiée par 1’égalité suivante :

1 _ _
A(xvylu"'vyd)GEC(ylw"uyd) = [ull'”udl] F(J:,y,u),

Pextraction de coefficients ayant bien un sens par la définition de M. Multiplier par
L dans la définition de F, pour ensuite extraire [(y1 . .. yq) '] F, peut sembler

Y1---Yd
inutile au premier abord. En fait, 'argument de Lipshitz repose fortement sur le

fait que le coefficient extrait est bien [(u1 ... uq) '] F : comme (uy ... uq) " ne peut
pas s’obtenir a partir de la dérivation formelle d’un terme de la forme uf“ e ujzd,

cela permettra d’intervertir dérivation et extraction de coefficient dans une équa-
tion différentielle de F' bien choisie, pour la transformer en une équation pour

[(u1...uq) YF.
L’algorithme de Lipshitz permet ainsi de trouver une équation différentielle par-
tielle en x satisfaite par A(x,y1,...,yq) © ﬁC(yl, ...,Yd)- Nous en déduisons

ensuite en spécialisant y; = 1 une équation différentielle pour L(z).
C’est ce que nous avons fait dans les annexes de notre article publié 4 ICALP en
2020. Cette approche a le gros inconvénient d’introduire des variables auxiliaires
Ui, . .., Uq, et d’ainsi doubler le nombre de variables par rapport a la dimension de
I’automate de départ. Cette augmentation de la dimension vouait a I’échec toute
tentative d’appliquer ’algorithme de Lipshitz sur des exemples, méme élémentaires.
Cette méthode implique de calculer ’équation du produit d’Hadamard de deux séries
enz,yi,...,Yd, pour ensuite remplacer toutes les variables y; par 1. Nous calculons
donc un objet plus complexe, la série multivariée, pour ensuite "jeter" les variables.
Dans ce chapitre, j’opte donc pour une méthode légeérement différente de celle de 1l nous faudra donc faire
notre article, en remplacant toutes les variables y; par 1 avant d’appliquer 'algorithme ~ les mémes vérifications

. . . JE . . . ue Lipshitz, en définissant
de Lipshitz. Nous nous sommes donc intéressés a la somme infinie suivante : que 5ip fini
un module analogue a M

1 adapté aux séries que nous
n, v—v’
Z a(n,v)z"y rencontrerons.

L Yd neN,veNe v’eC

1 1 1
7 :”A(xvyla"'vyd)'0<7"'a>
Y1 Yd [ Yd

Il faut cependant faire attention, car cette somme infinie n’est pas automatiquement
bien définie. Nous le voyons sur un exemple simple : si A(z,y) = ), ny", et
Cly) = > neny™alors A(z,y)C(1/y) ="z, eny" ™" nest pas bien définie
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en tant que somme infinie, méme si la fraction rationnelle ﬁﬁ existe. Le
probléme s’observe aussi en se plongeant dans les séries entiéres : si {es rayons de
convergence de A(z,y) et C(x,y) sont 1 par exemple, la série de A(z,y) converge
pour |y| < 1, mais celle de C(z, 1/y) converge pour |y| > 1.

Cependant, dans notre cas particulier, nous allons voir que la somme est bien défi-
nie, car A(z,y) a une forme particuliére. Dans un premier temps nous introduisons

un ensemble M’ analogue a celui de Lipshitz, adapté a notre probléme :

Proposition 8.16.
» L’ensemble M’ des sommes formelles de la forme

G = Z a(n,v)z"y",

neN,vez?
v1<nk

vg<nk
ou k est une constante qui dépend de G, vérifie toutes les propriétés nécessaires a
Palgorithme de Lipshitz :
— M/’ est un Q[z, y]-module
— M’ est stable par dérivation
— enfin, sip € Q[z, y] est non nul, G € M, et de plus pG = 0, alors G = 0.
<

Démonstration. Seul le dernier point n’est pas trivial. Il se démontre par une adap-
tation de la preuve pour le module M de Lipshitz [Lip88] : si p(x, y)G(x,y) = 0
avec p(z,y) # 0 et G(z,y) € M/, notons k la constante associée a G, et r :=
max(k, deg,,(p)). Alors G(zy] ...y}, yl_l, .. ,y;l) € Q[[z,y1, ..., yq]] est une sé-

rie formelle, et p(zy7 ... v,y L le) est toujours un polynéme non nul. Ainsi
p(xyy ... Yy, yfl, e y;l)G(ajy{ e yg,yfl, e ,y;l) = 0, et comme I’anneau des
séries formelles est intégre, G (zyf . ..y}, yl_l, . ,y;l) = 0. En remarquant que la
substitution qui remplace (z,y) par (zy} ... Y5, y; *»--.,y; ) ne crée pas de colli-
sion, au sens ou les deux séries ont exactement le méme ensemble de coefficients,
nous en déduisons que G = 0. |

La proposition suivante démontre que F' est bien définie :

Proposition 8.17 (Définition de F).
» La somme infinie suivante :

1 ’
Flz,y) = — Z a(n,v)z"y"" "
4 Y neEN,veN? v’ eC

est bien définie et appartient a M’. <

Démonstration. Rappelons que 'automate A ne posséde pas d’e-transitions, et qu’ainsi
la longueur d’un calcul de A coincide avec la longueur du mot qui I’étiquette. Comme
tout vecteur v qui étiquette un calcul de longueur n vérifie ||v||c < n|/Al/0, pour
toutn € N, [z"]A (2,Y) = 32|y <nf Al @(n, V)Y est donc un polynome, dont
le degré maximal est borné par n||.A|| .

Ainsi la somme infinie ), -y yend orec @7 v)z"y?~"" est bien définie, et F
appartient a I’ensemble M. ]




8.3 Série génératrice d’un automate de Parikh faiblement non ambigu 281

Remarque 8.18.

» Avec un peu de recul, nous aurions sans doute dii tourner les choses un tout petit
peu différemment. Si je suis parti de 'expression A(z,y)C(y~1), cest parce quelle
s’interpréte bien en imaginant un automate qui calcule d’abord un vecteur positif
en incrémentant des compteurs, puis les décrémente avec une machine qui calcule
le semilinéaire. D’un point de vue séries formelles cependant, il est plus naturel
d’inverser 'endroit ol nous inversons les exposants, en considérant plutot :

1 1
Ty Y

R

Avec cette expression, pour tout n € N, [z"]F(x,y) n’a qu'un nombre fini de
termes qui ont un exposant négatif, autrement dit [z"]F(z,y) est une série de
Laurent formelle. Les deux approches sont analogues, mais celle de cette remarque a
lavantage d’introduire des classes de séries formelles plus standard.

Si les propositions qui suivent sont en fait valides pour les deux définitions de F,
je n’ai pas changé la définition de F' faute de temps, car il aurait fallu refaire tous les
exemples; ce n’était pas prioritaire dans le processus de rédaction de la thése. <

Nous vérifions alors facilement que formellement, en notant m un entier plus
grand que deg,,(P¢) et deg,,,(Q¢), nous avons I’égalité :

S($7y)(y1 v yd)m—’—lQC(y%a ) i)F("L‘a y) = R(xay)(yl .. -yd)mPC(yiN SRR i)

Autrement dit :

1 1
F(xay):A(x,yl,...,yd)~C(,...,)
Y1 Yd Y1 Yd

ou le membre droit est interprété comme une fraction rationnelle P/Q avec P, (Q €
Z[z,y]. Enfin, une extraction de coefficient de F'(x, y) fait apparaitre L(x) :

_ _ _ _ 1 -
ity P y) =yl —— Y a(n,v)ayt?
Y1+ Yd neN,veNe v’eC
WER (8.2)
= > a(nv)a"=L(x)
neN,veC

ou nous rappelons que la série génératrice des calculs acceptants de A vaut L(x) par
faible non ambiguité.

Tout le terrain théorique préparatoire a la mise en place de ’algorithme de Lipshitz
est donc prét, et nous pouvons désormais dériver les premieres propriétés de la
fraction rationnelle F'(z,y) :

Lemme 8.19 (Propriétés de la fraction rationnelle).
» La fraction rationnelle F'(x, y) peut s’écrire sous la forme g, avec P et () des
polyndmes de Z[z, y| qui vérifient :

deg,(P) < |Qal — 1 deg,,(Q) < Q4|
Vi € [d], deg,,(P) < ||l Ali.0c deg,, (Q) < Al Allioo
1Pll < 24 1QIh < 24



Nous supposons que
I Alli,00 # O, sinon cette
coordonnée ne sert a rien.
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Démonstration. Nous utilisons les bornes des Lemmes 8.12 et 8.15.

m p -1
Posons m; = max(1, Z§:1 |P;])]| [d]. Alors y1}.yd ;JJmQZEZ—l))

- [, y] qui vérifient
IPclly = [|1Pollr et [Qelli = 1|Qclli- De plus deg,, (Po) < m; et deg,, (Qc) <
m; + 1, pour tout i € [d].

Ainsi P = RPc et Q = SQ¢, si bien que :

log(|| Pl1) < log (|| RIIx[| Pelh)

< log(|F)) + Z log(1 + degf"") + log(p —i—Z | P
q€Qa

< log(|F)) + Z deg" + log(p +Z|P|
q€QA

< log(|F) + [A[ + log(p) + Z 1P < [ Al

Nous obtenons la méme majoration pour Q : [|Q||; < 2M!.

En ce qui concerne la variable z, deg, (P) = deg,(R) et deg,(Q) = deg,(S).

Enfin, deg,, (P) < degy, (R) +mi < (1Qa| =141+ 375, [P Allice <
A Al c0-

De méme, deg,, (Q) < deg,, (S)+m;+1 < (|Qual+ 14377, [P Allio+1 <
AT Al c0- u

Exemple 8.20.
» Si nous reprenons I'exemple de 'automate A.y, nous avons

x 1
A = t C = —
(LU, Y1, y2) (1 — 21’1/1)(1 - 25[]2]2) € (ylva) 1— Y12 )
si bien que :
1 T 1
F(x7y17y2) = -1 —
yiyz (1 = 2xy1)(1 — 2zy2) 1 — gy tyy !
T

T (1 2zy0) (1 222) (y1y2 — 1)

o -1, -1
etainsi L(z) = [y; vy |F'(2, 91, 2).
On vérifie bien que les bornes annoncées sont vérifiées sur cet exemple, méme si
sur cet exemple nous surestimons un peu, avec notamment 1 = ||P||; < 2l =
128). <

Remarque 8.21.

» Nous n’utilisons plus 'astuce, propre a cet exemple particulier, utilisée dans I'in-
troduction pour réduire le nombre de variables. En effet le but de cet exemple est
désormais d’illustrer 'approche générale, adaptée a tout type de semilinéaire. <«
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8.3.2 Equation différentielle satisfaite par F

Dans cette section nous analysons le procédé utilisé par Lipshitz pour dériver
I'équation différentielle satisfaite par .

Nous nous intéressons a la fraction F' = g en les variables =, y1, . . ., yq.

Pour simplifier les notations dans un premier temps, supposons qu’il existe des
constantes M telles que deg,, (P),deg,, (Q) < M; — 1 pour tout i € [d], et M) telle
que deg, (P),deg,(Q) < My — 1. Par le Lemme 8.19, My = |Q4]| + 1 < |A|, et
M; = |A[[|Alls,00-

Nous noterons yg = x pour simplifier le traitement des différentes variables,
lorsque x ne joue pas de rdle particulier par rapport aux variables y.

Lemme 8.22.

» Soit @ = (ag,aq,...,aq) € N1 On note d,, I'opérateur défini par 0, =
ae1 ... 994920, Alors il existe un polyndme Py, de Z[x, y] tel que Q¥ 0o F = Pa,
avec s = ||a1 = >, a; et:

deg,, (Pa) < (s + 1)(M; — 1)

d
1Palls < 2°sQU3IIPIL [ [ (M — 1) <
1=0

Démonstration. Par récurrence sur s = ||«||1. Si s = 0, alors QF = P et la proposi-
tion est vraie.
Soit s > 0 tel que la proposition soit vraie au rang s — 1. Soit c tel que ||a||; = s.
Ecrivons a = 3 + e;, pour une coordonnée i telle que ;> 0; ainsi |31 = s — 1.
Par hypothese de récurrence (Q°0gF = Pjg, ou Pg satisfait les conclusions de la
proposition au rang s — 1. Dérivons cette relation par rapport a y; (en utilisant le
temps de cette preuve la notation yg = ) :

(0,,Q)sQ° 198 F + Q°0a F = 0y, Pg.
Multiplions par @ :
Q0 F = 0, P — (9,Q)sQ*IsF = 0, Ps — (9,Q)sPs.

Posons Py = Q0,,Pg — (0y,Q)sPg. Le polynéme P, est bien a coefficients entiers.
De plus, pour j # i, deg, (Pa) < deg, (Q) + deg, (Pg) <u.r. deg, (Q) +
s(Mj —1) < (s+1)(M; —1).
Et de méme deg, (Po) < M; — 1+ s(M; —1) — 1 < (s +1)(M; — 1).
De plus :

[Pallt < 1Q1110y; Pollr + 5[0y Q11| Pl
< Q1 degy, (Pp) [ Palli + s degy, (@)1 Q1] Psll
<H.R 25(M; = D||QI1[| Pally

d
<w.r 28U QISIPI [ (M — 1)
=0



N = 22 leratede
peu :|D| = 2024 tan-
dis que |[M| = 2025.
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Lemme 8.23.
» Soit N > 0 un entier. Soit o € N*! tel que >; & < N.1l existe un polyndme
R, en les variables x, y1,..., Y4, & coeflicients entiers, tel que

QNI ... 00903°F = Ry,
De plus

deg,, (Ra) < N(M; — 1)

d
IRally < 2°s!QIYHIPI [ T (A — 1) <
=0

Démonstration. Par le Lemme 8.22, nous savons que QSH('“)QF = P,, avec s =
|l||1. On a donc Ry = QN 571 P,

Ainsi deg, Ro < (N — s —1)deg,, (Q) + deg,, (Pa) < N(M; —1).

Et | Ralli < 2! QI 1Pl TTio(M; — 1),

Lemme 8.24 (Comparaison des dimensions).

» Soit N > 1 un entier quelconque.

— On note D I'ensemble des opérateurs Jy! ... 0y ¢03°, tels que ), oy < N. Alors
Pl = (3f).

— Onnote M I’ensemble des monomes de la forme ylf .. yzl‘i, aveci] < N(M;—1),
covig < N(My —1). Alors IM| =TT, (N(M; — 1) +1) < N [L, M;.

— Pour N = (d + 1)! T[_, M; — d, on a 'inégalité stricte |D| > | M|.

<

Démonstration. Les deux premiers points sont classiques. Il reste juste a vérifier que
pour N = (d +1)! H;-i:l M; — d, on ait bien (N+d) > N¢ H;«izl M :

d+1
(]z\ifrld) _(N+d)(N+d—1)-..(N+1)N
NI, M; (d+ )INITIL, M,
-1

N +d 7
= (1+ )
(d+ DI, M; H) N

N+d
= d -
(d+ )=y M;

Exemple 8.25 (Sanity check).
» Dans 'exemple de 'automate Ay, nous avons d = 2 et My = Mo = 3. Ainsi

ID| = (N;2> =N(N+1)(N+2)/6 et |M|=(2N+1)%.

On peut calculer a la main que N = 23 est le plus petit N tel que |D| > |M|. On
a alors |D| = 2300 > 2209 = |M)).

La valeur que nous annongons dans la proposition précédente est N = 6 x9—2 =
52, qui est bien une borne supérieure de 23. |
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Proposition 8.26 (Argument de dimension de Lipshitz).

» Soit N = (d+1)!|A|dHf:1 | Alli,c0 —d.Lafamille {9y} ... 0pd02°F + Y i <
N} est liée sur Z[x]. Plus précisément, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

> valz) 05100102 F =0,

el <N

ol chaque v () est un polyndme dans Z[xz], de degré en z inférieur a (d|.A|[| Al o0 )°(@”),
etlog [vall1 < (dA]||Al|0) 2. <

Démonstration. Nous rappelons que My = [Q4| + 1 < |A|, et M; = |A|||A
Ainsi nous bornons les M; par | A|||Al|~. Avec ces notations,

2,00+

N < (d+ 1) A Aloo)® et M| < (VA Alloo)® < (d+1)" (|A][Alloc) ™).

Par les Lemmes 8.23 et 8.24, pour tout Oy € D, QNGQF peut s’écrire comme une
combinaison linéaire sur Z[x] d’éléments de PP. On peut donc écrire leur décomposi-
tion dans une matrice R, qui est la matrice des vecteurs R,, pour ||a||; < N, dans
la base M. Ainsi, R est une matrice de taille |[M| x |D| a coefficients dans Z[z], qui
de plus, par le lemme 8.24, a plus de colonnes que de lignes. Les colonnes de cette
matrice sont donc liées.

Nous pouvons alors appliquer les formules de Cramer (cf Proposition 8.9) : il existe
une solution non nulle v a I’équation Rv = 0, telle que chaque coordonnée de v
est un mineur de R ou 'opposé d’un mineur de R d’ordre |M|. Comme R est une
matrice a coefficients dans Z[z], les coordonnées de v sont aussi dans Z[z].

Ainsi, nous pouvons avons trouvé une relation de dépendance de la forme :

QN > valz) 091 05402°F = 0.
lal <N

N A
Comme Q™ est un polynoéme nonnul, etlasomme ) | oy Va(z) Oyt ... Opd0Z°F
est un élément du module M’, par la Proposition 8.16, nous en déduisons que

Z va(z) Oyt ... 0y 207 F = 0.

Ya —x
el <N

De plus pour tout «,
deg,(va) < |MIN (Mo — 1) < (d + 1) TV A2 4 L)

Nous pouvons alors appliquer les bornes du Lemme 8.7 aux mineurs de la matrice
(en les appliquant a la transposée pour faire intervenir les normes des colonnes) :
chaque mineur est borné par le produit des sommes des normes 1 de chacune de
ses colonnes. Or chaque colonne du mineur est extrait d’'une colonne de R, qui est
simplement la décomposition d’'un Rg dans la base canonique de M. Ainsi la somme
des normes 1 dans Z[z] des composantes d’une colonne 3 € D de R est égale a
|Rg||1 dans Z[z, y1, . .., yal-
Pour tout f3 tel que ||B||1 < N, par les bornes du Lemme 8.23, nous avons

IRl < 281N = DUIQIT P (LA Alle) ™ -



Cela explique pour-
quoi j’ai simplifié F’
dans Uintroduction.
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Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 sur les déterminants :
N-1 HAIN-1 NM
lval < (271N = DUQIY P (Al A1) (53)

En passant au log, et en utilisant les bornes sur N et M, et le fait que || P||1, ||Q]]1 <
214l nous obtenons finalement

1og([[valll) < |M|(N =14 (N —1)log(N) + N|A| + N log(|A|[All))
< (A AJ[|A]l00) ) (1 + [A] + dlog(d + 1) + (d + 1) log(|A|| Alloo))
= (d]A|[[Al| o) O @)
[ |
Exemple 8.27.

» Pour I'exemple de 'automate Ay, je trouve en fait une relation de dépendance
pour N = 8. L’équation différentielle satisfaite par I est trop grande pour étre
écrite ici. Elle vérifie deg, (vq) < 45 et |[va |1 < 348086 586 267 256 320 pour tout
ey < 8.

Si on applique les bornes annoncées dans la preuve, avec N = 8, |Q]|; = 18,
|M| = 289, My = M; = My = 3 (en prenant les degrés exacts de ()), nous obtenons
deg, (ve) < 4624 et par I'équation (8.3), |[vell1 < (101108579 083 223 040)289.
Méme s’il s’agit d’'un exemple, qui n’est en aucun cas représentatif; il est probable
que nos bornes surestiment beaucoup la taille des coefficients. <

8.3.3 Equation différentielle satisfaite par un langage de Parikh
faiblement non ambigu

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Proposition 8.3 (Taille de I’équation différentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).

» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation différentielle linéaire de la forme :

qs(2)0y L(x) 4 - + qo(x) L(x) = 0,
avec s < (d| Al ||A]|00)P?, et pour tout i € [0, s,

(d| Al ]| A]| o)) |
(d| Al ]| Al o)) .

deg(q;)
log [|gillx

NN

<

Démonstration. D’apreés la Proposition 8.26, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

Y valz) ). 0000 F =0,

lexll1 <N
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o N < (d|A]||A]s0)°@ chaque Vo () est un polyndéme dans Z[ |, de degré en

x inférieur a (d|A|[| Als0)?@), et log ||vallr < (d]A|||lA]|s)° ). Nous réécrivons
cette équation différentielle sous la forme suivante :
> pale,0:) 0. O)F =0, (8.4)
18Il <N

ou pour 8 € Nd: pB(J:? 0z) = Zi\;j)ﬁnl Uocoﬂ(x)ago'

On rappelle que F a été choisie telle que [y; -y, '] F(z,y) = L(x). Soit B
I’ensemble des vecteurs qui interviennent dans la relation de dépendance, c’est-a-dire
Iensemble des 3 € N tels que || 3[|1 < N et pg(z, ;) # 0. Soit 3™ le plus petit
vecteur de B, pour l'ordre lexicographique.

Nous montrons alors que pgmin (2, d2)(L) = 0. Nous rappelons les notations :

i i 1

_ Amin — —ﬁ _ -1 _

Pour cela, nous admettons un instant 1’égalité suivante : pour tout 3 € N¢,

—pmin_1108  apap_ )0 si 3 # gmin
vt {<—1>61+---6dﬂ1! Al E g pmin &

On remarque alors que comme les pg(x, 0x) ne dépendent pas des variables y, en

extrayant dans I’Equation (8.4) les coefficients en y 3" , on obtient I’égalité :
(—1)PrtBag Byl pgmin(x,0) [y~ |F = 0.

Comme L(z) = [y~ 1]F, nous avons établi que pgmin (z,0z)(L) = 0, ce qui conclut
la preuve — les bornes sur les degrés, ordre et coefficients venant directement des
bornes sur ’équation de F.

Il reste donc uniquement a prouver 'Equation (8.5). Rappelons que 3™ est le
plus petit vecteur, pour I'ordre lexicographique, qui apparait dans 'Equation (8.4).
Rappelons que F' appartient & Q[[z, y1,4; ", ...,y ", yal]. En regroupant les termes
en x, on peut écrire F' sous la forme :

FZH oL yod,

acZd
Ainsi :
aGZd
On peut alors remarquer que dés qu'un «; est positif, 3511 X 355 Yt - - yg ne peut

contribuer au coefficient de y*'@minfl. On peut donc limiter la somme précédente
aux exposants o qui n’ont que des composantes strictement négatives (donc infé-
rieures ou égales a —1). De plus, si 8 € B est différent de 3™, alors il existe une
coordonnée i telle que 3; > 5;™", par définition de 3™"'™. Alors 'exposant en y; de
. 5jy?1 -yt esta; — B < —1 — B : donc ce terme ne contribue pas non

plus au coefficient de y =A™ 1. De méme, par minimalité de B™In | oy doit étre égal
a —1 pour pouvoir contribuer au terme y " 1. Finalement :

_@min__ ~ __@min__ Bmin min  __
[y P ol 0 F = [y P H  (2)0,) 00y
= H_q()(—1)P"+H02" gming . gmin)
— (_1)51“1“+--.+/3${"“5{nin! . @nlﬂin! [yfl]p7
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qui est bien I’égalité annoncée a I'Equation (8.5). [ |

Remarque 8.28 (Comparaison avec la borne de notre article ICALP).

» Dans notre article publié a ICALP, nous avions une meilleure borne sur le degré :
deg(g;) < (d|A] [|A]loo)P@. Cette différence vient du fait que nous avions appliqué
l’algorithme de Lipshitz dans Q, et non dans Q[x]. Avec cette méthode, la matrice
associée a F' pour le calcul de I’équation différentielle est plus grosse, mais les degrés
des polynémes sont bornés en x, comme pour 'ordre, par N et non par la taille de la
matrice. J’ai décidé d’utiliser des matrices dans Q[x] dans ce chapitre, car cela permet
d’essayer la méthode sur des exemples simples, pas trop gros (la taille de la matrice
est un facteur tres limitant en pratique). Les tailles des coefficients des polyndomes
ont dans les deux versions la méme borne, qui est au moins exponentiellement plus
grande que celle du degré, si bien que cette différence n’a pas de conséquence dans
la suite du chapitre . <

8.4 Le probleme de l'inclusion des automates de Parikh
faiblement non ambigus

Nous pouvons enfin attaquer le probleme principal de ce chapitre, a savoir le
probléme de l'inclusion. Nous rappelons le contexte : soient deux automates de
Parikh A et B faiblement non ambigus, donnés en entrée sous la forme précisée au
début de chapitre. Nous notons d 4 et d leurs degrés. Nous cherchons a décider si
L(A) C L(B). Nous rappelons la méthode inspirée de celle de [SI85] pour résoudre
le probléme :

a. Nous bornons les ordres, degrés, et coefficients des équations différentielles
de la série génératrice A(xz) = ) anz" de L(A), et de la série génératrice
C(x) =3, caax™ de L(A) N L(B) en sous-section 8.4.1.

b. En sous-section 8.4.1, nous bornons l'ordre, le degré, et les coefficients de I’équa-
tion différentielle satisfaite par D(x) := A(x) — C(x), la série de comptage des
mots qui sont dans £(.A) mais pas dans L(B).

c. Nous bornons I'ordre et les racines du polyndéme de téte de la récurrence linéaire
satisfaite par la suite d,, := a,, — ¢, en sous-section 8.4.2. Nous en déduisons
la borne sur la taille du plus petit témoin de non inclusion annoncée dans le
Théoréme 8.4.

d. Nous développons un algorithme élémentaire (qui n’utilise pas d’algorithmes de
calcul formel) d’énumération pour résoudre le probléme d’inclusion, a ’aide de la
borne sur la taille du mot témoin. Cette partie est présentée en sous-section 8.4.3.

8.4.1 Bornes sur les équations différentielles

Dans un premier temps, nous calculons les bornes sur I’équation différentielle
satisfaite par la série génératrice C'(z) du langage L(.A) N L(B) :

Proposition 8.29 (Taille de l'intersection).
» La série C'(x) dulangage L£(.A) N L(B) satisfait une équation différentielle linéaire
de la forme :

qs(2)05C (z) + -+ + qo(x)C(x) =0,
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avec 5 < ((da + dg)|A||B| max(||A]|so, | Bloo)) @4 F8) et pour tout i € [0, 5],

deg(qi) < ((da + i) AJ|B| max([ Al [[Bloc)) 1447487
<

2
loglgill < ((da + dp) AlIB| max(|lAllso, || Blloc)) 1 *4+ ).

<

Démonstration. 1l suffit de spécialiser les bornes de la Proposition 8.3 pour 'automate
produit C = A x 5 qui calcule I'intersection : on a alors |C| < |A| X |B|,d¢ = d4+dp
et [|Clloo = max([[Allco; [|B|o)- N

Pour borner I'ordre, le degré, et les coefficients de I’équation différentielle satisfaite
par D(z) := A(z) — C(x), nous avons besoin du lemme suivant :

Proposition 8.30 (Somme/soustraction de séries holonomes [Kau14]).
» Soient deux séries holonomes A(z) et C'(x) satisfaisant deux équations différen-
tielles linéaires non triviales de la forme :

P ()" A()+- -+ (2)Ax) =0 et pf(2)0"C(x)+--+p§ (2)C(x) =0,
Soit Dpax = maxX;e(r| (deg(p{‘)?deg(pic)) et Soo = maXiE[r](HpiA)HOO7 szCHOO)

Alors, D(z) = A(x) — C(z) vérifie une équation différentielle linéaire non tri-
viale de la forme

@2r (2)0*" D(x) + - - + qo(x) D(z) = 0,
ot pour tout i € [27], log(||gillso) < O(r*(1 + log(r) + 1og(Dmax) + log(Swc))

<
et deg(qi) < 2(r 4+ 1)Dpax.
|

Démonstration. Nous appliquons le résultat de [Kau14, Theorem 2], qui nous permet
d’affirmer que D(x) satisfait une équation différentielle non triviale de la forme :

q2r*" D(z) + -+ + qoD(x) =0
ou pour chaque i € [2r], deg(q;) < 2(r 4+ 1) Dpax. De plus, pour tout ¢ € [27],

ht([lgilloo) < ht(2r) +ht((2r +1)!) + (2r + 1)ht(Dimax)
+ (2r +2)((2r) (ht(1) + ht(Dmayx)) + ht(Seo))

avec ht(z) = log(1 + |z|). Comme pour tout z > 1, log(1 + z) < 1 + log(x), nous
pouvons en déduire que :

log([|gillse)) < 8(r+1)2+(2r+2) log(r)4 (472 +6r+1) log( Diax ) +(2r4-2) log(Sso ).
|

En appliquant ce lemme & A(z) et C(x), nous déduisons directement la proposition
suivante :
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Proposition 8.31 (Bornes sur I’équation satisfaite par D(x)).
» Lasérie D(z) := A(x) — C(x) satisfait une équation différentielle non triviale de
la forme

s(2)93D(x) + -+ - + qo(z)D(x) = 0,
avec s < ((da + dp)|Al|B] max([|Allo, [1B|)) A7), et pour tout i € [0, 5],
deg(gi) < ((da + dp)|Al|B| max(]|Allso, [|Blls)) O (@a+d8))
10g || gilloe < ((da + di)|A||B| max(||Allso, || Bloo)) Ot (datdE)?)
<

Démonstration. On applique la Proposition 8.30, associée aux Propositions 8.3 et 8.29.
Les grands O en exposants absorbent beaucoup les détails plus fins des expressions
de la Proposition 8.30, et on obtient alors les mémes types de bornes pour D(x) que

pour C'(x). ]

8.4.2 Bornes sur la récurrence et témoin de non inclusion

En une variable, la suite des coefficients d’une série holonome D(x) satisfait une
équation de récurrence linéaire a coeflicients polynomiaux. Nous voulons dans cette
section établir des bornes sur le degré et la taille des coefficients du polyndéme de
téte de la récurrence satisfaite par la suite d,, = a,, — ¢,, qui compte le nombre
de mots qui sont dans £(A) mais pas dans £(B). Pour cela, nous avons besoin de
transformer I’équation différentielle satisfaite par D(x) en récurrence sur d,,. Nous
commengons par une proposition technique :

Proposition 8.32 (Conversion d’une équation différentielle en récurrence linéaire).
» Soit H(x) = ) unz™ une série satisfaisant I’équation différentielle suivante :

qr(2)0,H(x) + ...+ qo(x)H(z) =0.

Alors la suite (uy,) satisfait une récurrence de la forme :

S
Z te(n)upyr = 0, pour n > s, avec tg # 0,
k=—s
etde plus 0 < s < max(deg(g;)), 0<S<r,
7
ltslleo < max(flgilloc) - 7", deg(ts) <.

<

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que pour un certain
indice ko € [0, 7], gxo(0) # 0. Sinon, nous pouvons nous ramener a ce cas en divisant
I’équation différentielle par le plus grand monéme =™ qui divise tous les polynomes
gr- Remarquons que cette opération de division par 2™ ne change pas la norme
infinie des coefficients polynomiaux, et diminue leur degré.

Soit D = max; deg(g;) le plus grand degré des coefficients polynomiaux de
I’équation différentielle. Nous pouvons réécrire cette équation satisfaite par H sous
la forme suivante :

r D
Z Z ak,k/xklal;H(x) = 0.

k=0 k'=0
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Cette équation se traduit alors en la relation de récurrence suivante, valable pour
n > D, sur les coefficients de H(x)

T D

Z Z akyk/(n — K+ 1)(n — K+ 2) e (TL — K+ k)un,kurk = 0.
k=0 k'=0

En posant j = k — &, nous pouvons réécrire cette égalité sous la forme :

r min(r,D+j) k
Z tj(n)unﬂ- = 0 avec tj(n) = Z ak k—j H(n +j —/f + 1)
j=—D k=max(0,7) =1

Cependant, certains polynémes t; peuvent étre nuls; nous devons préciser le terme
de téte de la récurrence.

Posons S := max{k — k' | k € [0,7],k" € [0,D] et ayp # 0}. L'hypothése
ko (0) # 0 implique que ay, o # 0, si bien que S > ky > 0.

Montrons que tg(n) est bien le polyndme de téte dans la récurrence. Par maximalité
de S, tj(n) = 0 pour S < j < r. De plus par définition, tg(n) = Y, _¢rr(n) ou
re(n) = agkp—s ngzl(n + S — ¢+ 1) pour tout k € [S,r]. Par définition de S, au
moins un des 7 est non nul. Comme pour tout k € [S, 7], deg(ry) = k dés que
ap k—s # 0, nous savons que tg(n) # 0 et tg(n) est de degré au plus r.

Il ne reste plus qu’a borner la taille des coefficients de ¢5. Nous remarquons qu’en
développant le produit H?:l (n+S—4+1) = anzo by,,n™, nous avons, pour tout

m € [kl b = 3 1 11=k—m LLies (S — €+ 1), si bien que [by| < (2)rF—m <

Emek—m < T Ainsi

k
ltsllee < Dpeglarp—s| I Tl—i(n+S—£+1)|x
< Ykeslarr—s| 7"
< max;(||gillo) - 7

Pour pouvoir localiser les racines du polyndme de téte, nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 8.33 (Localisation des racines).
» Soit P # 0 un polynéme de Z[x]. Alors P(n) # 0 pour tout n > || Pljsc +1. <«

Démonstration. Soit n > || P||eo + 1. On écrit P(x) = ZZZO apx®. Supposons par
I'absurde que P(n) = 0. Alors :

d—1 nd _1
nt < ’adnd( =) an®| <Pl — < nt—1
k=0
ce qui méne a une contradiction. [ |

Nous pouvons désormais borner la récurrence satisfaite par d,,, et en déduire un
majorant de la taille du plus petit mot témoin de non inclusion :

Théoreme 8.4 (Taille du plus petit témoin de non inclusion).
» Si L£(A) n’est pas inclus dans £(B), alors il existe un mot w qui soit dans £(.A)
mais pas dans £(B) tel que :

| < 2@

i

avec d = d 4 + dg, et M = | A||B| max(||A||oc, || B|oo)- <
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Démonstration. Pour n € N, on note a,, (resp ¢,,) le nombre de mots de taille n dans
L(A) (resp. L(B)). On pose d,, = a,, — ¢, le nombre de mots de taille n qui sont
dans £(.A) mais pas dans £(B). Alors par les Proposition 8.31 et Proposition 8.32, la
suite (d,,) satisfait une récurrence linéaire de la forme

S

Z tr(n)dp+r =0, pourn > s,avects # 0
k=—s

que Lon réécrit sous la forme :

S+s
ts(n—S)d, = — Ztg,k(n — 8)d,—r pourn =S+ s,
k=1

avec S + s < (dM)P@D deg(ts) < (dM)PD et log(||ts]e) < (dM)O),

Soit ng € N. Sitg(ng — S) n’est pas nul, et si upy—1 = -+ - = Up,—5—s = 0 alors
Up, = 0. Pour étre stir que ng — S n’est pas une racine de tg, il suffit de choisir
no — S 2 ||ts]|eo + 1 par le Lemme 8.33). En posant W = s + S + [|t5]|co + 1, nous
avons donc ’équivalence :

D(z) =0 sietseulementsi VYn< W, d,=0.

Autrement dit, du point de vue des langages, L(A) Z L(B) si et seulement si
2
L(A) \ L(B) contient un mot de longueur au plus W < 2(aM)°t. ]

8.4.3 Borne de complexité du probléeme de I'inclusion

Dans cette section, nous développons un algorithme de décision du probleme de
linclusion. Cet algorithme est élémentaire dans le sens ou il ne demande aucun outil
de calcul formel. Le but est de prouver le corollaire suivante :

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du probléme de I'inclusion).
» Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions d 4 et dp. On peut décider le probléme de I'inclusion L(A) C L(B) en temps

21, y .
920 IR oo 4 = d g + dg et M = | A| |B] max(||Alloo, |Blloc)- <

D’apreés le Théoréme 8.4, si L(A) Z L(B) alors on peut trouver un mot w de

taille |w| < W = 2% avecd = dy+dg et M = | A||B] max(||Alloo, | Bllo),
qui soit dans £(.A) mais pas dans £(B). L’algorithme de résolution du probléme de
Iinclusion est simple : nous allons compter sur les automates le nombre de mots
de taille n dans £(.A) N L(B) et dans L(.A), jusqu’a la taille n = TW. Autrement dit
nous calculons sur les automates les W premiers termes des séries génératrices des
langages L(.A) N L(B) et L(A). Si les deux valeurs calculées correspondent jusqu’a
la taille W, alors il y a bien inclusion £(A) C £(B), sinon on a trouvé la taille du
plus petit mot dans £(B) \ L(A).

Une approche naive consiste a énumérer tous les calculs possibles de longueur n
des automates, et de vérifier si le calcul est acceptant; cependant cette énumération a
un surcolit exponentiel en n, et comme n va aller jusqu’a W, qui est déja doublement
exponentiel, on aimerait éviter une exponentielle supplémentaire.

La proposition suivante explique comment compter simplement les calculs de
longueur n de 'automate :
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Proposition 8.34 (Dénombrement élémentaire des calculs de I’automate).

» Soit A = (X,Q, qr, F,C, A) un automate de Parikh faiblement non ambigu de
dimension d > 1, donné sous la forme précisée au début du chapitre. Soit W € N
tel que W > d|A|||A|| - Alors on peut compter le nombre total de calculs de A
de longueur inférieure & W qui joignent g7 a un état final, groupés par valeur du
vecteur qui les étiquette, en temps W4, <

Démonstration. Dans un premier temps, nous remarquons que tout calcul de lon-
gueur n dans A est étiqueté par un vecteur v de norme infinie inférieure a n||.A|| .
Pour tout q € Q, tout entier n < W, tout vecteur v € Nd, nous notons aq(n, 'v)
le nombre de calculs de A de longueur n, partant de ¢, finissant dans un état final, et
étiquetés par le vecteur v. On a facilement a,(n, v) < |A[™
Pour v, u deux vecteurs de N9, nous notons u < v si pour tout i € [d], u; < v;.
On vérifie simplement que les a,(n, v) vérifient la récurrence suivante, pour tout
1€ Q> 1 et]|v]oc < nll Al

ag(n,v) = Z ag(n—1,v—u). (8.6)
(¢:(a,u),q")eA
avec u=v
avec comme conditions initiales a4(0,0) = 1si ¢ € F, 0 sinon.

L’énumération des vecteurs v de norme infinie inférieure & W ||.A||~, dans 'ordre
lexicographique, se fait en (W |.A||oo +1)? < W94 itérations. Pour chaque vecteur
v, et pour tout n allant de 1 a W, on utilise I'équation 8.6 pour calculer a4(n, v)
(Pordre lexicographique assure que toutes les valeurs de la somme de 1’équation 8.6
ont bien été calculées avant) : on effectue une itération sur les transitions sortantes
de ¢, qui sont au plus |A|; dans chacune de ces transitions, on calcule la valeur du
vecteur v — u en temps O (dlog(n||Al|s)) < O(W?), puis on ajoute la valeur de
ag (n,u) aaq(n,v), en temps O (nlog(|A])) < O(W?).

On peut donc calculer tous les a,4(n, v), pour tout n < W, tout ¢ € Q et ||V <
W || Allse en WO opérations.

Proposition 8.35 (Enumération des vecteurs du semilinéaire).

» Soit C'= UleCi un semilinéaire de dimension d > 1, représenté sous une forme
non ambigué, avec C; = ¢; + P;*. Soit € N tel que r > dp. Alors on peut énumérer
tous les vecteurs de C' de norme infinie plus petite que 7 en temps rO(2: [l 4

Démonstration. Soit 1 < i < ptel que r > [|¢;|co. On note P; = {p1,...,pp,|}
(on omet les indices ¢ pour plus de lisibilité). Quitte a retirer certains de vecteurs F;,
on peut supposer que 7 > maxXpep, (||| 0 )-

Pour tout vecteur u dans [0, r]|7l, on note b;(u) le vecteur ¢; + Zlklzl ugPk- On
énumere ainsi tous les vecteurs de C; par une simple boucle a (r+1) 1Pl jtérations. Si
u est tel que uy, > 1 alors b;(u) = b;(u — ex) + pi se calcule en temps O(d log(r)).

On peut donc énumérer tous les vecteurs de C; en temps O((r + 1)/Pld log(r)) <

rOUPD et donc tous les vecteurs de C' en 7O (=i [P gpérations. u

Nous pouvons désormais démontrer le Corollaire 8.5 :

2
Preuve du Corollaire 8.5. On pose W = 9(dM)Ot ), avecd = dyg +dpet M =

|A||B|] max(||.A| s || B|o )- On rappelle que C désigne I"automate produit qui calcule
L(A)NL(B).

Il s’agit simplement du
systéme linéaire satisfait
par les séries génératrices,
exprimé du point de vue
des coefficients.
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Nous calculons dans un premier temps les vecteurs du semilinéaire de A et de
C de norme infinie inférieure a W max(||.A|co, || Bl|sc ). D’aprés la Proposition 8.35,
cela se fait en (W max(||.A|co, || B||oo ) CAIFIBD opérations.

Nous comptons ensuite tous les calculs de longueur inférieure a W joignant I’état
initial 4 un état final, groupés par le vecteur qui les étiquette, de 'automate A et de
l’automate produit C. Cela se fait d’aprés la Proposition 8.34 en W (@) opérations. On
modifie légérement la procédure de la Proposition 8.34, sans changer sa complexité,
pour additionner lors de I'énumération des vecteurs, tous les a,, (n, v) calculés tels
que v € C afin d’avoir a la fin de la procédure, pour chaque n < W, le nombre de

calculs acceptants de longueur n.

. o(d? o
On peut ainsi calculer en 2(¢M) @) opérations le nombre de mots de longueur

inférieure a W dans £(A) et dans L(A) N L(B), et ainsi décider le probléme de

(dM)O(d2

. . ) T
Pinclusion en 2 opérations . |

8.5 Conclusion, et ouverture

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le caractére holonome de la série génératrice
des automates de Parikh faiblement non ambigus pour en déduire un algorithme
élémentaire de résolution du probléme de l'inclusion, avec une premiére borne sur
sa complexité. Comme nous ’avons expliqué, nous sommes allés au chemin le plus
direct pour obtenir ces bornes, qui s’averent sur des exemples simples surestimer un
peu trop la taille des coefficients.

Je pense qu’il est possible, en suivant la méme démarche que nous avons utilisée,
d’obtenir des majorations plus petites, a ’aide de bornes plus précises lors des calculs,
et notamment pour I’étude de I’algorithme de Lipshitz. Il arrive aussi en calcul
formel que les coefficients des calculs intermédiaires d’un algorithme grossissent
artificiellement pour s’effondrer a la toute fin; c’est le cas par exemple pour le calcul
du pgcd par lalgorithme d’Euclide [VZGG13]. 1l faudrait s’assurer que nous ne
sommes pas confrontés au méme probléme dans notre analyse de I’algorithme de
Lipshitz.

Une autre possibilité, pour continuer le travail dans une autre direction, serait
d’étudier des algorithmes plus efficaces de calcul de diagonales de fractions ra-
tionnelles, comme ceux a base de télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]) : peut-étre
permettront-ils d’obtenir des bornes plus fines sur les équations différentielles. C’est
un travail que j’aimerais bien continuer, mais qui demandera un investissement
mathématique important. Une autre idée serait d’essayer de prendre en compte le
caractére N-rationnel des séries étudiées dans les algorithmes de calcul de diagonales.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les algorithmes sur les séries holonomes pour
borner uniquement la taille du plus petit témoin de non inclusion : I’algorithme final
que nous fournissons pour résoudre l'inclusion est élémentaire et repose uniquement
sur cette borne. Il serait intéressant de résoudre le probléme de I'inclusion en calculant
en pratique les équations différentielles avec des outils de calcul formel, et d’étudier
sa complexité.

Pour ce qui concerne la complexité du probléme de 'inclusion, il nous manque
des familles de langages pour tester nos bornes, qui vérifieraient que la taille du plus
petit témoin de non inclusion est "grande" : si possible exponentielle ou doublement
exponentielle en la taille des automates. Avant d’étudier la complexité théorique
du probléme de l'inclusion des automates de Parikh faiblement non ambigus, il est
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plus intéressant d’étudier celle de 'universalité : étant donné un automate de Parikh
faiblement non ambigu A, est-ce que £(A) = £*? En effet, dans [Cle20], I'auteur
explique comment le probléme de I'inclusion L. C M est souvent équivalent au
probléme de 'universalité de (M N L) U (X*\ L), ou L peut étre supposé sans perte
de généralité déterministe. Son approche présente ainsi le probléme de 'universalité
comme central dans I’étude du probléme de I'inclusion pour de nombreuses classes
d’automates, dont les automates de Parikh faiblement non ambigus : comme les
automates de Parikh déterministes sont clos par complémentaire, et les automates
de Parikh faiblement non ambigus sont clos par union disjointe et intersection, le
langage (M N L) U (X*\ L) est bien reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu.

Enfin, il est naturel d’étendre la démarche de ce chapitre avec les automates
de Parikh a pile. Le probléeme de I'inclusion étant indécidable pour les langages
algébriques non ambigus, la méthode ne se généralise pas, mais elle peut s’appliquer
au probléme de 'universalité £(A) = X*. Deux directions sont possibles pour
aborder le probléme :

— reprendre I'algorithme de Lipshitz depuis le début, et ’analyser dans le cas ou la
série holonome dont on calcule une diagonale est algébrique;

— sinon réutiliser I’étude du cas rationnel, en utilisant le fait que toute série algé-
brique est une diagonale de fraction rationnelle [DL87].

La seconde me semble dans un premier temps plus envisageable que la premieére.
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