Langages sans “etoile

L’approche algébrique est un outil puissant pour I’étude des ensembles ra-
tionnels. Contrairement a la théorie des automates, elle permet d’associer un ob-
jet canonique a chaque ensemble rationnel : le semigroupe syntaxique. Les cha-
pitres précédents ont montré qu'un ensemble est rationnel si et seulement si son
semigroupe syntaxique est fini. Dans le cas des mots finis, I’étude des propriétés
algébriques des semigroupes syntaxiques a permis d’établir toute une hiérarchie
des ensembles rationnels. Schiitzenberger fut le premier & considérer les en-
sembles dont les semigroupes syntaxiques sont finis et apériodiques, c’est-a-dire
ne contenant pas de groupes. Il a montré que ces ensembles étaient exactement
les langages sans étoile [38], définis par des expressions rationnelles n’utilisant
que les opérations booléennes et le produit fini. Cette classe est importante d’un
point de vue logique puisqu’elle contient exactement les ensembles définissables
par des formules logiques du premier ordre [24]. Ces résultats ont été étendus
aux mots de longueur w par Ladner [22], Thomas [41] et Perrin [29] et méme
aux mots ordinaux par Bedon [5]. Etant donné un entier n, les ensembles sans
étoile de mots indexés par des ordres linéaires dispersés de rang inférieur ou égal
a n, sont construits a partir des lettres de I'alphabet en utilisant le produit fini
et les opérations booléennes ot le complément est pris dans I’ensemble des mots
non vides de rang au plus n. Dans ce chapitre, on montre que le ¢-semigroupe
syntaxique d’un ensemble X de rang fini n est apériodique et fini si et seule-
ment si X est sans étoile dans ’ensemble des mots de rang au plus n. Pour
montrer que le semigroupe syntaxique d’un ensemble sans étoile de rang fini est
apériodique, le produit de Schiitzenberger est généralisé aux o-semigroupes. La
preuve de la réciproque, inspirée de [4], utilise une induction sur le rang et n’est
donc pas adaptable aux ordres linéaires de rang quelconque.

5.1 Semigroupes apériodiques

Définition 25 Un semigroupe S est apériodique s’il existe un entier k tel que

pour tout s appartenant & S, sFt1 = s*.
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Un ¢-semigroupe (respectivement w-semigroupe, wi-semigroupe) est apériodique
si son semigroupe de support est apériodique.

5.2 Langages sans étoile

Un ensemble sans étoile est défini par une expression rationnelle ou 'opérateur
* est interdit mais dans laquelle la complémentation peut étre utilisée. Nous rap-
pelons les définitions des langages sans étoile de mots finis, infinis et ordinaux
de rang fini avant de les généraliser aux mots sur les ordres linéaires dispersés
de rang fini.

5.2.1 Mots finis

Définition 26 La classe SF(A*) des ensembles sans étoile de mots finis est la
plus petite famille contenant ’ensemble P(A) des parties de A et fermée par
produit fini et par les opérations booléennes ou la complémentation est prise
par rapport a A*.

Notons que ’ensemble vide est sans étoile et son complémentaire A* aussi.
Exemple 61 L’ensemble (ab)™ est sans étoile puisqu’il est défini par I'expres-

sion (aA* N A*b) \ (ATaaAT U ATHHAT).

Théoréme 61 (Schiitzenberger) [38] Un ensemble de mots finis est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est apériodique et fini.

Exemple 62 Le semigroupe syntaxique de I’ensemble (ab)*, défini & I'exemple 38
par les ~x-classes (ab)*a, (ab)™, b(ab)*, (ba)t et A*aaA* U A*bbA* est apério-
dique : tout élément s vérifie s2 = s3.

5.2.2 Mots infinis

Pour les mots de longueur w, le produit fini n’est autorisé que du coté gauche.

Définition 27 La classe SF(A%) des ensembles sans étoile de A“ est la plus
petite famille contenant P(A) et fermée par les opérations booléennes ou la
complémentation est prise par rapport a A“ et fermée par produit fini & gauche
des ensembles sans étoile de A*.

De méme que A* appartient & SF(A*), 'ensemble A appartient & SF(A¥) en
tant que complémentaire de ’ensemble vide.

Exemple 63 L’ensemble (ab)“ est sans étoile : (ab)¥ = ad® \ (A*aaA® U
A*bbAY).

Théoréme 62 (Perrin) [29/ Un ensemble de mots de longueur w est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique est apériodique et fini.
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5.2.3 Mots sur les ordinaux de rang fini

. n . . ’
Pour tout entier n, notons A< I’ensemble des mots non vide sur A indexés
par un ordinal strictement inférieur a w™.

Définition 28 Soit n un entier naturel. La classe SF(A<*""") des ensembles
sans étoile de mots indexés par des ordinaux inférieur & w™*! est la plus petite
famille contenant 'ensemble P(A) des parties de A et fermée par les opérations
booléennes ou la complémentation est prise par rapport a A<“’n+1, et fermée
par produit fini.

Exemple 64 L'ensemble X = ((ab)* + (ab)*)" appartient 3 SF(A<“"). En
effet, en notant L = A<%” \ A< 4 D’ensemble des mots de A<*" de longueur
limite, il vient

X = abA<¥" \ (LbA<Y" + A< q + A" qaA<<" + A< phA<e),

Théoreme 63 (Bedon) [6] Un ensemble de mots indexés par des ordinauz
de rang fini est sans étoile si et seulement si son semigroupe syntazrique est
apériodique et fini.

La preuve de ce théoreme utilise une approche logique et montre également que
les langages sans étoile de mots transfinis sont définis par des formules logiques
du premier ordre.

5.2.4 Mots sur les ordres linéaires

Définition 29 Soit A un alphabet fini et soit n un entier naturel. La classe
SF,(A) (ou SF,,) des ensembles sans étoile de rang au plus n est le plus petit
ensemble contenant P(A) des parties de A et fermé par produit fini et par les
opérations booléennes ol le complément est pris par rapport a 'ensemble AW~

Bien siir, 'ensemble A"r

0 e SF,.

appartient a SF, puisque c’est le complément de

Exemple 65 Pour tout entier naturel n, les ensembles G et D de mots de rang
au plus n et de longueur limite a gauche et a droite sont sans étoile :

G =AW\ AAW" | D= AWn\ AV A,

L’ensemble A* des mots finis appartient aussi & SF;, : c¢’est ’ensemble des mots
ne contenant aucun facteur de longueur limite :

A* = AWn\ AWn(GU D)AY»
= AWn\ (AW (G U D)AW» U GAY» U AW D).

Lemme 64 Quels que soient les entiers naturels n et k < n, les ensembles
AWk (AWR)@ et (AW)=% appartiennent ¢ SF,.
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Preuve. Soit n € N. L’exemple 65 montre déja que A* € SF,. On montre
que pour tout 0 < k < n, si AWr € SF,, alors (AWr)* (AWr)=w et AWk+1
appartiennent & SF),. Soit 0 < k < n. Supposons A"* € SF,. Son complément
AW = AWn\ AWk appartient donc aussi & SF,,. On montre que (A"*)* € SF,
en utilisant ’expression sans étoile suivante :

(AWEY® = AWk \ (AWx AWk U AWs AWr)

L’inclusion de gauche a droite est directe. Réciproquement, soit x appartenant
au membre droit de ’égalité. Comme x € AW~ \ AWr il existe un entier k < r <

m
n tel que |z| € W, \W,._1. Notons |z| = Y K; ot K; € U, pour tout 1 < i < m.
i=1

Comme = € W\ AWr AWk ] existe un unique entier 1 < 79 < m tel que
K;, € U, \ Wy. De plus, ig = m puisque x € AWk \ AWk AWk On sait donc que
x admet une factorisation x = a’z"” ol |2'| € Wy, et |2”| € U, \ Wy. Par définition
de Uy, |2"| = > I; ou pour tout j € J,I; € W,_y et ou J € N U{w, —w}. Si
jeJ
J € N alors |z| € W,_1 ce qui est une contradiction. Donc J € {w, —w}. Par
l'absurde, supposons qu'il existe jo € J tel que I, € Wy_1 \ Wy. si J = w alors
les ordres linéaires Y I; et » I; appartiennent tous les deux a W,_; \ Wj.

Ji<jo Jo<j
Cela signifierait que z € AWs AWr ce qui est une contradiction. L’argument
symétrique pour J = —w montre que z” € (A"*)¥ ou que 2" € (AWr)~w,

Comme x € AWs \ AWr AWk on conclut que z € (AY*)~ et que (AW*)~ € SF,.
De fagon symétrique on obtient (A"*)~ € SF,.
Il reste a prouver que AWr+1 € SE,. Pour cela, on montre 1’égalité suivante :

AWn\ AWes1 = AWn (G U D) AW

ott G = AWn\ (AWE U (AVE)") AW et D = AWn \ AW (AWE U (AWF)w)

L’inclusion de gauche a droite découle du fait que tout mot appartenant & G ou
a D est de rang strictement supérieur a k + 1. Réciproquement, soit x € A™» \
AWr+1 Alors o possede au moins un facteur y appartenant a (AWe+1\ AWk )@
ou d (AWk+1\ AWk)=w Or (AWrt1\ AWr)» C D et (AWr+1\ AWr)=% C G. D’olt
x € AW (G U D)A"" | ce qui conclut la preuve.

O

Pour tout X € SF,, on dispose d’une expression sans étoile de X ou le
complément est pris par rapport a I'’ensemble A"». Comme A"» € SF, .1, on
peut remplacer dans celle-ci toute expression de la forme AW» \' Y par (AWn+1\
Y) N AW» et obtenir une expression sans étoile de X ot1 le complément est pris
par rapport & I'ensemble AW+t

Corollaire 65 Quel que soitn € N, SF,, C SF,41.

Soient n € N et X € SF,,. On définit f inductivement par
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Vae A, f(a)=
VX1, X2 € Sy, f(Xa ) f(X1) - f(X2),
f(X1 UX2) f(X1) U f(X2),
F(X1NXo) = f(X1) N f(Xz),
X1\ Xa) = f(X1) N (AW \ f(Lg)) N AWr,
d’apres le lemme 65, AW € SF, 1 dott X = f(X) € SF,41. o

Les paragraphes suivants sont consacrés a la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 66 Un ensemble de mots indexés par des ordres linéaires dispersés
de rang fini est sans €étoile si et seulement si son o-semigroupe syntazique est
fini et apériodique.

5.3 Des ¢o-semigroupes apériodiques vers les lan-
gages sans étoile

Soit S un ¢-semigroupe fini apériodique reconnaissant un ensemble X de
rang fini r. Il existe un morphisme de o-semigroupe ¢ : A°— S et un ensemble
P C S tels que X = ¢~ (P). Pour tout entier n € N et tout élément p € S, on
note X,, , 'ensemble des mots de rang au plus n et d’image p par ¢ :

Xn,p = W_l(p) N AWn

Comme X = |J X, , et que les ensembles sans étoile sont clos par union fini,
peP
il suffit de montrer que pour tout p € P, X,, € SF,. On va montrer par

récurrence sur n que pour tout n € N et pour tout p € S, X, , € SF,,. Le cas de
base sera donné par le théoreme de Schiitzenberger. Pour le pas de récurrence,
on va d’abord montrer que pour tout idempotent e € E(S), si X,, . € SF,, alors
X, e € SFyi1. La preuve est une adaptation de celle du Théoreme 5.4 de [32].

Lemme 67 Quels que soient n € N et e € E(S), (X,,.)¥ = (AW2)¥\ Z od

Z = UX”S AW UXnt ne(AW)]
ses tes,

st=e

Preuve. Soient n € N et e € E(S). Soit x € X7 .. Par I'absurde, supposons que

x 6 Z. On dispose d’une factorisation z = x’z” telle que pour toute factorisation

=yy'y”, p(z'y) # e ou (y') # e. Autrement dit la longueur du plus long
preﬁxe de z appartenant a X,, X, . est bornée. La contradiction avec z € X;;e
assure que z € (AWn)@\ Z.

Réciproquement, soit € (A"W")“ \ Z et soit = wupwg une factorisation
quelconque. Notons s = ¢(ug). Comme z ¢ Z, il existe t € S tel que st = e et
T € Xpn 1 Xn,e(AV")“. On dispose donc de vy, wg € AW tels que ¢(ugvp) = e,
o(wg) = e et g = vowpr; pour un certain suffixe z; € (A"»)® de x. On
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peut réappliquer ce raisonnement a la factorisation x = wuix; et obtenir de
fagon récursive des suites (u;)i>0, (Zi)i>0, (vi)i>o et (w;)i>o telles que pour
tout ¢ > 0,

T = Uiy, Uipl = wivw; , p(uv) =eet olw;) =e

Soit # = [] y; la factorisation définie par yo = wugvp et pour tout i > 0,
1Ew
Yi = Wi—17;.

Yo Y1 Y2

On dispose d’une superfactorisation x = " et d’une paire liée & droite
4
€W

(r, f) € S x E(S) tels que ¢(y}) = r et pour tout i > 0, ¢(y!) = f. On montre
que (r, f) = (e,e). Comme il existe m € N tel que ¢(y() = ©(Yoy1 ... Ym) =
©(Umvm), on obtient r = e. De méme, on dispose de m; < mg tels que
f = SD(ym1~'~ym2) = w(wm1*1)@(vm1ym1+l'~'ym2) = egoug € S. D’on
f =eg = eeg = ef. Comme (e, f) est un couple lié a droite, e = ef ce qui
conclut e = f. a

Etant donné n € N, on a montré que pour tout p € 5, si X, , € SF;,, alors
I'ensemble Y;, 1, défini par

Yopp=¢ 'p)nA%n =X,,0 ) XX2oUu o |J XogXa

(t,e)eS X E(S), (t,e)ESX E(S),
teT=p e~ Tt=p

appartient & SF, 1. Le reste de la preuve est inspirée de [30] et utilise les deux
lemmes ci-dessous.

Lemme 68 Soit S un semigroupe apériodique. Quels que soient p, r et s ap-
partenant & S, si p = rps alors p =1p = ps.

Preuve. Soit S un semigroupe apériodique et soient p, r, s € S. On dispose
d'un entier k tel que r**1 = r* 1l vient p = rps = r¥psk = r**1psk = rp. De
facon similaire, on obtient p = ps. |

Dans un semigroupe apériodique, si deux éléments p et s vérifient s < p,
s <r petp<g s alorsils sont égaux.

Lemme 69 Soit S un semigroupe apériodique. Quel que soit p appartenant a
S,p=@S'NS'p)\{recS|pgstrsy}.
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Preuve. Soit S un semigroupe apériodique et soit p € S. L’inclusion de gauche
a droite est évidente. Réciproquement, soit s appartenant au membre droit de
I’égalité. On dispose de a, b, ¢, d € S* tels que s = pa = bp et p = csd. Donc
s = csda et d’apres le lemme 68, s = c¢s. On obtient s = sd de fagon similaire
d’oul s = ¢sd = p. O

Pour tout p € S, on donne une expression de X,, 11, & partir des ensembles
Y41, pour s € S.

Lemme 70 Quels que soient n € N et pe S,

Xn—i—l,p = (RAWn+1 N AWn+1L) \ AWnt1 g gWnt1

ot
R= U Yn+1,s @] U Xn+1,rYn+1,S
Rp,
sRp :inpp
L= U Yn+1,s U U Yn+17an+l7r
L Lp,
sLp i;ﬁpp

J = U Yn+17sU( U Yn+l7an+1,sYn+1,t)U( U Yn+17rYn+1,s)~

s<gp rS> 7P, T2 P,
st> 7p, s> 7P,
rst<3p rs< gp

Preuve. Soient n € N et p € S. Soit ¢ € X, 41, On commence par montrer
m

que ¥ € RAW»+1. On dispose d’un entier m et d’une factorisation z = [] x;
i=1

telle que pour tout 1 < ¢ <m, z; € Y,41,. Sim =1, alors € R. Sinon comme
o(z) = p, il existe 1 <ig < m tel que pour tout 1 < i < ig, p(x1...7;) >r pet
pour tout ig <i < m, o(x1...2;) R p.

— Siig=1alors p(z1) Rpet z € |J Yyp1,sAVn+1.

sRp
— Sinon 49 > 1 : Notons r = ¢(z1...xi—1) et s = p(x4,). Comme r >g p,
rsRpetx, € Vopr1silvient x € |J Xpg1,Ynp1 AV

rsRp,
T>RDP

Dot x € RAW»+1. La preuve de x € AW»+1 [, peut se faire symétriquement. De
plus, si & € AWn+1 JAWn+1 alors p(x) # p par définition de J. On obtient ainsi
la premiere inclusion.

Réciproquement, soit x € (RAW=+1 N AWnr+1 L)\ AWn+1 JAWn+1 Comme x €
RAWn+1 /il vient ¢(z) € pS. De méme, x € AWn+1L donc ¢(x) € S'p. D’apres
le lemme 69, il suffit de montrer que ¢(x) >4 p pour conclure que p(x) = p.
Par I'absurde, supposons que @(z) <7 p. Si |z| € Uy, alors x € Y, 11 y(0) € J
ce qui est une contradiction. Sinon x il existe un entier m et une factorisation

m
x = [] z; telle que pour tout 1 < ¢ < m, |z;| € U,. Comme ¢(z) <7 p, il
i=1
existe 1 < ip < jo < m tels que (x4 ... 2j5,) <g DY(Tig+1-.-2j,) > D et
P(Tig - Tjy—1) 27 .
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— Cas 1 : 49 = jo. Alors ¢p(z;,) <y p donc z € AW"“YRHM(%O)AW"“ C
AWnt1 JAWn+1 |

—Cas 2 :4p+1 = jo. Alors z € AW"“Yn+17@(xi0)Yn+17@(IjO)AW"+1 avec
(@i )p(T5,) <7 P, 0(Tie) 27 P et p(z5,) 27 P.

— Cas 3: jo —io > 2. Soit 7 = p(x4), s = @(Tig41 .- - Tjo—1) €t t = p(zj,).
Onars>gp, st >7petrst<gp. Deplus, z;, € YVpy1, et x5, € Ygis
donc x € AWn+1 JAWn+1 ce qui est une contradiction.

O

Pour tout p € S, on obtient une expression de X, , contenant des en-
sembles de la forme Y, 1, oll s € S mais aussi de la forme X,,11 . Le lemme
suivant montre que les ensembles X, 11 s apparaissant dans I’expression vérifient

s> p.

Lemme 71 Quel que soit S o-semigroupe fini apériodique et quels que soient
p, T, s ett des éléments de S,

i) sip<gralrsp<gr;

i) sip<graorsp<gr;

it) sirs > p, st > 7 p et rst <jp alors s > p.

Preuve. Soit S un o-semigroupe fini apériodique et soient p, r, s, t € S.

i) Supposons que p <r 7. Alors p <7 r donc p <z r. De plus p J r et
p <g r implique p R r. Donc r > 7 p.

ii) Similaire & i).

iii) Supposons que rs > 7 p, st > 7 p et rst <z p. Il existe a,b,c,d € S tels
que p = arsb = cstd, donc p <7 s. Par l'absurde, si p J s, il existe u,v € S
tels que s = upv donc en utilisant le lemme 68 on obtient s = uarsbv = uars,
p = cuarstd et p <z rst ce qui est une contradiction. D’olt s > 7 p. O

On obtient alors le résultat en utilisant une induction sur la D-classe.

Proposition 72 Quel que soit le o-semigroupe fini apériodique S et quel que
soit le morphisme de o-semigroupe ¢ : A°—S | pour tout n € N et pour tout
peS, Xnp € SF,.

Preuve. Soit S un o-semigroupe fini apériodique et soit ¢ : A°—S. On montre
par récurrence sur n € N que quel que soit p € S, X, , € SF,,. Supposons que
n = 0 et soit p € S. L’ensemble ¢ ~!(p) N A* est reconnu par le semigroupe fini
apériodique support de S. Le théoreme de Schiitzenberger donne alors Xy, €
SFy. Soit 0 < n. Par hypothese de récurrence, pour tout p € S, X,,, € SF,
donc X, , € SF,41 d’apres le corollaire 65. D’autre part, le lemme 64 donne
(AWn)e € SF,11 et (AW")™% € SF,41. En utilisant le lemme 67, pour tout
pES, Yoi1p € SFyy1. On montre que pour tout p € S, Xp41, € SFyy1 par
induction sur la Dclasse de p. Notons que le lemme 70 peut se récrire avec les
méme notations :

(RURAWn+1) N (LU AWn+1 L))

Xn+1,p P ( ;
\(JUAWn+1 J U JAW 41 U AWt JAWn41),
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11 suffit donc de montrer que R, L et J appartiennent a SF, 1 pour conclure.
— Supposons que pour tout s € S, p >7 s. D’apreés le lemme 71, R =
U Yn+1737 L= U Yn+17s et J = U Yn+1,s U U Yn+177‘Yn+l7s donc

sRp sLp s<gp r> 7P,
sZ 7P,
rs gp

X7L+1,p S SF7L+1'
— Soit p € S. D’apres 'hypothese d’induction sur la D-classe, pour tout
s e Stel que s >y p, Xpy1,s € SF,q1. D’apres les lemmes 70 et 71, on
obtient X, 41, € SFhy1.
O
On a montré que tout ensemble de rang fini n reconnu par un ¢-semigroupe fini
apériodique appartient a SF,,.

Proposition 73 Tout ensemble de rang fini et reconnu par un ©-semigroupe
fini apériodique est sans étoile.

La construction est illustrée par I’exemple suivant.

Exemple 66 Soit S = {e, f, s,0} le o-semigroupe dont le produit est défini par
ee=e, ff=sf=ef=f, ss=fs=fe=es=se=set " = f

tous les autres produits valant 0.
e

Soit ¢ le morphisme défini pour tout a € A par p(a) = e. Comme S ne contient
que des idempotents, il est apériodique et on cherche une expression sans étoile
de X = ¢~ 1(f) = (A¥)T. Pour le rang 0, le seul ensemble non vide est Xo . =
AT dott Ve = AT, Y15 = AY et Y19 = A%, Pour X; . avec les notations
du Lemme 70, R = A", L = AT et J = A YU A dou X1, = At =
(ATAMI N AW AN\ AW (A2 UA=“) AW Pour X1 ¢, il vient, R = A¥, L = A%
et J=A"Y dou X = X1 5 = (AYAM1 N AW A@) \ AWt A= AW,

5.4 Des langages sans étoile vers les ¢-semigroupes
apériodiques

Quel que soit 'entier naturel n, rappelons que SF,, est le plus petit ensemble
contenant {a} pour tout a € A et fermé par produit fini et par les opérations
booléennes ot le complément est pris par rapport & ’'ensemble A"=. On prouve
que l'ensemble des langages reconnus par un ¢-semigroupe fini apériodique
vérifie ces propriétés de fermeture. Le produit de Schiitzenberger de deux semi-
groupes S et T, noté S o T est I'ensemble S x P(S! x T!) x T muni du produit
fini défini par :

(s1, P1, t1) - (s2, Pa, t2) = (5152, s1 P> U Pito, tita)
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ou s1 P = {(8182, tg) | (82, tg) S Pg} et Pty = {(81, tltg) | (81, tl) S Pl}

Un élément (s, P, t) de SoT est représenté par la matrice et le produit

s
0
fini est le produit matriciel. Pour tous les ¢-semigroupes finis S et T', on étend
SoT en un o-semigroupe en définissant les fonctions 7 et —7 pour tout (s, P, t) €

SoT par

B IE]T _ [Sg {(s"s', t™) | k €N, Eft’,t’) € PYU{(s™, 1)}}

[S ﬂ T {8‘0” {(s77s" t't*) [ k € N7t£i, t') e P}U {(1,t—n)}]

ou 75, —Ts, Tt €t —T; représentent les fonctions définissant S et T'.

Lemme 74 Soient S et T des o-semigroupes finis. Les fonctions T et —1 sont
compatibles respectivement a droite et a gauche avec S oT.

Preuve. On montre que 7 est compatible a droite avec SoT'. La preuve concer-
nant —7 peut se faire de fagon symétrique. Soit r € S o T et soit n € N. On
montre que (™)™ = r7. Notons r = (s, P, t).

n—1 T

T " stpgnie s EU{(s™,1)}
(r") = i=0 = 0 17

avec
n—1 ]
E = {(S"ks’,t’(t")"'t) ke N, (s, t)e U Sthn—l—z}
=0
n—1 ) )
= U {(s™tig ¢ty | ke N, (s, t) € P}
=0

n—1 )
= U {(" s t't) | k € N, (s',t') € P}

= {(s*s',¢'t) | ke N,(s',t') € P}

On montre a présent que quels que soient 71,79 € S o T, r1(rar1)” = (r1r2)7.
Soient 71,79 € S o T notés r1 = (s1, P1,t1) et ro = (s2, Pa, ta).

r (’I" r )7. _ S1 P1 (8281)75 {((szsl)ks’,t’(tgtl)”) | (S/,t/) S 82P1 U Pgtl} U {((8281)75, 1)}
Hrzi 0 t© 0 (tat1)™
(s152)™  EU{((s152)™,1)}
0 (tltg)n

avec
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Il

[
It
—~

((5251)k8’,t’(t2t1)”) | (S/ t/) € s9P U Pgtl} U P (tQtl)Tt
{(Sl(SQSl)kSQS/,t/(tztl)Tt)

(525 ") | (.¢) € Py}
)kJrlsl,t/(tltg)T‘) |
(Slsg)ksl,tl(tltg)n) | (S/,tl) S 81P2}
(slsg)ks’,t’(tltg)“) | ke N, (S/,t/) € Pty U Pltg}

mci cl

d’olt 71 (r2r1)™ = (r17r2)" ce qui conclut que 7 est compatible & droite avec SoT.
O

D’apres la proposition 45, le o-semigroupe S ¢ T est donc bien défini. De plus le
produit de Schiitzenberger de deux ¢-semigroupes apériodiques est apériodique.

Proposition 75 L’ensemble des o-semigroupes finis apériodiques est fermé par
produit de Schitzenberger.

Preuve. Soient S et T deux ¢-semigroupes finis apériodiques. On dispose de

deux entiers k, et k; tels que quel que soit s € S, sF+ = sk+1 et quel que soit

t € T, tFt = ¢*+1. On montre que pour tout r € So T, ks Thetl = phothit2
Soit (s, P,t) € SoT. Notons que quel que soit k € N,

k 1o ,
{s P] _|sF U st
= i=0
0 tk

Puisque sFsthitl = ghathit2 of thothitl — thethit2 j] suffit de montrer ’égalité
suivante :

kstke+1 , ks . ks+ki+1 )
U Siptks+kt+1—z — U Siptk5+kt+1—z U U Sthk5+kt+1—z
i=0 i=0 i=ks+1
P ke —i e ke — (i1
= siptrethi U () siLphethet-D
i=0 i=ks+1
k ks+k
_ Ljsiptks+kt—i U || siphsthe—i
i=0 i=ks
ks+ke

— S'L_Ptks +ki—1
=0

O
Soient ¢ : A°—S et ¢ : A°—T deux morphismes de o-semigroupe. L’applica-
tion ¢ ¢ 9 définie pour tout a € A par

_ |ela) {(e(a),1),(1,4(a))}
poip(a) = ‘PO 4 W(a)

peut étre étendue de fagon unique en un morphisme de ¢-semigroupe vérifiant
la propriété ci-dessous.
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(75’,15’) € P} U (s, (tat1)™) | (¢',t) € P}

|
|
ke N, (S/,t/) S Pltg} @] {(S/,t/(tltg)Tt) | (Sl,t/) S Pltg}



Lemme 76 Pour tout entier n et tout mot u de rang au plus n,

_ |p(w) A{(e@),d(w)) | u=rvw}

Preuve. Par récurrence sur n € N. Soit u € AW°. Par définition de ¢ o 1, la

propriété est satisfaite pour toute lettre a € A. De plus, la propriété est stable
par produit fini : quels que soient u et v’ satisfaisant le lemme,

po(un’) = pop(u) poy(
0 (u) 0 Y(u')

= o )
et {(w(vww))mu':vw}]
| 0 P(uu')

Soient n € N et u € AWn+1. Par hypothese de récurrence et par ce qui précede,
il suffit de traiter le cas ou |u| € (W,,)* ou |u] € (W,,)~*. Comme ces deux cas
sont symétriques, on suppose que |u| € (W,)*. On dispose d’une factorisation
u = [] u; et d’une paire liée a droite (1, e) € SoT'x E(SoT') tels que potp(ug) =r
€W
et pour tout ¢ > 0, pot(u;) = e. On montre le résultat pour v’ = [] u;. Notons
i>0
e = (s, P,t). Comme p(u') = s™ et ¥(u') = t™, il suffit de prouver que

{(s, )Y U{(s"s", t™) [ k € N, (s, t) € P} = {(p(v),9(w)) | vw = u'}.

Soient v, w € AWn+1 tels que u' = vw. Si w = € alors (p(v), Y (w)) = (s7,1).
Sinon w # € et il existe k > 0 et v/, w € AWnia tels que v = uy...upv’, w =
w gt ... et vV'w = ugpy1. Comme po(ugyr) = e et |ugyi| € Wy, Uhypothese
d’induction donne (p(v"), ¥ (w’)) € P et donc (p(v), Y (w)) = (p(ug ... uk)p'),
YWY (upso...)) = (s, t't™) avec (s',t') € P ce qui conclut l'inclusion de la
droite vers la gauche.

Réciproquement, soit k € N et soit (s',t') € P. D’aprés ’hypothese d’induc-
tion, il existe v/, w’ € AW tels que (s',t') = (¢(v'), ¥(w')) et ug+1 = v'w’. Donc,
(sFs", t't7) = ((uy ... upv’), Y(wW'upys...)). De plus, (s7,1) = (p(u'),1(€)) ce
qui conclut la preuve. O

On déduit de ce lemme 76 que la classe des ensembles reconnus par des o-
semigroupes finis apériodiques est fermée par produit fini et opérations booléen-
nes.

Théoréme 77 Un ensemble de rang fini est sans étoile si et seulement si il est
reconnu par un o-semigroupe fini et apériodique.

Preuve. Soit n € N et soient X C A"» et Y C A"W». Supposons que X et YV
sont reconnus par des ¢-semigroupes finis apériodiques S et T'. On dispose de ¢ :
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plun’) {(p(uv), d(w)) | v = vw} U {(p(v), Y(wu)) | u=vw}

u')
_ o) {le(),v(w)) |u= Uw}} [@(U') {(o(v), ¥(w)) | v = vw}

|

|



