ANNEXES

ANNEXES A : Existence et unicité

A. Existence et unicité de la solution du probléme a I’échelle microscopique
Nous utilisons un théoréme classique d'algebre, que nous adaptons au cas complexe.
Théoréme Brezzi. Considérons le probléme variationnel mixte suivant :

Trouver (u,A) dans H x M tels que :

{a(u,v) +b(v,1) :<f,v> VYve H
(A1)
b(u,pt)=(g.py Ve M
Si les conditions 1) et ii) sont vérifiées
)Jdar>0 tel que SK(a(v,v)) 20{”\/”2 , VeV (A.2)

ii) La forme sesquilinéaire b satisfait a la condition /nf — sup suivante : il existe

£ >0 tel que

PN s 550 (A3)

Alors (f,g)e H'xM’ , le probléme précédent possede une unique solution

(u,A)e HxM .

Théoréme Lax-Milgram
Soient H un espace de Hilbert complexe, a(u,v) une forme sesquilinéaire continue

sur H x H ,et L une forme linéaire continue sur / . Nous supposons de plus qu'il

existe >0 tel que

‘a(v,v)‘ > | [2/ , Wwe H (A.4)

ou tel que

W(a(v,v))ZO{”v * WeH (A.5)

Alors le probléme suivant

Trouver u tel que Vve H , a(TO, v_v) =L (v_v) admet une unique solution.



A.1. Le probléme fluide en déplacement

Trouveru’ e E telle que :

P’ J-Q,, u"wdQ~ion, J‘Q,, VyuOVva/dQ B -Llf [pro P, ] nae

a(uo ,Vv) L(W)
Démonstration :

Pour toutwe H , nous avons :

du, I,

W=l

dQ+zprJ uy,dQ
ou a(s,) une forme sesquilinéaire.
Vérifions si a(s,e) est continue ¢’est-a-dire :
0 — 0 —
‘a(” W)‘ < “H” HH'(Q) [0,

—LdQ

du; oW,
‘[Q/ ay, 8y,

‘a(uo,vT/)‘ <n,

+ o0 L:, u?widg‘

du! ow
Ssup(nz,poa))Hj' ay: a;": dQ|+
J

u?v_vidQ”
Q,

or IQ W dQ

fay ay,

4 N

1

IQ u. wdQ

Tl
D’ou

ol 7)< 25007 200,
Elle est donc continue

Voyons si a(s,+) est coercive : il faut montrer qu’il existe BeR, tel que

a(u,u) Zﬂ”u”Hl(Q) , pour toutu e H,(Q).

dQ|+ p,w

Jo, 2] a2

‘ ‘772

J-Q/Z

L]

‘a (uo U ‘ 1, HVu

2 ]3 * Ao

3

0
u [LZ(Q)]

(A.6)

(A.7)



D’ou nous obtenons que :

0 0
‘a(u U )

>, |V

3

[2@)]

v

. est équivalente a HVMIO H . dans E

[2(@)] (H'(9)]

Ainsi
a2, [V,
Ce qui démontre la coercivité de a(+,) . Nous avons donc bien existence et unicité

de la solution du probleme.

A.2. Le probleme fluide en température

Trouverz’ € H telle que :
. 0— 0 — . 0—
polepJ.Qf T wdQ+KdJ.Q/‘VyT V wdQ = legf p wdQ (A.8)
Démonstration :
Posons
0o —\_ .. 0— o7 — 0 — 1
a(z' ,w) —poza)ijQfT wdQ+deQf V.oV wdQ, V7', we HO(Q_f.)
et
. 0— — 1
L(p) —la)J.Qf p'WwdQ , Ve Hy(Q,)
On munit H' (Q‘ f) du produit scalaire
(f v_v):j V 'V wdQ
’ o 7 y
Alors a est une forme sesquilinéaire continue définie sur H' (Q f) x H' (Q f) et

L est une forme linéaire continue de H (Qf) . De plus
R (a (68’ 08 )) = ”68”129(‘)(9)

Le théoreme de Lax-Milgram donne la coercivité de a .



A.3. Probléme solide

Le probléme variationnel donnant, s’écrit alors :
N
Trouver u, € H,(Q)" tel que

jQX AVou VovdQ+ jQ 2u"e(u,)e(v)dQ= jQ f vdQ (A.9)

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram a la formulation variationnelle
(A.10), la seule hypotheése délicate a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire.
Nous procédons en trois étapes.

Premiérement, montrons que

g(v)‘2 dQ+.[Q/1*

[ 2w Vo dQzv] le(v) d

avec v = min (2,u*, (2,u* +NA )) >0 . Pour cela, nous utilisons une inégalité

algébrique : sion note A+B = Z,]-ijl a,b, le produit scalaire usuel des matrices

symétriques, nous pouvons décomposer toute matrice réelle symétrique A sous la

forme

A=A+ 4" avec A° :A—i”'A]d et A" 1 "Ald
N N

de telle maniére que A7+4" =0 e‘[|A|2 = ‘A"‘z +‘Ah‘2 . On a alors

A+ 2| =24 |4

2u°

‘2

+(20 + NI A 2|47

avecV = min(2,u*,(2,u* +N/1*)) , ce qui donne le résultat pour 4 = e(u) . Le fait que
v >0 n’est pas un hasard : les arguments mécaniques et thermodynamiques qui
conduisent aux inégalités v >0 et (2,u* +N. /1*) >0 sont précisément les mémes.

Deuxiémement, nous utilisons 1’inégalité de Korn qui donne une constante C >0 telle

que
2 2
[le()] dazc| [vf a
pour toutve H, (Q)N . Troisiémement, nous utilisons 1’inégalité¢ de Poincaré qui

donne une constante C >0 telle que, pour tout ve H, (Q)N ,

[ M aesc| v de



Au total, ces trois inégalités conduisent a la coercivité

e(v)[ ao+[ &

J-Q 2ﬂ* V. v|2 dQ > C”v”il(g)

Le Théoreme de Lax-Milgram donne donc [’existence et 1’unicité¢ de la

solution de la formulation variationnelle (A.9).

A.4. Etude du probléme couplé

Trouver (uf,po)e [H‘ (Q)}3 x I (Qf) tels que V (v, g)€ [Hl (Q)}3 x [* (Q) nous

avions

Iag<&f> -ndl + Lg ap’-npdl' ={p) &’ jg U pdQ+p @ jg<u°> PdQ
+[ (67)V.9dQ+[ ap'V pdQ

[ ) = ()9 i ] i

_ jg ' |:0( ; {Z*Vx ulld +240 e, (ug )H wdQ

(A.10)

Nous se plagons dans I'espace H , défini par :
H, = {ue [Hl (Q)]3 ,Vou=0 sur Qf}

La pression est alors le multiplicateur de Lagrange associ¢ a la contrainte d'étre dans

H , . La démonstration se fait en deux étapes, nous commengons par montrer

I'existence et l'unicité d'un déplacement u € H , solution de (A.10), puis nous

revenons a 1'é¢tude de (A.10) sur [H 1 (Qﬂ3 afin d'obtenir la pression p°(voir

démonstration Adeline Augier [13]).



ANNEXES B : Techniques numériques

Cette annexe rassemble les détails des dérivations lides a I’implémentation

numérique du probléme acoustique homogénéisés qui a été réalisé au cours de cette

thése.

B. Probléme microscopique équation fluide

B.1. Probléme microscopique fluide en déplacement

Trouver u, € [X,] et p,€ M, tels que :

. . ’2 —
—i@ Igf Vu, Vv, + @ pOJ.Qf u,v, +-|.Q, p,V-v, = Igf g,

jg/th-uh:O

Ecriture sous forme matricielle

4 0 B |(y
0 4 B |u|=

2

‘B 'B, 0 \p) \0

K
F,

2

Définition des coefficients intervenant (B.2) :

A:—iw'ﬂn E a¢i 8(01 —E, aq’i a¢1+a¢i aq’] +E, aq’i ?;
94 A FYAEYREYREY) A, oA

+ "

X, = xl)(xk x ( y,)(yk—yi)
)

 =[det ][] E2 M wdﬂldﬂz

, =det s |[[. E —Zzy/ dAdA,

F =|detJ,|e, [ @dAdA,
F,=|det e, ¢dAd2,

(B.1)

(B.2)



et detJ, = (xj _Xi)(yk _yi)_(yj _yi)(xk _xi)
B.2. Probléme microscopique équation thermique

Trouver 7, € [X,] tels que :

_KdJ‘Qf VTthh +p0ja)J.Qf 7,7, = ia)pojgf 7, V1, e [Hl (Qf )T (B.4)

Ecriture sous forme matricielle
AT =G (B.5)

avee

J'J‘ a¢ a¢1 _ a@ a¢] aqp a¢] +E aqb, a¢} dﬂﬂdﬂz
94 o4 oA oh o4 9 ) o o | u.

+ pyjoldet | pp,dAda,

et G =|detJ,|[ pdAdA,

B.3. Probléme microscopique équation solide

B.3.1. Formulation variationnelle cherchant I’inconnue X pour( p’= 1)
Trouver &, € [P,] tel que :
* * 3
[ (AV, & +21¢,(x,))V,w,dQ = IQS V,w,dQ v, e[B] (B.6)

Ecriture sous forme matricielle

{ﬂ*A-F(l*{-ﬂ*)Bll ﬂ*812+/1*321J(U1]_(G1] (B 7)

WBy+AB, pA+(A+u")B, \U.) (G,
avee
J-J- £ 99, 99, 0@, 99, 99 99, g 99 0@, |dAdA,
‘oa 04 704 04, aﬂz oA ) ok ok | Jy

B =L ([ | /22 99, _ (02,99, 90,99, .99, 99,
Jy di oA, o4, oA, 04, dA, 94 oA, 04,
ii 1 i llla Al' a@ 14 a Al' a@ 4 a Al' a¢ a ¢
Bljz = 7 Hk E a¢ . -E,, % - -E, 2 % /11 /12
« KL 04 94 d4 94, o4, a% Mz o4,

! 00,09, b 0P, 3¢, 09,
B, =—[[ gr02.991 _ o 99,99, 09,99, 1490, 99,
J P oA, 04, oA a4, 9k, 34 ) dl, o4,

}d&dﬂ?

}dﬂ« A



99 5 0¢ 5 09, 5 0,
‘_ﬂ E20.9% _pr 99,99 _ pr 90,901 | pm09.99; 115 44
04,04, A4, 04 oA A4, o4 9

G, =|detJ,|[]. £ 3/%

, 09,
G, =|det /| [[. £ a—Z’d&dﬂz

) ) El,”:(yk_yi)(xk_xz) N 5
E1=(yk_yi) E; =(yk—yA)(x.—x) E'= xk_xi)

a i Jj
E = E’=(x —x. _
i (yk y)z(yj y;) E3'”=(yj—yi)(xj—xi) ’ i (xk x,)2<x x)
Ee=nl g () ony E07)

. E, = (yk _yi)_(xk _xi)
e 4
E=(,=5)=(x=x)
B.3.2. Formulation variationnelle cherchant I’inconnue { pour
(l*Vx ulld+2u'e, (uf) # O)
Trouver ¢, € [P, ]3 tel que :

'[Qs I:/l*vy .;h + 2ﬂ*8y (;h )JVythQ - (B.8)
_J‘Q‘ [ﬂ*vx uSOId+ Zlu*gx (uf)]v}whdg ’

L’écriture sous forme matricielle de (B.8) est la méme que (B.7) avec la seule

différence le second membre G.

J.J.E ﬂldﬂ‘ldﬁ? [/lV ul +2u S(uf)]j

et

J‘J‘E aZd&dﬂz egz[/l*v-u?+2,u*8(uf)]ey

B.4. Probléme macroscopique

L’écriture sous forme matricielle du probléme macroscopique est obtenue en
combinant les résultats issus de la forme matricielle du probléme fluide et solide en

tenant compte des parametres effectifs.



ANNEXES C : Rappel méthodes des éléments finis

C.1. Présentation de la méthode des éléments finis

La discrétisation par élément finis consiste, d’une part a définir la géométrie

d’un sous-domaine élément et de faire un recouvrement du domaine total par le type
(ou les types) de I’élément géométrique choisi : e, =€ ¢,Me, = Vi= j i=1,N

et d’autre part de choisir les fonctions d’interpolation [22]. Ces fonctions
d’interpolation doivent bien satisfaire les conditions de continuités entre les différents

¢léments a I’intérieur méme. Ces conditions dépendent de la forme variationnelle.

Jol H@=3] [ e (C.1)
Sur chaque élément e, nous avons donc a évaluer :

U e

Formulation variationnelle du probléme fluide en température :
-K, J.Q/ Vz,V1,dQ+ pjiaC, IQ,, 7,7,dQ= ia)pojgf 7,dQ (C2)

L’approximation sur chaque élément e, des fonctions donne la forme matricielle

suivante :

Zlfﬂxy

nelt | 4. A.

ZL";H } i [ 0042)02
S 22020, 0000), 2000,
AR R YR oA, 04, 8/12821 a4, 94,

C (oo acsr

ou les i=1, NN, (NN, = le nombre de nceuds sur 1’élément).

e

Phase d’assemblage

La phase d’assemblage consiste a « assembler » :

= toutes les matrices élémentaires en une seule matrice globale [K]

= tous les vecteurs élémentaires en un seul vecteur global {F'}



tels que :

=2 <@>Lfﬂ{ﬂ}+<@>{£} (C4)

el
el

Techniques d’assemblage

La technique d’assemblage que nous avons utilisé est I’assemblage par
extension (peu utilisé) qui a pour principe d’augmenter les dimensions des matrices et
vecteurs élémentaires aux dimensions de la matrice global et du vecteur global.

Assemblage des matrices pour chaque operateur :

C’est I’opération de sommation de la forme intégrale élémentaire sous une

présentation matricielle globale :

A

11

e Ay A
4, 4, /
P R T P (C.5)

Ji i

A

nn

Cette opération d’assemblage d’une matrice élémentaire ou d’un vecteur

élémentaire se fait en utilisant la table de connectivite.

Assemblage des vecteurs pour chaque operateur :
Cette étape concerne généralement les sources d’excitation dans 1’équation du

bilan ou forme intégrale.

o

(C.6)

=
B




Assemblage global final :
e Assemblage de la matrice globale
Pour résoudre globalement les systémes élémentaires :
Nous assemblons les contributions de chacun de ces systémes dans une

matrice globale en tenant compte de la connectivité entre chaque élément.
[4]+[B]=[C] et {F}+{F}={F] (C.7)

¢ Introduction des conditions aux limites
Deux types de conditions peuvent étre considérés :
- Condition de Neumann (Le flux est connu sur le bord) : Cette condition est
prise en compte au niveau de la formulation intégrale faible et 1’operateur

associe dans le cas général est une intégrale a calculer et a assembler.

- Condition de Dirichlet (La variable est connue sur le bord)
L=T, (C8)

Pour tenir compte d’une telle condition on utilise la méthode du terme unité
sur la diagonale. Elle consiste a modifier pour chaque donnéeU, =U, le vecteur {F}

puis la matrice de la maniere suivante :

F,=F-KU, j=L.,Netj#i

F=U,

! ! ‘ o (C.9)
K;,=K,=0 j=L..,Net j#i

K;=0

La condition de Q -périodicité est satisfaite en prenant la moyenne des valeurs

obtenues sur les deux nceuds correspondants.

e Résolution
Apres assemblage et introduction des conditions aux limites, nous arrivons a

systeme algébrique linéaire ou non d’ailleurs qu’il faut résoudre. Il est de la forme :
(KU} ={F} (C.10)

La résolution de ce systéme nous donne les valeurs cherchées aux nceuds du maillage.



