Chapitre 3

Existence de la solution forte et continuité par
rapport aux parametres

3.1 Existence de la solution forte

Commencons par introduire la structure Hilbertienne suivante :

HY“'(D; H) := I'espace de Hilbert obtenu en complétant ¢’>°(D; H) par rapport & la norme

9%u 2
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H' ([0, Ty]; H) := lespace de Hilbert obtenu en complétant € ([0, T3] ; H) par rapport a la
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ou ||.|| est la norme dans Lo(D; H).
De maniere analogue on construit 'espace H' ([0, T1]; H) .

Notons par Ej 'espace de Hilbert
Lo(D; H) x H' ([0, To); H) x H ([0, T3] ; H)
composé des éléments F' = (f, ¢, ©) telle que
IENZ = LA+ llelly + l[ll; est finie.
H! ([0, T3] ; H) x H! ([0, T1]; H) est le sous-espace fermé de

H ([0, Ty]; H) x H' ([0, TY] ; H)
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composé des éléments (p, ¥) tels que i (0) — (1) = Tap(0) — me(Tz).
Hy'' (D; W) := le sous-espace fermé de HY' (D; H) défini par

Hy' (D;W?h) = {ue H" (D; W) & im0 — ot [iy=my = piatt |iy—0 —fio W |y, } »
0
HY!' (D; H) := le sous-espace fermé de H™! (D; H) défini par

{ue H"'(D; H) : iz p(0) — fix o(T2) = i 9(0) — ir (Th) }

ou Ji; est le conjugué de ;.
Opérateurs de régularisation (Approximation de Yosida) (BrREzIS [13], proposition
VIL2, p. 102).
On définit A, = I + cA. L’opérateur A. possede les propriétés suivantes :
P.1:. A, est auto-adjoint;
P.2: A, est uniformément positif : (A.u,u) > (1+eco) [u]®, Yu € D(A), Vte D;

P.3: A, admet un inverse borné et on a ||AZ1|| < :

— <
(1+€Co) -
P4 |eAAZW|| =T = AZYHv|| — 0, e — 0, Vv € H;

P.5: Al est auto-adjoint et commute ave A (AAZ! = AZTA).

Etablissons maintenant la densité de I'ensemble R(L) ,) dans E. Dans ce but introduisons

la condition suivante :

(%) La fonction D 3t — A(t) € L (W', H) admet des dérivées mixtes

A:t/1t2 (t) = 865?5;3)7 :f;t1( ) = 8@5;48(:1))

par rapport a la topologie de la convergence simple dans £ (W', H), et telles que
AL, (ATHE), AL, (A7) € Lo(D; Z(H)).
On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Sous les conditions du théoréme 2.3.1 et la condition (%), ’ensemble

R(Ly,,) est dense dans E.

Démonstration. Nous décomposons la démonstration en deux étapes :
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1% étape

Nous commencons par le cas A = 0.
2

Ot10ty
Soit V' = (v, v1, v2) un élément orthogonal & R(Ly ), alors pour tout v € H*'(D; W) on a

Soit alors Ly = + A lopérateur correspondant a la valeur A = 0.

<L0“uu, V>E = <£0 u, U> + <l1uu, U1> + <l2“u, U2> =0. (54)a

Démontrons que V' = (0, 0, 0).
Comme [, et ly, sont indépendants et les images des opérateurs [;, et ly, sont partout
denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V' = (0, 0, 0), il suffit de

démontrer la proposition suivante :
Proposition 3.1.1 Si pour tout v € Ly(D; H), on a

(Lou, v) =0, Yue Hy'(D; W) = {ue HY'(D; W) : lju =0, lyu=0}.
Alors v = 0.

Preuve. On a

o2
(Lou, v) = <at16ut2 + Au, U> =0, Yue Hy'(D;Wh. (54),
A partir de 'équation (54),, on a
0*u
— =—(A :
N (53
Posons
w=A-'v et h = A.u, (56)
BTE = gA;QA;17 B;E = gA;lA;17 BSE = gA;/2t1A;17 CSE = gA;lthA;17 (57)

7

x 7 désigne le symbole de I'adjoint. Ici h peut étre considérée comme une fonction arbitraire
de Hy'(D; H).

D’apres les relations :

82<A5U> 3 ’ 3u " ’ 8u ’ 8u 32u
) =— A.— | =¢cA — — + A——
O Gnan, ~ on (5At2u+ 5%) SAnut e, g e g, T A gan
. 0(eALw) o » Ou
(ZZ) a—tl = é‘Atthu + €Aza—t17
d(e A, u) , Ou

(ZZ’L) 3—752 = €At2tlu + 5At1 8_t27
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on a
92w P(Aw)  O(eA u)  O(eA; ) ,
e _ 2 _ 1 A .
c (92518152 (9151(%2 8t1 8t2 te tot; U (58)

En remplacant u par AZ'h dans (58), on obtient

*u  O°h O(Bph) 0(Byh) | ..
Aeatlatg N {%18752 B atl N 8t2 + Bosh' (59)

L’équation (55) s’écrit alors

0%u 9%u 0%u 1
<6t18t2’v> <8t16t2 AA > <A€8t18t2’A5 U>

0*u
= (A = (A, —AAZ ) = —AA ).
< “Ot,0ty w> (Acu, cv)=(h, -lv) (60)
2
En remplacant AE—U par 'expression (59) dans (60), on obtient
0t10t,
2h 9 ) ) 3
<8t18t2 - a_tl( lsh) atg (BQEh) + BOsh7 U]> - <h7 _AAg U> ) (61)
d’ot on déduit
0*h 0 0
— — (B{.h) — =~ (Bs.h = (h, = (AAZ" + B A M) v) . 2
<8t18t2 8t1( le ) 8t2( 2e )’w> < ) ( .t DA, )U> (6)

Puisque I"équation (62) est vraie pour toute fonction h € H& (D; H), elle reste vraie pour

h € C§°(D; H). Ce qui donne en language distributionnel

2
<h’ a—w+B Ow +Bzgaw>
@/

= (h, —(AAZ' + By, AZY)v), Vh e C&(D; H).
Considérons les opérateurs L et £ définis par
_ 0
D (L‘) —H" (D; H) C Ly(D; H)
Fue Lu 0%u LB au+B ou (64)
oLty ot oty

( >_H11DH)CL2(D H)

- o . o . (65)
Lu= atlatg ~ o (Bj.u) — BT (Bj.u) .

Montrons que L est I’adjoint de L.
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En effet, d’apres les relations :

0 (00 N 0 (
atlat2 87518752 Otl oty’ Oty \ "0t )’
* a *
°* — ( (Bj.v), u) (v Bls ) — 8_151 (Bj.v, u),

* a *
° (3752 B v) > (v Bge ) — 0_152 (B.v, u),

pour tout v € Hy''(D; H) et u EH“ (D;H), on a

RN B
E " U // (thc’)tg tl (Biev) — 8_152 (B3v), u) dt =
T2 a Tl a
<U7 £u>+/ <8t2 BTE ’ ) t1 =0 dt2—/< 82&1 +stu> t2 0 2 dt;. (66)
0 0

0
D’apres la définition de Hy''(D; H) et HY' (D; H), on a

ov ov

v !t1=0: H2v ’t1=Tl> miv !t2=0: H2V |y=15, M&_tz |t1=0: Mza—tQ ’t1=T1,

_ _ . o _ Ou __Ou

M2t ‘t1=0: H1t ’t1=T17 M2t ‘t2=0: H1 ’t2=T27 M2~ |t2=0: M1 ’t2=T2 . (67)
Ota Ots

En injectant les expressions (67) dans les intégrales se trouvant dans (66), on trouve

ov h=T ou t2=Tz
RS —0 Bs. — 0.
<3t2 1ot u)tlzo 7 ( o, u)

to=0

On obtient alors
-, - 0
(ﬁ v, u> - (v, £u> ., Voe HY(D:H), VueH" (D;H). (68)

Revenons a I’équation (62). D’apres la relation (68), I’équation (62) signifie que pour tout
g # 0, w est la solution faible du probleme

~ 0w ow ow

Lw= ———+ Bi.=— + By = = —(Bo. A7' + AAT ),
/\7/1) at18t2+ 1 8 28752 ( O0c4te + € U)
l}ﬂw = [aw |t1:0 — [ w |t1:T1— 0,

lgu’w = [a2W ’t2=0 — W |t2:T2: 07

avec v € Lo(D;H), Bj.e Z(H) (j7=0,1,2).

Considérons Vopérateur L = (£, b, ly,) agissant de H(D; H) dans Ey.

(Z) (69)

Etudions les propriétés de cet opérateur.
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Proposition 3.1.2 L’opérateur L est un isomorphisme de H“(D; H) dans Ey pour tout
we M.

Preuve. Il faut démontrer que
~ 112
@ |2 < malul, . vue maoim,

~ 2
®) Ny < & ||Zu]| ) vue mv(D ),

() R(L) = Ey,
ou K et K, sont deux constantes positives indépendantes de wu.

(a) D’apres les estimations du lemme 2.2.1/ et compte tenu du fait que

Bj. € Z(H), [1-A7Y| 4y <2
on obtient
Bl o = || B: — H AA = HA’,A—I [ A <
|| J ||$(H) H Jellz(H) € tit e 2(H) t; ( € ) .,?(H)_
"ot 1 :
4,47 M= A < €0 G=1.2)
Une estimation de ’Eu‘ donne
~ (2 0*u ou ou |? 0*u ou ou | ?
L ’ =|—+Bj,— + By.—| < e By, —
‘ “ ‘atlatg TR I { FTr T I T R e }
0%u ou ou )’
< B — B —
<{|avgr| + 1Bl || + VBl |5
Pu | |oul® |oul? 9
<4(1+C — — —
S 41+ ){‘atlatg Tlan| Flag) T
d’ol1 on déduit
2
H.cuH <A1 +C)|[ul?,, Vue H"(D;H). (70)

En vertu de la continuité des opérateurs l;, ZQNH de H'(D; H) dans les espaces

HY([0, T3); H), HY(|0, T1]; H) respectivement et 'inégalité (70), on obtient

~ 2
H‘Lum <K |lul?,, VueH"(D;H). (71)
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Par des techniques similaires a celles utilisées pour établir I'estimation (19), on démontre

< i ||

~—

72)

R

64(T) + To + 1)?

oi(p)
D’autre part, de 1’égalité

o K3 = exp (32C (exp(C(T1 + To)) (T, + Tb)), (i =1,2).

découle 'inégalité

oull®> 1~ 12 1~ |2
Jul|? < K, Hc?tl + Ha—752 A |[lrpu|| + lguu‘ , (73)
2(Th + Ty)? (1 + g i | ) (1 + || )
ou K4 = .
(1 - |,u3 Z:uz ‘ )
Sachant que
2u || ou ou ||
<2 HE H 4C? guprt 74
Haﬁah ‘I oty + ot (74)
et en combinant les inégalités (72)-(74), on otient
lull}, < 13 ||Zu] |, vu e o (D m), (75)

ot Kp =22+ C%)(1+ K3)(1+ Ky).

De la continuité de opérateur L et I'inégalité (75), on conclut que I'opérateur L est un
isomorphisme de HY'(D; H) sur le sous-espace fermé R(L) = L (H“Y(D;H)). 1l reste &
vérifie que R(L) = Ej.

Pour cela introduisons la famille d’opérateurs {E;} on’ définie par
s€l0,1

~ o~~~

( Ls - (£57 ll,u) lQ,u,)a s € [O) 1] )

—~ 0%u ou ou
Bu, Bu= B By, (76)
oo, St PUS Pleglt Dregs

(| D(L,) = H"(D, H).

On va procéder ici par la méthode de prolongement par rapport au parametre s.
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Par une procédure d’intégration simple, on montre que la solution de I’équation opérationnelle
/Lvou =F,  F=(f v, w)€ Eyest donnée par I'expression

ta t1 1 B B
]/!fﬁﬂf+agj§5hﬁﬂ+wﬁﬁ—mwm%wmdﬂﬂ

+% jjf(T)dT+fo(T)dT+ﬁfo/ﬂfﬁ)ﬁ : (77)

Ce qui prouve que R(Eg) = FEy. Puisque les inégalités (71) et (75) sont vraies pour I'opérateur
Lo, on déduit que 'opérateur Ly est un isomorphisme de H LY(D; H) sur Ey.
Pour tout sg, s € [0, 1], on peut écrire

LS = Lso + (8 — 80)([/1 — Lo) avec (Ll — Lo) = (B, ll/“ l2ﬂ)'
En appliquant des estimations élémentaires sur Bu, on obtient

|Bull® < 2% ul?,, Yue H™(D;H). (78)

A partir de cette inégalité et la continuité des opérateurs E, l;: de HYY(D; H) dans les

espaces H'([0, Ty]; H), H'([0, T1]; H) respectivement, on obtient
@~ Zo|[| < Ko Jully, e 54 (D; 1), (79)

Montrons maintenant que

L

lullyy < K| |[Zou]| |, Ve e 14 (D: 1), (80)

ou Ky est une constante positive indépendante de u.

En effet, d’apres 'inégalité (75) on a

Lu

. Yuec H'Y(D;H).

‘ ‘ 2

, et montrons que h est continue sur [0, 1].

Vs e [0, 1], 3C(s)>0 telle que ||u||f1 < C(s)

Posons h(s) =  inf u
weHLL(D;H) HuH11

Lgu

. 3
Soit € > 0 et § = ——, alors pour tout sq, s € [0, 1] et tel que |sg — s| < J, on a

Nie
| Il =]

| =150 =t = Eon <
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—~ -~ €
3|2 = Zoul|| = = v/Es uliy =<l - (81)

A partir de l'inégalié (81), on a
(2%

|
lelly 4

| 2 2 |
— & S S +€7
[ully 4 [ully 4

passons a l'infinimum sur H%'(D; H), on obtient |h(s) — h(so)| < €. Ce qui prouve la conti-
nuité de h sur [0, 1]. Donc la fonction h admet une borne inf, désignons cette borne inf par
— on trouve alors 'inégalité (80).

6 —~
Revenons maintenant a I’équation L,u = F, cette équation s’écrit sous la forme

Lyu = Lyu+ (s—so)(L1 — Lo)u = F. (82)

Supposons qu’on a démontré que R(i;) = Ey (le cas sp = 0), on va montrer que R(Lg) = Ey
pour certains s au voisinage de s.
L’équation (82) est équivalente a

u+ (s — 50) (Lso)_l (L1 — Lo)u = (Z:O>_1 F. (83)

A partir des inégalités (79) et (80), on a

< Ko [[lF]l]

—~\ -1 — — —~ —
H <L50> (L1 — Lo)u|| < Kg ’H(Ll - LO)UH‘ < Ko/ Ks ||ull, ; = K7 ||ull;, - (84)

1,1

Soit s € [0, 1] tel que |sg —s| < p < K%, et notons par

A= (s s0) <L50>1 (T — L), g— (f)l F

L’équation (83) devient
u+Au=g. (84)

Calculons la norme de A,

< |8—SO|K7<1,
1,1

Al = sup [[Aull,; = [s = sol

llully,, <1

(22) (@~ Tow
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dans ce cas 'opérateur (I + A) avec ||A]| < 1 est inversible, et la solution de I’équation (84)

est donnée par la série de Neumman

w=3Y(-1y"A", (35)

n=0

ce qui prouve que ”R(LNS) =Fy, Vs:lso—s|<p< Ki7
Comme on a démontré que R(j}vo) = Ejy, on aura donc R(j}:) =FEy, Vs:0<s<p.

En suite on pose sy = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(LNS) = Fy pout tout
s tel que 0 < s < 2p. On continue ce procédé pas a pas, on obtient R(Z;) =Fy, Vsel0,1].
Pour le cas s = 1, on trouve R(E) = R(L) = E,, d’ott le résultat recherché. Ce qui acheve

la démonstration de la proposition [3.1.2

Proposition 3.1.3 L’opérateur L =L donné par lexpression (64) est fermé dans la topo-

logie de Lo(D; H).
0
Preuve. Soit (u,) C D(L) =H"! (D; H) telle que
u, — u dans Lo(D; H), Lu, — f dans Ly(D; H), n — oc.

Montrons que v € D(L) et Lu = f. D’apres I'inégalité (75) la suite (u,) est une suite
de Cauchy dans H“'(D; H), d’ott u, — v dans H“!(D; H). Comme 13171 (D; H) est un
sous-espace fermé dans H™'(D; H), donc v E]E)Il’1 (D; H). La convergence u, — v dans
H'“'(D; H) entraine la convergence u,, — v dans Ls(D; H), mais comme par hypothese
U, — u dans Ly(D; H) et L est borné, on a alors Lu = f.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.3. [l

Etudions maintenant quelques propriétés de I'opérateur

L' =L : H'(D;H) C Ly(D; H) — Ly(D; H).

On a
> 0%u 0 o
u atlatg atl ( 15u> 8t2 ( 25“)
O%u N ou . ou . B . B . o
T oot ot 3253_752 - (gAtltZAE Tedy, A - BLBLL - B2sB1e) u.
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Une estimation en norme de Lo(D; H) donne

2
dt, HA" AL
L(H) / 2l
D

d’ott la continuité de L' de Hy'(D; H) dans Ly(D; H).

’ dt 2 86
o Jwlly (86)

7 2 "
HE uH < 64max < 1, C*, / HAWA’1
D
D’apres les proposition 3.1.2} 3.1.3] et I'inégalité (86) il résulte que l'opérateur L' est un iso-
morphisme de Hy"' (D; H) dans Ly(D; H). Cette assertion découle du théoreme des opérateurs
a image fermée :

L est fermé,

R(IL) = L2(Q% H),
N(L) =R(L)* = {0},

R(L') = R(L'") = N(L)* = {0} = Ly(D; H).
Remarque. L'opérateur L~ est fermé dans la topologie de Lo(D; H).

Définition 3.1.1 On note par £ le prolongement faible de I'opérteur £ défini par
<E/u, U> = <u, ﬁv> = (u, f), Yue Hy'(D,H)etLv=fe Ly(D;H). (87)

Proposition 3.1.4 Le prolongement faible L coincide avec le prolongement fort, i.e.,

(c) =&
Preuve. Il est clair que D(£) C D(L). Montrons que

D(L) = D(L) et Lu = Lu, YueDL).

D’apres ce qui précede lopérateur £/ est fermé et R(Z’ ) = Lo(D; H), alors d’apres le
N -1
théoreme de Banach sur les opérateurs a image fermée, 'opérateur (E) est défini sur

le sous-espace fermé R(L) = N'(L')* et est continu. On a
(i) N(L£)=R(L) ={0}, (i) N(£)={0}, don R(L) = Ly (D; H),

d’aprés (i1) Vf € Lo (D, H), il existe une solution de 'équation Lu = f. Fixons f et soit v
la solution de 1’équation Lu = f- Montrons que u = v.
En effet, d’apres les relations (68) et (87), on a

<z, ﬁu> = <E’z, u> =(z,f), Vze Hy' (D;H),

(z, Lv) = <E/Z, v> = (z, f), Vze Hy'(D;H).
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A partir de la on obtient <£~'z, v — u> =0, Vze Hé’l(D; H), ce qui signifie que w = v —u
est la solution faible de 1’équation homogene Lu = 0. Mais d’apres 'unicité de la solution
faible, on obtient u = v. D'ott u = v € Hy'(D; H) et Lu = Lu = f.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.4. O
La proposition [3.1.4 affirme que la solution du probleme (&) coincide avec la solution forte.

Dot w € HY(D; H) N Ly(D; W) et vérifie (69) au sens fort, i.e.,

0w ow ow
Bi. B, Bo- Aw =0,
8t18t2+ 18 + 282+ 0eW + Aw =
_ _ (88)
2w |4 =0= W |4 =,
Ew ’t2=0: mw ’t2=T2: 0.
Le probleme (88) est équivalent a 1’équation opérationnelle :
0
D(L) =H"! (D; H),
89)
0*w Ow Ow (
Lyu=——+4 Bj.— + Bo.— + Aw = —Bp.w = f.
R T T TR e =/
Proposition 3.1.5 Sous les conditions du théoreme |2.5.1, on a l’estimation
1 2 0
HAawH < Ks||Lw|?, Yw € HY (D; H). (90)

ou Kg = Ks(Oéh T, T2)

Preuve. On procede par la méme méthodologie que celle utilisée pour établir le théoreme
2.3.1, on démontre l'estimation (90). O

A partir de 'inégalié (90), en tenant compte des conditions (%4) et (), on a la majoration
1 2 K,
Jwl? < = || 430" < =2 | Bowll®. (o)
Co Co
En remplagant w par A-'v dans (91), il vient
2 K 12
4z 0] < 52 92)

Dapres 2.4 on a ||A7%|® — ||v]|*, quand ¢ — 0. Montrons que ||Bo.AZ'v|? —

0, quand ¢ — 0.
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En effet, on a
BoeAZlw = (24, tlA;1>* Azt = (4], tlAflAAgl)*Aglv

= (2447 (Ap, A7) ATt = (1- A7) (47, 471) ATt

d’ou
|Bocaz ol < ||(1= A7) (45, 471) (A0 =0 +0) | <
[ a2 (7)) (e =)+ (- a2 (4 a7) o
or
| (-4 (4,,47) (a0 —v)| <
2], 17001 — 0, s
et

H(I —A7Y (A;;tlA_l>*vH — 0, quand € — 0.

En passant dans (92) a la limite quand € — 0, on obtient v = 0.
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.1. O

Donc on a établit R (L, ,) = E dans le cas A = 0.

28me &tape

Considérons maintenant le cas A # 0.

Par la méthode de prolongement par rapport au parametre A, on démontre que R(Ly, ,) =

R(L», ) = E . En effet, écrivons 'opérateur Ly , = (L, [1,, l2,) sous la forme

LA,# = Lko,# + ()‘ - AO)(LL;L - LO,#)v
82 (93)
avec (Ll,u — LO,,u) = (B, lll“ Z2N)7 B = Am

2

O0t10t,

On remarque que 'opérateur A

de (4) et la définition de |||.||],)-

est continu de D(Ly ) dans Ly(D; H) (ceci découle

A partir de cette remarque et la continuité des opérateurs ly,,, ls, de D(Ly ) dans H([0, T3] ; H),
H'([0, T1]; H) respectivement, on obtient

(L1, 0 — Lo, w)ull| < Ky H|u!”11 , Yu € D(Lyu). (94)
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L’équation Ly ,u = F' s’écrit sous la forme
L)\7MU = L,\()’MU, + ()\ - AO)(LLM - L07M)u =F. (95)

Supposons qu’on a démontré que R(Ly ,) = E (le cas Ay = 0). On va démontrer que
R(Ly ) = E pour les A au voisinage de Ag.

L’équation (95) est équivalente a

U+ (A= Xo) (Lko,u)_l (L1, = Lo, p)u = (m)_l E. (96)

D’apres 'estimation (53) et I'inégalité (94), on a
— 1
||@en ™ F|| < vSIEN,

et

H ‘ (Lkmu)il (Ll,u - LO,M)U

< VS [Julll, = Ko ll[ulll, - (97)

|, = VS [t =Td|

1 .
Soit A = [A =] < p < 7. Notons par A = (A = o) (Ix,..) "I, —Lo,)et g =
10

(Tng.n) | F. L'équation (96) devient
u+Au=g. (98)

A

Ona|All = sup LAUlL
D(LA,M) ||uH1

I'équation (98) est donnée par la série de Neumman u = |

- 1

R(Lx,) =E, VA |A=X| <p< —.
Ko

En suite on pose A = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(Ly ,) = E,

< 1, d’ou lopérateur (I + A) est inversible, et la solution de

oo
n=0

(—A)" g. Ce qui prouve que

VA :0 < A <2p. En procédant de la méme maniere pas a pas, on obtient R(L,, ,) = E pour
tout A > 0. Ce qui acheve la démonstration du théoreme [3.1.1. O

D’ou le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.2 Pour tout élément F = (f, ¢, ) € E il existe une et une seule solution
L .

forte généralisée w= (L, ,) F = (L;}M)F du probléme (1)-(2) et on a

2 2
fllly < STITE

ou S est une constante positive indépendante de pu, \, u et F.



