Permutations aléatoires et matrices
aléatoires

Ce dernier chapitre d'introduction est consacré au lien entre la théorie asymptotique des
représentations des groupes symétriques et la théorie des grandes matrices aléatoires. La res-
semblance entre ces deux themes concerne en premier lieu les outils : ainsi, les espérances de
polyndmes traciaux jouent un role sensiblement identique aux observables de diagrammes du
chapitre 2, et d’autre part, les valeurs propres d’une matrice aléatoire constituent un processus
ponctuel, qui est déterminantal pour le modeéle du GUE (c’est-a-dire lorsque les entrées de la
matrice sont des gaussiennes centrées indépendantes). Ainsi, des raisonnements semblables
a ceux des paragraphes 3.3 et 4.2 permettent de déterminer la limite des lois empiriques re-
normalisées des valeurs propres (loi de Wigner), ainsi que l'asymptotique « locale » au centre
et au bord du spectre (noyau sinus et noyau d’Airy). Nous rappelons ceci dans la section 5.1,
en suivant pour l'essentiel [K605] — on renvoie a [Mehos, AGZo9] pour un traitement plus
exhaustif. Le noyau d’Airy intervient également comme limite des noyaux mis en jeu dans la
description déterminantale des processus ponctuels associés aux mesures de Plancherel pois-
sonisées. Ce fait est a 1'origine de 1'équivalence de Baik-Deift-Johansson ([BD]Jg9, BDJoo]),
qui peut étre énoncée comme suit :

Théoréme 5.1 (Baik-Deift-Johansson, [BOOoo]). Soient Ay > Ay > --- les plus grandes valeurs
propres d’une matrice hermitienne du GUE, et

/\‘
Y =n?? (=1
e (Nﬁ )

leurs déviations renormalisées. On note d'autre part yy > yp = --- les premieres colonnes d'une
partition aléatoire y sous la mesure de Plancherel M, et

X;=n'3 (g
e (2\/5

leurs déviations renormalisées. Par la correspondance RSK, il s’agit aussi des déviations renormalisées
des tailles des plus longs sous-mots croissants d’une permutation aléatoire de taille n. Lorsque n tend
vers l'infini, les lois jointes de (X1,...,Xy) et de (Y1,...,Yy) ont la méme limite, et ce pour tout k.

Pour k = 1, la loi limite est la loi de Tracy-Widom, dont la densité est liée a 1'équation diffé-
rentielle de Painlevé II (voir [TW9g4]). Les sections 5.2 et 5.3 sont consacrées a deux ébauches’

1. K. Johansson a donné une troisieme preuve qui utilise des polynémes orthogonaux, cf. [Joho1].
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5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

de preuve du théoréme 5.1 : la premiere s’appuie sur les processus ponctuels déterminan-
taux, et la seconde est de nature géométrique — cette approche due a Okounkov ([Okooo])
a fait I'objet d’un exposé a I'Institut Henri Poincaré en décembre 2009. Comme mentionné
dans l'introduction de cette partie, les résultats de ce chapitre sont présentés essentiellement
a titre culturel ? ; néanmoins, la connection avec la théorie des matrices aléatoires est 'une des
motivations principales de notre étude.

5.1 Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes

Soit H(n,C) 'ensemble des matrices complexes de taille 7 x n et hermitiennes, i.e., M;; =
M;; pour tout couple d’indices (i, j). On note Mj;; = x;; € R, et M;; = x;; +iy;; avec x;; € R,
yij € R. La loi du Gaussian Unitary Ensemble est la mesure de probabilité gaussienne sur
H(n,C) donnée par la densité

n 1 7trM2
dP[M] = [ TN (@xi) [ TNz (dxi) T TNz (dyij) = 7,
i=1

i<j i<j n

aM,

ot Z, est une certaine constante de normalisation. Cette loi gaussienne est invariante pour
l’action par conjugaison3 de U(n,C) sur H(n,C). Notons Ay > --- > A, les valeurs propres
d’une matrice du GUE; c’est un élément de la chambre de Weyl A,,. En calculant le jacobien
de l'application

U(n,C)/(U(1,C))" x Ay — H(n,C)
(U], (Ay > --- > A,) = Udiag(Aq, ..., A,) U™}

d’image ouverte dense, on peut déterminer la loi jointe des valeurs propres sous la mesure du

GUE :
1

dP[x1 = xp = -+ 2 x,| = 7 Axy, ..., x,)? e 2 TL)’ gy . dx,
n
ot A(x) = TIi<j(xj — x;) est le Vandermonde de la matrice ((x;)/"!)1<ij<n, et Z, est une
constante de normalisation.

Les valeurs propres d"une matrice M du GUE peuvent étre regroupées en une mesure de
probabilité (aléatoire) appelée mesure empirique, et définie par

Si l'on note i(ds) = m(y/nds) la mesure empirique renormalisée, alors le résultat suivant est
I'analogue pour les matrices aléatoires du théoreme 3.3 :

2. Le calcul du noyau associé a la mesure de Plancherel poissonisée de parametre 6 sera néanmoins repris et
généralisé dans la section 7.1.

3. Compte tenu de la décomposition de Cartan GL(n,C) ~ U(n,C) x H(n,C), la donnée d'une mesure U(n, C)-
invariante sur H(n, C) est équivalente a la donnée d’une mesure bi-U(n, C)-invariante sur GL(n,C), donc la loi du
GUE fournit également une mesure gaussienne « symétrique » naturelle sur le groupe linéaire complexe.
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

Proposition 5.2 (Loi de Wigner, [Wig58]). Au sens de la convergence en loi, m — yq en probabilité,

ol
V4 —s?
=1 ——d
Ha [-2,2] (s) o 5
est la loi de Wigner du demi-cercle — c’est aussi la mesure de transition de la forme limite () pour les

diagrammes sous la mesure de Plancherel.

Une preuve possible de la loi de Wigner repose sur le développement topologique des
espérances [E[tr M¥] donné par la formule de Wick ; cette formule rentre dans le cadre des
techniques de diagrammes de Feynman en théorie quantique des champs. Ces interprétations
combinatoires des intégrales gaussiennes peuvent toutes étre comprises a partir du cas trivial
de la dimension n = 1. Ainsi, pour calculer le k-ieme moment

2

Ik T dx

_ 1 /xke
V21 JR

d’une gaussienne, il est utile de perturber le champ x?/2 par un terme linéaire tx :

2 k 2 k 2
L/ ke 5+ gy — a_k <L/ e-2+txdx> — a_k <et2> _
V2m Jr otk \ 2 Jr ot
2 2
;—; o (et7>, et lors de ce calcul, chaque dérivation de e” donne un
terme t qui doit étre compensé par une autre dérivation, car les termes en # restant a la fin du
calcul sont annulés en évaluant en t = 0. On en déduit :

{(2p — 1! sik =2p est pair,
0

sinon.

Par conséquent, Iy =

I, = nombres de facons d’apparier k points =

Exemple. Détaillons le calcul de I4 et I'interprétation combinatoire en termes d’appariements :

1425—:; <et22> e o o o
t=0
a3 2
:Et_0<te2> \o o o
:dd—;t_o <e§+t2e%> o _» o o + \/Yo °
:%t_o <3te§> «_» .\: + \./\. ° —+ o\é .
=3

\/\/+°\/\/~+\§'\'

Les mémes techniques s’appliquent au calcul de I'espérance [E[tr M|, qui pour des raisons
de parité est nulle si k est impair. Ainsi :
0% w2
e 2 |.
i ()

IE[tI' MZP] = Z IE[MilizMizi3 e Mizpil] = Z M

1‘1,.‘.,1'2;, 1‘1,.‘.,1'2;, 12

i2pi1 M=0
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5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

Plagons les entiers 1,2,...,2p aux sommets d'un 2p-gone régulier; la dérivée partielle d'in-
dices iy, ..., ipp évaluée en M = 0 est le nombre d’appariements des cotés du 2p-gone qui sont
compatibles avec l'orientation canonique, et tels que deux sommets j; et j, sont identifiés si et
seulement si 1]1 = z . C’est donc le nombre de cartes* a p arétes et card {iy, ip, . . .,izp} som-
mets obtenues par recollement deux a deux des cotés d'un 2p-gone. Le nombre de sommets
s’écrit p +1 — 2g, ou g est le genre de la surface obtenue. Par conséquent :

Proposition 5.3 (Formule de Wick, [t'H74]). Si k = 2p est un entier pair et si M est une matrice
du GUE, alors
E[tr M*] = Y nP*1"% |Map(k, g)|,
820
oit Map(k, g) est 'ensemble des cartes planaires de genre g obtenues par recollement des cotés d'un
k-gone.

Exemple. A symétrie prés, les cartes obtenues par recollement des cotés d'un hexagone sont
toutes représentées sur la figure 5.1. L'espérance E[tr M®] vaut donc 5n* + 10n2.

LI

)
y
W

i > —>
5__4 x3
1&2\
3
5—<17 i 2\
3 ‘
1 2
L)
<, "

FIGURE 5.1 — Cartes obtenues par recollement des cotés d'un hexagone. Les symétries sont
indiquées en dessous de chaque carte.

De fagon générale, on obtient une carte planaire (g = 0) si et seulement si le graphe obtenu
est un arbre, et il y a C, fagons différentes de faire ceci. Or, les cartes planaires correspondent
au terme dominant dans le développement topologique de E[tr M??], donc :

E[tr M*] = E[ii(x*)] nP*! = C,nP 1 4 O(n? ).
Comme la mesure yq a pour moments pairs les nombres de Catalan et a ses moments impairs

nuls, on en déduit que E[#i(x¥)] tend vers pq(x¥) pour tout entier k. De plus, la formule de
Wick se généralise au cas d'un produit de traces de puissances de M :

Zli[trM'q] Z n
=1

4. Une carte est la donnée d’une surface de Riemann et d'un graphe tracé dessus dont toutes les faces sont
homéomorphes a des disques. On renvoie a [LZo4] pour la théorie des cartes et ses multiples incarnations; en
particulier, le lien avec les modeles matriciels est évoqué dans le chapitre 3 de cet ouvrage.

k1+ +kq
2

x(5)=s Map(k1, ..., ks;S)|,
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

la somme étant effectuée sur toutes les classes d’homéomorphismes de surfaces compactes S
(éventuellement non connexes), et Map(ky, ..., ks; S) désignant I'ensemble des cartes tracées
sur une surface de type S obtenues par recollement d"un kj-gone, d'un k>-gone, etc., et d'un
ks-gone.

Exemple. A symétrie prés, les recollements possibles des cotés de deux carrés sont tous repré-
sentés sur la figure 5.2. L'espérance E[(tr M*)?] vaut donc 4n° + 24n* + 77n>.

FH o o~ m2er Fl o x4 s2#1

Fi FJ4 x4, S2#82 @ x16, 2
@ %32, T2 d <—>|:I:|) %8, T2

TP @ s

FIGURE 5.2 — Recollements possibles des cotés de deux carrés. Les symétries sont indiquées a
coté de chaque carte, ainsi que le type de la surface obtenue.

On peut ainsi calculer E[(#(x¥))?], et pour k = 2p pair, le terme dominant correspond
aux cartes a deux composantes connexes planaires — c’est ce qui maximise la caractéristique
d’Euler x(S). Ainsi, E[(#1(x?))?] ~ (Cp)?, donc :

E[((x*) — pa(x*))?] — 0.

Ceci permet de conclure quant a la convergence de m vers la loi du demi-cercle yq. L'interpré-
tation géométrique des espérances de polyndmes traciaux E[[T;_; tr M¥] jouera de nouveau
un role essentiel dans une preuve de 1'équivalence de Baik-Deift-Johansson, voir la section 5.3.

Toujours dans le cadre du GUE, la déviation renormalisée /n (i1 — jq) peut étre décrite
par un théoréme central limite analogue a celui de la section 3.4, voir [Johg8]. D’autre part,
les valeurs propres Ay, ..., A, peuvent étre envisagées comme un processus ponctuel sur R de

densité 1
dQ[xl, o .,xn] = N7 A(xl, .. .,xn)z e*%):?:l(xi)z dxl s dxn ’
+Lin

c’est-a-dire que la k-ieme fonction de corrélation du processus s’écrit :

r ! dQ(x1, .-, Xk, Xks1, -+, Xn)
OR(1s e Xi) = (n—k)! /Rnk dx

dxpyq---dxy

Dans ce contexte, l'identité

E
i=1

ﬁ<1+f<xi))] N i%/ﬂzkpk(xl"“/xk)f(xl) oo o) dxg - dxg



5.1. Théorie asymptotique des matrices aléatoires hermitiennes.

permet de nombreux calculs de probabilités ; par exemple, en prenant f = —14 avec A C R,
on obtient

: = (—1)F
PVi, x; & Al =) ( k') / o (x1, ..., x) dxy - - dxy .
k=0 " Ak

Envisageons plus généralement un processus ponctuel sur R dont la densité s’écrit
dQ(x) = Z 1 A(x)?e 2 T R() gy

ott R(x) est une fonction suffisamment grande a l'infini. Soit (71 )ren la famille des polygones
orthogonaux associés a la mesure exp(—R(x)/2) dx, c’est-a-dire que 7y (x) = x* + - - - et

/ mi(x) 7ti(x) e dx = cicjdj.
R

Les fonctions ¢y (x) = (cx) ! exp(—R(x)/4) mx(x) forment une base orthonormale de L?(R),
et d’autre part, A(xy, ..., x;) = det((7;(x;))1<ij<k) pour tout entier k. Notons K, (x, y) le noyau

"o ¢i(x) ¢i(y). La structure particuliere de ce noyau (dit reproduisant) implique le caractere
déterminantal du processus ponctuel considéré :

Proposition 5.4 (Polyndmes orthogonaux et processus ponctuels déterminantaux, [Meho4]).
Dans le cadre précédent, le processus ponctuel {x1,...,x,} a pour densité

1
dQ(x) = m det((Kn(xi, xj))lgi,jgn) dx,

et les fonctions de corrélations s'écrivent p*(x1, ..., x¢) = det((Ky(xi, X}))1<ij<k)- De plus, le noyau
Ky (x,y) s’écrit a I'aide de la formule de Christoffel-Darboux :

Kn<x,]/) _ C;Z;l (Pn(x)(nbnl(yi:;fn(y)(,bnl(x) ‘

Exemple. Les valeurs propres d’une matrice du GUE renormalisées par un facteur \/n cor-
respondent au cas ot R(x) = nx?. Le polyndme 7ty s’écrit m(x) = Hy(y/nx)/n*/2, ot Hy
est le k-ieme polyndme de Hermite. L'asymptotique du processus ponctuel associé aux va-
leurs propres renormalisées se déduit donc dans ce cas des propriétés a l'infini des fonctions
de Hermite (voir [Sze39], en particulier le chapitre 8 et les formules de Plancherel-Rotach).
Précisons quelque peu ces résultats. Si B est une partie (borélienne) de IR, alors

card {i | x; € B} ~ nuq(B)

lorsque n tend vers l'infini. En particulier, si B = B,,, = [u —1/2n,u + 1/2n] est un intervalle
centré en u avec u € | — 2,2[ point a l'intérieur du spectre limite, alors

card {i | % € Bun} ~ pa(u) = Y221
i n,u (o] = o .
Par contre, si u = +2 est un point du bord, alors il faut choisir une renormalisation de

2/3

I'intervalle B en n</°, car :

2
2
card {i | x; € [2 =, 2]} ~ 5= /2 VA= dx ~ on(en)?.
e
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Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

Pour comprendre 'asymptotique « locale » du processus ponctuel des valeurs propres d'une
matrice du GUE, on introduit donc deux noyaux renormalisés :

1 X
K (x, =—I<n<u+ Jut+—Y >;
oY) = ) mpa@ " T noam)

~ed 1 X y

Proposition 5.5 (Asymptotique du processus ponctuel des valeurs propres, [TWo4]). Lorsque
n tend vers l'infini, le noyau renormalisé a l'intérieur du spectre converge vers le noyau sinus :

sin7t(x — y)

““bulk(x, )_> n(x_y)

Yu, Vx,y, K,

De méme, le noyau renormalisé au bord du spectre converge vers le noyau d’Airy :

i i/ Ay .
Yy, RE8(x, ) — AOIA <y))c = ﬁl (x) Aily)

oit Ai(x) = L [0 cos(tx +13/3) dt est la fonction d’ Airy, c’est-a-dire I'unique solution de y" — xy =
0 qui ait pour asymptotique
e72x3/2/3

Ai(X) ~ysoo —— -
1() X— 2ﬁx1/4

En combinant ces résultats et la formule donnée pour la probabilité P[Vi, x; ¢ A], C. Tracy
et H. Widom sont parvenus a préciser 1'asymptotique de la plus grande valeur propre Amax
d’une matrice du GUE. Ainsi,

g

A No(=1)k ~ed
PRY; <al =P [n?? [ 2 _2) <qg| = / det (K578 (x;, x;) ) dx*
2% < [n (\/ﬁ > a] = K e ¢ ( w (T x])) *
LZ(}a,ooD)'

— i (-1)* det <KAiry(x‘ x)) dx* = det [ id — KA
= K St o

La loi obtenue, dite loi de Tracy-Widom, a pour fonction de répartition

F) —exp(- [ (=) )4,
X
ol g est I'unique solution de I'équation différentielle de Painlevé II

q"(x) = xq(x) +2¢°(x)

qui ait pour asymptotique g(x) ~ Ai(x). En particulier, la distribution de la plus grande valeur
propre du GUE est liée a la théorie des équations de Painlevé et a la hiérarchie de Toda, voir
les articles [FWo1, FWoz]. L'objectif de ce chapitre est de montrer que les premieres lignes (ou
colonnes) d"une partition sous la mesure de Plancherel ont la méme loi asymptotique.
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5.2. Equivalence de Baik-Deift-Johansson : 'approche déterminantale.

5.2 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : I'approche
déterminantale

Dans la section 4.2, nous avons vu que si M, ;) est la mesure sur les partitions obtenue en
modulant le systéeme cohérent des z-mesures (M. ,),eN par la loi binomiale négative B(t, (),
alors les processus ponctuels F (M, g(17)) et Dx(M, (1)) sont déterminantaux. De plus, on
peut donner une expression explicite des noyaux correspondants en termes de fonctions hy-
pergéométriques (voir le théoréme 3.3 de [BOoo]). Lorsque z tend vers l'infini et { = 6/t tend
vers 0, la loi M, tend vers la mesure de Plancherel M, et la loi binomiale négative B(t, )
tend vers la loi de Poisson P(6). Par suite, la mesure de Plancherel poissonisée

dim)\)z

Mp(g) = P(8)(|A]) Mjyj(A) = 6" e (W

correspond a un processus ponctuel déterminantal D,(Mpg)) dont le noyau s’obtient par
passage a la limite du cas des z-mesures, cf. [BOOoo, théoremes 1 et 2].

Une autre approche possible pour le calcul du noyau de ce processus est 1'utilisation du
formalisme des mesures de Schur; en effet, M'p(@) est la mesure de Schur de parametres
t =t =(1/0,0,0,...), voir page 55. Si r est un parametre réel, on rappelle que la fonction de
Bessel de premiere espece J, est la série de fonctions

B o (_1)77 Z\ 7421
]’(Z)_,;)n! T(rtn+1) )

de sorte que Jy(z) est le coefficient de x™ dans le développement en série de Laurent de
e**/2e72/2%  cf. [Watsa, chapitre 2]. Or, pour les parametres t et t' précédemment décrits, la
fonction J(x) = exp(T(x)) décrite dans la section 4.2 est exactement e**/? e /2% avec z = 21/6.
Par conséquent,

Kp, (Mp ) (X, ) = Y Jeini12(2V0) Jyon1/2(—2V0)
n=0

= Z ]x+n+l/2(2\/§) ]y+n+1/2(2\/(_9)
n=0

VO (Je122V0) 11 22V0) ~ i1 2(2V0) Jy-1/2(2V0))
r—y

7

la seconde égalité découlant de l'invariance de la fonction | par la transformation x — —x~1,

et la troisieme égalité étant une conséquence des relations de Lommel pour un produit
Ju(2) ] (z) de fonctions de Bessel, voir [Wat44, §5.4]. En utilisant les formules de Debye pour
I'asymptotique des fonctions de Bessel lorsque 1’argument complexe z tend vers l'infini (cf.
[Wats4, chapitre 8]), ainsi que des techniques de « dépoissonisation » reliant Mpg) et My
lorsque 0 ~ n — co, on en déduit le résultat suivant :

Proposition 5.6 (Asymptotique du processus ponctuel associé a la mesure de Plancherel,
[BOOoo]). Soit (x")pen = (X} < -+ < X} )nen une suite de vecteurs d’entiers telles que les li-
mites finies ou infinies

n

= i . L= T .
“EEE 0 e e)
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existent pour tous indices i et j. On note p, la fonction de corrélation discréte du processus ponctuel
D, (My,), oit M, est la mesure de Plancherel d’ordre n.

1. Six" se scinde en deux parties y" et z" dont la distance tend vers I'infini, alors lim,_,c pn (x") =
(im0 Pn (")) X (limy—ye0 pr(2")). Autrement dit, les comportements locaux en des endroits
distincts sont asymptotiquement indépendants.

2. Si x" reste non scindée et sia = ay = - - - = ay est un point de | — 2,2[, alors lim, o pn (x") =
det(S(d;j)), ot S* est le noyau sinus discret :

sin(arccos(a/2) x)
X '

S'(x) =

Au bord de la forme limite (c’est-a-dire avec a = £2), le noyau sinus discret convenablement
renormalisé dégénere en le noyau d’Airy, ce qui compte tenu de la proposition 5.5 fournit une
preuve de 1’équivalence de Baik-Deift-Johansson, cf. [BOOoo0, §4]. Cette preuve est assurément
la plus naturelle, puisqu’elle repose simplement sur 1'étude asymptotique des fonctions de
corrélation des processus X = (X3, Xy,...) et X = (Y1, Y, ...). En contrepartie, elle utilise des
propriétés fines des fonctions de Bessel et des fonctions d’Airy, et ces arguments semblent
difficiles a généraliser ; nous reviendrons sur ce point dans la section 7.1.

5.3 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : I'approche
géométrique

Une seconde preuve de nature plus conceptuelle est due a A. Okounkov ([Okooo]), et elle
repose sur des interprétations combinatoires (géométriques) des polyndmes traciaux de ma-
trices aléatoires et des polyndmes traciaux en les éléments de Jucys-Murphy dans l'algebre
du groupe symétrique. Nous concluons ce chapitre et la partie d’introduction de ce mémoire
en exposant les arguments principaux de cette approche, qui laisse entrevoir des connections
inattendues entre la théorie asymptotique des représentations et des problemes géométriques
tels que la théorie des invariants de Gromov-Witten et le décompte de structures combina-
toires sur des surfaces (cartes et revétements). Cette approche a motivé la recherche dune
interprétation géométrique des observables de diagrammes présentées dans le chapitre 2; on
renvoie en particulier a [So6a, So6b] pour de plus amples détails sur ce point.

Compte tenu du théoréme de Lévy reliant la convergence en loi d"une suite de variables
aléatoires a celle des fonctions caractéristiques (voir 'exemple 5.5 dans [Bil6g, chapitre 1]),
le théoréme 5.1 est équivalent a l'assertion suivante : si X(§) = Y2 exp(X;¢) et Y(¢) =
L1 exp(Y;¢) sont les transformées de Laplace des mesures )2, dx; et 3%, dy,, alors pour
tout entier s > 1 et tous parametres ¢, . .., §s strictement positifs,

lim E |X(&1) - X(&)| = Im E V(&) - V(&)

n—oo n—oo

I'existence de la limite pour le terme de droite étant garantie par le théoréme de Tracy-Widom.
Fixons des parametres positifs ¢i,...,Gs, et des entiers positifs pairs k; ~ ¢; n2/3 . on note

k =Y k. Le polyndme tracial

M(ky,... k) = (2y/n)FE

S
Htr Mkf]
i=1
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est principalement déterminé par les puissances des plus grandes valeurs propres en valeur
absolue (dong, celles au bord du spectre). Comme

/\] k; Y & n2/3
() = o)™ et

M(ky, ..., ks) a par conséquent la méme asymptotique que E[Y (1) - - - Y(&)]. De plus, la for-
mule de Wick fournit un développement topologique de M(ki, ..., kS) :

Mk, ..., ks) 2k2n7‘ *Map(ky, ..., ks;S)|,

la somme étant effectuée sur les classes d’homéomorphisme de surfaces compactes éventuel-
lement non connexes. Ainsi, du coté des matrices aléatoires, le probleme est ramené a celui
de I'asymptotique des nombres de cartes [Map(ky, ..., ks; S)|.

Du coté des partitions aléatoires, les analogues des fonctions M(ky, ..., ks) sont les poly-

nomes traciaux C(ky,... k) = 27K/’ klE[ _1(L)k], otr les L; sont les éléments de Jucys-
Murphy

Li=(1L2)+(1L3)+---+(1,n) ; Ly=(23)+---+(2,n) ;

et ou E[-] désigne l'espérance de l'espace de probabilité non commutatif CS,, c’est-a-dire
(1/n!)tr (). Notons que les L; ici définis different légerement des J; du paragraphe 1.5; ils ont
néanmoins les mémes propriétés, et en particulier, leurs actions sur un module de Specht V#
ont pour valeurs propres les contenus des cases de y. Ainsi,

1 . . .
E[LY] = 7 ) (dimp) ¢"(L) = — Z dimp Y [dim(p\ ()] (s — D)
Hesn 146?1 (i) coin de p
=Y Mu(w) Y 5 (mi—1),
HED (pi,i) coin de p

ott les 6* () = [dim(p \ (p;,i))]/[dim u] sont les probabilités de cotransition du processus de
Plancherel, c’est-a-dire les probabilités de transition de 1'unique processus markovien sur %
qui est décroissant, compatible avec les regles de branchement et qui conserve les mesures de
Plancherel. L’existence d"une forme limite () pour les diagrammes sous la mesure de Planche-
rel implique la convergence en probabilité

Vi, 6(1) Vi =1,

voir [Okooo, §3.2.2] — I'asymptotique est également valable pour les probabilités de transition
du processus de Plancherel. Fixons des paramétres positifs ¢1,...,Cs, et des entiers positifs

ki ~ & n'/3; on note comme précédemment k' = Y3_; k!. D’apres ce qui précede,
e B[] = T M) L (@G Vi) (f;j’_l)ki
21 (\/ﬁ) ! HEY, (pi i) coin de p \/E

et le rapport |(yu; — i)/2+/n| est maximal pour i = 1,2,... eti = £(u),¢(u) —1,... Dans le

premier cas,
i —i\" wi \M
2/ 2/

69




Chapitre 5. Permutations aléatoires et matrices aléatoires.

1/3 et y; « n'/2 ; dans le second cas,

(wmi— (¢(p) —f))k’l . (_ N )
2/n 2vn )

Dans chaque cas, 67 (u) /n tend vers 1. En utilisant l'invariance par conjugaison des dia-
grammes de la mesure de Plancherel, on conclut que :

car kj «n

s ]~ £ oo (£ ()" (25) -

En réitérant ce raisonnement avec les éléments L, ..., Ls, on voit plus généralement que le
polyndme tracial en les éléments de Jucys-Murphy C(k), ..., k) a la méme asymptotique que

o0 VK ()R
ZMn()\){ Z (y11)<2\/ﬁ)(k]:lls) +}

]46% l’l,.‘.,l‘S:l

ou les points de suspension dans la somme correspondent a 2° — 1 autres termes mettant
en jeu les —p). De plus, comme dans le cas des matrices aléatoires, C(k,..., k;) a la méme
asymptotique que E[X (1) - - - X({s)], car

Nk X ginl/?
i \* j
(2\/ﬁ> ~ (1 + n1/3> — exp(X;{;).

La preuve « combinatoire » de I'équivalence de Baik-Deift-Johansson est donc ramenée a
'équivalence asymptotique M(ky, ... ks) ~ C(k},... k).

Ceci étant, on peut donner un développement topologique de C(k],..., k) analogue a
celui des fonctions M, mais en termes de revétements ramifiés de la sphere. Pour commencer,
on remplace chaque L; = };-;(i,j) par

Li=Li— Y. (i,j)=(,s+1)+(i,s+2)+-+(i,n);
j=i+1

ceci ne change pas l'asymptotique des polyndmes traciaux C(kj,..., ki) — nous noterons
C(ky,. Jk;) les polyndomes modifiés. Maintenant, comme E[c] = 1,_;4 pour toute permuta-
tion o, C(k},...,k,) est le nombre de solutions dans &,, de ’équation

L1)(L7) - (L) 2 Tn) - (2T ) - (5,70) = id

avec chaque 7; dans [[s + 1, n]. Le groupe &,_; agit sur cet intervalle, et donc sur 1'ensemble
des solutions de 1’équation par conjugaison ; de plus, ’orbite d"une solution 7 est de cardinal
(n—s)(n—s—1)---(n—s—d(t) —1) ~n¥?, ot d(1) = card {ty,..., T }. Ainsi,

KK~ T ),
{T}/Gn—s

A toute solution T = {17,..., T}, on peut associer un revétement ramifié de la sphere CP! en
procédant comme suit? :

5. On renvoie a [LZo4, §1.2] pour des détails sur le lien entre équations dans &, et revétements ramifiés de
CP! donné par la monodromie dans une fibre au-dessus d’un point base. Ce point sera également évoqué dans le
chapitre 13, avec quelques rappels sur la notion de revétement ramifié.
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1. Sur la droite projective complexe CPP!, on place un point base 0, et on répartit k' points
autour — on les notera 1,2,...,k". Le point 0 sera non ramifié, et les points 1,...,k
seront simplement ramifiés.

2. Le revétement a s + d(7) feuillets, dont s feuillets spéciaux marqués au-dessus du point
base 0.

3. Si 7; est la boucle issue du point base et contournant le point 7, alors la monodromie de
cette boucle au dessus de 0 est la transposition du feuillet spécial i avec un feuillet non
marqué T;, voir la figure 5.3.

d(7) feuillets

s feuillets spéciaux

p g e

Ccp!

FIGURE 5.3 — Revétement ramifié de Jucys-Murphy associé a une équation 7.

Nous noterons Covp (K}, . . ., ki) 'ensemble des classes d’équivalence de revétements ramifiés
de Jucys-Murphy de parameétres ki, ..., k., et si S est une surface orientable compacte, nous
noterons Covym(ky, ..., ki; S) I’ensemble constitué de ceux qui sont homéomorphes a S. Par la
formule de Riemann-Hurwitz (cf. [DS94, p. 39]), on a alors x(S) = 2(s +d(t)) — k/, donc

D’autre part, deux équations donnent le méme revétement ramifié marqué si et seulement si
I'une peut étre obtenue a partir de l'autre par conjugaison par &,_s. On en déduit le dévelop-
pement topologique (asymptotique)

1 (S)=s
Ck, - k) ~ 5 ) n" 2 |Covim(K,, ..., k;5)],
S

la somme étant de nouveau effectuée sur les classes d’homéomorphisme de surfaces com-
pactes. L'équivalence asymptotique M(ky, ..., ks) ~ C(k}, ..., kl) découle des lors du résultat
suivant :
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Proposition 5.7 (Equivalence asymptotique des nombres de cartes et des nombres de revéte-
ments de Jucys-Murphy, [Okooo]). Si k; ~ ¢;t avec t tendant vers l'infini, alors pour tout genre g,
il existe un fonction mg(C1,...,Gs) telle que

|Map(k], . .,kS;Tg)’
2k

~ 8T 2 (&, E).

Le résultat s’étend sans difficulté au cas d'une surface S non connexe. Dans le méme contexte,
’Map(kl, P ,ks;Tg)| [ad ’COV]M(kl, e ,ks;Tg)| y

ce qui implique 1'équivalence asymptotique M(ky, ..., ks) ~ C(k}, ..., ki) avec les normalisations des
k; et des k! en n?/3 et n'/3,

Exemple. Si ¢ = 0 et s = 1, alors [Map(2k; g = 0)| est le nombre d’appariements sans croi-
sement des cotés d'un 2k-gone, ou encore le nombre d’arbres généraux a k arétes; c’est donc
le nombre de Catalan C; = ﬁ(zkk) D’autre part, pour tout revétement de Jucys-Murphy,
appelons valence d'une feuille F non spéciale le nombre de points i de [1,k] tels que la mo-

nodromie autour de i permute la feuille F. Alors, val(F) > 2, et

Y (val(F) —2) =k —2d(t) = 2s — x(S).
F

Lorsque g = 0 et s =1, k = 2d(7), et la valence de tous les feuillets non spéciaux est donc 2.
Autrement dit, |Covyy(2k; ¢ = 0)| est le nombre de solutions de 1’équation

(1/ 11)(1, 12) o (1/ i2k) =id

telles que les i; soient réunis par paires. Il n’est pas difficile de voir que ce nombre est encore le
nombre de Catalan Cj; dans ce cas particulier, I’équivalence asymptotique [Map| ~ |Cov]
est donc une égalité. De plus, par la formule Stirling, la fonction m(¢) existe bien, et elle vaut

=)

La preuve de la proposition 5.7 donnée par Okounkov dans [Okooo] repose sur 1'utili-
sation des graphes de rubans comme objets combinatoires intermédiaires entre les cartes et
les revétements de Jucys-Murphy. Les graphes de rubans (métrisés) fournissent un modele
combinatoire des espaces de module des courbes .#; ¢ (cf. [Kong2]), et on peut interpréter
I'expression M(kj, ..., ks;) comme une somme de Riemann d’une intégrale sur le modele com-
binatoire de Kontsevich. D’autre part, il est bien connu que le décompte des revétements
ramifiés de la sphere est lié a la théorie de l'intersection sur les espaces de modules .Z; ; —
ce qu’il est convenu d’appeler la théorie de Gromov-Witten — et au calcul d’intégrales de
classes de cohomologie sur le compactifié de cet espace (cf. [ELSVo1, Zvoos] et le paragraphe
13.3). Par conséquent, les deux expressions M(ky, ..., ks) et C(k}, ..., k.) sont certainement des
discrétisations d’expressions intégrales sur les espaces de modules .#; ¢, ce qui laisse entrevoir
une connection entre permutations aléatoires et espaces de modules analogue aux résultats
de Kontsevich dans le contexte des matrices aléatoires, voir [Kong2, OPo1, OPoz]. Ceci ap-
porte une motivation supplémentaire a 1’étude asymptotique des représentations, et clot notre
premiere partie d’introduction.
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