Modélisation multiplicative

perturbations dans un modele de
réapprovisionnement sur deux périodes

4.1 Introduction

Ce chapitre apporte une contribution a la résolution du probléme d’optimisation de la
quantitt de commande, dans un contexte de e-commerce, avec une modélisation
multiplicative des perturbations sur 2 périodes : I’e-détaillant commande pour les deux
périodes avant le début de la premiere période de vente. Le but de ce travail est double : i)
analyser les propositions managériales concernant les quantités a commander pour les
deux périodes et ii) étudier les propriétés mathématiques permettant une extension vers le
cas multi-périodes.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit : dans la section 4.2 nous présentons
I'approche utilisée pour modéliser le probléme a deux périodes de vente et pour optimiser
la fonction profit moyen de I’e-détaillant. Dans la section 4.3 nous présentons les résultats
d’une application numérique ainsi que les réponses a certaines interrogations
managériales.

Ce chapitre fait I'objet d’un article en cours de révision dans la revue internationale
Journal Européen des Systemes Automatises (JESA).

4.2 Modélisation et Optimisation

En adoptant la séquence d’événements décrite dans I'introduction de la partie 2 de ce
mémoire et en addition aux notations de la demande, tout au long de ce chapitre, nous
utilisons les notations qui suivent :

7:is (resp.yny ):  Variable aléatoire représentant les perturbations sur la quantité
IS (resp. PH) durant la période i=1,2

Mg (resp.Msy):  la moyenne de y; (resp.y,,; ) durant la période i=1,2
o (resp.oy) . Décarttype de y, (resp.yyy ) durant la période i=1,2

f (resp.Fg): la fonction densité (resp. la fonction de répartition,) de y
durant la période i=12

for (resp.Foy) - la fonction densité (resp. la fonction de répartition,) de 7,
durant la période i=12
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Y.: niveau de re-completement pour la période i=1,2
Y,": lavaleur optimale; de la période i=1,2

Y quantit¢ affich¢e dans le systeme d’information au début de la
période i=1,2

quantité disponible dans le systeme physique au début de la
période i=1,2

x. . stock IS initial affiché dans la période i=1,2 avantla
passation d’une commande auprés du fournisseur

r,. le profit moyen associé a la période 2

x . le profit moyen global associé aux périodes 1 et 2

Afin d’utiliser les résultats du chapitre précédent, nous définissons ici un colt de sur-
stockage par période :

h, :le coOt unitaire de stockage associé a la periode i =12 colt de sur-stockage dans la
premiere période et colt payé quand un produit reste invendu a la fin de la deuxiéme
période.

421 Méthodologie de résolution
Afin de résoudre analytiguement le probleme en déterminant les niveaux de re-

complétement optimaux Y,”(i=12), nous utilisons la programmation dynamique avec

une récursion arriere (backward recursion). Ceci consiste a calculer dans un premier
temps le profit moyen de la période 2 pour un niveau donné du stock IS initial x, et de

déduire dans un second temps le profit global pour les deux périodes de vente en
appliquant I’espérance mathématique sur toutes les valeurs possible de x, . Le niveau x,

est fonction du niveau de re-completement de la premiere periode Y, et de la demande D1
générée également durant la premiére période.
4.2.2 Dynamique du systeme et fonction profit global

4.2.2.1 Analyse du probléme mono-période

Afin de résoudre le probleme a deux périodes, il est nécessaire d’étudier dans un premier
temps la fonction profit générique relative au probleme mono-période. Pour ce faire, nous
utilisons la fonction colt associée a une période de vente i,(x,Y), cf. équation (4.1),

exprimée pour un stock initial X; donné, un niveau de re-compléetement IS Y, , un niveau

de re-complétement PH Y,,, , une demande Di et un cot de sur-stockage unitaire h, :
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L(Y)=Ey [ul[Di —Ys ] +u, [ Min{Y,s,Di} =Y, | +h[ Ve, —Min{Y,s,Di}TJ (4.1)

Il est a noter que les différentes parties de la fonction colt ci-dessus peuvent étre
interprétées comme suit :

+

u [Di-Y,] :représente la pénalité li€e aux pertes de ventes résultant d’une demande

cumulative des clients supérieure a la quantité affichée dans le IS.

u,[ Min{Y,;,Di}-Y,, | :représente la pénalit¢ payée si une fraction des engagements

de vente n’est pas honorée lors de la livraison aux clients finaux.

h [ Yo, —Min{Y,;,Di} | :représente la pénalité liée a une situation de sur-stockage

Pour pouvoir développer la fonction L (Y)nous utilisons les égalités suivantes (4.2),
(4.3), (4.4) et (4.5) :

Min(a,b)=a-[a-b]’ (4.2)
[a] =a+[-a]’ (4.3)
? (4.4)

I xfy (X)dx = 1, Fy (2)— o Ty (2)

X=—00

TxfX (x)dx = u, (1-Fy (a)) + 0% Ty (a) (4.5)

Et en appliquant par la suite I’espérance mathématique par rapport a la demande et aux
deux perturbations Di, Y, = y,4Y,, Yoy = 7eyY; . 12 fONCtion colit moyen peut étre exprimée

comme suit (4.6) :
(4.6)

L0 =uf " [ Oi-rgY) o (Di)f, (7)dDidyy

Yisi

+h, “O | SYOO (1Y — Di) f, (Di) f_ (7,5,)dDid y

Y[ T 0= o) s (i) Fors (w0750 7o
O = 7o) (716) fens (o) 71507

()| [ [ [ (r6Y = D) oy (D) foy (o) s (716)8DIG Y87

+o Visi pHi Vi - -
+ ’ J.V (isi = 7o) Foi (D) for (Vori) fisi (716)dDId ypd 7

7151 =0 7pyi =0 Di=—0
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= U, (1-F5(0)))

+00

Y I (U, +h)Fo (716Y) = U711 Fis1 (7151)d 711

7151 =0

+00

—(u,+h) I (21 Foi (716 ) — O-Ez)i fo (7Y ) fisi (71500 75

7151 =0

+U,Y (tsi = Mowi)
T y ((Msi = Veri)(Fisi (7pri) — Fisi (0))
Yori=0 _O-IZSi (fisi (Vo) — F15i (0))
T (((mY — Ho))Foi (71sY)
715=0 +U|§i o (1Y)
* _J-+°° J~7.Si ((%HiY — ) Foi (Ve Y )
757077 =0\ +63; o (Vi)

J fori (Ve ) Ve

= (U, +h)| + J(FPHi (71si) = Fori (0)) f5i (7161)d 74

\JfPHi (Zewi) Fisi (7161) 9760750

La dérivée premiere de L (Y )est donnée par (4.7).

aL(Y) _ (4.7)

= (4 PG - wrs ()

7151 =0

+U, (L — M)
T [(MSi — Vo) (Fisi (7pri) — Fisi (0))

Fori (Vori ) 7 ppi
_O-IZSi(fISi(}/PHi)_fISi(O)) j o)y

7pHi =0

—(u +h)} + J. (715iFoi (7isY ) (Fors (7151) = Forai (0)) fisi (711 )0 7

7151=0

_‘L/Isi _O_I%SI Yori Foi (Ve Y ) ) fori (Vo) Fisi (716) 70071

7phi =0

La fonction profit générique pour une période de vente peut étre déduite selon (4.8).
7 (%0 Y;) = Uty = L (Y, ) = €ty = %,) (4.8)

Dans la suite de ce chapitre nous utilisons les constantes suivantes pour ie{l,2} :

C,= _(Ul +h, ) J.}/ISi fsi (7|si )7’|si

+071si

uz"'h JI Visi 7PH| fou 7PH|)flsi(7lsi)d7PHid7|si
00

Cyi =-Uy (s (1_ Fs (0)) + U|s| Isi ( )) +u (Ms- Hpyi )

+0

_(uz +h ) I ((Msi = Vpwi )(FISi (7PHi )_ Fesi (0))_ O-SHi ( fis (?’PHi )_ fisi (O)) fori (?’PHi )d}’PHi

0

Remarque 1 : Comme pour le chapitre précédent, nous faisons I’hypothése que la
quantité facturée par le fournisseur est la quantité existante réellement en stock (cf. eq.
4.8 ou le colt unitaire d’achat est appliqué au stock PH). Si nous changeons cette
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hypothése et que nous supposons que la facturation pour le fournisseur se base sur la
quantité affichée dans le quantités IS (i.e. nous changeons le dernier terme dans eq. 4.8
par c(ugY —x)), notre démarche d’optimisation reste applicable. Le seul paramétre qui

change si nous considérons cette hypothése est C,, qui devient :

Cy = (1 (1_ Fisi (0)) +0° fig (0))
+(u, - C)(ﬂsn — Hspi )
i (,Usn ~7Vspi )( Fsi (75Pi ) —Fg (0))

—(u, +hi)_[

A ( fisi (7/PHi ) — s (0))

4.2.2.2 Analyse du probléme a deux périodes de vente :

fon (7/PHi )dJ/PHi

Comme mentionné précédemment, nous utilisons la récursion arriere pour résoudre le cas
a deux périodes de vente. Pour ce faire, nous commencgons par établir les conditions
d’optimalité de la période 2 pour un niveau de stock IS initial X, donné. L’optimisation
de la période 2 correspond tout simplement au cas mono-période pour un niveau X,

donné. En utilisant et en adaptant nos résultats mono-période démontrés dans le chapitre
précédent, le niveau de re-complétement optimal pour la période 2, Y, doit satisfaire

I’équation (4.9) qui correspond a I’annulation de la dérivée premiére de la fonction profit
moyen :

_ ' 49)
(uz + h2)7|stD2 (}/ISZYZ*)
I ,[ _(u2+h2)yPH2FD2()/PH2Y2*)

Vis2Foz (7|32Y2*)
FPHz(}’lsz)_ FPHZ(O)

—n

PH2 (7PH2) fis2 (7lsz)d7PH2d7|sz =Cyy +Clpy,

~(u,+hy)

Ainsi, pour un stock initial en début de la période 2 égal a X,, la quantité que doit

commander I'e-détaillant auprés de son fournisseur pour cette période, est égale a
Q- Y, — X, SiX, <Y,
? Osinon

Le profit moyen de la période 2 peut également s’écrire comme (4.10) :
Uyt =Ly (Y5 ) = C( topiY, =%, )si0< %, <Y, (4.10)

73 (%5 ) = Uyt — Ly (¥ ) = € o5 )si %, =0

Uy, — Ly (Xz) Yz* <X

En utilisant cette derniere expression, le profit moyen global relatif aux deux périodes de
vente, apres intégration du profit moyen de la période 1 et en appliquant I’'espérance
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mathématique par rapport a x, sur le profit de la période 2, peut se formuler comme suit
(4.11) :

Ty (X1|Y1) = Tzaz( {uhum -4 (Y1)_C(/1PH1Y1 - X1)+ E, |:”2* (szYz*)]} (411)
La dynamique du systéme entre les deux périodes de vente s’exprime par la relation entre

X, et la demande de la période 1 :

Le stock disponible au début de période 2 x,, affiché dans le SI et qui est utilise pour re-
completer le stock dépend du niveau de re-complétement, des perturbations Sl et de la
demande relatifs a période 1 :

. = Vis:Ys — D1si D1< y,oY;
2 Osiy,Y, < D1

En appliquant cette dynamique sur I'expression de 7,(x.Y,), le profit moyen des deux
périodes de vente peut s’exprimer comme suit (4.12) :
(4.12)

Uy fipy — Ll(Yl)_C(:uPHlyl - X1)

Yis1 Y1’Yz*
Uptp, — Ly (7|51Y1 - Dl) for ( Dl)le
D1=0

*

g (x.Y,)= Tgx)l( . T . 7| U, = Lz*(Yz )
_C(,uPH 22 ~ Vst Dl)

—

} for ( Dl) db1 Y1 (7|51)d7|51
7151=0 Dl=yjs % -Y;

2 [ U, — L, (Yz*
Di=psty | —C ( Hpy ZYZ* )

Uty — Ly (Y1) _C(HPH1Y1 - Xl)
to s Yy
+ J. ( J Ui, — Ly (7|51Y1 - Dl) fDl(Dl)le

751=0  D1=0

)] o, (D1)dD1

e+ | (ulyDz—LZ(Y;)fC(yPHZY;))fDl(Dl)le
Dl=y5%-Y;
Yisth

+ I (C(7|51Y1 - Dl)) fDl(Dl)le) fym (7|$1)d7|31

Dl=yi1Y Y,

En remplagantL,(Y,), L,(rsY -Dl)et L,(Y,) par leurs expressions, le profit moyen

global devient sous la forme de I’équation (4.13) :
(4.13)
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Ty (Y1) = Uy (e — 20y (1= Fig; (0))) — C(pris Yy = %)

-, I (U, +hol) o, (#16:Y1) = U151 Fisa (7151)d 715

7151=0

+(U1 + h0|1) J. (/lDlFDl(yllel) - 0-51 fD1(7|s1Y1)) f|s1(7ls1)d7|s1 - qul(:um - luPHl)

7151=0

T Y ((HISl - 7PH1)(F|51(7PH1) - FISl(O))
Fon1=0 ' _o-|251( fis1(7on1) = f152(0))

+(u, +hol)| + | ((s:Y, = Ho1) Fou (7162Y,)
’ ' +U[2)1 for(is1Y1))

7151=0
_J‘*“’: J‘rlsl (}/PHlYl - #Dl)FDl(}/PHlYl)
716170 7 pu1=0 +U[2)1 for(praY)

] forn (Venn)d7ena
](Fpm(}’m) = Fou1(0)) fiss (151)d 75

]fpm(}’pm) fis1 (11514 ¥pr0 7151

U (tp; — tp,(1— Fis,(0)))

+o0

—~(75:Y1 — D) j (U, +hol)Fy, (752 (716.Yy = D) = uy) fis, (7152)d 745,

7152=0

+(u, +hol,) T (452 Fo; (7152 (711Y2 — D))
' ’ _Uéz foo (7152 (711Y: — D1))

71520
—U, (¥15:Ys — DD (4155 = Hpn2)

4o 152 ~ VPH2 Flsz PH2 _FISZ 0
sio | (U, +hol,)( J (7|51Y1_D1)[(_[;2 (fy (;( )E]/f 20)) ())

7pH2=0

T’ (7|sz(7|51Y1 - Dl) - ﬂDz)FDz (7|sz(7|51Y1 - Dl))
+ 2 fis2 (715247152
05, Foo (7152 (7162Ys = DD)(Fon (7152) = Fow2(0))
((}/PHZ(i/ISlYl = D) — t4p,) Foo (72 (716:Y: — D1))
= +Ué2 fo2 (o2 (71s2Yy — DD))
fis2(7152)d7p1287152

} fis2(7152)071s2

7s1Yy~Y2

7152=0

J'*“C J‘}/ISZ
7152=0

VeH2

n? Uy (tp; — tp, (1= Fis,(0)))

+o0

_Yz* J ((u1+hOI)Fnz(%szYz*)_u1)flsz(7|sz)d7|sz

7152=0
i F Y,
+(u, + hol,) J’ [(/lozz 02 (152 zﬁ)
7e2=08—002 To2 (71522 )
—U,Y; (fs, = Hon)
. +(u, +hol,)( T Y;[(ﬂlszz = on2)(Fisa (Vou2) = Fis2(0))
=052 (152 (Vpn2) = fi52(0))

7er2=0

Pt N t [(}/ISZYZ*_#DZ)FDZ(}/ISZYZ*)
#152=0 +055 Foo (7152Ys D(Fonz (71s2) = Fon2(0))
w e [ (FenaYs = Ho2)For (ZenzY2)
_I 70"" 70[ Pl;ZZ D2 'DZ PH2 12 fonis ovss) +
78270570270 05, Fop (Ven2Y2 )

fis2(1s2)d7pn20 715, — CIUPHZYZ*
7isYt
+ | (clrsY, - DY) fo,(DDADL

Dl=pis1Y,-Yz

] fis2(7152)d71s2

j fis2(71s2)071s2
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423 Optimisation et conditions d existence des solutions d optimalité

4.2.3.1 Conditions d’optimalit¢ pour Y,

L’optimisation de la période 2 correspond tout simplement au cas mono-période pour un
niveau x, donné. En utilisant et en adaptant les résultats mono-période démontres par
Dans le chapitre précedent, le niveau de re-complétement optimal pour la période 2 v, ,

8’1l existe, doit annuler la dérivée premicére de la fonction profit moyen qui s’écrit comme

suit (4.14) :
(4.14)
or (Y ) o152 (uz+hz)7|stoz(7|szYz)
(;Y 2= J _[ _(uz +h2)7PH2FDZ(7PH2Yz) fPHZ(}/PHZ) f|sz(7|sz)d7Psz7lsz —Cyp —Clpy,
’ e 7|52FD2(7|52Y2)

_(U1 " hZ) Fonz (7|sz)_ Fonz (0)

Afin d’étudier I'existence de la solution optimale Y, , nous analysons le comportement de

2
la dérivée seconde du profit moyen, a”;—(ZYZ) , qui s’écrit comme (4.15) :
2
(4.15)
P (Y ) o0 V12 (uz +h2)7|stD2 (7’|52Y2)
azYz2 :j _[ _(u2+h2)7PH2F02(7PH2Y2) fPHz(VPHz) flsz(7lsz)d7PH2d7lsz
’ °r _(u +h ) Yis2Fo2 (7|52Y2)
L+,
L FPHz(?’lsz)_ FPHZ(O) |

En nous basant sur le travail fait dans le chapitre précédent, I’analyse analytique de

2
a’;;—(}) montre I’existence d’une hypothése H1 (Chapitre 3, section 3.4) permettant de

2
vérifier analytiguement la concavité de la fonction profit moyen. Si la condition H1 n’est
pas Vérifiée, une analyse numérique approfondie nous montre que la dérivée seconde
o’ (Y,) . . . s ..
% s’annule uniquement une fois, ce qui nous permet de déduire les conditions
2
d’optimalité de la fonction profit moyen. Une analyse approfondie de H1 a été réalisée

dans le chapitre 3 (Section 3.4)
Si la dérivée seconde s’annule une seule fois, nous pouvons conclure que la dérivée

premiere f”faz_éYz) présente au plus un seul optimum. En ajoutant le fait que

2
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YIim %:C12 -C,, et YI;m0 ?3:([2 =-C,,, nous déduisons les conditions d’optimalit¢ de la
) —>+0 ) — )

fonction profit moyen qui se résume dans le tableau ci-dessous (Tableau 4.1) :

Tableau 4.1. Conditions d existence de Y,

Nombre de Optimalité
solution
pour (4.14)
(C,-C,)C, >0 C, <0 1 Solution optimale
(C,—C,)Cp >0 Cp, >0 1 Solution non optimale
(C,-C,)C,, <0 C,, <0 Oou?2 Si 2 solutions : la plus petite est
optimale
(C,-C,)C, <0 C, >0 Oou2 Si 2 solutions : la plus grande est
optimale
C,=0 Pas de solution
Autres Pas de solution
combinations

4.2.3.2 Conditions d’optimalités pour Y,

Nous poursuivons dans cette section notre analyse analytique avec la premiére période de
vente et nous étudions les conditions d’optimalité du niveau de re-complétementy,” .

Si la quantité optimale Y,” existe, son expression doit annuler la dérivée premiere de la

fonction profit moyen associé aux deux periodes de vente, i.e. Y, doit vérifier o7, ()=0"
oy, \*

Pour calculer =, nous utilisons la formule de Leibniz (4.17) et I'expression de oL (Y)

v, oY
@4.7).
b(y)
o “h(xy)dx v an(x, ‘ ‘ (4.17)
Sy R NY) 4 1 h(b(y). y)b(¥) —h(a®),y)a ()
a(y)

La dérivée premiere du profit total, = ., peut ainsi s’écrire selon (4.18).
oy, *
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(4.18)

or, ,)- dL, (Y,)

-k Y ¢
o, ay, Hpn1

7151 Y-Y; aL
2

. T p *W(V|51Y1 - Dl) fD1(D1)dD1+C(FD1 (7|51Y1) —Fy (7|S1Y1 *Yz*))
1s1| D10 1

fym (7|51 ) d7is:
7151=0 * *
(Lo, — DY, Ty (7|51Y1 -Y, )
==(u,+h) I Fou(716:Y0)Y11 Fisa (7151)8711 = Cn
7i51=0
I (7|s1FD1(7|51Y1))(FPH1(7|51) = Fora (0 fiss (71507,
+(Uy +hy)] 70 —Clpyyy
0 7151
_J.ymzoLPHl:D(}/PHlFm(7PH1Y1))fPH1(7PH1) fis1(7s)07py 0716
Vs (=(U +1,) I Foa (72 (7/|S1Y1 - Dl))7|sz fis2(1152)d75, = Cop
715270
rsthiYs 0
_*_J“'OC (J.m:o I (}/ISZFDZ(}/ISZ (7|51Y1 - Dl)))(Fsz(7|sz) = Foua(0) fiso (7152)d7,
715120 +(U, +h,)| 7170 ) fou(D1)dD1
_Iy‘sz=0J;;:i=o(ypH2FDZ(}/PHZ (7|51Y1 - Dl)))fPHZ (Yor2) Fis2 (715208 7p10207:52

51 ( Fou (7|S1Y1) -F (7|51Y1 Y, )) + 6151 (o, =Y, oy (7|51Y1 =Y, )) fym (}’|51)d7|s1

Dans le reste du chapitre, pour se focaliser sur I'impact des incertitudes des perturbations
et pour simplifier les expressions mathématiques, nous fiXons gy, = 14, = Hopy = Lens =1

Comme précédemment, nous analysons les conditions d’optimalit¢ de la fonction profit

Oy vy qui
oy, !

global des deux périodes en étudiant le comportement de sa dérivée seconde

s’écrit selon (4.19).

(4.19)
&'z, (Y,) "
oY = _(ul + h1 -0) j f01(7|s1Y1)7|251 f|s1(7|51)d7|51

> Vst |21f01 |51Y1
+(uz‘|'hl)[,[ [.[ & it ]fpm(}/w)fls1(7|s1)d7pmd7|s1]

75=0| 7py=0_, 2
=7 Yo Fon (FoaY)

+0

7|251(_(u1 + hz) J- sz(7|252 (7|51Y1 - Dl))7|sz flsz(ylsz)d}/lsz
7\51V1’Vz‘ 715270
(]

+J-7m:0 D1=0 +(U2 +h2)[J'+w0.[mz

71527V % o2 ™

[7lzsz foz(}/m (7|51Y1 - D]')
! _7§>H2 fDZ(yPHZ (7|51Y1 - Dl))
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Chapitre 4

Comme précédemment, nous définissons une nouvelle hypothese H2 qui porte cette fois
sur les paramétres d’entrée associés a la premiere période de vente :

u,+h,—c

H2 1, +30y, < FP::-l( + FPHl(O)J

2 1

Et en posant w="2 et z=ﬂ nous pouvons illustrer H2 avec les figures 4.1 et 4.2 qui
ul ul
représentent les plages de valeurs que peut prendre le paramétre o, en fonction de w et

Z pour u, =08 et ug, =1 avec u,, =1 et o,,, =0.05 et c=2.

0151

0.08 -

— w=15
— w=3

— w=10
— w=15

0.04 -

0.02 -

Figure 4.2. o, en fonction de w et z pour g =1

La prise en compte des hypotheses H1 et H2 imposent une limite sur la variabilité des
erreurs. Comme pour H1, il est a noter que H2 est vérifiée pour des faibles variabilités de
I’erreur IS de la premiére période de vente.

2

e , 0 .
Afin de pouvoir I’étudier, nous décomposons az’;g (Y,) comme sulit :
1

o’
ang (Yl) = PTl(Yl)— PT 2(Y,)
1

Ou PTAY,) (respectivement PT2(Y,)) a pour expression (4.20) (respectivement (4.21)).
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Chapitre 4

(4.20)

PTL(Y,) =

2 (—(u,+h —c) J
for (715:Y1) fis (7151 ) 71
{*(Uz +hl)(FF'H1(7ISl)_FPH1(O)) (7/ ) (}/ ) g

vz (=(u+hy)
Yis1Yi—Y2 }/2 f V4 V4 Y, — D1
X T 7|zs1( y|520(+(u2 1) (s (7|sz)_ F..., (0) 152 DZ( ISZ( 15111 ))
D1=0
7151=0 fis2 (7|sz)d7|sz
fou (Dl)le) fis1 (7|51)d7’|51

7151=0

(4.21)

PT 2(Y1) =
+o0  7is1

(uz + h1) I _f (7§H1fD1(7PH1Y1)) fPHl(?’PHl) fisa (7|51)d7PH1d7|51

0 ¥pHi=0

Vs1Yo—Y2 +0 Vis2

. ((u2+h2)7|232 J. j I 7/§H2fD2 (7PH2(7|31Y1_D1)

D1=0 0 yphaoo

y,s'Lo forz (7PH2) f|51(7|52) fDl(Dl)dyPHZdyISZle
~C¥is s (7|51Y1 -Y, )) fiss (7|51)d7|51

+

Si les hypothéses H1 et H2 sont vérifiées les conditions d’optimalité des niveaux de re-
complétement peuvent étre déduites comme suit :

2

PT1(Y,) est une fonction négative et PT2(Y,) est une fonction positive donc i;f{g (Y,) est
1

L. or, . L.
négative et donc 6Yg (v,) est une fonction décroissante et nous posons
1
o, (XY, . Oy (XY,
C, = lim M=C11—C21+C12—C22 et |.mM=—cn.
Y, —>+o0 aYl Y10 aYl
R o’rx . . .
L’allure de ang (v,) est representée dans la figure 4.3.
1
—Ca1 R
Con e Y

2
Figure 4.3. Variations de azﬂg (v,)en fonction de Y, dans le cas deux périodes
%,
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Chapitre 4

Le tableau 4.2 résume les conditions d’existence d’une solution optimale pour le
probléme d’incertitude sur les stocks sur deux périodes et avec une modélisation
multiplicative des perturbations.

Théoréme de résolution

or. , .
)

Tableau 4.2. Conditions d’existence Y,

Nombre de Optimalité
solution de
(4.18)
-C,C, <0 -C, >0 1 Optimal
-C,C, <0 -C,, <0 1 Pas optimal
-C,C, >0 -C,, >0 Oou2 Si 2 solutions : la plus
petite est optimale
-C,C, >0 -C,, <0 Oou2 Si 2 solutions : la plus
grande est optimale
C,=0 Pas de solution
Autre Pas de solution

Combinaisons

Dans la résolution mathématique, nous remarquons que la dérivée de la fonction profit
moyen global peut avoir 2, 1 ou 0 solution. Et si elle admet une solution, cette derniére
est soit un minimum ou un maximum.

Si les hypotheses H1 et H2 ne sont pas vérifiées, il n’existe pas de régles générales
décrivant les conditions optimales du niveau de re-completement a cause du nombre
important de paramétres dont dépend la fonction profit global moyen, I'étude de son
comportement devient tres difficile & cause du caractere multiplicatif des perturbations, et
donc afin de trouver une solution, si elle existe, il faudra tracer la dérivée afin de voir les
points ou cette derniere s’annule.
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Chapitre 4

4.3 Application numérique

Nous présentons dans cette section, une analyse numérique afin de répondre a des
interrogations managériales sur I'impact des perturbations IS et PH sur la stratégie
optimale de chaque période de vente.

Nous considérons un e-détaillant ayant des produits a forte marge (u, et u, sont supérieurs
a heth,) et des produits a faible marge (u, et u, sont inférieurs a h eth, ). Cette distinction

est faite afin de permettre une analyse compléte. Le tableau 4.3 présente les valeurs
relatives aux codts unitaires considérés dans notre étude numérique ainsi que les
parametres de la demande pour chaque période de vente.

Tableau 4.3. Valeurs des paramétres de I’étude numérique

Co(t unitaire Produit a forte marge Produit a faible marge

Uy 15 0.5
u, 25 0.8
c 2 2
y 3 3
hy 1 1

Hpy,2 20 20

op1,2 4 4
X 5 5

Notre analyse numérique a montré que les écarts types des perturbations o et o, ont
un role symétrique dans la solution optimale, ¢’est pourquoi nous limitons dans la suite

notre illustration graphique a 'impact de o .

Pour chaque type de produit (forte ou faible marge) nous faisons varier o, pour
différentes valeurs de o, . Afin de se focaliser sur I'impact des incertitudes, nous fixons

Hisy = sy = Moy = My, =1
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Chapitre 4

Les figures 4.4 et 4.5 (respectivement figures 4.6 et 4.7) présentent la variation de v, et

Y, enfonction des écarts types des perturbations 1S et PH pour les produits a forte marge
(respectivement faible marge).

29,5 ——Z

29 ==Y 1*/5151=0.06
28,5 Y1*/61S1=0.08

28 et Y 1%/151=0.1
27,5 [ =

27 clS2
26,5 4 T . ,

0,02 0,07 0,12 0,17

Figure 4.4. v et v, fonction de o, et o, pour un produit a forte marge

e 2%

==Y 1*/cPH1=0.06

Y1*/cPH1=0.08

e (1 *[cPH1=0.1

26,5 oPH2

0,02 0,07 0,12 0,17

Figure 45. Y, et Y, fonction de oy, et op,, pour un produit a forte marge

Y, et Y, se comportent de la méme maniére face a la variabilite des perturbations 1S
etPH:

e pour les produits a faible marge, la quantitée optimale & avoir en stock en début de
chaque période (Y, et Y,) augmente dans un premier temps afin d'éviter des
situations de rupture résultant des perturbations. La pente de la courbe s’inverse et
devient décroissante pour les grandes valeurs de la variabilité des perturbations 1S
et PH (ler et 2éme période). Un tel changement de pente pourrait étre expliqué par
le fait que pour les grandes valeurs de la variabilité¢, 'augmentation de Y, et Y,

contribue & laugmentation de [limprécision car les perturbations sont
multiplicatives. L’augmentation des stocks physiques et par conséquent
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Chapitre 4

I’augmentation de la probabilit¢ d’avoir une situation de sur-stockage est plus
importante. 1l est & rappeler que dans le cas des produits a faible marge, la situation
de sur-stockage est plus pénalisante en termes économique que la situation de
rupture ;

Y 2%

18,7
18,6 M ==Y 1*/5151=0.06
18,5

Y1*/61S1=0.08

18,4
Y 1%/5151=0.1
18,3
18,2
181 . . cISIZ
0,02 0,07 0,12 0,17

Figure 4.6. Y, et Y, fonction de oy, et o,;, pourun produit a faible marge

——\( %
18,7
el \ 1 */GP H1=0.06
18,6 —%"s °
18,5 /5= v Y1*/cPH1=0.08
18,4 e\ 1*[6PH1=0.1
18,3
18,2
18,1 6PH?2
18 - T T )
0,02 0,07 0,12 0,17

Figure 4.7. Y, et Y, fonction de oy, et oy, pourun produit a faible marge

e pour les produits & forte marge, Y, et Y, augmentent avec la variabilit¢ des
perturbations 1S et PH (ler et 2éme périodes) afin d’éviter la situation de rupture
qui est plus pénalisante que la situation de sur-stockage en cas de produit de forte
marge.

Dans tous les cas, nous remarquons que le profit moyen optimum est décroissant avec la
variabilité des perturbations 1S (1% et 2°™ périodes) car plus I'incertitude est grande, plus
le profit est négativement impacté par les risques de ruptures et sur-stockage causés par
les perturbations.
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Chapitre 4

Nous proposons dans la suite une comparaison entre v, et v, afin de deduire comment le

risque des perturbations doit étre partagé entre les deux périodes de vente. Nous notons
les remarques qui suivent :

e pour les produits a faible marge nous remarquons que Y,”>Y, : ceci peut
s’expliquer par le fait qu’il est moins risqué de commander beaucoup la premicre
période pour faire face aux perturbations et de reporter les quantités invendues sur
la deuxieme période. L’augmentation de Y, entraine mécaniquement
I’augmentation de x, et donc la quantité a commander pour la période 2 est moins
importante afin d’éviter la situation de sur-stockage ;

e pour les produits a forte marge la situation est différente :

o pour les petites valeurs de oy, et o,,, nous avons peu d’incertitude sur
Y, , mais I'incertitude sur Y,” est importante car Y,” est fonction a la fois
de o et o, (ainsi que de o,,et o,,,). Constatant que pour les

produits & haute marge, les ventes perdues et les engagements de vente
non honorés sont plus pénalisants que les situations de sur-stockage, il est
mtuitif d’expliquer 'augmentation de Y, ;
o pour les grandes valeurs de o, et o,,,, la variabilité des perturbations
de la période 2 I’emporte sur celle de la premiére.
En raison des remarques précédentes, nous concluons cette analyse de comparaison par le
fait qu’une solution myopique ne serait pas optimale si nous voulons étendre le probléme

vers la configuration multi périodes car le niveau de re-complétement n’est pas toujours
croissant avec les périodes de vente.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'impact des perturbations sur la politique de
réapprovisionnement dans un contexte e-détaillant en proposant une résolution du
probleme avec une modeélisation multiplicative des perturbations afin d’optimiser le
profit. Nous avons étendu les résultats existants vers le cas a deux périodes de vente avec
une résolution analytique du probléme. Les conditions d’optimalit¢é de la stratégie de
commande pour les deux périodes de vente ont été fournies sous forme d’un théoréme.

En addition a la contribution théorique, I’étude numérique a permis de répondre a des
interrogations managériales concernant le partage des risques des perturbations entre les
deux périodes de vente. Ce partage de risque dépend essentiellement de la marge du
produit considéré et du comparatif des variabilités des perturbations entre les deux
périodes.
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Chapitre 4

Pour les produits a faible marge, la pente des courbes de v, et v, change suivant la
valeur de la variabilit¢ des perturbations. Quant aux produits a forte marge, Y,” et v,
augmentent avec la variabilité des perturbations.

De plus, nous remarquons que le développement analytique a atteint des limites
mathématiques avec I’extension de une a deux périodes de vente. Les quantités optimales
n’ont pas un comportement monotone avec la variabilité des perturbations, car suivant le
type de produit (forte ou faible marge) et la valeur des variabilités des perturbations de la
1% et 2°™ nous n’avons pas une relation monotone entre Y, et Y, . Cette non monotonie

rendra trés difficile voire impossible I'utilisation des résultats mono-période dans le cas
multi-périodes. En effet, & cause de ce comportement non monotone des quantités
optimales et la complexité de la résolution mathématique (nombre de variable aléatoire
par période, stock initial fonction de plusieurs variables pour la période 2, dynamique
complexe du systeme) une solution myopique n’est pas optimale pour le cas a plusieurs
periodes. Afin de contourner cette situation de complexité et d’étendre le contexte e-
détaillant au cas multi-périodes, nous utilisons une approche d’optimisation basée sur le
taux de service pour de futurs développements.
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