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Introduction

"Souvenir les propriétés des choses, d’aprés leur mode d’existence dans l’infini petit"

(Discours de Félix Klein sur Bernhard Riemann et son influence).

Contexte historique

Dans cette thèse nous nous intéressons particulièrement à l’existence d’ensemble mi-

nimal pour le flot horocyclique sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique

géométriquement infinie en restriction à son ensemble non-errant. Rappelons qu’une par-

tie Y d’un espace métrique X sur lequel agit un flot Φ est dite Φ-minimale si elle est

non vide, fermée, invariante par Φ et si elle ne contient pas de fermé propre, non-vide et

invariant par Φ. Le flot Φ est dit minimal si l’espace X est Φ-minimal.

Dans [34], T. Inaba a construit un exemple de flot lisse sans ensemble minimal sur une

surface de genre infini. J C. Beniere et G. Meigniez dans [9] ont généralisé ce résultat,

en montrant qu’il existe toujours un flot sans ensemble minimal sur toute variété non-

compacte sauf R et les surfaces de genre fini. D’aprés le lemme de Zorn tout espace

compact admet un ensemble minimal.

Objectifs et principaux résultats

Soit le disque unité D = {z ∈ C / |z| < 1} muni de la métrique riemannienne dite hy-

perbolique ds = 2|dz|
1−|z|2 . Nous noterons l’espace (D, ds) simplement D. Cet espace n’est pas

compact. On peut le compactifier en lui ajoutant un bord à l’infini ∂D = S1. Le groupe des

isométries positives de D qu’on notera Isom+(D) est isomorphe au groupe PSL(2,R). On

appelle surface hyperbolique le quotient de D par un sous-groupe discret Γ de PSL(2,R)

dit groupe fuchsien. Une surface hyperbolique S = Γ\D est dite géométriquement finie si

le groupe fuchsien est de type fini sinon elle est dite géométriquement infinie.

Le groupe PSL(2,R) agit simplement transitivement sur le fibré unitaitre tangent T 1D.

Par suite il est isomorphe au fibré unitaire tangent T 1D. Soit Γ un sous-groupe discret de

PSL(2,R), nous avons T 1S = Γ\T 1D ' Γ\PSL(2,R). L’action à droite du groupe uni-

1
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potent N =
{
nt =

 1 t

0 1

 /t ∈ R∗+

}
sur l’espace homogène Γ\PSL(2,R) définit un flot

appelé flot horocyclique, voir [51]. Nous désignerons le flot horocyclique sur T 1S par hR.

Nous notons indifférement π les projections du disque D sur la surface S et T 1D sur T 1S.

La dynamique du flot horocyclique est concentrée sur son ensemble non-errant, noté Ωh.

Rappelons qu’un point x d’un flot ΦR sur un espace métrique X est dit non-errant si pour

tout voisinage V de x il existe une suite non bornée de réels tn telle que Φtn(V ) ∩ V 6= ∅.

L’ensemble non-errant est fermé et invariant par le flot.

Considérons un sous-groupe discret de type infini Γ de PSL(2,R). Cette thèse étudie la

dynamique topologique du flot horocyclique hR sur le fibré unitaire tangent de la sur-

face hyperbolique géométriquement infinie S = Γ\D en la reliant à l’action sur le bord

à l’infini ∂D du groupe fuchsien Γ correspondant. On appelle ensemble limite du groupe

Γ, noté Λ l’ensemble Λ = Γ.z ∩ ∂D. Cet ensemble contient des points particuliers qui se

définissent suivant le comportement de l’orbite Γ.z, pour un certain z ∈ D par rapport

aux horodisques de D. On appelle horodisque tout disque euclidien de D tangent à S1. Soit

v = (z,~v) ∈ T 1D, il existe un unique rayon géodésique α : [0,+∞[→ D telle que α(0) = z

et α′(0) = ~v, voir [35] théorème 1.4.2. Son projeté sur la surface S est encore appelé rayon

géodésique. On pose limt→+∞α(t) = v+ ∈ S1. Un horodisque tangent à S1 au point v+ est

dit horodisque centré en v+.

Pour le flot horocyclique la recherche d’ensemble minimal remonte à G. A. Hedlund en 1936

[32]. Son résultat est repris et généralisé dans le cadre d’une courbure négative variable

par F. Dal’Bo dans [17]. Nous énonçons ce résultat dans le cas des surfaces hyperboliques

sous la forme suivante.

Théorème (voir [17] Proposition B)

Soit v ∈ T 1D. L’orbite hR(π(v)) est dense dans Ωh si et seulement si le point v+ est un

point horocyclique, c’est-à-dire v+ est un point de Λ tel que pour tout z ∈ D, l’orbite Γ.z

rencontre tout horodisque basé en ce point.

Lorsqu’une surface hyperbolique est géométriquement finie la dynamique topologique du

flot hR est bien connue.

Théorème ( voir [18] Proposition V.4.1)

Si S est une surface géométriquement finie, alors les orbites de hR sont denses ou pério-

diques sur Ωh.

Donc dans le cas géométriquement fini les seuls ensembles hR-minimaux sont les orbites

périodiques sinon le flot est minimal sur son ensemble non-errant.

Lorsque la surface est géométriquement infinie le comportement du flot horocyclique dé-

pend de la surface plus précisément de l’action de son groupe fondamental π1(S) sur le

bord à l’infini du plan hyperbolique. Dans ce cadre il y a peu de travaux sur la dynamique

2
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topologique du flot horocyclique. L’ensemble limite d’un groupe fuchsien géométriquement

infini admet plusieurs classifications, voir [46] et [53]. Il existe également des correspon-

dances entre ces différentes classes de points de l’ensemble limite et la nature topologiques

des orbites horocycliques. Il y a très peu de cas de surfaces hyperboliques géométriquement

infinies sur lesquelles le comportement topologique du flot horocyclique est entièrement dé-

crit. Kulikov en 2004 dans [41] a construit une famille de goupes fuchsiens géométriquement

infinis dont le flot horocyclique n’admet pas d’ensembles hR-minimaux. Dans son exemple

les orbites en restriction à l’ensemble non-errant du flot sont soit denses ou non fermées

et non denses dans Ωh. Nous appelerons ces dernières types d’orbites, orbites irrégulières.

L’exemple de Kulikov semble être le premier de son genre quant à sa nature algébrique.

Auparavant P. Eberlein montrait dans [23] que s’il existe un ensemble hR-minimal alors il

est constitué d’éléments de T 1S quasi-minimisants pour le flot géodésique. Précisons que

les orbites irrégulières sont présentes dans d’autres travaux avant le papier de Kulikov,

par exemple dans [53] et [19]. Une question naturelle se pose : "l’adhérence d’une orbite

irrégulière peut-elle être hR-minimal ?" Nous répondons partiellement à cette question en

établissant le théorème ci-dessous qui a fait objet de la publication [27]. Introduisons une

relation d’équivalence entre les orbites horocycliques : deux orbites hR(π(u)) et hR(π(v))

sont en relation d’équivalence modulo le flot géodésique gR s’il existe un réel t0 tel que

gt0(hR(π(u))) = hR(π(v)), voir la section 1 du chapitre 5 de cette thèse.

Théorème 5.5 (voir [27], Théorème 1.1)

Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie. Si le flot horocyclique hR admet

au plus un nombre dénombrable de classes d’équivalence d’orbites irrégulières, alors les

seuls éventuels ensembles hR-minimaux sont ses orbites fermées.

Nous déduisons de ce théorème le corollaire suivant qui garantit l’inexistence d’ensembles

hR-minimaux sur Ωh.

Corollaire 5.9 (voir [27], Corollaire 1.1)

Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie. Si aucune trajectoire horocy-

clique n’est fermée dans l’ensemble non-errant et si l’ensemble des classes d’équivalence

des orbites irrégulières est au plus dénombrable, alors le flot horocyclique hR, en restriction

à Ωh, n’admet pas d’ensemble minimal.

En utilisant ce corollaire nous avons simplifié les exemples de Kulikov dans [40] en construi-

sant de deux manières différentes des familles de surfaces hyperboliques de première espèce

comme de seconde espèce sur lesquelles l’adhérence d’une orbite horocyclique hR(π(v)) est

3
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soit dense dans Ωh, soit incluse dans l’image de hR(π(v)) par le flot géodésique gR. Pour ces

familles d’exemples, l’ensemble Ωh n’admet pas d’ensembles hR-minimaux, voir la section

2 du chapitre 5. Rappelons qu’un groupe fuchsien est de première espèce (respectivement

de seconde espèce) si Ωh = T 1S (respectivement Ωh ⊂ T 1S). Nous avons ainsi les deux

résultats suivants.

Théorème 5.10 (voir [27], Théorème 4.1)

Il existe des groupes fuchsiens Γ dont la restriction du flot horocyclique hR sur Γ\T 1D à son

ensemble non-errant Ωh n’admet pas d’ensemble hR-minimal. De plus, il existe π(u0) ∈ Ωh

tel que

1. hR(π(u0)) n’est pas fermé,

2. hR(π(u0)) ⊂ gRhR(π(u0))

3. ∀ π(u) ∈ Ωh − gRhR(π(u0)), hR(π(u)) = Ωh.

Théorème 5.29

Il existe des groupes fuchsiens Γ de première espèce dont le flot horocyclique hR sur

T 1S = Γ\T 1D n’admet pas d’ensemble hR-minimal et qui admet une infinité dénombrable

de classes d’orbites irrégulières.

Plan de la thèse

Cette thèse comporte cinq chapitres : la plupart des résultats des trois premiers cha-

pitres sont connus. Ils ont été introduits en fonction des besoins des deux derniers chapitres.

Le chapitre 1 présente la géométrie d’un groupe fuchsien. Aprés avoir présenté deux mo-

dèles du plan hyperbolique nous avons étudié en détails les isométries qui conservent les

angles orientés dans D par la suite nous nous sommes attelés à décrire les groupes fuch-

siens.

Le chapitre 2 s’intéresse aux différentes manières de construction d’une surface hyperbo-

lique : construction par quotient et celle par recollement d’objets géométriques tels que

les pantalons hyperboliques.

Le chapitre 3 se focalise sur l’action d’un groupe fuchsien géométriquement infini Γ sur

le bord à l’infini ∂D. La structure d’un groupe fuchsien (la nature de ses éléments, leurs

différents rapports,...) est intimement liée aux propriétés dynamiques de son action sur le

cercle à l’infini ∂D et nombre de groupes fuchsiens ont été obtenus par ce point de vue,

voir [47]. Nous donnons une classification des points de l’ensemble limite de Γ.

Le chapitre 4 traite la dynamique topologique du flot horocyclique. Dans ce chapitre nous

présentons un dictionnaire entre la nature des orbites horocycliques et celle des points de

l’enemble limite Λ. Avant celà nous étudions plusieurs points de vue du flot horocyclique :
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géométrique, de groupe de Lie et d’action linéaire.

Le chapitre 5 est consacré à l’étude des ensembles minimaux pour le flot horocyclique. Dans

ce chapitre nous énonçons et démontrons nos principaux résultats avec des exemples variés

de flots horocycliques sans ensemble hR-minimal. Les familles d’exemples sont construites

explicitement en utilisant deux paramètres avec une description exhaustive des adhérences

des orbites du flot horocyclique.

La dernière partie de ce manuscrit est une conclusion générale de cette thèse avec des

perspectives liées aux questions soulevées.
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Chapitre 1

Préliminaires de géométrie
hyperbolique plane

Sommaire
1 Modèles du plan hyperbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Polygones hyperboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Classification des isométries positives du plan hyperbolique . . 26

4 Groupes fuchsiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5 Domaines fondamentaux d’un groupe fuchsien . . . . . . . . . . 33

1 Modèles du plan hyperbolique

De nombreux mathématiciens ont cherché à construire une géométrie qui contredit le

cinquième postulat d’Euclide à savoir "par un point, on ne peut mener qu’une droite et

une seule droite parallèle à une droite donnée ne contenant pas ce point". C’est grâce aux

travaux de Gauss, Lobatchevski, Bolyai, Riemann,... que les géométries non-euclidiennes

firent leur apparition. D’abord considèrées comme des curiosités mathématiques, elles de-

viennent rapidement des outils fondamentaux de la physique théorique et plus tard des

espaces propices d’étude en lien avec de nombreux domaines des mathématiques tels que

les systèmes dynamiques auxquels nous nous intéressons. Cette thèse a pour cadre une

de ces géométries non-euclidiennes : la géométrie hyperbolique en dimension deux. Elle

admet plusieurs modèles parmi lesquels nous en retenons deux qui ont la particularité de

conserver les angles euclidiens : le modèle du disque de Poincaré et celui du demi-plan de

Poincaré.
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1. Modèles du plan hyperbolique

1.1 Le modèle du disque de Poincaré

1.1. 1 Présentation du modèle et de ses isométries

a) La métrique :

Le plus connu des modèles du plan hyperbolique est celui du disque de Poincaré, c’est le

disque unité du plan complexe C ' R2

D = {z = x+ iy ∈ C : |z| < 1}

muni de la métrique riemannienne dite hyperbolique, donnée par :

ds2 = 4dzdz̄
(1− zz̄)2 = 4 dx2 + dy2

(1− x2 − y2)2 . (1.1)

Cette métrique est déduite du produit scalaire sur l’espace tangent à D en tout point z,

TzD :

< u, v >z=
1

(1− |z|2)2 < u, v >

où u, v ∈ TzD et < u, v > est le produit scalaire usuel. Pour plus de simplicité nous

écrirons dans la suite D au lieu de (D, ds). Notons qu’à l’aide de la métrique ds nous

pouvons définir l’angle entre deux vecteurs tangents de D en un même point. Soit z ∈ D

et soient u = (z, ~u), v = (z,~v) ∈ TzD. Nous définissons l’angle entre ~u et ~v comme étant

le réel θ ∈ [0, π[ vérifiant

cos θ = < u, v >z
‖ u ‖z . ‖ v ‖z

.

De plus l’angle orienté entre ~u et ~v, noté ](~u,~v) ou (~u,~v) ∈] − π, π[ est défini en posant

d’une part

cos(~u,~v) = < u, v >z
‖ u ‖z . ‖ v ‖z

.

et d’autre part en imposant la condition (~u,~v) > 0 si et seulement si u1v2 − u2v1 > 0 où

~u = (u1, u2)z et ~v = (v1, v2)z.

Soit ds2
0 = dzdz̄ = dx2 + dy2 la métrique euclidienne de C ' R2. Comme ds2 et ds2

0 sont

proportionnels en tout point de D, alors la métrique ds est conforme puisque ds0 l’est.

b) Les isométries de D :

Parmi les transformations de D il y a une classe particulière à laquelle nous allons nous

intéresser : les isométries de D.

Définition 1.1. Une isométrie de D est une transformation de D qui laisse la métrique

ds2 invariante. Une isométrie de D est dite isométrie positive si elle conserve les angles

orientés. Dans le cas contraire nous dirons que l’isométrie est une isométrie négative.

Proposition 1.2. 1. Les isométries positives de D sont :
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1. Modèles du plan hyperbolique

– les rotations de centre 0 (z 7→ eiθz, θ ∈ R),

– les restrictions à D des transformations de C du type :

φ(z) = ei2α
β̄z + 1
z + β

où α ∈ R et β ∈ C et | β |> 1.

2. Les isométries négatives de D sont :

– les transformations z 7→ eiθz̄, θ ∈ R,

– les restrictions à D des transformations de C du type :

ψ(z) = e2iα β̄z̄ + 1
z̄ + β

où α ∈ R et β ∈ C et | β |> 1.
Les isométries négatives de D sont les composés d’une isométrie positive de D par la

conjugaison complexe z 7→ z̄.

Démonstration :

1. – Une première classe de transformations de C conservant les angles orientés est

celle des similitudes directes (z 7→ az + b). Pour qu’une telle similitude laisse D

globalement invariant, il faut et il suffit que |a| = 1 et b = 0. Une telle similitude

est donc une rotation de centre 0, z 7→ eiθz. Cette transformation laisse clairement

ds2 invariant, et est donc une isométrie positive de D.

– On sait que les transformations holomorphes (conservant donc les angles orientés)

de D qui ne sont pas des similitudes directes sont des homographies z 7→ az+b
cz+d où

a, b, c, d sont des nombres complexe tels que ad − bc 6= 0, c 6= 0, voir [56]. Soit

donc z′ = az+b
cz+d . On a dz′ = ad−bc

c . dz
(cz+d)2 et :

dz′dz̄′

(1− |z′|)2 = |ad− bc|
2

|c|2
.

dzdz̄

[(|c|2 − |a|2)zz̄ + (cd̄− ab̄)z + (dc̄− bā)z̄ − (|b|2 − |d|2)]2
.

Pour que cette homographie soit une isométrie, il faut et il suffit que :

cd̄− ab̄ = dc̄− bā = 0, |c|2 − |a|2 = |b|2 − |d|2, ad− bc|2

|c|2(|c|2 − |a|2)2 = 1.

La solution de ce système d’équations est a = d̄, b = c̄, |c| = 1.

En posant c = e−iα et d = βc, on voit que de telles transformations du plan

complexe laissant ds2 invariant sont du type :

z 7→ φ(z) = e2iα β̄z + 1
z + β

, α ∈ R, β ∈ C.
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1. Modèles du plan hyperbolique

Pour que l’application φ laisse D globalement invariant, il faut et il suffit que

|z| < 1 implique que |φ(z)| < 1, soit |β̄z + 1|2 < |z + β|2. On a |β̄z + 1|2 =

|β|2|z|2 + 2Re(β̄z) + 1 et |z + β|2 = |z|2 + 2Re(β̄z) + |β|2. Les inégalités ci-dessus

deviennent alors (|β|2 − 1)(|z|2 − 1) < 0. Elles sont satisfaites si et seulement si

|β| > 1.

2. La même démarche ci-dessus appliquée aux similitudes indirectes (z 7→ az̄ + b) et

aux anti-homographies z 7→ az̄+b
cz̄+d où a, b, c, d sont des nombres complexe tels que

ad− bc 6= 0, c 6= 0 montre que les isométries négatives de D sont :

– la composée d’une rotation de centre 0 par une symétrie axiale d’axe passant par

0, z 7→ eiθz̄.,

– la composée de φ par la conjugaison complexe z 7→ z̄ :

z 7→ ψ(z) = e2iα β̄z̄ + 1
z̄ + β

α ∈ R, β ∈ C.

2

La rotation de centre 0 et d’angle 2α s’écrit sous la forme z 7→ az+b
b̄z+ā avec a = eiα, b = 0

et |a|2−|b|2 = 1. De même l’isométrie positive z 7→ φ(z) = e2iα β̄z+1
z+β s’écrit également sous

la forme φ(z) = az+b
b̄z+ā , avec a = eiαβ̄√

|β|2−1
, b = eiα√

|β|2−1
et |a|2−|b|2 = 1. Réciproquement, par

un calcul, on montre que toute homographie de C du type z 7→ az+b
b̄z+ā , avec |a|

2 − |b|2 = 1,

induit sur D une isométrie positive. On a donc la proposition suivante :

Proposition 1.3. a) Les isométries positives de D sont les restrictions à D des homogra-

phies complexes de C du type z 7→ az+b
b̄z+ā avec |a|2− |b|2 = 1. Elles forment un groupe

noté Isom+(D).

b) Les isométries négatives de D sont les restrictions à D des anti-homographies complexes

de C du type z 7→ az̄+b
b̄z̄+ā avec |a|2 − |b|2 = 1.

1.1. 2 Distance et Géodésiques

Définition 1.4. Soient I = [a; b] ⊂ R et c : I → D une courbe paramétrée, différentiable

par morceaux :

c(I) = {z(t) = x(t) + iy(t) ∈ D/t ∈ I},

La longueur hyperbolique de c notée l(c) est définie par :

l(c) =
∫
c

2|dz|
1− |z|2 =

∫ b

a
2
√

(x′(t))2 + (y′(t))2

1− (x(t))2 − (y(t))2dt. (1.2)

Définition 1.5. La distance hyperbolique, notée ρ, induite par la métrique hyperbolique
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1. Modèles du plan hyperbolique

entre deux points z et z′ de D est définie par :

ρ(z, z′) := inf
c
l(c), (1.3)

où la borne inférieure est prise sur l’ensemble des courbes c différentiables par morceaux

incluses dans D reliant z et z′.

On remarquera que pour tout g ∈ Isom+(D),

l(g(c)) = l(c) et ρ(g(z), g(z′)) = ρ(z, z′).

Définition 1.6. Une géodésique de D est une courbe différentiable par morceaux

c : I =]a, b[→ D telle que pour tout couple de points distincts sur c(I), la courbe c réalise

la borne inférieure des longueurs des courbes passant par ces deux points. C’est-à-dire,

∀ t1, t2 ∈]a, b[, ρ(c(t1), c(t2)) = l[c(t1), c(t2)]

où l[c(t1), c(t2)] désigne la longueur hyperbolique entre les points c(t1) et c(t2).

Le théorème suivant nous donne la description géométrique des géodésiques de D.

Théorème 1.7. Les géodésiques de D sont les demi-cercles euclidiens de D orthogonaux

à S1 = {z ∈ D : |z| = 1} et les diamètres euclidiens de D.

Démonstration :

Tout d’abord, montrons que le diamètre euclidien ]−1, 1[= R∩D est une géodésique de D.

Soient a et b deux nombres réels tels que −1 < a < b < 1. Considérons un arc de courbe

c d’équation z(x) = x+ iy(x) joignant a à b, donc tel que y(a) = y(b) = 0. Nous avons

l(c) =
∫ b

a

2
√

1 + (y′(x))2

1− x2 − y2 dx ≥
∫ b

a

2
1− x2 − y2dx ≥

∫ b

a

2
1− x2dx =

[
ln 1 + x

1− x

]b
a

.

puisque
[

ln 1+x
1−x

]b
a

est la longueur du segment [a, b] ce segment [a, b] minimise la distance

entre a et b. Soit maintenant c une géodésique reliant a et b. La première inégalité ci-dessus

est donc une égalité et nous en déduisons que la coordonnée y(x) de c est constante et est

égale à 0. D’où l’unique géodésique reliant a et b est le diamètre ]− 1, 1[ de D.

Les rotations de centre O étant des isométries, elles transforment toute géodésique en une

géodésique, donc tous les diamètres de D sont des géodésiques.

Considérons un arc de cercle α orthogonal à S1 en ses extremités. Quitte à effectuer une

rotation de centre O, on peut supposer que son centre est sur l’axe réel négatif. Soient

I et I’ les points d’affixes i et −i, A et A’ les extremités de α, voir 1.1. Soit Ω le point
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1. Modèles du plan hyperbolique

d’intersection des droites (IA) et (I’A’) avec l’axe réel. Notons a l’affixe de Ω, a ∈ [−∞,−1[.

En utilisant les rapports de Thalès dans un triangle euclidien nous avons A( 2a
1+a2 + ia

2−1
a2+1)

et A′( 2a
1+a2 − ia

2−1
a2+1). Posons

ψ(z) = a+ a2 − 1
z̄ − a

.

Cette inversion ψ de pôle Ω et de puissance a2 − 1 est telle que ψ(I) = A et ψ(I ′) = A′

donc elle transforme le segment [II’] en l’arc α. Nous avons pour tout z ∈ D

ψ(z) = a+ a2 − 1
z̄ − a

= az̄ − 1
z̄ − a

Comme | a |> 1, ψ est de la forme donnée par la proposition 1.2 pour les isométries

négatives de D. L’image α de la géodésique [II’] par l’isométrie ψ est donc également une

géodésique.

2

Figure 1.1 – Géodésiques de D

On déduit du théorème ci-dessus les faits suivants, voir [14].

1. Par deux points distincts ξ et η de S1 il passe une unique géodésique notée (ξ, η) ou

(η, ξ) et appelée souvent géodésique complète.

2. Par un point z de D et un point ξ ∈ S1 il passe une unique géodésique. La partie de

cette géodésique comprise entre z et ξ est appelée rayon géodésique et est notée

[z, ξ).

3. Par deux points distincts z et z′ il existe une unique géodésique qui les relie. La

partie de cette géodésique comprise entre les points z et z′ est appelé segment

géodésique et est notée [z, z′] ou [z′, z].

Une géodésique complète sépare D en deux composantes connexes. Chacune de ces com-

posantes est appelée demi-plan. Dans la suite lorsque nous dirons arc géodésique celà

peut être une géodésique complète ou un rayon ou un segment géodésique. Pour finir cette

sous-section précisons la notion l’angle formé par deux arcs géodésiques du plan hyperbo-
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1. Modèles du plan hyperbolique

lique. Soient deux courbes différentiables α1 et α2 qui se coupent en un point z de D. En

choisissant des paramétrisations appropriées des courbes α1 et α2, on peut supposer que

α1(0) = α2(0) = z.

Définition 1.8. L’angle orienté entre les courbes α1 et α2 qui se coupent au point z est

défini comme étant l’angle formé par les vecteurs ~v1 = α′1(0) et ~v2 = α′2(0) modulo π.

1.1. 3 Actions du groupe Isom+(D) sur D et T 1D

Dans cette sous-section nous décrivons l’action de Isom+(D) sur D et sur le fibré

unitaire tangent T 1D de D puis nous définirons une distance sur T 1D avant de donner des

formules explicites de la distance ρ sur D.

Proposition 1.9. L’action de Isom+(D) sur D est transitive.

Démonstration :

Il suffira de montrer que pour tout z ∈ D, il existe g ∈ Isom+(D), avec g(w) = aw+b
b̄w+ā , tel

que g(0) = z. On vérifie que l’élément g tel que a = 1√
1−|z|2

et b = z√
1−|z|2

convient.

2

Le fibré tangent à D, TD = ∪z∈DTzD est la réunion des espaces tangents à D, TzD. Le

fibré unitaire tangent est défini par T 1D = {u = (z, ~u) ∈ TD / ‖ ~u ‖= 1}. L’action de

Isom+(D) se prolonge sur T 1D de la façon suivante.

Définition 1.10. L’action de Isom+(D) sur T 1D est définie par :

g.u = g.(z, ~u) = (g(z), Tzg(~u)) = (g(z), g′(z)~u)

où g ∈ Isom+(D), (z, ~u) ∈ T 1D et Tzg est la différentielle de g au point z.

Si ~u ∈ TzD est un vecteur tangent au point z son image par Tzg est g′(z)~u, c’est-à-dire

le vecteur tangent à g(z) obtenu en tournant ~u d’un angle égal à arg(g′(z)) puis en le

multipliant par le réel |g′(z)|.

Proposition 1.11. Le groupe Isom+(D) agit simplement transitivement sur T 1D.

Démonstration :

Soient u, v ∈ T 1D. Supposons u = (0, ~u) et v = (z,~v). D’aprés la proposition 1.9 il existe

un élément γ de Isom+(D) tel que γ(0) = z. Notons 2θ la mesure de l’angle (T0γ(u), v).

Soit r la rotation de centre 0 et d’angle θ. Nous avons : γ ◦ r(u) = v, donc Isom+(D) agit

transitivement sur TD. Par ailleurs si g(u) = u alors g(z) = eiαz. La différentielle de g
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1. Modèles du plan hyperbolique

en 0 est la rotation vectorielle d’angle −2α et T0g(u) = u donc g = Id. Ceci montre que

Isom+(D) agit simplement transitivement sur T 1D.

2

Lemme 1.12. Soient α et β deux géodésiques de D. Il existe une isométrie positive g de

D envoyant α sur β.

Démonstration :

Soit L =] − i, i[ le diamètre des imaginaires de D. Il suffit de montrer qu’il existe une

isométrie positive de D envoyant L sur β. Si β est un diamètre alors la rotation de centre

O et d’angle l’angle orienté (L, β) formé par les diamètres L et β est une isométrie positive

g de D qui envoie L sur β.

Supposons maintenant que β est un demi-cercle orthogonal à S1. Nous avons vu au cours

de la démonstration du théorème 1.7 qu’il existe une inversion ψ envoyant L sur β, ce qui

termine la preuve.

2

Proposition 1.13. Soit un élément u = (z, ~u) de T 1D. Il existe une et une seule géodé-

sique de D passant par z et tangent au vecteur ~u.

Démonstration :

Si le vecteur ~u est porté par un diamètre de D alors le diamètre passant par z est une

géodésique tangente à ~u et il n’y a pas d’autre tel diamètre ni de demi-cercle orthogonal

à S1 et tangent à ~u.

Si ~u n’est pas porté par un diamètre de D, puisque l’action de Isom+(D) sur D est transitive

il existe une isométrie positive h telle que h(z) = 0. Soit r la rotation de centre 0 qui

amène le vecteur ~u sur un vecteur ~v d’un diamètre α de D. Nous avons r ◦h(z, ~u) = (0, ~v).

D’aprés la première partie de cette démonstration le diamètre α est l’unique géodésique de

D passant par 0 et tangent au vecteur ~v. L’isométrie positive h−1 ◦ r−1 envoie le diamètre

α sur un unique demi-cercle de D perpendiculaire à S1. Cette géodésique passe par z et

est tangent au vecteur ~u. D’où le résultat.

2

Remarque 1.14. Puisqu’un élément de T 1D définit une unique géodésique alors d’aprés

la proposition 1.11 l’action de Isom+(D) sur l’ensemble des géodésiques de D est transitive.

On déduit de l’action transitive de Isom+(D) sur l’ensemble des géodésiques de D la

proposition suivante, capitale entre autre dans la sous-section 4.2 du chapitre 2.
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1. Modèles du plan hyperbolique

Proposition 1.15. (voir [14] th.1.1.5 et th.1.1.6)

1. Si α̃ est une géodésique et z est un point de D n’appartenant pas à α̃ alors il existe

une unique géodésique passant par z et perpendiculaire à α̃.

2. Si α̃ et β̃ sont deux géodésiques disjointes, alors il existe une unique géodésique

perpendiculaire à α̃ et à β̃.

Définissons maintenant une distance sur T 1D. Pour tout u ∈ T 1D on note (u(t))t∈R le

paramétrage par longueur d’arc de la géodésique définie par u.

Proposition 1.16. L’application D : T 1D× T 1D −→ R+ définie par

D(u, v) =
∫ +∞

−∞
e−|t|ρ(u(t), v(t))dt (1.4)

où ρ est la distance hyperbolique sur D, est une distance sur T 1D invariante par Isom+(D).

Démonstration :

En posant f(t) = e−|t|ρ(u(t), v(t)) nous avons d’un côté 0 ≤ f(t) ≤ (2|t|+ρ(u(0), v(0))e−|t|.

Donc la fonction f est intégrable sur R. Et de l’autre côté en utilisant le fait que ρ est une

distance invariante par Isom+(D) nous avons pour tous u, v et w appartenant à T 1D et

g ∈ Isom+(D) :

– D(u, v) = 0⇔ u = v,

– D(u, v) ≤ D(u,w) +D(w, v),

– D(u, v) = D(v, u) et

– D(gu, gv) = D(u, v).

D’où l’application D est une distance sur T 1D, invariante par Isom+(D).

2

Pour terminer cette sous-section donnons deux formules explicites de la distance ρ sur D.

Proposition 1.17. Sur D nous avons pour tous w1 et w2 :

1. ρ(w1, w2) = ln
(
|1−w2w1|+|w2−w1|
|1−w2w1|−|w2−w1|

)
,

2. sinh2[1
2ρ(w1, w2)] = |w1−w2|2

(1−|w1|2)(1−|w2|2) .

Démonstration :

1. Posons d’abord w1 = 0 et w2 = w. Soient α le segment géodésique [0, w] et les

coordonnées polaires (r, θ) dans D. Nous avons dx2 + dy2 = dr2 + r2dθ2.

l(α) =
∫ |w|

0

2
1− r2

√√√√√(dr
dt

)2

+
(
dθ

dt

)2

dt ≥
∫ |w|

0

2
1− r2dr = ln

(
1 + |w|
1− |w|

)
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1. Modèles du plan hyperbolique

Puisque α est un segment géodésique, il minimise la distance entre deux de ses points

et alors nous avons ρ(0, w) = ln
(

1+|w|
1−|w|

)
.

Considèrons maintenant l’application g(w) = w−w1
1−ww1

, w ∈ D. L’application g est une

isométrie positive de D envoyant w1 sur 0. Nous avons

ρ(w1, w2) = ρ(g(w1), g(w2)) = ρ(0, g(w2)) = ln
(

1 + |g(w2)|
1− |g(w2)|

)
.

En remplçant g(w2) par son expression nous obtenons

ρ(w1, w2) = ln
(
|1− w2w1|+ |w2 − w1|
|1− w2w1| − |w2 − w1|

)
.

2. La deuxième égalité découle de la première et de la définition de sinh(x) = ex−e−x
2 .

2

1.1. 4 Compactification du disque de Poincaré

La topologie induite par la métrique hyperbolique ds est la même que celle induite par

la métrique euclidienne ds0. En effet le cercle hyperbolique C(w, r) = {z / ρ(w, z) = r}

est le cercle euclidien de diamètre
[
a + ib exp(r), a + ib exp(−r)

]
avec w = a + ib. Pour

cette topologie le disque de Poincaré D n’est pas compact. On peut le compactifier en lui

ajoutant un bord à l’infini ∂D = S1 et on pose D = D ∪ ∂D. Un ouvert V de D ∪ ∂D est

défini comme étant la trace d’un ouvert euclidien U de R2 dans D∪S1 : V = U ∩ (D∪S1).

Définition 1.18. Soit A un ensemble inclus dans D = D ∪ ∂D. La frontière de A dans D

est ∂A = Ā\Int(A). On appelle bord à l’infini de A l’ensemble défini par ∂A ∩ ∂D.

Le bord à l’infini d’une géodésique complète α̃ = (ξ, η) est un ensemble à deux élé-

ments : les extrémités de la géodésique ξ et η. La définition suivante permet de distinguer

ces deux extrémités.

Définition 1.19. Soit (α̃(t))t∈R un paramétrage par longueur d’arc de la géodésique α̃.

Posons limt→+∞ α̃(t) = α̃(+∞) et limt→−∞ α̃(t) = α̃(−∞) alors les points α̃(+∞) et

α̃(−∞) sont respectivement appelés extrémité positive et extrémité négative de α̃

paramétrée par (α̃(t)) et (α̃(−∞), α̃(+∞)) est dite géodésique orientée de α̃(−∞) vers

α̃(+∞).

Soient v = (z,~v) ∈ T 1D et (α̃(t)) le paramétrage par unité de longueur d’arc de l’unique

géodésique passant par z dont la tangente en ce point a pour direction celle de ~v tel que

α̃(0) = z et dα̃

dt
(0) = ~v
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1. Modèles du plan hyperbolique

Posons v+ = α̃(+∞) et v− = α̃(−∞) et (v−, v+) est la géodésique orientée de v− vers v+.

Action de Isom+(D) sur ∂D

L’action du groupe Isom+(D) sur D se prolonge en une action par homeomorphisme sur

∂D définie par h(w) = aw+b
b̄w+ā pour w ∈ ∂D. Puisque deux points de ∂D définissent une

géodésique de D et Isom+(D) agit transitivement sur l’ensemble des géodésiques de D

alors le groupe Isom+(D) agit doublement transitivement sur ∂D.

1.2 Le modèle du demi-plan de Poincaré

1.2. 1 Présentation du modèle et de ses isométries

Soit H le demi-plan complexe {z ∈ C / Imz > 0}. Si l’on applique à H l’inversion

de pôle −i et de puissance 2, puis la symétrie par rapport à l’axe réel, on obtient une

transformation conforme (positive) de H sur D. L’image de z ∈ H par cette transformation

Φ est :

Φ(z) = iz + 1
z + i

.

on en déduit une expression de z ∈ H en fonction de w = Φ(z) ∈ D. La métrique sur H

déduite de celle de D par Φ est :

ds2 = 4dwdw̄
(1− ww̄)2 = dzdz̄

(Imz)2 = dx2 + dy2

y2 .

Par construction, le demi-plan H muni de la métrique ds2 = dzdz̄
(Imz)2 = dx2+dy2

y2 est une

surface riemannienne isométrique à D. C’est le modèle du demi-plan de Poincaré.

Les isométries deH s’obtiennent à partir de celle de D par conjugaison par Φ. Les isométries

positives (resp. negatives) de H sont donc les Φ−1 ◦ φ ◦Φ (resp Φ−1 ◦ψ ◦Φ) où φ (resp ψ)

est une isométrie positive (resp. négative ) de D.

Théorème 1.20. Les isométries positives de H (qui perservent l’orientation) sont les

homographies réelles φ de la forme

φ(z) = az + b

cz + d
,

où a, b, c, d sont des réels tels que ad− bc = 1.

Les isométries négatives de H (qui renversent l’orientation) sont les anti-homographies ψ

de la forme

ψ(z) = az̄ + b

cz̄ + d
,

où a, b, c, d sont des réels tels que ad− bc = −1.
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1. Modèles du plan hyperbolique

1.2. 2 Distance et géodésiques

De la même manière que sur D, si c : [a, b] → H une courbe paramétrée différentiable

par morceaux, on définit la longueur hyperbolique de c notée l(c) par :

l(c) =
∫ b

a

√
(dxdt )2 + (dydt )2

y(t) dt =
∫ b

a

|dzdt |
Imz(t)dt où c(t) = x(t) + iy(t).

La distance hyperbolique ρ induite par la métrique hyperbolique entre deux points z et z′

de H est définie par :

ρ(z, z′) := inf
c
l(c),

où la borne inférieure est prise sur l’ensemble des courbes c différentiables par morceaux

incluses dans H reliant z et z′.

Dans le modèle du demi-plan de plan Poincaré H les géodésiques sont les demi-cercles

orthogonaux à l’axe réel R et les demi-droites verticales.

1.2. 3 Actions du groupe Isom+(H)

Proposition 1.21. L’action du groupe Isom+(H) sur H et sur T 1H est simplement tran-

sitive.

L’action de Isom+(H) est également transitive sur l’ensemble des géodésiques de H.

La proposition suivante est l’analogue de celle de 1.17 dans le modèle H.

Proposition 1.22. Pour tous z, z′ ∈ H

ρ(z, z′) = ln
[
|z − z̄′|+ |z − z′|
|z − z̄′| − |z − z′|

]
(1.5)

sinh[12d(z, z′)] = |z − z′|
2(Im(z)Im(z′))

1
2

(1.6)

1.2. 4 Compactification du plan hyperbolique

a) Compactification :

On compactifie H en lui ajoutant un bord à l’infini ∂H = R∪{∞} et on pose H = H∪∂H.

Un ouvert V (z) de z ∈ H ∪ ∂H est défini comme étant ou bien la trace d’un ouvert U de

R2 dans H ∪ R : V = U ∩ (H ∪ R) ou bien la réunion du point ∞ et du complémentaire

d’un compact K de H ∪ R : V = (H ∪ R\K) ∪ {∞}.

L’action du groupe Isom+(H) sur H se prolonge en une action par homeomorphisme sur

∂H définie, pour h(x) = ax+b
cx+d et x ∈ ∂H, par :
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1. Modèles du plan hyperbolique

Si c = 0, alors h(∞) =∞ et h(x) = a
dx+ b

d

Si c 6= 0, alors h(∞) = a
c , h(−dc ) =∞, si x 6= −d

c , alors h(x) = ax+b
cx+d .

b) Action projective :

La droite projective P1(R) est l’ensemble des droites vectorielles de R2. Plus précisément

P1(R) = R2\{(0, 0)}/ ∼ avec (a, b) ∼ (a′, b′)⇔ ∃λ 6= 0, (a, b) = λ(a′, b′). Ainsi un élément

de P1(R) est défini par une classe de couple de réels R∗(a, b) 6= {(0, 0)}.

On identifie P1(R) à ∂H à l’aide de l’application suivante :

ψ : P1(R)→ ∂H

 R∗(a, b) 7→ x = a
b si b 6= 0,

R∗(a, 0) 7→ x =∞.

L’action projective de Isom+(H) sur P1(R) est définie par

Isom+(H)× P1(R)→ P1(R)

(g, (x, 1)) 7→
(
ax+ b

cx+ d
, 1
)

où g ∈ Isom+(H) et (x, 1) ∈ P1(R) avec les conventions usuelles

– si c = 0, g(∞) =∞ ;

– si c 6= 0, g(∞) = a
c et g(−dc ) =∞.

On vérifie que l’action projective de Isom+(H) sur P1(R) est conjuguée par ψ à l’action

par homographie de Isom+(H) sur ∂H.

La proposition suivante décrit l’action de Isom+(H) sur le bord à l’infini de H.

Proposition 1.23. Soient deux triplets de points distincts (x1, x2, x3) et (x′1, x′2, x′3) de

∂H il existe un unique élément h de Isom+(H) différent de l’identité tel que h(x1) = x′1,

h(x2) = x′2 et h(x3) = x′3.

Démonstration :

Posons (x′1 x′2 x′3) = (0, 1,∞). Dans ce cas l’application x 7→ x−x1
x−x3

.x2−x3
x2−x1

convient.

Montrons que si un élément de Isom+(H) fixe trois points distincts de R∪{∞} alors c’est

l’identité. En effet de g(xi) = axi+b
cxi+d = xi avec ad− bc = 1 et i = 1, 2, 3 nous avons :

cx2
i + (d− c)xi − b = 0.

En résolvant ce système nous obtenons c = 0, a = d puis b = 0. Donc g(x) = x pour tout

x de R ∪ {∞} ie g = Id.

Par suite s’il existe deux éléments de Isom+(H) tels que :
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1. Modèles du plan hyperbolique

– g(x1) = h(x1)

– g(x2) = h(x2)

– g(x3) = h(x3)

alors h−1 ◦ g = Id. D’où h = g.

2

1.3 Cocycle de Busemann et Horocycle

1.3. 1 Cocyle de Busemann

Soient z0 ∈ H, ξ ∈ ∂H et (r(t))t≥0 une paramétration par longueur d’arc du rayon

géodésique [z0, ξ). Pour tout point z de H posons

f(t) = ρ(z0, r(t))− ρ(z, r(t)) = t− ρ(z, r(t)). (1.7)

La fonction f est majorée car |f(t)| = |ρ(z0, r(t))− ρ(z, r(t))| ≤ ρ(z0, z). Nous avons aussi

pour tous réels s et t tels que t ≥ s, ρ(z, r(t)) ≤ ρ(r(t), r(s))+ρ(r(s), z) ≤ t−s+ρ(r(s), z),

ce qui implique que s− ρ(r(s), z) ≤ t− ρ(r(t), z) c’est-à-dire f(t) ≥ f(s). Ainsi la fonction

f est croissante et majorée donc elle admet une limite finie en +∞.

Définition 1.24. On appelle cocycle de Busemann centré en ξ, calculé en z0 et z,

notée βξ(z0; z) la quantité :

βξ(z0; z) = lim
t→+∞

[t− ρ(z, r(t))].

Notons que le cocycle de Busemann se définit de la manière sur D. Le cocycle de

Busemann vérifie les propriétés suivantes :

Propriétés 1.25. Soient z, z′ ∈ H et ξ ∈ ∂H. On a :

(a) βξ(z; z′) = βξ(z; z′′) + βξ(z′′; z′) pour tous z, z′ et z” éléments de H (cocyclicité),

(b) βξ(z, z′) = −βξ(z′, z) (antisymmétrie),

(c) βξ(z, z′) ≤ ρ(z, z′) (lipschitzienne),

(d) βgξ(g.z; g.z′) = βξ(z; z′) pour tout g ∈ G = Isom+(H) et pour tous z et z′ éléments

de H (invariance par isométries).

Démonstration :

Soit (r(t)) le paramétrage par unité de longueur d’arc d’un rayon géodésique [z, ξ).

(a) La première propriété résulte de la définition car βξ(z, z′) = limt→+∞[ρ(z, r(t)) −

ρ(z”, r(t)) + ρ(z”, r(t))− ρ(z′, r(t))] = βξ(z, z”) + βξ(z”, z′).
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(b) Cette propriété résulte de la première ci-dessus. On a βξ(z, z′)+βξ(z′, z) = βξ(z, z) =

0.

(c) Cette propriété résulte de l’inégalité triangulaire, ρ(z, r(t)) ≤ ρ(z, z′) + ρ(z′, r(t)).

(d) Cette dernière propriété résulte de l’invariance de la distance ρ par Isom+(H).

2

Etablissons des formules du cocyle de Busemann, commode pour les calculs dans la suite.

Pour celà nous allons donner d’abord des expressions du rayon euclidien d’un cercle de D

(ou de H) tangent au bord à l’infini ∂D (ou ∂H).

Plaçons-nous sur D, soient w ∈ D et eiθ ∈ ∂D. Le cercle passant par w tangent à ∂D en eiθ

est le cercle C(w0, R) de centre euclidien w0 et de rayon euclidien R tel que : w0 = (1−R)eiθ

et |w − w0|2 = R2. Nous avons donc

R = |w − eiθ|2

2(1−Re(e−iθw)) . (1.8)

Sur H le rayon euclidien R d’un cercle passant par un point z ∈ H et tangent au point

x ∈ R est égal à

R = |z − x|
2

2Im(z) . (1.9)

La proposition suivante donne des formules du cocycle de Busemann en fonction de rayons

euclidiens des cercles du plan hyperbolique.

Proposition 1.26. – Pour tous points z et z0 de H et x ∈ R nous avons :

βx(z0, z) = ln
(
|z0 − x|2

|z − x|2
× Im(z)
Im(z0)

)
= ln

(
R0
R

)
(1.10)

où R0 et R sont les rayons euclidiens respectifs des cercles de H tangents à la droite

des réels en x et passant respectivement à z0 et z.

Si x =∞ nous avons

β∞(z0, z) = ln
(
Im(z)
Im(z0)

)
. (1.11)

– Pour tous points w et w0 appartenant à D et eiθ0 ∈ ∂D nous avons :

βeiθ0 (w0, w) = ln
[
|w0 − eiθ0 |2

1− |w0|2
× 1− |w|2

|w − eiθ0 |2

]
. (1.12)

Et si w0 = 0 nous avons

βeiθ0 (0, w) = ln
(

1− |w|2

|w − eiθ0 |2

)
= ln

(
1−R
R

)
. (1.13)
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Démonstration :

Soit (r(t)) le paramétrage par unité de longueur d’arc du rayon géodésique [z0, x) de H.

Si x =∞ et z0 = i alors r(t) = iet et

f(t) = ρ(i, r(t))− ρ(z, r(t)) = t− ρ(z, iet) = t− 2 arg sinh |iet − z|
2[Im(z)et)]

1
2
.

Si x 6= ∞ alors il existe une isométrie g ∈ Isom+(H) telle que g(x) = ∞ et g(i) = z0 =

x0 + iy0. Nous avons

r(t) = iy0xe
t + xx0 − |z0|2

iy0et + x− x0
.

Pour tout z ∈ H,

f(t) = ρ(z0, r(t))− ρ(z, r(t)) = t− ρ(z, r(t)) = t− 2 arg sinh |r(t)− z|
2[Im(z)Im(r(t))]

1
2
.

Or arg sinh |r(t)− z|
2[Im(z)Im(r(t))]

1
2

= ln
[

|z − r(t)|
2[Im(z)Im(r(t))]

1
2

+
√

|r(t)− z|2
4[Im(z)Im(r(t))] + 1

]
.

Aprés calcul, simplification, majoration et équivalence à l’infini on obtient

βx(z0, z) = ln
(
|z0 − x|2

|z − x|2
× Im(z)
Im(z0)

)
.

Dans cette égalié lorsqu’on fait tendre x vers l’infini (±∞) nous obtenons

β∞(z0, z) = ln
(
Im(z)
Im(z0)

)
.

D’aprés l’égalité 1.9 si x 6=∞ nous avons

βx(z0, z) = ln
(
R0
R

)
.

Sur le disque de Poincaré D en posant Φ(z0) = w0 et Φ(z) = w où Φ est l’application

définie de H dans D qui à z associe w = iz+1
z+i , on obtient :

βeiθ0 (w0, w) = ln
[
|w0 − eiθ0 |2

1− |w0|2
× 1− |w|2

|w − eiθ0 |2

]
.

Et si w0 = 0, on obtient :

βeiθ0 (0, w) = ln
(

1− |w|2

|w − eiθ0 |2
) = ln(1−R

R

)
.

2
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1.3. 2 Horocycle

Dans cette sous-section on définit à l’aide du cocyle de Busemann des lignes de niveau

du plan hyperbolique au coeur de cette thèse.

Définition 1.27. Soient ξ ∈ ∂H et z ∈ H. On appelle horocycle centré en ξ passant par

z, noté Oξ(z) la ligne de niveau défini par

Oξ(z) = {z′ ∈ H / βξ(z; z′) = 0}

On appelle horodisque associé à l’horocycle Oξ(z), noté O+
ξ (z) l’ensemble défini par

O+
ξ (z) = {z′ ∈ H / βξ(z; z′) ≥ 0}.

Notons qu’un horocycle et un horodisque se définissent de la manière sur D.

Lemme 1.28. L’image par un élément g de Isom(H) d’un cercle tangent à R ou d’une

droite horizontale de H est un cercle tangent à R ou une droite horizontale de H.

Démonstration :

Ce lemme résulte du fait qu’un élément g ∈ Isom(H) s’écrit sous la forme de composées

d’homothéties, de translations et d’inversions et que ces transformations préservent la

famille des cercles tangents à R et des droites horizontales de H. En effet si c = 0,alors

g(z) = a
dz + b

d , donc g est la composée d’une translatoin et d’une homothétie. Et si c 6= 0,

nous avons : g(z) = a
c −

λ
cz+d avec λ = ad−bc

c . Donc g est la composée de deux translations,

d’une inversion et d’une homothétie.

2

Proposition 1.29. Dans D les horocycles sont les cercles tangents à ∂D et dans H les

horocycles sont les cercles tangents à R et les droites horizontales.

Démonstration :

Etablissons cette proposition dans le cas du demi-plan de Poincaré H. Le cas du disque

de Poincaré s’en déduit à l’aide de l’application Φ.

Puisque d’aprés le lemme 1.28 l’image de la droite horizontale Im(z) = 1 par un élément

g ∈ Isom(H) est une droite horizontale ou un cercle tangent à R en x = g(∞) il suffit

de montrer que l’horocycle O∞(i) est la droite horizontale Im(z) = 1. D’aprés la formule

1.10, nous avons

O∞(i) =
{
z ∈ H / βξ(i; z) = ln

(
Im(z)
Im(i)

)
= 0

}
.
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2. Polygones hyperboliques

Ce qui implique que O∞(i) = {z ∈ H / Im(z) = 1}. Donc l’horocycle O∞(i) est le droite

horizontale d’équation Im(z) = 1.

2

Remarque 1.30. Comme dans le cas des géodésiques, à un élément v = (z,~v) du fibré

unitaire tangent T 1H il correspond un unique horocycle Oξ(z). L’élément v = (z,~v) définit

le rayon géodésique [z, ξ) et le vecteur ~v est orthogonal à Oξ(z) et est dirigé vers ξ = v+.

Ainsi le groupe Isom+(H) agit transitivement sur l’ensemble des horocycles de H.

2 Polygones hyperboliques

Dans cette section nous abordons l’étude des polygones hyperboliques notamment celle

des hexagones à partir desquelles ont été construites la plupart des exemples de surfaces

hyperboliques de cette thèse. Commençons par définir un polygone hyperbolique, ses élé-

ments constitutifs et son aire hyperbolique avant d’aborder la trigonométrie hyperbolique.

2.1 Définitions

Définition 1.31. Un polygone hyperbolique P de D (ou de H) est un domaine convexe

fermé de D (ou de H) de frontière ∂P constituée d’arcs de géodésiques {αi} et éventuelle-

ment d’intervalles {Ij} de ∂D (ou de ∂H).

Dans cette définition nous autorisons que le polygone P soit non-compact dans D (ou

dans H) et nous empruntons dans toutes ces définitions la terminologie de [43].

Définition 1.32. Soit un polygone P de frontière ∂P = (∪ni αi)∪(∪mj Ij). Le point d’inter-

section dans D de deux arcs de géodésiques αi et αj, i 6= j, s’il existe, est appelé sommet
du polygone, sinon chaque extrémité d’un arc α est appelée sommet à l’infini. Chaque
arc géodésique αi qui borde le polygone est appelée côté du polygone et chaque intervalle

Ij non réduit à un point côté libre du polygone.

Un triangle hyperbolique est un polygone hyperbolique ayant trois sommets et trois côtés

qui ne sont pas libres.

Exemple 1.33. Sur H, le triangle ayant pour sommets à l’infini −1, 1 et ∞ a pour côtés

les géodésiques complètes (−1, 1), (−1,∞) et (1,∞).

Définition 1.34. Un polygone P est appelé polygone hyperbolique généralisé si sa

frontière ∂P admet une infinité de côtés.

Remarque 1.35. Dans le cas d’un polygone généralisé, ∂P est constituée d’un nombre

dénombrable d’arcs géodésiques αi, d’intervalles de ∂D (ou de ∂H) et de points d’accu-
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2. Polygones hyperboliques

mulation de ces arcs. Les points d’accumulation peuvent appartenir ou non à {αi}, voir

[43].

Passons à la définition de l’aire d’un polygone hyperbolique.

Définition 1.36. Soit B un domaine de H, l’aire hyperbolique de B, notée A(B) est

définie par :

A(B) =
∫
B

dxdy

y2 (1.14)

lorsque cette intégrale existe.

Théorème 1.37. (voir le théorème 2.5.24 de [56])

L’aire hyperbolique est invariante par Isom+(H) c’est-à-dire pour tout g ∈ Isom+(H) et

B ⊆ H si A(B) existe alors A(gB) = A(B)

L’aire d’un triangle ABC de H d’angles intérieurs θ1, θ2 et θ3 est la quantité

A(ABC) = π − (θ1 + θ2 + θ3).

On en déduit que pour un polygone P compact dans H à n cotés, d’angles intérieurs θk,

1 ≤ k ≤ n, on a ( voir [7] p.153) :

A(P ) = (n− 2)π −
n∑
k=1

θk

2.2 Trigonométrie hyperbolique

Commençons par définir un polygone fondamental dans les constructions de surfaces

hyperboliques.

Définition 1.38. Un hexagone hyperbolique H est un polygone hyperbolique compact

dans D à six côtés.

Considèrons dans D deux segments géodésiques a et b perpendiculaires à l’origine 0,

voir figure 1.2. Soient α et β les géodésiques perpendiculaires respectivement à a et b en

leur extrémité. Si les longueurs des segments a et b sont petites alors les géodésiques α et β

se coupent en un angle aigu ϕ. On obtient ainsi un quadrilatère hyperbolique à trois angles

droits, voir la figure 1.2. Ces quadrilatères ont joué un rôle désicif dans la découverte des

géométries non-euclidiennes (voir la première approche de Saccheri [39] et [1]). Dans le

cas où les longueurs de a et b sont assez grandes les géodésiques α et β ne se coupent pas.

L’angle ϕ disparaît et il est remplacé par un segment c, la perpendiculaire commune à α

et à β. On obtient dans ce cas un pentagone hyperbolique à angles droits, voir figure 1.2.

Si on met côte à côte, voir figure 1.3 deux pentagones à angles droits le long de leur côté
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2. Polygones hyperboliques

commune r, on obtient un hexagone hyperbolique à angles droits. En notant les

côtés consécutifs d’un hexagone à angles droits par a1, b3, a2, b1, a3, b2 nous avons les

théorèmes suivants.

Théorème 1.39. ([14], Th 2.3.1)

Pour tout quadrilatère hyperbolique à trois angles droits de côtés consécutifs a, β, α, b et

d’angle aigu ϕ nous avons :

(i) cosϕ = sinh a sinh b,

(ii) cosh a = coshα sinϕ,

(iii) cosh a = tanh β coth b,

(iv) sinhα = coth b cosh β.

Figure 1.2 – Quadrilatère et Pentagone hyperboliques

Théorème 1.40. ([14], Th 2.4.1)

Pour tout hexagone convexe à angles droits de côtés consécutifs a1, b3, a2, b1, a3, b2 nous

avons :

(i) cosh a3 = sinh a1 sinh a2 cosh b3 − cosh a1 cosh a2,

(ii) sinh a1 : sinh b1 = sinh a2 : sinh b2 = sinh a3 : sinh b3,

(iii) coth b1 sinh b3 = cosh b3 cosh a2 − coth a1 sinh a2.

Théorème 1.41. ([14] Th 2.4.2)

Soient trois nombres réels positifs a, b et c. A isométrie prés il existe un unique hexagone

à angles droits de côtés non-consécutifs de longueurs a, b et c.

Dans la section qui suit nous analysons en détails les isométries positives du plan

hyperbolique.
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3. Classification des isométries positives du plan hyperbolique

Figure 1.3 – Hexagone hyperbolique à angles droits

3 Classification des isométries positives du plan hyperbo-

lique

Notons pour commencer qu’il est parfois plus commode de considèrer la matrice M = a b

c d

 à la place de l’application g : z 7→ az+b
cz+d . L’application

PSL(2,R)→ Isom+(H)

±

 a b

c d

 7→ g,

avec g(z) = az+b
cz+d est un isomorphisme de groupes. Chaque transformation est représentée

par une paire de matrices ±M de SL(2,R). Ainsi nous assimilons Isom+(H) à PSL(2,R).

Et nous noterons indéfférement par G l’un de ces groupes. Par ailleurs si v = (i, ~v) avec

v+ =∞, l’application :

PSL(2,R) −→ T 1H

g 7→ g(v) = (g(i), Tig(~v))

est un difféomorphisme équivariant par la multiplication à gauche par PSL(2,R).

Pour décrire géométriquement les éléments de G (différents de l’identité) nous les classi-

fierons en trois catégories, selon le nombre de leurs points fixes dans H = H ∪ ∂H :

Définition 1.42. 1. Un élément de G − {Id} est dit elliptique s’il a exactement un

seul point fixe dans H, situé dans H. Les isométries elliptiques qui fixent i forment

avec l’identité un sous-groupe de G noté K,

2. Un élément de G − {Id} est dit parabolique s’il a un unique point fixe dans H,

situé dans ∂H. Les isométries paraboliques qui fixent ∞ forment avec l’identité un
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3. Classification des isométries positives du plan hyperbolique

sous-groupe de G noté N,

3. Un élément de G−{Id} est dit hyperbolique s’il a deux points fixes dans H, situés

dans ∂H. Les isométries hyperboliques qui fixent 0 et ∞ forment avec l’identité un

sous-groupe de G noté A.

Les sous-groupes de PSL(2,R) correspondant à cette classification sont :

K =
{
±

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 : θ ∈ R
}

groupe rotationnel isomorphe à S1.

A =
{
±

 a 0

0 a−1

 : a ∈ R∗+

}
groupe diagonal isomorphe à R∗.

N =
{
±

 1 b

0 1

 : b ∈ R
}

groupe unipotent isomorphe à R.

Et on déduit de ces sous-groupes de PSL(2,R) l’importante proposition suivante, appelée

décomposition d’Iwasawa.

Proposition 1.43. Pour tout g ∈ PSL(2,R), il existe un unique triplet (n, a, k) ∈ N ×

A×K tel que g = nak.

Démonstration :

Soient u = (i, ~u) ∈ T 1H fixé et g ∈ PSL(2,R). Posons g(u) = (x + iy, ~v) et considérons

les transformations a(z) = yz, n(z) = z + x et k(z) = z cos θ−sin θ
z sin θ+cos θ où −2θ est la mesure

de l’angle orienté (~u,~v). Par construction nak(i, ~u) = (x+ iy, ~v) et donc g = nak puisque

l’action de PSL(2,R) sur T 1H est simplement transitive.

Soit g ∈ PSL(2,R). Supposons qu’il existe deux triplets (n1, a1, k1) et (n2, a2, k2) de

N ×A×K tels que n1a1k1 = g = n2a2k2. Cela implique que a−1
2 n−1

2 n1a1 = k2k
−1
1 et donc

k1 = k2 puisque k2k
−1
1 (∞) = ∞. Alors on a n−1

2 n1 = a2a
−1
1 . Et en utilisant le fait que

N ∩A = {Id} on obtient a1 = a2 et n1 = n2.

2

Passons maintenant à la description des types d’isométries de PSL(2,R) en utilisant les

définitions suivantes.

Définition 1.44. Soit g ∈ PSL(2,R), défini par g(z) = az+b
cz+d avec ad− bc = 1.

1. On appelle trace de g le nombre réel, noté tr(g) et défini par l’égalité

tr(g) = ±(a+ d).
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3. Classification des isométries positives du plan hyperbolique

2. On appelle longueur de translation de g la quantité

l(g) = inf
z∈H

ρ(z, g(z)).

3. Si l’isométrie g est telle que g(z0) 6= z0. On appellemédiatrice du segment [z0, g(z0)]

l’ensemble

Ig = {z ∈ H / ρ(z, z0) = ρ(z, g(z0))}.

et on pose

Dg(z0) = {z ∈ H / d(z, z0) ≥ d(g(z), z0)}.

Les trois invariants de la définition ci-dessus permettent de déterminer la nature d’une

isométrie positive. Pour les démonstrations des propositions ci-dessous nous renvoyons à

[56], [38] et [16].

3.1 Isométrie hyperbolique

Commençons par décrire les isométries hyperboliques de PSL(2,R) et nous avons

d’abord

Proposition 1.45. (voir [18] Propriété I.2.5)

Une isométrie positive est hyperbolique si et seulement si sa trace en valeur absolue est

strictement supérieure à 2. Elle est conjuguée, dans PSL(2,R), à une homothétie g(z) =

λz avec λ > 0.

Soit g une isométrie hyperbolique de H. Notons par x1 et x2 les points fixes de g,

appartenant à ∂H. Appelons α̃ la géodésique complète joignant x1 et x2. L’image de la

géodésique α̃ par g est une géodésique ayant pour extrémités x1 et x2, c’est-à-dire la

géodésique α̃ elle-même. Ainsi une isométrie hyperbolique g laisse globalement invariante

la géodésique dont les extrémités sont les points fixes de g et elle agit par translation sur

cette géodésique.

Définition 1.46. On appelle axe de translation d’une isométrie hyperbolique g la géodé-

sique dont les extrémités sont les points fixes de g. Soit z ∈ α̃, posons g+ = limn→+∞ g
n(z)

et g− = limn→−∞ g
n(z). Les points g+ et g− sont appelés respectivement point fixe at-

tractif et point fixe répulsif de g.

Remarquons que si x1 = 0 et x2 =∞ alors g(z) = λz avec λ > 0. Il apparait que g est

l’homothétie de centre 0 et de rapport λ. C’est la plus simple des isométries hyperboliques

et toute autre isométrie hyperbolique est conjuguée à elle, voir [56] section 2.4. L’action

de g sur son axe de translation est décrite par la proposition suivante.
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3. Classification des isométries positives du plan hyperbolique

Proposition 1.47. (voir [18] Propriété I.2.8)

Si α̃ est l’axe de translation de l’isométrie hyperbolique g alors pour tout z ∈ α̃

l(g) = ρ(z, g(z)).

Pour terminer, la proposition ci-dessous décrit géométriquement l’image d’un point

quelconque de H par une isométrie hyperbolique g.

Proposition 1.48. (voir [18] Propriété I.2.7)

Pour tout z ∈ H, nous avons Dg(z) ∩Dg−1(z) = ∅ si et seulement si g est une isométrie

hyperbolique.

Donnons maintenant des énoncés similaires pour les isométries paraboliques et ellip-

tiques.

3.2 Isométrie parabolique

Proposition 1.49. (voir [18] Propriété I.2.5)

Une isométrie positive différente de l’identité est parabolique si et seulement si sa trace en

valeur absolue est égale à 2. Elle est conjuguée, dans PSL(2,R), à la translation t(z) =

z + 1.

La forme la plus simple des isométries parabolique est t : z 7→ z + b, b ∈ R. Cette

isométrie a pour point fixe x =∞, c’est une translation horizontale euclidienne de vecteur

(0, b). Elle laisse globalement invariante les droites horizontales c’est-à-dire les horocycles

O∞. Puisqu’une isométrie parabolique g de point fixe x ∈ ∂H est conjuguée à l’isométrie

t et qu’elle transforme les horocycles O∞ aux horocycles Ox alors l’isométrie parabolique

g laisse globalement invariant les horocycles Ox, voir [56] section 2.4.

Proposition 1.50. (voir [18] Propriété I.2.7)

Soit g ∈ PSL(2,R) et z ∈ H tel que g(z) 6= z. Les médiatrices Ig(z) et Ig−1(z) ont une

unique extrémité en commun si et seulement si g est une isométrie parabolique.

Proposition 1.51. (voir [18] Propriété I.2.8)

Soit g une isométrie parabolique. Nous avons

l(g) = inf
z∈H

d(z, g(z)) = 0

et elle n’est pas atteinte.

29



3. Classification des isométries positives du plan hyperbolique

3.3 Isométrie elliptique

Proposition 1.52. (voir [18] Propriété I.2.5)

Une isométrie positive est elliptique si et seulement si sa trace en valeur absolue est stric-

tement inférieure à 2. Elle est conjuguée, dans PSL(2,R), à un unique élément dont les

représentants sont g(z) = z cos θ+sin θ
−z sin θ+cos θ avec θ ∈]0, π[.

Proposition 1.53. (voir [18] Propriété I.2.7)

Les médiatrices Ig(z) et Ig−1(z) se coupent en un seul point dans H si et seulement si g

est une isométrie elliptique.

Proposition 1.54. (voir [18] Propriété I.2.7)

Soit g une isométrie elliptique, nous avons

l(g) = inf
z∈H

d(z, g(z)) = min
z∈H

d(z, g(z)) = 0.

Terminons la description des isométries positives de PSL(2,R) en termes de composi-

tion d’isométries positives ou négatives de H.

3.4 Composition d’isométries

Commençons par définir la notion de réflexion par rapport à une géodésique.

Définition 1.55. Deux points z et z′ sont dits inverses par rapport à une géodésique α̃

s’ils se trouvent de part et d’autre de α̃ telles que d(z, α̃) = d(z′, α̃) et la géodésique passant

par z et z′ est orthogonale à α̃.

Notons que si deux points z et z′ sont inverses par rapport à une géodésique α̃ alors

pour tout g ∈ PSL(2,R) les points g(z) et g(z′) sont inverses par rapport à α̃. L’application

R : z 7→ z′ est également involutive et se prolonge naturellement sur α̃ : z ∈ α̃, R(z) = z.

Définition 1.56. L’application R est appelée réflexion (ou inversion) par rapport à α̃.

Exemple 1.57. Si α̃ = {z ∈ H / |z| = r} alors R(z) = r2

z̄ et la réflexion par rapport à

l’axe (0,∞) est R : z 7→ −z̄.

Nous pouvons à présent énoncer la proposition suivante.

Proposition 1.58. (voir [56] et [38])

1. Si α̃ et β̃ sont deux géodésiques disjointes dans H alors la réflexion par rapport à l’une

des géodésiques suivi de l’autre est une isométrie hyperbolique d’axe la géodésique

perpendiculaire à α̃ et β̃. Et

ρ(Rα̃ ◦Rβ̃(z), z) = 2ρ(α̃, β̃).

30



4. Groupes fuchsiens

Inversement si g est une isométrie hyperbolique d’axe α̃ de longueur de translation

l alors il existe deux géodésiques β̃1 et β̃2 orthogonales à α̃ telles que ρ(α̃1, α̃2) = 1
2 l.

Et le pair {g, g−1} est exactement le pair {Rβ̃1
◦Rβ̃2

, Rβ̃2
◦Rβ̃1

}.

2. Si deux géodésiques β̃1 et β̃2 ont une extrémité commune x ∈ ∂H alors la composée

de la réflexion par rapport à β̃2 suivi de celle par rapport à β̃1 est une isométrie

parabolique de point fixe x.

Réciproquement si g est une isométrie parabolique de point fixe x ∈ ∂H alors il existe

deux géodésiques β̃1 et β̃2 ayant une extrémité commune x telles que

g = Rβ̃1
◦Rβ̃2

.

3. Si deux géodésiques β̃1 et β̃2 se coupent en un point z ∈ H alors la composée de la

réflexion par rapport β̃2 suivi de celle par rapport à β̃1 est une isométrie elliptique

de point fixe z.

Réciproquement si g est une isométrie elliptique de point fixe z ∈ H alors il existe

deux géodésiques β̃1 et β̃2 qui se coupent en z telles que

g = Rβ̃1
◦Rβ̃2

.

4 Groupes fuchsiens

Munissons PSL(2,R) de la topologie quotient de celle induite par la topologie naturelle

de R4 sur SL(2,R), vu comme sous-ensemble de R4.

Définition 1.59. On appelle groupe fuchsien tout sous-groupe discret de PSL(2,R)

c’est-à-dire un sous-groupe discret d’isométries de H.

Définition 1.60. Nous disons qu’un groupe topologique Γ agit proprement discontinûment

sur un espace topologique localement compact X si pour tout compact K ⊂ X, l’ensemble

{g ∈ Γ/g(K) ∩K 6= ∅} est fini.

Proposition 1.61. (voir [37]) Soit Γ un sous-groupe de PSL(2,R). Alors Γ est un groupe

fuchsien si et seulement si Γ agit proprement discontinûment sur H.

Remarque 1.62. Nous avons également les caractérisations suivantes des groupes fuch-

siens :

1. un sous-groupe Γ de PSL(2,R) est fuchsien si et seulement si les orbites de H sous

l’action de Γ sont discrètes.

2. un sous-groupe Γ de PSL(2,R) est discret si et seulement si il agit discontinuement

sur H c’est-à-dire pour tout point z ∈ H il n’existe pas de suite (γn) d’éléments
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4. Groupes fuchsiens

distincts de Γ telle que γn(w) converge vers z avec w ∈ H.

Définition 1.63. Un groupe fuchsien est dit sans torsion si tous ses éléments non

triviaux sont des isométries non-elliptiques et il est dit purement hyperbolique si tous

ses éléments non triviaux sont des isométries hyperboliques.

Puisque qu’un groupe fuchsien Γ est discret, pour tout point z ∈ H, les points de l’orbite

Γ.z ne peuvent s’accumuler que sur le bord à l’infini ∂H. Et les points d’accumulation de

l’orbite Γ.z sont appelés points limites. Plus précisément

Définition 1.64. Un point ξ ∈ ∂H est dit point ordinaire d’un groupe fuchsien Γ s’il

existe un voisinage U de ξ dans H tel que le cardinal de l’ensemble {γ ∈ Γ / γ(U)∩U 6= ∅}

est fini. On notera l’ensemble des points ordinaire par OΓ.

On appelle ensemble limite, noté Λ(Γ) d’un groupe fuchsien Γ le complémentaire dans

∂H de l’ensemble OΓ. Un point limite est un élément d’un ensemble limite.

Un groupe fuchsien est dit de première espèce si Λ(Γ) = ∂H sinon il est dit de seconde
espèce.

La notion de point limite est centrale dans cette thèse. Nous reviendrons largement

sur l’étude de l’ensemble limite d’un groupe fuchsien au chapitre trois. En attendant, cette

notion nous permet de donner une première classification des groupes fuchsiens qui repose

sur le cardinal de leur ensemble limite.

Définition 1.65. Un groupe fuchsien est dit élémentaire si le cardinal de son ensemble

limite est fini. Et dans le cas contraire il est dit non-élémentaire.

Les groupes fuchsiens élémentaires ont une structure simple et leur analyse est facile.

La proposition suivante les classifie.

Proposition 1.66. (voir [33], prop3.1.2)

Si Γ est un groupe fuchsien élémentaire alors il est l’une des formes suivantes.

1. Si Γ est de cardinal fini alors c’est un groupe cyclique engendré par une rotation

d’angle 2π
n radian, n ∈ N∗.

2. Si Γ est de cardinal infini mais constitué entièrement d’isométries elliptiques ou

paraboliques alors c’est un groupe cyclique infini engendré par une unique isométrie

parabolique.

3. Si Γ contient une isométrie hyperbolique γ qui engendre un sous-groupe d’indice fini

de Γ, alors il y a deux possibilités : soit le groupe Γ est cyclique infini, engendré par

une isométrie hyperbolique soit il admet un sous-groupe d’indice 2, engendré par une

isométrie hyperbolique.
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5. Domaines fondamentaux d’un groupe fuchsien

5 Domaines fondamentaux d’un groupe fuchsien

Dans cette dernière section qui suit nous étudions des polygones hyperboliques associés

aux groupes fuchsiens, appelés domaines fondamentaux des groupes fuchsiens.

5.1 Régions fondamentales

Définition 1.67. Soit un groupe fuchsien Γ. Un domaine fondamental D de Γ est une

partie fermée, convexe d’intérieur non vide de H telle que

1. H =
⋃
γ∈Γ γ(D) et

2. γ(Int(D)) ∩ Int(D) = ∅, ∀ γ ∈ Γ\Id où Int(D) l’intérieur de D.

Il résulte de la définition que si D est un domaine fondamental alors

(a) pour tous points z1 et z2 distincts de Int(D) il n’existe aucun γ ∈ Γ tel que z2 = γ(z1)

et

(b) pour tout point z ∈ H ils existent γ ∈ Γ et z0 ∈ D tels que z0 = γ(z).

Retenons que tout groupe fuchsien Γ admet un domaine fondamental D. Un cas particulier

de domaine fondamental est un polygone fondamental.

Définition 1.68. (voir [49])

Soit Γ un groupe fuchsien. Un polygone fondamental P de Γ est un polygone (ou

polygone généralisé) fermé dans H tel que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout élément γ non trivial de Γ, γ.Int(P) ∩ Int(P) = ∅.

2. Pour tout z de H, il existe γ ∈ Γ tel que γ.z ∈ P.

Si P est un polygone fondamental de Γ alors :

1. Les côtés de P sont appariés (accouplés) par les éléments de Γ : pour tout côté s de

P, il existe un côté s′ de P et un élément γs de Γ tel que γs.s = s′. De plus, γs′ = γ−1
s

et (s′)′ = s. L’élément γs est appelé application appariante (side-pairing).

2. Tout compact de H rencontre seulement un nombre fini de translaté de P par le

groupe Γ.

Remarque 1.69. La frontière d’un polygone fondamental dans H est formée d’un en-

semble dénombrable de géodésiques de H et éventuellement de segments de la droite réelle.

Pour terminer cette sous-section introduisons une certaine terminologie des groupes

fuchsiens.

Définition 1.70. Un groupe fuchsien est dit géométriquement fini s’il admet un po-

lygone fondamental ayant un nombre fini de côtés. Sinon il est dit géométriquement
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infini.
Un groupe fuchsien géométriquement fini est dit convexe-cocompact s’il est purement

hyperbolique.

5.2 Domaine fondamentaux classiques

Il existe des moyens classiques de construire un polygone fondamental d’un groupe

fuchsien. Parmi ces moyens nous en exposons deux. Notre premier domaine fondamental

classique est dit domaine de Dirichlet. Ce domaine sera largement utilisé dans le reste des

chapitres entre autre pour analyser la nature des points du bord à l’infini ∂H.

5.2. 1 Domaine fondamental de Dirichlet

Pour tout groupe fuchsien Γ, il existe z ∈ H avec g.z 6= z pour tout g ∈ Γ\{Id} car tout

élément de Γ\{Id} a au plus deux points fixes et Γ est dénombrable car discret. Rappelons

la définition suivante.

Définition 1.71. Soit un point z0 qui n’est pas fixé par une isométrie positive g. On

appelle médiatrice du segment [z0, g(z0)] l’ensemble

Ig = {z ∈ H / ρ(z, z0) = ρ(z, g(z0))}.

Nous noterons H(g) le demi-plan de frontière Ig contenant le point z0.

H(g) = {z ∈ H / ρ(z, z0) ≤ ρ(z, g(z0))}.

Définition 1.72. Soit un point z0 ∈ H, qui n’est fixé par aucun élément de Γ différent de

l’identité. On appelle domaine de Dirichlet de point base z0 associée à Γ l’ensemble :

Dz0(Γ) = {z ∈ H/∀ g ∈ Γ, d(z, g.z0) ≥ d(z, z0)} = ∩g∈Γ\IdH(g).

Exemple 1.73. (voir [11])

Le domaine D = {z ∈ H/ |z| ≥ 1 et |Re(z)| ≤ 1
2} est un domaine de Dirichlet centré au

point z0 = 2i pour l’action de Γ = PSL(2,Z) sur H.

Proposition 1.74. (voir [37]) Un domaine de Dirichlet Dz0(Γ) est un domaine fonda-

mental convexe et localement fini pour l’action de Γ sur H.

Définition 1.75. Nous appelons un groupe fuchsien réseau si l’aire d’un de ses domaines

de Dirichlet est finie. Si le domaine de Dirichlet est compact, le réseau est dit uniforme.
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Figure 1.4 – Domaine de Dirichlet de PSL(2,Z) centré au point 2i

Le deuxième domaine fondamental classique d’un groupe fuchsien que nous présentons

est dit domaine de Ford. Nous ferons appel à lui, dans le chapitre suivant notamment

à la sous-section 5.1, pour montrer que certains domaines du plan hyperolique sont des

polygones fondamentaux de groupes fuchsiens.

5.2. 2 Domaine fondamental de Ford

Définition 1.76. Plaçons nous sur D. Soit un élément g de G = Isom+(D) qui ne fixe

pas le point 0 défini par g(z) = az+b
b̄z+ā (c’est-à-dire b 6= 0). On appelle cercle isométrique

de g, noté S(g), l’ensemble

S(g) = {z ∈ D / |b̄z + ā| = 1}.

La définition ci-dessus reste valide lorsqu’on se place sur H et dans ce cas un cercle

isométrique est défini pour un élément g de G = Isom+(H) qui ne fixe pas le point ∞ :

g(z) = az + b

cz + d
, c 6= 0 et S(g) = {z ∈ H / |cz + d| = 1}.

Revenons sur D, puisque g′(z) = |a|2−|b|2
(b̄z+ā)2 = (b̄z+ā)−2 et |g(z)−g(z′)| = |g′(z)|1/2|g′(z′)|1/2|z−

z′|, nous remarquons que S(g) est le lieu géométrique des points tels que pour tous z et

z′ appartenant à S(g), |g(z)− g(z′)| = |z − z′|.

Soit g(z) = az+b
b̄z+ā avec b 6= 0. Notons par Dg et Eg respectivement l’intérieur et l’extérieur

du cercle isométrique S(g) : Dg = {z ∈ H : |b̄z + ā| < 1} et Eg = {z ∈ H : |b̄z + ā| ≥ 1}.

Pour la définition qui suit on note Γ0 le sous-groupe stablisateur de 0 d’un groupe fuchsien

Γ.

Définition 1.77. Le domaine de Ford d’un groupe fuchsien Γ noté D(Γ) est l’ensemble

D(Γ) =
⋂

g∈Γ\Γ0

Eg.

Proposition 1.78. (voir [3] Lemme 2.31 p.68)

Le domaine de Ford D(Γ) est un domaine fondamental pour l’action de Γ sur D.
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5. Domaines fondamentaux d’un groupe fuchsien

Pour clore ce chapitre énonçons la proposition suivante qui relie les domaines de Diri-

chlet et de Ford sur D.

Proposition 1.79. ([45], page 72, Proposition IV.G.6)

Soient un groupe fuchsien purement hyperbolique Γ. Le domaine de Ford D(Γ) coïncide

avec le domaine de Dirichlet D0(Γ) centré à l’origine.

Démonstration :

Considèrons le disque de Poincaré D. Il suffit de montrer que pour tout γ ∈ Γ \ {Id}

la médiatrice Iγ−1 du segment géodésique [0, γ−1(0)] coïncide avec le cercle isométrique

S(γ−1) de γ−1. Posons h−1 = r1 ◦ r2 où r1 est la reflexion par rapport à l’orthogonal L au

segment [0, γ(0)] au point 0 et r2 est la réflexion par rapport à la médiatrice Iγ du segment

[0, γ(0)]. Puisque les géodésiques L et Iγ sont orthogonales au segment [0, γ(0)] alors elles

ne s’intersectent pas dans D et donc d’aprés le premier point de la proposition 1.58 h est

une isométrie hyperbolique. Posons r = h−1 ◦ γ c’est-à-dire γ−1 = r−1 ◦ h−1. Notons que

r est une isométrie elliptique qui fixe le point 0. Nous avons |(γ−1)′(z)| = |(h−1)′(z)| = 1

exactement sur Iγ−1 . Autrement dit le cercle isométrique S(γ−1) coïncide avec la médiatrice

Iγ−1 .

2
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Chapitre 2

Surfaces hyperboliques
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Ce chapitre réunit les outils et concepts qui nous permettrons entre autre d’étudier les

différents exemples de la section 2 du chapitre 5. Aprés avoir rappelé des notions de base

de la topologie des surfaces nous présenterons deux manières de construire les surfaces rie-

manniennes hyperboliques : construction par quotient et par recollement. La base commune

de ces deux constructions ce sont les polygones hyperboliques, qui dans le premier temps

représentent les domaines fondamentaux des groupes fuchsiens et dans le second temps "le

matériau brut" de construction, en recollant les côtés des polygones. Dans ce chapitre nous

prêterons une attention particulière aux surfaces hyperboliques géométriquement infinies

et nous terminerons par l’étude des bouts des surfaces hyperboliques.

1 Définitions

Commençons par donner des définitions de base et pour plus de détails nous renvoyons

à [56].

Définition 2.1. Une surface hyperbolique S est un espace topologique (séparé) connexe

muni d’un atlas lisse maximal A = {(Ui,Φi)} de S vers H tel que les changements de cartes

Φi ◦ Φ−1
j : Φj(Ui ∩ Uj)→ Φi(Ui ∩ Uj) sont des isométries positives de H.

Lorsqu’on remplace H par H+ = {z = x+iy ∈ C / x ≥ 0 et y > 0} on dira qu’on a une sur-
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2. Sur la géométrie des surfaces hyperboliques

face hyperbolique à bord ∂S. Les points du bord ∂S étant envoyé sur l’axe des imaginaires.

Et on parle dans ce cas de surface hyperbolique S à bord totalement géodésique.

Dans toute la suite de cette thèse nous ne considèrons que des surfaces hyperboliques

complètes à bord totalement géodésique. Enonçons quelques notions de topologie algé-

brique.

Définition 2.2. Soit S une surface hyperbolique. Une courbe paramétrée α : [a, b] → S

est dite simple si α est une application injective. Elle est dite fermée si α(a) = α(b).

Définition 2.3. Soient deux parties fermées et connexes A et B d’une surface hyperbolique

S. Supposons que α, β : [a, b]→ S sont deux courbes continues d’origines α(a), β(a) ∈ A

et d’extrémités α(b), β(b) ∈ B. On dira que α et β sont homotopes par rapport à leurs

extrémités appartenant à A et à B s’il existe une application continue φ : [0, 1]× [a, b]→ S

telle que

φ(0, t) = α(t) φ(s, a) ∈ A

a ≤ t ≤ b, 0 ≤ s ≤ 1

φ(1, t) = β(t), φ(s, b) ∈ B.

2 Sur la géométrie des surfaces hyperboliques

Sur une surface hyperbolique les notions de distance, géodésique, aire, angle, etc sont

induites par celles du plan hyperbolique. Nous commençons par définir une notion de

longueur des courbes sur une surface hyperbolique S puis une distance sur S, pour plus

de détails sur la métrique des surfaces riemannienne voir [42] chap.2 et [56] chp.4.

Définition 2.4. Soient une surface hyperbolique S et une courbe α : [a, b] → S. On

considère a = t0 < t1 < ... < tn = b une subdivision de l’intervalle [a, b] de telle sorte

que α([ti, ti+1]) ⊂ Ui avec (Ui, ϕi) une carte locale de la structure hyperbolique de S. On

définit la longueur hyperbolique de α (éventuellement infinie), comme

L(α) :=
n−1∑
i=0

l(ϕi ◦ α|[ti,ti+1]).

où l est la longueur d’une courbe sur H.

La définition 2.4 est indépendante de la carte (U,ϕ) choisie. En effet si (V, ψ) est une

autre carte telle que α([a, b]) ⊂ V , il existe un élément g de PSL(2,R) tel que φ = g ◦ ϕ,

et donc L(α) := l(ϕ ◦ α) = l(g ◦ ϕ ◦ α) = l(φ ◦ α).

Notation : Dans toute la suite nous noterons indifféremment les longueurs sur le plan
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

hyperbolique et sur une surface hyperboliques par l. Comme dans le cas du plan hyperbo-

lique H la notion de longueur permet de définir la distance riemannienne sur une surface

hyperbolique S.

Théorème 2.5. (voir [56])

Soit S une surface hyperbolique. Alors la fonction dS : S × S → R, définie par

dS(p, q) : = inf
α
l(α) (2.1)

où α est une courbe d’extrémités p et q, est une distance sur S.

Définition 2.6. Une géodésique sur une surface hyperbolique S est une courbe sur S

qui minimise localement la distance dS. Plus précisément, une courbe C1 par morceaux

α : R → S paramétrisée par unité de longueur d’arc est une géodésique si pour tous t1 et

t2 ∈ R trés proches

dS(α(t1), α(t2)) = |t1 − t2|.

Un rayon géodésique de la surface S est une courbe définie sur [0; +∞[ qui minimise

localement la distance dS.

Définition 2.7. On appelle composante à bord d’une surface hyperbolique à bord géo-

désique une géodésique fermée simple de cette surface.

Sur le plan hyperbolique il existe toujours une unique perpendiculaire à une géodé-

sique passant par un point et une unique perpendiculaire commune à deux géodésiques de

distance strictement positive, voir le théorème 1.15. Le résultat suivant est l’analogue du

théorème 1.15 pour les surface hyperbolique.

Théorème 2.8. (thm.1.5.2 [14])

Soient S une surface hyperbolique et c : [a, b] → S une courbe telle que c(a) ∈ A et

c(b) ∈ B, où A et B sont deux géodésiques fermées et disjointes de ∂S. Dans la classe

d’homotopie de c par rapport aux extrémités appartenant à A et à B il existe une unique

géodésique α d’extrémités c(a) et c(b). De plus α rencontre A et B perpendiculairement en

c(a) et c(b) et tous les autres points de α appartiennent à l’intérieur de S.

3 Constructions d’une surface hyperbolique

Comme indiqué à l’introduction de ce chapitre nous présentons dans cette section deux

manières de construction d’une surface hyperbolique.
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

3.1 Construction par quotient

Dans cette partie nous présentons d’abord le procédé par construction à partir d’un

domaine fondamental d’un groupe fuchsien puis nous donnerons quelques exemples de

base de surfaces hyperboliques.

3.1. 1 Présentation

La construction d’une surface hyperbolique par quotient se réalise grâce à ce théorème

d’uniformisation.

Théorème 2.9. (voir [54])

Pour toute surface hyperbolique S il existe un groupe fuchsien sans torsion Γ et un revê-

tement riemannien Γ-invariant π : D→ S qui induit une isométrie entre S et Γ\D.

Notons que si Γ est un groupe fuchsien sans torsion et D est un domaine fondamental

pour son action sur D alors la restriction π|D : D → Γ\D est surjective. Toute orbite

Γz, z ∈ D, rencontre D au moins en un point. Une surface hyperbolique est définie ainsi

par l’action d’un groupe fuchsien sur le plan hyperbolique. Nous avons alors la définition

suivante.

Définition 2.10. Une surface hyperbolique S = Γ\D est dite géométriquement finie si

le groupe Γ est géométriquement fini. Sinon la surface est dite géométriquement infinie.

Sur la surface S = Γ\D on définit une distance dΓ de la manière suivante : pour tous

points π(z) et π(z′) de S

dΓ(π(z), π(z′)) = inf
γ∈Γ

ρ(z, γ(z′)). (2.2)

Le théorème 2.9 indique que le revêtement π induit une isométrie, qu’on notera également

π, entre (S, d) et (Γ\D, dΓ). Donc d(x, y) = dΓ(π(x), π(y)), voir [35] ou [48]. Les arcs géo-

désiques de S = Γ\D sont les projetés de ceux de D sur S : un arc géodésique α de S est

de la forme π ◦ α̃ où α̃ est un arc géodésique de D.

Soit γ une isométrie hyperbolique de Γ et α̃ son axe de translation de longueur de trans-

lation l, voir définition 1.46. Sur Γ\D, l’axe α̃ se projette à une géodésique fermée α de

longueur l.

Définition 2.11. Deux géodésiques α̃1 et α̃2 de H sont dites asymptotiques si elles ont

une même extrémité.

Soit S une surface hyperbolique. Deux rayons géodésiques α et β de S sont dits asympto-

tiques s’ils ont des relevés α̃ et β̃ dans H qui sont asymptotiques.
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

Pour terminer cette partie nous introduisons la notion de plus petite partie (au sens

de l’inclusion) convexe d’une surface hyperbolique S = Γ\D lorsque le groupe fuchsien Γ

est non-élémentaire.

On sait que si l’ensemble limite Λ de Γ est un Cantor alors il s’écrit comme une intersection

dénombrable de parties fermées, disjointes de S1, voir [50]. Et dans ce cas l’ensemble des

points ordinaires OΓ = ∂D \ Λ est non vide et il s’écrit comme une réunion dénombrable

d’intervalles ouverts Ij de S1. Soit α̃j la géodésique dont les extrémités sont celles de Ij et

Hj est le demi-plan délimité par α̃j et Ij , voir figure 2.1.

Figure 2.1 – Région de Nielsen

Définition 2.12. La région de Nielsen d’un groupe fuchsien non-élémentaire Γ est

l’ensemble

Ñ := D−
⋃

j⊂J⊂N
Hj .

Son quotient par Γ défini par N := Γ\Ñ est appelé coeur convexe de la surface Γ\D.

Sur la figure 2.1 les pointillés marquent la frontière du domaine fondamental. Notons

que si ∂D = Λ alors N = Γ\D.

3.1. 2 Exemples de construction par quotient

Enonçons la proposition suivante qui permet de visualiser les surfaces hyperboliques

Γ\D par le biais d’un domaine de Dirichlet Dz0 centré en un point z d’un groupe fuchsien

Γ.

Proposition 2.13. ([7], Théorème 9.2.4)

L’application θ : Γ\Dz → S = Γ\D définie par

θ(Γz′ ∩ Dz0) = Γz′
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

est un homémorphisme.

Exemple 2.14. (voir [18])

Le groupe cyclique hyperbolique H engendré par l’isométrie hyperbolique z 7→ 2z donne

la surface S = H\H, voir la surface à droite sur la figure 2.2.

Exemple 2.15. (voir [18])

Le groupe cyclique parabolique P engendré par l’isométrie parabolique z 7→ z + 1 donne

la surface S = P\H, voir la surface à gauche sur la figure 2.2.

Figure 2.2 – Cylindres hyperboliques

Exemple 2.16. (voir [18])

Soient deux isométries hyperboliques g1 et g2 de D. Posons D(g) = {z ∈ D / ρ(0, z) >

ρ(g(0), z)} et supposons que (D(g1) ∪D(g−1
1 )) ∩ (D(g2) ∪D(g−1

2 )) = ∅. La région D =⋂
i=1,2Ext(D(g±i ) est un polygone fondamental du groupe Γ =< g1, g2 >, voir figures 2.3

et 2.4. Ce polygone correspond aux surfaces des figures 2.5 et 2.6.

Figure 2.3 – Polygone fondamental

Exemple 2.17. (voir [18])

Soient une isométrie hyperbolique g1 et une isométrie parabolique g2 de D. Posons D(g) =

{z ∈ D / ρ(0, z) > ρ(g(0), z)} et supposons que (D(g1) ∪D(g−1
1 ))∩ (D(g2) ∪D(g−1

2 )) = ∅.

La région D =
⋂
i=1,2Ext(D(g±i ) est un polygone fondamental du groupe Γ =< g1, g2 >,

voir figure 2.7. Ce polygone correspond à la surface de la figure 2.8.
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Figure 2.4 – Polygone fondamental

Figure 2.5 – Surface hyperbolique correspondante à la figure 2.3

Figure 2.6 – Surface hyperbolique correspondante à la figure 2.4

Figure 2.7 – Polygone fondamental

Figure 2.8 – Surface hyperbolique correspondante à la figure 2.7

3.2 Construction par recollement

Passons à l’exposé de notre deuxième type de construction d’une surface hyperbolique.

3.2. 1 Procédé de recollement de surfaces

Pour plus de détails dans cette partie nous renvoyons à [42] et à [56].

Considèrons deux surfaces hyperboliques à bord géodésique S1 et S2. Soient les compo-
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

santes à bord difféomorphes α1 et α2 repectivement de ∂S1 et ∂S2. Intuitivement la figure

2.9 dépeint le recollement de deux surfaces le long de leurs composantes à bord.

Figure 2.9 – Recollement de deux surfaces

Formellement le procédé de construction par recollement se fait de la manière qui suit.

On considère un difféomorphisme ϕ : α1 → α2 et on définit sur l’union disjointe S1 ∪ S2

la relation d’équivalence, appelée la condition de recollement

x ∼ y ⇔ y = ϕ(x) pour x ∈ α1, y ∈ α2. (2.3)

La surface quotient S = S1 ∪ϕ S2 = (S1 ∪S2)/ ∼ que l’on obtient par la relation d’équiva-

lence ∼ est métrisable. Munissons cette surface S = S1∪ϕS2 d’un atlas lisse. On considère

d’abord un atlas lisse {(Ui, ϕi) / i ∈ I} de S1 \ α1 et un atlas lisse {(Uj , ϕj) / j ∈ J} de

S2 \ α2 où ϕi et ϕj sont à valeurs dans H+ = {z = x+ iy ∈ C / x ≥ 0 et y > 0}. Notons

par i1 : S1 ↪→ S1 ∪ϕ S2 et i2 : S1 ↪→ S2 ∪ϕ S2 ces inclusions canoniques. Alors

{(i1(Ui), ϕi ◦ i−1
1 ) / i ∈ I} ∪ {(i2(Uj), ϕj ◦ i−1

2 ) / j ∈ J}

est un atlas du complémentaire dans S = S1 ∪ϕ S2 des courbes α1 et α2 recollées. Puis

on construit une carte autour des courbes recollées. Cette carte doit être compatible aux

cartes ci-dessus. Pour se faire on utilise le lemme du collier.

Lemme 2.18. (lemme du collier voir [14] chp4)

Soit M une surface à bord ∂M et α une composante à bord connexe. Ils existent un

voisinage U de α dans M et un difféomorphisme ψ : U → V ⊂ H où V ∼= α × [0, 1) qui

envoie α sur α× {0}.

Le voisinage U est appelé voisinage tubulaire de α. Soient U1 et U2 les voisinages

tubulaires respectifs de α1 et α2, φ1 un difféomorphisme de U1 sur α1× [0, 1) (envoyant α1

sur α1×{0}) et φ2 un difféomorphisme de U2 sur α2× [0, 1) (envoyant α2 sur α2×{0}). On

considère un ouvert O := U1∪ϕU2 de S1∪ϕS2 et on fixe une immersion ι : α2×(−1, 1)→ H.

Ce qui est toujours possible car α2 est soit un intervalle ou un cercle. Et on définit des
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3. Constructions d’une surface hyperbolique

coordonnées de O par

φ : O → H, x 7→

 ι ◦ (ϕ, id) ◦ φ1(x), si x ∈ U1

ι ◦ φ2(x), si x ∈ U2.

Finalement on montre que la surface quotient S = S1∪ϕS2 = (S1∪S2)/ ∼ est une surface

hyperbolique à bord munie de l’atlas lisse défini par

{(i1(Ui), ϕi ◦ i−1
1 ) / i ∈ I} ∪ {(i2(Uj), ϕj ◦ i−1

2 ) / j ∈ J} ∪ {O,φ}.

La surface quotient S = S1 ∪ϕ S2 = (S1 ∪ S2)/ ∼ appelé le recollement de S1 et S2 à tra-

vers ϕ. Et on recolle par le même procédé plusieurs surfaces hyperboliques {Sk}k∈N pour

obtenir une surface hyperbolique avec un atlas lisse sur H. La métrique sur la nouvelle

surface construite est déduite de celle de H. Et une distance sur la nouvelle surface est

donnée par la relation 2.1 et 2.2.

Comme dans la sous-section précédente donnons des exemples de base qui illustrent la

construction par recollement. Le premier exemple que nous donnons revient sur les cy-

lindres hyperboliques.

3.2. 2 Exemples de recollement de surfaces

Exemple 2.19. (Cylindre hyperbolique)

Plaçons nous sur le plan hyperbolique H et considèrons la géodésique t 7→ β(t) = iet ∈ H,

t ∈ R. Soient α1 et α2 deux géodésiques qui coupent β perpendiculairement respectivement

en ia et ib avec a < b. La bande fermée S entre α1 et α2 est une surface hyperbolique muni

de l’atlas A = {(S, Id)}, voir la figure 2.10. Paramétrisons α1 et α2 par unité de longueur

d’arcs avec une orientation du bords telle que α1(0) = ia et α2(0) = ib. L’isométrie γ

définie par ϕ(z) = bz
a , z ∈ H, laisse β invariante et vérifie ϕ(α1(t)) = α2(t), t ∈ R. Posons

S1 = {z = reiθ ∈ H : a ≤ b, 0 < θ ≤ π
2 } et S2 = {z = reiθ ∈ H : a ≤ b, π

2 } ≤ θ < π}. La

condition de recollement

ϕ(α1(t)) = α2(t), t ∈ R, (2.4)

produit la surface hyperbolique

C = S1 ∪ϕ S2 (modulo la relation 2.4).
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Figure 2.10 – Cylindre hyperbolique

L’arc géodésique β restreint à [ln a, ln b] se projette en une géodésique fermée β1 sur C de

longueur

l = l(β1) = ln
(
b

a

)
. (2.5)

Soit le sous-groupe cyclique Γ =< γ > de PSL(2,R). L’espace quotient Γ \ H induit

une structure hyperbolique naturelle telle que le revêtement H → Γ\H est une isométrie

locale, voir le théorème 2.9. On identifie donc Γ\H à C. La surface C est appelée cylindre

hyperbolique.

Exemple 2.20. (recollement de géodésiques fermées)

Soient S1 et S2 deux surfaces hyperboliques à bord (non nécessairement distinctes). Sup-

posons que α1 et α2 sont deux composantes à bord respectivement de S1 et S2 de même
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4. Pantalon hyperbolique

longueur l. On paramétrise α1 et α2 périodiquement sur R de période 1. Si S1 et S2

coïncident on suppose que α1 et α2 sont distinctes et ont la même orientation au bord

c’est-à-dire S1 et S2 sont toutes les deux du côté droite ou gauche de α1 et α2. Soit

S = S1 ∪ S2 mod(α1(t) = α2(−t), t ∈ R). (2.6)

Les deux géodésiques α1 et α2 se projette en une géodésique simple fermée α de longueur

l sur S. Pour ε > 0 suffisament petit les deux voisinages {p ∈ S/d(p, α) < ε} et {p ∈

C/d(p, β1) < ε} sont isométriques. Rappelons que C est le cylindre hyperbolique défini

dans l’exemple précédent.

Figure 2.11 – Recollement de géodésiques fermées

4 Pantalon hyperbolique

Nous abordons dans cette section une surface hyperbolique fondamental dans la construc-

tion de toutes les surfaces hyperboliques : elle représente la brique de construction des

surfaces.

4.1 Définitions

Définition 2.21. On appelle pantalon hyperbolique P une surface hyperbolique com-

pacte à bords géodésiques difféomorphe à une sphère privée de trois disques (trous) dis-

joints. Les composantes à bord du pantalon sont difféomorphes au trois cercles qui bordent

les disques enlevés.

Exemple 2.22. Reprenons l’exemple 2.16. On considère deux isométries hyperboliques

g1 et g2 de D. Posons D(g) = {z ∈ D / ρ(0, z) > ρ(g(0), z)} et supposons que

(D(g1) ∪D(g−1
1 )) ∩ (D(g2) ∪D(g−1

2 )) = ∅. La figure 2.12 indique les identifications sur

les disques. La surface que l’on obtient P =< g1, g2 > \H, figure 2.13 est un pantalon

hyperbolique.
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4. Pantalon hyperbolique

Figure 2.12 – Polygone fondamental

Figure 2.13 – Pantalon hyperbolique

4.2 Construction d’un pantalon

On obtient un pantalon en recollant deux hexagones à angles droits isométriques H+

et H− de côtés non consécutifs β±, β′±, β”± et côtés opposés c′±, α±, c±. Soit P le

pantalon hyperbolique obtenu en recollant ces deux hexagones le long de β±, β′±, β”±,

voir figure 2.14. Les côtés identifiés β, β′, β” sont appelés coutures de P , et les bords qui

en résultent c′ = c′+∪c′−, α = α+∪α−, c = c+∪c− sont des géodésiques fermées appelées

poignets de P . Les coutures sont les plus courts segments géodésiques joignant les poignets

de P , et réciproquement les poignets sont les plus courts segments géodésiques joignants

les coutures, voir la proposition 1.15.

Il existe une symètrie naturelle h qui à chaque point d’un des hexagones H± du pantalon

Figure 2.14 – Construction d’un pantalon en recollant deux hexagones isométriques

P associe le point correspondant sur l’autre hexagone opposé. Nous avons Fix(h) = β ∪

β′ ∪ β”. La symétrie h échange les deux composantes connexes de P \ Fix(h).
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Définition 2.23. – On appelle faces du pantalon P les fermetures des composantes

connexes de P − Fix(h) éhangées par h.

– On dira qu’une géodésique σ tourne sur P si elle change de face sur P .

Enonçons une proposition qui permet de définir un pantalon hyperbolique en termes

de paramètres réels.

Proposition 2.24. (voir [33] Théorème 3.5.8)

Pour tout triplet (l1, l2, l3) de réels strictement positifs il existe à isométrie prés un unique

pantalon dont les longueurs des composantes à bords sont l1, l2 et l3.

Il résulte de cette proposition q’un pantalon hyperbolique est le quotient de H par

le groupe fuchsien Γ engendré par des isométries hyperboliques γ1 et γ2 de longueur de

translation respective l1 et l2 tels que (D(γ1) ∪D(γ−1
1 )) ∩ (D(γ2) ∪D(γ−1

2 )) = ∅. La lon-

gueur l3 est la longueur de translation de l’isométrie (γ1 ◦ γ2)−1. Les isométries γ1, γ2 et

γ3 sont primitives. Une isométrie d’un groupe fuchsien Γ est dite primitive si elle n’est la

puissance d’aucune autre isométrie de Γ.

Notons également que deux pantalons qui ont le même triplet de longueurs sont isomé-

triques. Ce qui nous permet d’énoncer la définition suivante.

Définition 2.25. Un pantalon est dit régulier si pour tout 1 ≤ i ≤ 3, li est égal à une

constante l. Sinon il est dit irrégulier.

5 Surfaces hyperboliques géométriquement infinies

Dans cette section, grâce à la section 3 nous présentons deux façons de construction

de groupes fuchsiens géométriquement infinis.

5.1 Groupes de Schottky

5.1. 1 Présentation

Soient {(Ck, C−k)}k∈N∗ des paires de géodésiques complètes (fini ou infini) de D deux

à deux disjoints ou tangents extérieurement. Pour tout k ∈ I, où I ⊆ N∗, notons par

Dk et Ek respectivement le demi-disque euclidien ouvert de D de frontière Ck et son

complémentaire dans D. Supposons que ces géodésiques sont identifiées deux à deux par

les isométries hk telles que hk(Ck) = C−k, k ∈ J ⊆ Z∗. Nous avons hk(Ek) ⊂ D−k. Posons

Γ =< hk >k∈I⊆N∗ et P =
⋂

k∈J⊆Z∗
Ek.
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Définition 2.26. Le groupe Γ est appelé groupe de Schottky et le polygone convexe P

est appelé polygone de Schottky de Γ.

Signalons que les groupes de Schottky de type fini sont largement étudiés, voir [15] et

[18]. Dans cette sous-section nous traitons en particulier les groupes de Schottky de type

infini, voir [49]. Avant d’aller plus loin énonçons les lemmes de Ping-Pong suivants. Notons

d’abord que tout élément γ ∈ Γ \ {Id} s’écrit sous la forme γ = hl1 ...hlm avec m ∈ N∗,

lj ∈ Z∗ et lj+1 6= l−j , appelée mot réduit de γ. Posons D(hl1 ...hlm) = hl1 ...hlm−1(Dlm).

Propriétés 2.27. 1. Soit γp = hl1 ...hlp un mot réduit de γ ∈ Γ \ {Id}. La propriété

suivante est vérifiée : γp(E−lp) ⊂ Dl1, en particulier γp(P) ⊂ Dl1.

2. La suite (D(hl1 ...hlp)) des demi-disques euclidiens est emboîtée.

3. Soient deux mots réduits distincts hl1 ...hlm et h′l1 ...h
′
lm

les demi-disques D(hl1 ...hlm)

et D(h′l1 ...h
′
lm

) sont tangents ou disjoints.

Démonstration :

1. Montrons la propriété en faisant une récurrence sur p. Pour p = 1 nous avons γ1 = hl1

et comme hl1 envoie E−l1 sur Dl1 alors γ1(E−l1) ⊂ Dl1 .

Supposons la propriété vraie jusqu’à l’ordre p c’est-à-dire hl1 ...hlp(E−lp) ⊂ Dl1 .

Nous avons :

γp+1(E−lp+1) = hl1 ...hlphlp+1(E−lp+1) = hl1(hl2 ...hlp+1(E−lp+1)).

Par hypothèse de récurrence nous avons

hl2 ...hlp+1(E−lp+1) ⊂ Dl2 .

Il en résulte que γp+1(E−lp+1) ⊂ hl1(Dl2)

Puisque hl2 6= h−l1 , alors Dl2 ⊂ E−l1 et par conséquent hl1(Dl2) ⊂ hl1(E−l1) ⊂ Dl1 .

D’où γp+1(E−lp+1) ⊂ Dl1 .

Finalement, ∀ p ∈ N∗ γp(E−lp) ⊂ Dl1 et en particulier puisque P ⊂ E−lp , γp(P) ⊂

Dl1 .

2. Puisque hlj+1 6= h−lj alors D(hlj+1) ⊂ E(h−lj ). Par suite hlj (D(hlj+1)) ⊂ D(hlj ).

D’où D(hl1 ...hlp−1) ⊂ D(hl1 ...hlp).

3. Soit k le plus petit entier tel que hlk 6= h′lk . La démonstration de cette propriété re-

vient à montrer que les demi-disques euclidiens D(hlk ...hlm) et D(h′lk ...h
′
lm

) sont dis-

joints ou tangents. Les propriétés 1 et 2 impliquent que les demi-disquesD(hlk ...hlm) =

hlk(D(hlk+1 ...hlm)) et D(h′lk ...h
′
lm

) = h′lk(D(h′lk+1
...h′lm)) appartiennent respective-
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ment aux disques D(hlk) et D(h′lk) or ces disques sont tangents ou disjoints. D’où le

résultat.

2

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante sur la discrétitude du groupe

de Schottky Γ.

Proposition 2.28. Le groupe de Schottky Γ est un groupe discret libre.

Démonstration :

Par construction P est un polygone convexe de D, c’est une intersection de demi-plans

de D. Soit γ ∈ Γ \ {Id} de forme réduite γ = hl1 ...hlm . D’aprés le premier point de la

propriété 2.27 pour tout z ∈ Int(P),

γ(z) = hl1 ...hlm(z) ∈ Dl1 .

Cette relation montre que hl1 ...hlm 6= Id, et donc il n’existe aucune relation entre les hk,

c’est-à-dire Γ est libre. Elle montre également que Int(P) ∩ γ(Int(P)) = ∅, pour tout

γ ∈ Γ \ {Id}. Ce qui implique {z} est un ouvert de Γ.z. L’application f : Γ → Γ.z est

continue donc f−1({z}) = {Id} est un ouvert de Γ et alors Γ est discret.

2

Exemple 2.29. Plaçons nous dans le demi-plan de Poincaré, H et considérons une famille

de demi-cercles euclidiens, (Sk)k∈N∗ deux à deux tangents ou disjoints extérieurement, de

centres ck ∈ R∗+ et de rayons rk tels que ck −→ +∞ c1− r1 ≥ 0. Posons S−k = σ(Sk) où σ

est la réflexion par rapport à l’axe imaginaire. Pour tout entier relatif non nul k notons Dk

le demi-disque euclidien ouvert délimité par Sk, et Ek son complémentaire dans H ∪ ∂H.

Notons par hk l’isométrie telle que hk(Dk) = E−k et remarquons que h−1
k = h−k. Nous

posons comme ci-dessus

Γ =< hk >k∈N∗ et P =
⋂
k∈Z∗

Ek.

Définition 2.30. Ce groupe de Schottky Γ est appelé groupe de paires de demi-cercles
égaux.
Si c−k = −ck ce groupe est appelé groupe de demi-cercles symètriques et nous parle-

rons de groupe de demi-cercles de paramètres (ck, rk)k∈N∗.

5.1. 2 Codage de l’ensemble limite d’un groupe de Schottky

Soient Γ un groupe de Schottky (fini ou infini), sans torsion de système générateurs

{hk}, Λ son ensemble limite. Posons A = {hk, h−k} l’ensemble des générateurs de Γ et leur
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inverse et supposons que le polygone de Schottky P correspondant à A est un polygone

fondamental de Γ. Considèrons l’alphabet A = {A,P}, voir [41], dont les lettres sont :

1. les générateurs hk et leurs inverses h−k,

2. les points d’accumulation de l’ensemble des extrémités des demi-cercles Ck et C−k.

On appelle ces lettres, lettres terminales, voir [41]. Notons que chaque lettre terminale

est un point limite de Γ.

Définition 2.31. On appelle mot réduit écrit à partir de l’alphabet A toute suite finie

ou infinie x = (xj) d’éléments de A telle que :

1. xj+1 6= x−j et

2. si la suite x est finie, x = (x1, x2, ..., xn), alors xn ∈ Λ et xk ∈ A.

Les suites (xj)1≤j≤n et (xj)j≥1 sont appelées respectivement suites finies réduites et

suites infinies réduites.

Notons
∑

l’ensemble des suites finies ou infinies réduites et définissons l’application

f :
∑
−→ Λ comme suit :

1. à une suite infinie réduite x = (xj)j≥1 on associe ξ ∈ Λ tel que f(x) = lim
n→+∞

x1...xn(z),

z ∈ H,

2. à une suite finie réduite x = (xj)1≤j≤n on associe f(x) = x1...xn−1(xn).

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.32. L’application f est surjective.

On peut munir l’alphabet A d’une topologie et en déduire que l’application f de
∑

dans Λ est continue, voir [41].

5.2 Surfaces cannelées

Construisons maintenant un groupe fuchsien géométriquement infini par recollement

de pantalons hyperboliques.

5.2. 1 Présentation

Les surfaces que nous présentons ici sont fondamentales dans le sens où elles servent

à construire des surfaces hyperboliques géométriquement infinies de première espèce quel-

conque en recollant une infinité de pantalons hyperboliques. Cette technique de construc-

tion nous permettra de simplifier les constructions de Kulikov dans [41].

Considèrons une infinité de pantalons hyperboliques {Pn}n≥1. Notons par αn, α′n et αn+1

les poignets des pantalons Pn, voir la sous-section 4.2. On suppose que pour tout n ≥ 1 les
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Figure 2.15 – Recollement de deux pantalons

bords de Pn et Pn+1 notés de la même manière αn+1 sont isométriques, voir figure 2.15.

En utilisant le même procédé décrit dans la sous-section 2.9 on recolle les pantalons Pn et

Pn+1 suivant leur bord αn+1, voir figure 2.15. On notera par αn+1 la géodésique obtenue

en recollant les pantalons Pn et Pn+1. Posons

S :=
( ⋃
n≥1

Pn

)
/ ∼ (2.7)

où ∼ est la condition de recollement définie dans la sous-section 2.9.

Définition 2.33. On appelle surface cannalée S (flûte dans la littérature) la surface S

définie par l’égalité 2.7.

Les surfaces cannalées sont introduites en premier par Basmajian, voir [6]. Ils consti-

tuent les prototypes de surfaces géométriquement infinies les plus simples. Les pantalons

{Pn} donne une décomposition en pantalons de la surface cannelée S et la décomposition

en pantalons {Pn} donne naturellement une suite emboîtée de géodésiques simples, fer-

mées (αn) avec αn+1 = Pn ∩ Pn+1, voir la figure 2.16.

Relions les constructions par recollement et par quotient. On sait qu’un pantalon hyper-

bolique Pn est le quotient de H par un groupe fuchsien purement hyperbolique Γn, voir la

sous-section 4.2. Soient αn, α′n et αn+1 les composantes à bord, qui sont des géodésiques

simples et fermées du pantalon hyperbolique Pn. Le groupe fuchsien Γn est engendré par

les isométries hyperboliques gn et gn+1 telles que gk, k = n, n+ 1 a pour axe un relevé α̃k
de αk et g′n = (gn+1 ◦ gn)−1 a pour axe un relevé α̃′n de α′n, voir la sous-section 4.2.

On dira que {gn, gn+1} est un système générateur du pantalon Pn. Une surface can-

nalée S peut être vue comme une surface hyperbolique définie par un groupe fuchsien

Γ =< Γn >n∈N∗ où les Γn sont les groupes fuchsiens qui définissent les pantalons hyper-

boliques Pn tels que pour tout entier naturel non nul n,

N(Γn) ∩N(Γn+1) = α̃(gn+1)

où N(Γn) est le coeur convexe de Nielsen de Γn et α̃(gn+1) est un relevé de αn+1. On peut

énoncer la définition suivante.
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Définition 2.34. Un système standard des générateurs {gn} d’un groupe fuchsien

Γ associé à la décomposition {Pn} d’une surface cannelée S = Γ\H est un système géné-

rateurs de Γ vérifiant les conditions suivantes :

– pour tout n, la projection de l’axe de gn sur S est librement homotope à αn ;

– tout pair {gn; gn+1} est un système générateurs du pantalon Pn.

Les axes du système standard des générateurs {gn} donne une suite emboîtée (α̃n) sur

H.

Figure 2.16 – Surface cannelée

Figure 2.17 – Relevé d’une surface cannelée

5.2. 2 Exemples de surfaces cannelées

Exemple 2.35. Soient les entiers naturels nk > 0, k ∈ N∗. Construisons une surface can-

nelée S en commençant par la construction d’une surface hyperbolique géométriquement

finiesMk =M(k;nk) en suivant les étapes suivants :

– 1er étape : on recolle à partir de la gauche un nombre nk de pantalons réguliers

isométriques, bordés par trois géodésiques de longueur l,

– 2e étape : on recolle deux pantalons étroits, bordés par deux géodésiques de longueur

l et une de longueur lk < 1. Puis l’ensemble collé à la face lattérale droite des
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Figure 2.18 – Surface cannelée de paramètres (nk; l; lk)

pantalons réguliers. Nous notons αk la géodésique fermée sur la surface de longueur

lk et ck la géodésique fermée de longueur l qui borde le dernier pantalon irrégulier à

droite,

– 3e étape : on recolle sur les bouts circulaires supérieurs des pantalons un nombre

nk+2 de surfaces compactes à courbure −1 difféomorphes au tore privé d’un disque.

On aligne de la gauche vers la droite un nombre infini de M(nk; k) et on recolle sur le

bout circulaire du premier pantalon à gauche une surface compacte à bord de courbure −1

difféomorphe au tore privé d’un disque. La surface S de paramètres (nk; l; lk) obtenue pos-

sède un unique bout infini, se prolonge indéfiniment vers la droite et est géométriquement

infinie, voir figure 2.18.

Exemple 2.36. (Z-revêtement)

Soient Γ0 un groupe fuchsien purement hyperbolique cocompact et un sous groupe normal

Γ non-trivial de Γ0 d’indice infini tel que Γ\Γ0 ' Z. La surface S = Γ\H est appelée

Z-revêtement d’une surface hyperbolique compacte S0 = Γ0\H.

Topologiquement, la surface S est construite à partir de Z copies de S0. Un Z-revêtement

admet une décomposition en pantalons réguliers dont la longueur des composantes à bord

est une constante l.

6 Bouts d’une surface hyperbolique

Introduisons à présent la notion de bout d’une surfce hyperbolique que nous classifierons

en trois types. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur à [25], [8] et [29].
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6.1 Définitions

Définition 2.37. Soit S une surface hyperbolique. Considèrons une suite (Ki)i≥1 de com-

pacts de S avec K1 ⊂ K2... ⊂ S telle que
⋃∞
i=1Ki = S. Soit une suite de composantes

connexes (Ei) telles que Ei ⊂ S −Ki et Ei+1 ⊂ Ei. Deux telles suites (Ei) et (E ′i) sont dites

équivalentes si pour tout i ∈ N ils existent j, k ∈ N tels que Ei ⊇ E ′j et E ′i ⊇ Ek. La classe

d’équivalence e correspondante est appelée un bout topologique de la surface S et on le

matérialise par un de ses représentants, e = (Ei)i≥1.

Exemple 2.38. Soit une surface cannelée S et {Pn} son décomposition en pantalons.

Posons Kn = ∪nk=1Pk. La suite (En)n≥1 où En = ∪k>nPk définit un bout de la surface

cannelée S.

Dans la suite nous allons nous intéresser à des bouts hyperboliques c’est-à-dire des

bouts topologiques d’une surface hyperbolique munis d’une structure hyperbolique.

Théorème et Définition 2.39. ([8] thm D.3.13) Un bout e = (Ei) d’une surface hyper-

bolique S est l’une des trois formes suivantes.

1. Un sous-ensemble D à bord de S conformément équivalent à un disque perforé {z ∈

C / 0 < |z| < 1} muni de la métrique induite par celle du plan hyperbolique D et

pour i assez grand Ei ⊂ D. Dans ce cas le bout est dit cuspidal (ou cusp tout court)

et son bord est un horocycle.

2. Un sous-ensemble D à bord de S conformément équivalent à un anneau {z ∈ C / 1 <

|z| < r} pour un certain r > 1 muni de la métrique induite par celle du plan hyper-

bolique D et pour i assez grand Ei ⊂ D. Dans ce cas le bout est dit un entonnoir et

son bord est une géodésique simple fermée.

3. Un sous-ensemble D à bord de S conformément équivalent à l’ensemble {z ∈ D :

Re(z) ≥ 0} muni de la métrique induite par celle du plan hyperbolique D et pour i

assez grand Ei ⊂ D. Dans ce cas le bout est dit cylindre infini et son bord est une

géodésique simple non-fermée.

Un cusp et un entonnoir sont dits bout finis et un cylindre infini est dit bout infini.

Notons par E(S) l’espace des bouts d’une surface S. On peut munir cet espace d’une

topologie définie de la manière suivante. Soit U une composante connexe de S −Ki. On

définit U∗ = {e ∈ E(S) : e = {Ek} et Ek ⊂ U, pour k assez grand}. L’ensemble des U∗

forme une base de la topologie de E(S). La topologie de E(S) ne dépend pas du choix de

la suite des compacts (Ki), voir [8].

Définition 2.40. Soit e = (Ei) un bout d’une surface hyperbolique S.

On dira qu’une suite de compacts (Ki) s’échappe à travers e si la suite (Ki) converge
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vers e dans l’espace S ∪E(S). Par abus de langage on dira qu’un chemin α : [0,+∞)→ S

s’échappe à travers le bout e = (Ei) si α(t) converge vers e lorsque t tend vers l’infini.

Autrement dit pour tout i, il existe un réel Ti tel que pour tout t > Ti, σ(t) ∈ Ei. Un rayon

géodésique qui traverse un bout infini est dit rayon infini.

Remarque 2.41. Dans la suite les compacts Ki des définitions ci-dessus sont soit des

pantalons hyperboliques ou des géodésiques simples fermées.

6.2 Géométrie des bouts

Dans ce paragraphe on se place sur le disque de Poincaré D et on considère un groupe de

Schottky Γ d’ensemble limite Λ et de domaine de Dirichlet centré en 0, D0(Γ). On note par

{Cj , C ′j} les couples de côtés identifiés du domaineD0(Γ) et on suppose qu’ils se trouvent de

part et d’autre d’un diamètre euclidien de D, noté β̃, voir la figure 2.19. Chaque couple de

côtés {Cj , C ′j} est identifié par une isométrie non-elliptique hj et Γ =< hj >. Si l’isométrie

hj est hyperbolique on note par α̃j son axe de translation. Soient Lj l’orthogonale commune

à deux côtés consécutifs disjoints Cj et Cj+1 et L′j celle commune aux côtés consécutifs

disjoints C ′j et C ′j+1. Chaque orthogonale commune Lj ou L′j définit un intervalle Ij ou I ′j
de ∂D de même extrémités que Lj ou L′j , voir la figure 2.19.

Si l’ensemble des points ordinaires OΓ = ∂D \ Λ est non vide alors il est la réunion

Figure 2.19 – Région de Nielsen, bouts finis et infini

dénombrable des intervalles Ij et I ′j de ∂D. Soit Hj et H ′j respectivement les demi-plans

délimités repectivement d’un côté par Lj et Ij et de l’autre côté par L′j et I ′j , voir figure

2.19. Si ξ est fixé par une isométrie parabolique alors il existe Oξ qui ne rencontre aucun

demi-plan Hj , voir la figure 2.20.
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La région de Nielsen du groupe de Schottky Γ est l’ensemble

Figure 2.20 – Un horocycle centré sur un point fixé par une isométrie parabolique.

Ñ(Γ) := D−
⋃

j⊂J⊂N

(
Hj ∪H ′j

)
.

Le groupe Γ agit sur Ñ(Γ) et le coeur convexe de la surface Γ\D est le quotient Γ\Ñ . On

le note par N(Γ) ou N(S), voir [3].

Définition 2.42. On appelle la région de Nielsen tronquée du groupe de Schottky Γ

la partie de D définie par

K̃(Γ) :=
(
Ñ ∩ D0(Γ)

)
− ∪O+

ξ ,

où l’union est prise sur l’ensemble des points fixés par une isométrie parabolique de Γ. Son

quotient

K(Γ) := Γ\K̃(Γ),

noté également K(S), est appelé coeur convexe tronqué de la surface S.

Puisque Γ est sans torsion, la région de Nielsen tronquée K̃(Γ) est un polygone convexe

de D. La géodésique β̃ partage K̃(Γ) en deux polygones généralisés convexes. Lorsque Γ

est géométriquement fini alors K̃(Γ) est un polygone compact de D. Le théorème suivant

donne une classification des bouts de la surface S.

Théorème 2.43. (voir [2] thm.1.2)

Toute surface hyperbolique complète à bords géodésiques non homéomorphe à un disque

perforé est la réunion de son coeur convexe tronqué, d’entonnoirs recollés le long de géo-

désiques simples fermées et de cylindres infinis recollés le long de géodésiques simples
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6. Bouts d’une surface hyperbolique

non-fermées.

Lorsque la surface hyperbolique est géométriquement finie nous avons.

Théorème 2.44. (voir [11], theo2.13)

Soit une surface hyperbolique non-élémentaire géométriquement finie S. Le coeur convexe

tronqué K(S) et son complémentaire S −K(S) est la réunion disjointe de cusps et d’en-

tonnoirs.

Les composantes de S − K(S) sont en correspondance biunivoque avec les bouts de

S en tant qu’espace topologique où chaque composante est un voisinage d’un bout. La

structure des bouts est classifiée selon la manière dont ils intersectent le coeur convexe

N(S). Ainsi sur le plan hyperbolique D

a- un cusp de la surface S = Γ\D correspond à l’extrémité commune de deux côtés

tangents Cj et Cj+1 ou C ′j et C ′j+1 du polygone D0(Γ).

b- un entonnoir de la surface S = Γ\D correspond à un intervalle Ij ou I ′j du bord à

l’infini ∂D. Cet intervalle est défini par deux côtés consécutifs et disjoints Cj et Cj+1

ou C ′j et C ′j+1 du polygone D0(Γ).

c- un cylindre infini (bout infini) de la surface S = Γ\D correspond à l’existence d’une

suite infinie d’intervalles distincts (Ij) ou à la suite des axes (α̃j) associés dans la

construction.

La décomposition en pantalons {Pk} d’une surface cannelée S induit une exhaustion

de surfaces hyperboliques géométriquement finies {Sk}. Il existe un groupe fuchsien

sans torsion Γk tel que Sk = Γk\H. Soit Ñk(Γk) la région de Nielsen de Γk. Puisque

Γk ≤ Γk+1, on a Ñk(Γk) ⊆ Ñk+1(Γk). Et puisque les Ñk(Γk) forment une suite

croissante (au sens de l’inclusion) de domaines à bords géodésiques, lorsque n→∞

soit les géodésiques α̃k du bord ∂Ñk(Γk) partent vers un point η ∈ ∂D ou convergent

vers une géodésique α̃. On dira qu’une suite de géodésiques orientées (α̃i) de D

converge vers une géodésique orientée α̃ si les extrémités des α̃i convergent vers les

extrémités de α̃. La géodésique α̃ définit un intervalle I du bord ∂D ayant même

extrémités que α̃. On appelera intervalle maximal le point η ou l’intervalle I.

Terminons par le théorème suivant qui montre que des bouts infinis distincts sur une

surface définissent des classes de rayons géodésiques distinctes.

Théorème 2.45. Soient α et α′ deux rayons géodésiques qui traversent respectivement

les bouts infinis distincts e et e′ d’une même surface hyperbolique S. Alors α et α′ ne sont

pas asymptotiques.

Démonstration :

Soient (Ei) et (E ′i) des représentants respectifs des bouts e et e′. Puisque ces bouts sont
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6. Bouts d’une surface hyperbolique

distincts alors il existe i0 ∈ N tel que pour tout entier i ≥ i0, Ei ∩ E ′i = ∅. Les rayons α et

α′ traversent les bouts e et e′ alors il existe des réels Ti et T ′i tels que pour tout t > Ti,

α(t) ∈ Ei et pour tout t > T ′i , α′(t) ∈ E ′i. Posons T = max(T, T ′). Nous avons pour tout

t > T , α(t) ∈ Ei, α′(t) ∈ E ′i et Ei∩E ′i = ∅. Puisque les adhérences E i et E ′i sont simplement

connexes à bord donc elles sont isomorphes respectivement à deux polygones généralisés

P et P ′ convexes distincts et non-adjacents dans H. Deux relevés α̃ et α̃′ respectifs de α

et α′ appartiennent respectivement à P et P ′. Donc les relevés α̃ et α̃′ ne peuvent pas être

asymptotiques.

2

60



Chapitre 3

Points limites d’un groupe
fuchsien
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La méthode centrale de cette thèse est de relier la nature des points du bord à l’infini ∂D

sous l’action d’un groupe fuchsien géométriquement infini Γ aux propriétés topologiques

du flot horocylique hR sur Γ\T 1D. Ce chapitre est consacré à l’étude de la nature des

points de ∂D sous l’action de Γ en particulier celle de l’ensemble limite du groupe Γ.

Nous commencerons par définir les points limites d’un groupe fuchsien quelconque et nous

donnerons des propriétés de l’ensemble limite de ce groupe. Ensuite nous classifierons

ceux d’un groupe fuchsien non-élémentaire. Enfin nous tirerons des critères de finitude

d’un groupe fuchsien en utilisant les chapitres 1 et 2.

1 Ensemble limite d’un groupe fuchsien

1.1 Définitions

Définition 3.1. Soit z ∈ D et Γ un groupe fuchsien.

– On appelle ensemble limite de Γ, noté Λ(Γ), l’ensemble Γ.z ∩ ∂D.

– Un point limite de Γ est un point de l’ensemble limite Λ(Γ).

– On appelle OΓ = ∂D \ Λ(Γ) l’ensemble des points ordinaires de Γ.

S’il n’y a pas d’ambiguïté nous noterons l’ensemble limite de Γ par Λ au lieu de Λ(Γ).

Il résulte de la définition que l’ensemble limite Λ ⊂ ∂D de Γ est l’ensemble des points w

de ∂D tel qu’il existe une suite (γn) de Γ avec | γn(z)− w |→ 0, pour un certain z ∈ D.
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1. Ensemble limite d’un groupe fuchsien

Remarque 3.2. (i) La définition de l’ensemble limite Λ est indépendant du choix de

z ∈ D. On a |γn(z′) − w| ≤ |γn(z) − γn(z′)| + |γn(z) − w|. Et puisque le diamètre

euclidien du disque Br(z) = {z′ ∈ D : ρ(z, z′) ≤ r} tends vers 0 lorsque |z| → 1,

alors | γn(z)− γn(z′) |→ 0 si | γn(z) |→ 1. Et par suite | γn(z′)− w |→ 0.

(ii) La définition 3.1 est équivalente à celle de 1.64 à savoir ξ ∈ Λ(Γ) si pour tout voisinage

U de ξ dans D il existe une infinité d’éléments γ de Γ tels que γ(U) ∩ U 6= ∅.

(iii) Le complémentaire OΓ de Λ dans ∂D est invariant par Γ et l’action de Γ sur OΓ =

∂D \ Λ est discontinue.

Exemple 3.3. Un point fixe ξ d’une isométrie non-elliptique γ d’un groupe fuchsien est

un point limite. Si γ est une isométrie hyperbolique quitte à remplacer γ par γ−1 on peut

supposer que ξ est le point attractif de γ. Alors γn(z)→ ξ lorsque n→ +∞, pour tout z

de l’axe de translation de γ, donc ξ ∈ Λ. Si ξ est un point fixe d’une isométrie parabolique

γ alors pour tout point z de l’horocycle Oξ la suite (γn(z)) converge vers ξ.

Pour finir cette sous-section énonçons la proposition suivante qui relie les ensembles

limites de deux groupes fuchsiens conjugués. Rappelons que deux isométries positives γ1

et γ2 (respectivement deux groupes fuchsiens Γ1 et Γ2) sont dites conjuguées s’il existe

une isométrie positive g telle que γ2 = g−1γ1g (respectivement Γ2 = g−1Γ1g).

Proposition 3.4. Si deux groupes fuchsiens Γ1 et Γ2 sont conjugués (avec Γ2 = g−1Γ1g)

alors Λ(Γ1) = g−1Λ2(Γ2).

Démonstration :

Soit ξ ∈ Λ(Γ1). Alors il existe z ∈ D et une suite (γ1
n) de Γ1 tels que γ1

n(z) → ξ. Posons

γ2
n = g−1γ1

ng ∈ Γ2. On a γ2
n(g−1z) = g−1γ1

ng(g−1z) → g−1(ξ). Alors g−1(Λ(Γ1)) ⊂ Λ(Γ2).

On montre de la même manière que gΛ(Γ2) ⊂ Λ(Γ1) d’où l’égalité recherchée.

2

1.2 Cardinalité de l’ensemble limite

Dans ce paragraphe on montre que l’ensemble limite d’un groupe fuchsien peut contenir

0, 1, 2 ou une infinité de points.

Proposition 3.5. Soit Γ est un groupe fuchsien. Si tous les éléments de Γ \ {Id} sont

elliptique alors l’ensemble limite Λ de Γ est vide.

Démonstration :

Pour établir cette proposition nous montrons que toutes les isométries elliptiques ont un

point fixe en commun z ∈ D. Ce qui entraine que l’orbite Γ.z = {z} et donc Λ = ∅.
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1. Ensemble limite d’un groupe fuchsien

Soit γ ∈ Γ \ {Id} tel que son point fixe soit 0, quitte à conjuguer Γ. Alors γ correspond

à la matrice

 a 0

0 ā

 avec |a| = 1. Soit g ∈ Γ \ {Id} et g 6= γ. Montrons que 0 est

le point fixe de g. Soit

 a′ b′

b̄′ ā′

 avec a′, b′ ∈ C, |a′|2 − |b′|2 = 1. Considèrons le

commutateur [γ, g] = γgγ−1g−1 ∈ Γ \ {Id}. Un calcul direct montre que la trace de [γ, g]

est égale à (2+4|b′|2(Im(a))2)2. Puisque tous les éléments de Γ\{Id} sont elliptique alors

(2 + 4|b′|2(Im(a))2)2 < 4. Et donc b′ = 0 car Im(a) = 0 ne peut s’annuler sinon γ serait

l’identité, ce qui est impossible. Par suite g a pour point fixe 0. D’où tous les éléments de

Γ \ {Id} ont le même point fixe.

2

Proposition 3.6. Soit Γ est un groupe fuchsien. Si l’ensemble limite Λ de Γ est un

singleton alors Γ est infini cyclique engendré par une isométrie parabolique.

Démonstration :

Remarquons d’abord puisque Λ se réduit en un singleton {ξ} alors aucun élément de Γ

n’est hyperbolique car une isométrie hyperbolique possède deux points fixes distincts qui

appartiennent à Λ. Par ailleurs puisque Λ est Γ-invariant alors pour tout γ ∈ Γ, γ(ξ) = ξ.

Ce qui implique que Γ ne contient aucun élément elliptique. Finalement tous les éléments

de Γ différents de l’identité sont paraboliques et ont le même point fixe ξ.

2

Proposition 3.7. Soit Γ un groupe fuchsien. Supposons que son ensemble limite Λ est

une paire de points. Alors soit

(i) Γ est un groupe infini cyclique engendré par une isométrie hyperbolique ou

(ii) Γ est conjugué à un groupe fuchsien engendré par z 7→ kz et z 7→ −1
z avec k > 1.

Démonstration :

Posons Λ = {ξ1, ξ2}. Nous avons deux cas.

Cas 1 Supposons que pour tout γ ∈ Γ, γ(ξ1) = ξ1. Alors γ(ξ2) = ξ2, pour tout γ ∈ Γ.

Par suite γ fixe les points ξ1 et ξ2 donc tout élément de Γ est hyperbolique. Quitte à

conjuguer Γ par une isométrie positive on peut supposer que ξ1 = 0 et ξ2 = ∞. Une

isométrie hyperbolique qui fixe 0 et ∞ est de la forme z 7→ kz avec k ∈ R. Alors Γ est

conjugué à un sous-groupe de la forme {z 7→ kz / k ∈ R} isomorphe à R. Donc Γ est un

groupe infini cyclique engendré par une isométrie hyperbolique.

Case 2 Supposons maintenant qu’il existe γ ∈ Γ tel que γ(ξ1) = ξ2. Dans ce cas soit chaque

élément de Γ fixe ξ1 et ξ2 ou les échange. Si γ ∈ Γ fixe ξ1 et ξ2 alors il est hyperbolique.
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1. Ensemble limite d’un groupe fuchsien

Supposons que γ ∈ Γ échange ξ1 et ξ2. Si γ était hyperbolique ou parabolique il fixerait au

moins un point η distinct de ξ1 et ξ2. Puisque η est fixé par une isométrie non-elliptique

il appartiendrait à Λ. Ce qui est impossible car Λ = {ξ1, ξ2}. Par suite γ ne peut être

qu’elliptique.

En considèrant le demi-plan de Poincaré et quitte à conjuguer Γ on peut supposer ξ1 =∞

et ξ2 = 0. Alors toute isométrie hyperbolique γ ∈ Γ est de la forme z 7→ kz avec k > 1 et

toute isométrie elliptique est de la forme z 7→ −1
z .2

Proposition 3.8. Si Γ contient au moins deux isométries hyperboliques dont les points

fixes sont distincts, alors Λ est infini.

Démonstration :

Soient h1 et h2 deux isométries hyperboliques du groupe Γ dont les points fixes sont

distincts. Pour n ≥ 1, on pose gn = hn1h2h
−n
1 . Chaque gn est une isométrie positive

hyperbolique. En plus les points fixes de gn sont les images par hn1 de ceux de h2. Puisque

les points fixes des isométries h1 et h2 sont distincts alors toutes les gn sont distinctes. Et

leurs points fixes appartiennent à Λ.

2

Il résulte des propositions ci-dessus la définition suivante.

Définition 3.9. Un groupe fuchsien Γ est dit élémentaire si le cardinal de Λ est fini.

Sinon le groupe Γ est dit non-élémentaire.

Nontons que si un groupe fuchsien est non-élémentaire alors il contient une infinité

d’isométries hyperboliques. Le théorème suivant établit qu’il y’a deux possibilités lorsque

le groupe Γ est non-élémentaire.

Théorème 3.10. (Poincaré, Fricke-Klein, voir [11], th.2.9)

Les possibilités pour un ensemble limite Λ d’un groupe fuchsien non-élémentaire Γ sont :

1. Λ est un ensemble de Cantor de ∂D, c’est-à-dire Λ =
⋂
n∈NKn où les Kn sont des

intervalles fermés, disjoints de ∂D.

2. Λ = ∂D.

Le théorème 3.10 nous permet d’introduire une certaine terminologie pour les groupes

fuchsiens.

Définition 3.11. Un groupe fuchsien non-élémentaire Γ est dit

1. de seconde espèce si Λ est un Cantor.

2. de première espèce si Λ = ∂D.
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1. Ensemble limite d’un groupe fuchsien

Exemple 3.12. a) Considèrons le plan de Poincaré H. L’ensemble limite du groupe mo-

dulaire PSL(2,Z) est égal à ∂H.

b) L’ensemble limite du groupe de Schottky Γ engendré par deux isométries hyperboliques

γ1 et γ2 est un Cantor.

1.3 Propriétés de l’ensemble limite

Enonçons à travers les résultats suivants quelques propriétés de l’ensemble limite d’un

groupe fuchsien.

Théorème 3.13. Soit Γ un groupe fuchsien et Λ son ensemble limite. L’ensemble limite

Λ est invariant par Γ.

Démonstration :

Soit ξ ∈ Λ. Il existe une suite (γn) d’éléments de Γ telle que pour un certain z ∈ D

γn(z) → ξ. Pour tout γ ∈ Γ, γγn(z) → γ(ξ) avec γγn ∈ Γ. Et donc γ(ξ) ∈ Λ. Ce qui

implique que Λ ⊂ γ(Λ). En remplaçant γ par γ−1 dans l’argumentation qui précède on

montre que γ(Λ) ⊂ Λ. Autrement dit pour tout γ ∈ Γ, Λ = γ(Λ).2

Proposition 3.14. L’action d’un groupe fuchsien non-élémentaire Γ sur son ensemble

limite Λ est minimal. Autrement Λ est le plus petit sous-ensemble de ∂D (au sens de

l’inclusion) non vide, fermé et invariant par Γ.

Démonstration :

On montre que tout fermé de ∂D Γ-invariant contient l’ensemble limite Λ. Soient F un

sous-ensemble non-vide de ∂D fermé et Γ-invariant et C(F ) son enveloppe convexe dans

D au sens hyperbolique. Alors C(F ) est fermé et Γ-invariant. Comme F est un sous-

ensemble fermé de ∂D, C(F )
⋂
∂D = F . Si z ∈ C(F )

⋂
D, alors Γ.z ⊂ C(F ) et donc

Λ = Γ.z
⋂
∂D ⊂ C(F )

⋂
∂D = F .

2

Avant d’énoncer la dernière proposition de ce paragraphe retenons qu’une partie d’un

espace topologique est dit parfait si et seulement si il est fermé et sans point isolé. Il est

bien connu qu’un ensemble parfait est non-dénombrable, [50].

Proposition 3.15. Si Γ est un groupe fuchsien non-élémentaire alors son ensemble limite

Λ est parfait et par conséquent non-dénombrable.

Démonstration :

Supposons que l’ensemble Λ a un point isolé ξ et notons par F l’ensemble des points fixes

des isométries hyperboliques de Γ. Puisque Γ est non-élémentaire alors F est non vide.

Donc F est un fermé, non vide, Γ-invariant de Λ et alors F = Λ car Λ est Γ-minimal. Par
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suite le point ξ est un point isolé de F . Soit γ ∈ Γ l’isométrie hyperbolique qui fixe ξ.

Comme F est infini il existe x ∈ F tel que γ(x) 6= x mais l’ensemble {γn(x), n ∈ Z} a ξ

comme point limite. D’où la contradiction. Par suite Λ est parfait et par conséquent il est

non-dénombrable.

2

2 Classification des points limites

Dans cette sous-section sauf indication contraire nous nous plaçons dans le modèle H.

Suivant le comportement d’une orbite Γz, z ∈ H et des horocycles centrés sur ces points il

existe différents types de points limites. Nous donnons dans cette partie une partition de

l’ensemble limite Λ d’un groupe fuchsien non-élémentaire Γ en quatre classes Γ-invariantes.

2.1 Points limites horocycliques

Définition 3.16. Un point limite ξ ∈ Λ est dit horocyclique s’il existe un point z ∈ H

tel que l’intérieur de tout horodisque basé en ξ contient au moins un point (et donc une

infinité de points) de l’orbite Γz. L’ensemble des points horocycliques est noté Λh.

Puisque deux horocycles centrés sur ξ ∈ ∂H sont parallèles dans la géométrie hyperbo-

lique (les deux horocycles sont des cercles tangents intérieurement en ξ ou sont des droites

horizontales) la définition est indépendante du choix de z.

Exemple 3.17. Les points fixes γ+ et γ− d’une isométrie hyperbolique γ d’un groupe

fuchsien Γ sont des points limites horocycliques.

Enonçons maintenant deux propositions qui caractérisent les points limites horocy-

cliques.

Proposition 3.18. Un point ξ ∈ Λh si et seulement si pour tout z ∈ H,

sup
γ∈Γ

βξ(z, γ(z)) = +∞

.

Démonstration :

Soit ξ ∈ Λh, quitte à conjuguer le groupe Γ on peut supposer que ξ = ∞. Par définition

∞ est un point limite horocyclique si pour tout horodisque O+
∞ = {z′ ∈ H / β∞(i; z′) ≥

ln(Im(z))} il existe une isométrie γ ∈ Γ telle que γ(i) ∈ O+
∞. Ce qui équivaut à pour

tout n ≥ 1 il existe γn ∈ Γ telle que Imγn(i) ≥ n. Puisque β∞(i; z) = ln(Im(z))
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on obtient ∞ est horocyclique si et seulement si il existe une suite (γn) de Γ telle que

limn→+∞ β∞(i; γn(i)) = +∞. Pour compléter la démonstration remarquons que

β∞(z; γn(z)) = β∞(z; i) + β∞(i; γn(i)) + β∞(γn(i); γn(z))

et β∞(γn(i); γn(z)) ≤ ρ(i, z).

2

Remarque 3.19. 1. D’aprés la proposition 1.26 la proposition ci-dessus est équiva-

lente à dire qu’un point ξ 6=∞ est horocyclique si et seulement si

inf{Rξ(γ(z)) : γ ∈ Γ} = 0.

où Rξ(γ(z)) est le rayon euclidien de l’horocycle Oξ(γ(z)).

2. Notons également que si un point ξ ∈ ∂H \ Λh alors pour tout z ∈ H il existe un

horodisque maximal, appelé horodisque critique

O+,max
ξ (π(z)) = {w ∈ H/βξ(z, w) ≥ sup

γ∈Γ
βξ(z, γ(z))}.

qui dépend uniquement de ξ et de la projection π(z) de z dans Γ\H, dont l’intérieur

ne contient aucun point de Γz.

La deuxième proposition permettant de caractériser les points limites horocycliques

est la suivante.

Proposition 3.20. Un point limite ξ 6= ∞ est horocyclique si et seulement s’ils existent

une suite (γn) d’éléments de Γ et une suite (wn) de points de la géodésique verticale (ξ;∞)

telles que wn → ξ lorsque n→∞ et γn(wn) 6∈ O+
γn(ξ)(i).

Démonstration :

Un point ξ ∈ Λh si et seulement s’il existe une suite (gn) ⊂ Γ telle que le rayon euclidien de

l’horocycle Oξ(gn(i)), Rξ(gn(i)))→ 0 lorsque n→∞. Or l’hypothèse du lemme équivaut

à wn 6∈ O+
ξ (γ−1

n (i)), et donc Rξ(γ−1
n (i)) ≤ Im(wn)

2 → 0 lorsque n → ∞. Il suffira donc de

poser γ−1
n = gn.

2

Exhibons une sous-classes des points limites horocycliques. Beaucoup de propriétés topo-

logiques et ergodiques sont liées à ces points limites horocycliques particuliers, voir [55].

Définition 3.21. Un point ξ de Λ est dit conique s’ils existent un réel R > 0, un point

z ∈ H, une géodésique L d’extrémité ξ et une suite (γn) de Γ tels que γn(z) → ξ et

ρ(γn(z), L) ≤ R, pour tout entier n. Nous noterons Λc l’ensemble des points coniques.
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Remarque 3.22. (i) La définition est indépendante du choix de z et de L.

(ii) Plaçons-nous sur le disque D, si w ∈ Λc alors l’ensemble des points z′ ∈ D tel que

ρ(z′, L) < R et |z′−w| < r pour un réel r > 0 c’est l’intérieur d’un cône de sommet w

de frontière deux courbes à distance hyperbolique R de L et un arc du cercle euclidien

de diamètre r tangent à ∂D en w, voir la figure 3.1. Donc puisque γn(z) → w et

ρ(γn(z), L) < R ce cône contient à son intérieur une infinité de points de l’orbite

Γz. Par suite tout horodisque O+
w de diamètre euclidien r contient à son tour une

infinité de points de l’orbite Γz. D’où Λc ⊂ Λh.

(iii) Les points fixes des isométries hyperboliques appartiennent à Λc. En effet si z ap-

partient à l’axe d’une isométrie hyperbolique γ alors la suite (γn(z)) reste sur cet

axe.

Figure 3.1 – Point limite conique

Pour clore l’analyse des points limites horocycliques d’un groupe fuchsien Γ faisons

remarquer que de tels points ne peuvent pas appartenir à la frontière d’un domaine de

Dirichlet ∂Dz(Γ) de Γ.

Proposition 3.23. Soient ξ ∈ ∂H et Dz(Γ) le domaine de Dirichlet d’un groupe fuch-

sien Γ centré au point z de frontière ∂Dz(Γ). Le point ξ ∈ ∂Dz(Γ) si et seulement si

supγ∈Γ βξ(z, γ(z)) = 0.

Démonstration :

Soit (r(t)) la paramétrisation par unité de longueur d’arc du rayon géodésique [z, ξ). Si

ξ ∈ ∂Dz(Γ), le domaine Dz(Γ) étant étoilé en z, le rayon [z, ξ) est inclus dans Dz(Γ).

Ainsi ρ(z, r(t)) ≤ ρ(γ(z), r(t)) pour tous t > 0 et γ ∈ Γ. Ceci montre que βξ(z, γ(z)) =

limt→+∞[ρ(z, r(t))− ρ(γ(z), r(t))] ≤ 0 quel que soit γ ∈ Γ et donc supγ∈Γ βξ(z, γ(z)) = 0.

Supposons à présent que supγ∈Γ βξ(z, γ(z)) = 0 et montrons que ξ ∈ ∂Dz(Γ). Soit γ ∈ Γ,

posons f(t) = t − ρ(γ(z), r(t)). Cette fonction est croissante et limt→+∞ f(t) ≤ 0. Ainsi

f(t) ≤ 0 pour tout t > 0. Par suite [z, ξ) est inclus dans Dz(Γ) et donc ξ ∈ ∂Dz(Γ).

2

Géométriquement la proposition 3.23 veut dire qu’un point ξ ∈ ∂Dz(Γ) est caractérisé par
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le fait que l’orbite Γ.z ne rencontre pas l’intérieur de l’horodisque O+
ξ (π(z)). D’où nous

avons

Corollaire 3.24. Soit ξ ∈ ∂H. Si ξ ∈ Λh alors ξ 6∈ ∂Dz(Γ).

2.2 Points limites paraboliques

Définition 3.25. Un point limite ξ ∈ Λ est dit parabolique s’il existe une isométrie

parabolique γ 6= Id de Γ telle que γ(ξ) = ξ. L’ensemble des points paraboliques est noté

Λp.

Exemple 3.26. Le point ∞ est un point limite parabolique du groupe modulaire Γ =

PSL(2,Z). L’isométrie parabolique z 7→ z + 1 fixe ∞.

Remarque 3.27. Si ξ ∈ ∂H est fixé par une isométrie parabolique γ de Γ alors la suite

(γn(z))n≥1 converge vers ξ en restant sur l’horocycle centré en ξ et passant par z.

Enonçons la proposition suivante qui nous permet de faire remarquer que les ensembles

Λh et Λp sont disjoints. Et pour sa démonstration nous renvoyons au théorème I.3.12 de

[18].

Proposition 3.28. Soit ξ un point limite parabolique. Il existe un horodisque O+
ξ tel que

γO+
ξ ∩ O

+
ξ = ∅

pour tout γ dans Γ ne fixant pas ξ.

Remarque 3.29. Il résulte de la proposition ci-dessus que les ensembles Λh et Λp sont

disjoints. En effet si ξ ∈ Λp, tout horodisque strictement intérieur à un horodisque O+
ξ ,

donné par la proposition ci-dessus, ne rencontre pas l’orbite Γz, pour un certain z ∈ O+
ξ .

D’où par définition ξ 6∈ Λh.

2.3 Points limites discrets et points limites irréguliers

Passons au troisième et quatrième types de points limites de l’ensemble limite Λ.

Définition 3.30. Soit un point ξ de l’ensemble limite Λ d’un groupe fuchsien Γ.

1. Le point ξ de Λ est dit discret si pour tout horodisque O+
ξ et pour tout z ∈ H,

l’ensemble Γ.z ∩ O+
ξ est fini. On note Λd l’ensemble de ces points.

2. Le point ξ est dit irrégulier s’il est ni horocyclique, ni discret et ni parabolique. On

note Λirr l’ensemble de ces points.
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Il résulte des définitions ci-dessus la classification suivante des points de l’ensemble

limite Λ d’un groupe fuchsien Γ.

Classification :

Soit Γ un groupe fuchsien non-élémentaire et Λ son ensemble limite. Il résulte de leur

définition que les ensembles Λh, Λp, Λd et Λirr sont deux à deux disjoints, Γ-invariants et

ils vérifient :

Λ = Λh ∪ Λp ∪ Λd ∪ Λirr. (3.1)

Terminons cette section en donnant une famille de groupes de demi-cercles symétriques

due à Starkov dans [53]. L’exemple suivant permet de montrer suivant les paramètres que

le point ∞ peut être un point limite discret ou irrégulier.

Exemple 3.31. Plaçons nous sur le demi-plan de Poincaré H et construisons un exemple

de groupe fuchsiens de pairs de demi-cercles symétriques, voir section 5.1. Soit (rn) une

suite de nombre réels positifs et xn = 2
∑n−1
k=1 rk + rn. Notons Cn = (xn, rn) le demi-cercle

orthogonal à l’axe réel de centre et rayon euclidien xn et rn. On obtient un système de

demi-cercles tangents sur le demi-plan droit de H. Soit C ′n l’image de Cn par la réflexion

z 7→ −z̄ et hn la composition de l’inversion par rapport à Cn et de la réflexion z 7→ −z̄.

En termes explicite hn(z) = xnz+r2
n−x2

n
−z+xn et Cn est le cercle isométrique de hn.

L’isométrie h1 est parabolique de point fixe ξ = 0 et pour tout n > 1, hn est hyperbolique.

Notons que tous les extrémités des demi-cercles sont des points limites paraboliques car

h1 et hnh−1
n+1 sont paraboliques. Si la série

∑
rk converge alors Γ est de seconde espèce

et si cette série diverge alors Γ est de première espèce. Suivant les paramètres rn et xn le

point ∞ est un point limite discret ou irrégulier. Remarquons que :

a- ∞ ∈ Λh ⇔ Imγn(i)→ +∞, pour toute suite (γn) de Γ. Celà résulte de la proposition

3.18.

b- ∞ ∈ Λd ⇔ Imγn(i) → 0, pour toute suite (γn) de Γ. Celà résulte du premier point

de la définition 3.30. Soit O+
∞ = {z ∈ H / Imz ≥ t et t ∈ R∗+} un horodisque

quelconque centré en ∞. Si (Imγn(i))→ 0 alors pour n assez grand γn(i) 6∈ O+
∞. Et

inversement.

c- Si Γ ne contient pas d’élément de translation et si (Imγn(i))→ q > 0 pour toute suite

(γn) de Γ alors ∞ ∈ Λirr.

Si rn = 1
n . La série

∑
rk diverge. Ce qui équivaut à cn → +∞. Par suite ∞ ∈ Λ. Soit

γ = hk1 ...hkJ un mot réduit de γ ∈ Γ. On a γ(i) ∈ Int(Ck1). Ce qui implique que

Im(γ(i)) < min{rkl}. Et puisque rn → 0 alors ∞ ∈ Λd.

Changeons les paramètres (xn, rn) en posant r1 = 1, x1 = 2, et en définissant par ré-

currence rn+1 = 3rn + 1, xn+1 = 5rn+1. Puisque xn → +∞ alors ∞ ∈ Λ. En plus

Im(hn(i)) = r2
n

1+25r2
n
→ 1

25 et donc ∞ ∈ Λirr.
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3 Finitude géométrique

Revenons maintenant à la question de la finitude des groupes fuchsiens. Rappelons

qu’un groupe fuchsien Γ est géométriquement fini si l’un de ses domaine de Dirichlet Dz(Γ)

admet un nombre fini de côtés. Le théorème suivant donne des propriétés équivalentes sur

la finitude d’un groupe fuchsien.

Théorème 3.32. (voir [18], [37] et [3] Théorème 4.16)

Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Γ est géométriquement fini.

2. Γ est de type fini c’est-à-dire admet un ensemble de ses générateurs est fini.

3. Λ = Λh ∪ Λp.

4. La surface S = Γ\D n’admet pas de bout infini.

Corollaire 3.33. Le groupe Γ est convexe co-compact si et seulement si Λ = Λh.

Il résulte du théorème 3.32 un résultat permettant de caractériser les groupes fuchsiens

géométriquements infinis sur lesquels portent cette thèse.

Théorème 3.34. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Γ est géométriquement infini.

2. Γ est de type infini.

3. Λd ∪ Λirr 6= ∅.

4. La surface S = Γ\D admet au moins un bout infini.
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Chapitre 4

Orbites horocycliques

Sommaire
1 Flot géodésique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2 Flot horocyclique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3 Liens entre points limites d’un groupe fuchsien et orbites ho-
rocycliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Les flots géodésique et horocyclique sur les surfaces à courbure constante strictement

négative sont les exemples de base de flots sur les espaces homogènes. Soit Γ un groupe

fuchsien. L’objet principal de ce chapitre est l’étude de la nature topologique des orbites

horocycliques sur le fibré unitaire tangent de la surface hyperbolique géométriquement

infinie T 1S = Γ\T 1H en établissant une correspondance entre l’action du flot horocyclique

hR sur son ensemble non-errant Ωh et celle du groupe fuchsien Γ correspondant sur son

ensemble limite Λ. Rappelons que si ΦR est un flot complet défini sur un espace métrique

X, un point x ∈ X est dit non-errant si pour tout voisinage U de x il existe une suite non

bornée (tn) de nombres réels telle que Φtn(U)∩U 6= ∅. L’ensemble des points non-errants

par ΦR est appelé ensemble non-errant du flot ΦR et est noté ΩΦ. C’est un ensemble

fermé, invariant par ΦR. Un élément x de X est divergent (respectivement négativement

ou positivement) par ΦR s’il existe une suite non bornée (tn) de R (respectivement de R−

ou R+), telle que Φtn(x) diverge. Aprés avoir défini les flots géodésique et horocyclique de

manière géométrique nous évoquerons deux autres points de vue de ces flots : notamment

la dualité entre l’action de hR sur Γ\T 1H et l’action linéaire Γ ⊂ PSL(2,R) sur l’espace

(R2 \ (0, 0))/{±Id}. Ce point de vue nous servira à établir les principaux résultats du

chapitre 5.
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1. Flot géodésique

1 Flot géodésique

Dans cette section nous donnons deux points de vue du flot géodésique. Nous définis-

sons ce flot sans entrer dans l’étude de la nature topologique de ses orbites. Pour cette

étude nous renvoyons par exemple à [18] et [20].

Soit Γ un groupe fuchsien et S = Γ\H. Notons indifféremment par π les projections de H

sur S = Γ\H et T 1H sur T 1S = Γ\T 1H et définissons deux distances sur S et T 1S.

Pour tous points π(z) et π(z′) de S on définit la distance dΓ :

dΓ(π(z), π(z′)) = inf
γ∈Γ

ρ(z, γ(z)).

Cette distance dΓ a été déjà définie dans la sous-section 2 du chapitre 2.

Pour tous points π(u) et π(v) de T 1S on définit la distance DΓ :

DΓ(π(u), π(v)) = inf
γ∈Γ

D(u, γ(v)).

Rappelons que ρ et D sont les distances définies respectivement sur H et T 1H à la section

1 du chapitre 1. La topologie induite par dΓ et DΓ sur S et sur T 1S est la même que celle

induite par π. Pour plus de commodité dans la suite nous noterons indifférement par d les

distances ρ, D, dΓ et DΓ. Les convergences d’une suite sur les espaces T 1H, S et T 1S sont

définies de la manière suivante.

1. La convergence d’une suite (vn = (zn, ~vn))n≥1 de T 1H vers un élément v = (z,~v) est

caractérisée par :

lim
n→+∞

d(vn, v) = 0⇔

 limn→+∞ v
+
n = v+ ,

limn→+∞ zn = z .
(4.1)

2. La convergence d’une suite (π(zn))n≥1 d’éléments de S vers π(z) est définie par :

((
(π(zn))

)
n≥1 → π(z)

)
⇐⇒

(
∃(γn) ∈ Γ/ (γn(zn))→ z

)
. (4.2)

3. La convergence d’une suite (π(un)) d’éléments de T 1S est définie par :

((
(π(un))

)
n≥1 → π(u)

)
⇐⇒

(
∃(γn) ∈ Γ/ (γn(un))→ u

)
. (4.3)

1.1 Définitions

Commençons par définir géométriquement le flot géodésique sur le fibré unitaire tan-

gent du demi-plan de Poincaré.
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1. Flot géodésique

1.1. 1 Le flot géodésique sur T 1H

Soient un élément v = (z,~v) de T 1H et (v(t))t∈R le paramétrage par unité de longueur

d’arc défini par l’élément v tel que v(0) = z et dv
dt (0) = ~v.

Définition 4.1. On appelle flot géodésique, g̃R sur T 1H l’application

g̃R : R× T 1H −→ T 1H

(t, v) 7−→ g̃t(v) =
(
v(t), dv

dt
(t)
)
.

Puisque les géodésiques sont complètes tous les points de T 1H sont divergents. L’en-

semble non-errant de ce flot Ω̃g = ∅.

1.1. 2 Le flot géodésique sur T 1S

Le flot g̃R induit un flot sur T 1S. En effet soient γ dans Γ et v = (z,~v) dans T 1H.

Puisque γ est une isométrie positive, l’application de R dans H qui à t associe γ(v(t)) est

le paramétrage par longueur d’arc de la géodésique orientée (γ(v−), γ(v+)) vérifiant

γ(v(0)) = γ(z) et d

dt
γ ◦ v(0) = Tzγ(~v).

Pour tout t ∈ R, on a donc (γ(v))(t) = γ(v(t)). Par conséquent g̃t(γ(v)) = γ(g̃t(v)).

Définition 4.2. On appelle flot géodésique, gR sur T 1S l’application

gR : R× T 1S −→ T 1S

(t, π(v)) 7−→ gt(π(v)) = π(g̃t(v)).

Le critère de convergence suivant relie l’action de gR sur T 1S = Γ\T 1H à celle, duale,

de Γ sur l’ensemble des géodésiques orientées T 1H/g̃R.

Lemme 4.3. Soient (un)n≥1 une suite de T 1H et u un élément de T 1H. Les assertions

suivantes son équivalentes :

(i) Il existe une suite de réels (sn)n≥1 telle que

lim
n→+∞

gsn(π(un)) = π(u)

(ii) Il existe une suite (γn) de Γ telle que

lim
n→+∞

(γn(u−n ), γn(u+
n )) = (u−, u+).
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2. Flot horocyclique

Démonstration :

(gsn(π(un)))→ π(u))⇔ (π(g̃sn(un))→ π(u))⇔ (∃ (γn) / γn(g̃sn(un))→ u)

D’aprés la convergence 4.1

γn(g̃sn(un))→ u⇔

 γn(g̃sn(u+
n ))→ u+,

γn(g̃sn(u−n ))→ u−.

2

1.2 Le flot géodésique en PSL(2,R)-coordonnées

Pour finir cette section donnons un point de vue algébrique de l’action de gR sur T 1S.

Commençons par définir l’axe des imaginaires définie par l’élément u = (i, ~u) de T 1H

où ~u est porté par l’axe des imaginaires. Cette géodésique est paramétrisée par unité de

longueur d’arc par α(t) = eti, t ∈ R. Nous avons g̃t(u) =
(
α(t), dαds (t)

)
= (eti, et~u).

L’isométrie

 et/2 0

0 e−t/2

 de PSL(2,R) envoie u sur g̃t(u).

Soit maintenant v ∈ T 1H arbitraire puisque l’action PSL(2,R) sur T 1H est simplement

transitive, il existe une isométrie g ∈ PSL(2,R) qui envoie g̃t(u) sur g̃t(v). Par composition,

l’élément de PSL(2,R) qui envoie u = (i, ~u) sur g̃t(v) est le produit g

 et/2 0

0 e−t/2

.
Ainsi l’action de g̃R sur T 1H correspond à la multiplication à droite sur PSL(2,R).

g̃t : T 1H ' PSL(2,R) −→ PSL(2,R)

g 7−→ g

 et/2 0

0 e−t/2

 .

Puisque T 1S = Γ\T 1H et gR est la projection de g̃R sur T 1S par rapport l’application

quotient T 1H → Γ\T 1H le flot gR peut être représenté dans les PSL(2,R)-coordonnées

comme la mutiplication à droite

gt : Γ\PSL(2,R) −→ Γ\PSL(2,R)

Γg 7−→ Γg

 et/2 0

0 e−t/2

 .
2 Flot horocyclique

Abordons maintenant le flot horocyclique. Nous donnons trois points de vue de ce flot.

Comme dans le cas du flot géodésique nous commençons par un point de vue géométrique.
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2. Flot horocyclique

2.1 Définitions

2.1. 1 Le flot horocyclique sur T 1H

A un élément u = (z, ~u) de T 1H on associe l’unique horocycle Ou+(z) passant par z et

centré en u+. Soit α : R→ H, la paramétrisation par unité de longueur d’arc de l’horocycle

Ou+(z) tel que α(0) = z et que le couple
(
dα
dt (0), ~u

)
forme une base orthonormé directe

de TzH. L’image de α est appelé horocycle orienté associé à u.

Exemple 4.4. L’application t 7→ α(t) = i+ t, t ∈ R est une paramétrisation par longueur

de l’horocycle O∞(i) et l’application w 7→ yw+x envoie O∞(i) sur l’horocycle O∞(z) avec

z = x+ iy. Donc si u+ =∞ et z = x+ iy on obtient α(t) = x+ t+ iy.

Considèrons l’application

h̃R : R× T 1H −→ T 1H

(t, v) 7−→ h̃t(v) = (α(t), ~v(t))

où ~v(t) est l’élément de T 1
α(t)H tel que (dαdt (t), ~v(t)) est une base orthonormale directe de

T 1
α(t)H. L’action de l’application h̃R commute avec celle de PSL(2,R) sur T 1H.

Lemme 4.5. Pour tous t ∈ R et g ∈ PSL(2,R)

g ◦ h̃t = h̃t ◦ g.

Démonstration :

Soient u = (z, ~u) un élément de T 1H et (α(t)) la paramétrisation par longueur d’arc de

l’horocycle Ou+(z) tels que α(0) = z et
(
dα
dt (0), ~u

)
forme une base orthonormé directe de

TzH. Nous avons d’un côté

g ◦ h̃t(u) = g[α(t), ~u(t)] = (g(α(t)), Tα(t)g(~u(t)))

où ~u(t) est l’élément de T 1
α(t)H tel que (dαdt (t), ~u(t)) est une base orthonormale directe de

T 1
α(t)H. Et de l’autre côté en posant v = g(u) et en remarquant que (gα(t)) est la para-

métrisation par longueur d’arc de l’horocycle Ov+(gz) tels que α(0) = gz et
(
dgα
dt (0), ~v

)
forme une base orthonormée directe de TgzH nous avons

h̃t ◦ g(u) = h̃t(v) = (gα(t), ~v(t))

où ~v(t) est l’élément de T 1
gα(t)H tel que (dgαdt (t), ~v(t)) est une base orthonormale directe de
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2. Flot horocyclique

T 1
gα(t)H. Puisque tout élément de PSL(2,R) préserve les distances et les orientations alors

Tα(t)g(~u(t)) = ~v(t). Par suite

(g(α(t)), Tα(t)g(~u(t))) = (gα(t), ~v(t)).

D’où pour tout t ∈ R, g ∈ PSL(2,R) et u ∈ T 1H nous avons g ◦ h̃t(u) = h̃t ◦ g(u).

2

Proposition 4.6. L’application h̃R est un flot sur T 1H.

Démonstration :

Soit une suite (vn = (zn, ~vn)) d’éléments de l’espace métrique (T 1H, d) convergeant vers

un élément v = (z,~v). Pour tout réel t nous avons d(vn, v) = d(h̃t(vn), h̃t(v)) donc la suite

(h̃t(vn)) converge vers h̃t(v). Par suite pour tout réel t, h̃t est un homéomorphisme de

(T 1H, d).

Nous avons également par définition

h̃t ◦ h̃t′(v) = h̃t[α(t′), ~v(t′)] = [α(t′ + t), ~v(t′ + t)] = h̃t+t′(v),

pour tous réels t, t′ et v ∈ T 1H, c’est-à-dire h̃t ◦ h̃t′ = h̃t+t′ .

2

Notons que l’application
(R,+)→ H

t 7→ h̃t

est un morphisme de groupes où H est le groupe des homéomorphismes de T 1H.

Définition 4.7. On appelle flot horocyclique sur T 1H, noté h̃R, l’application

h̃R : R× T 1H −→ T 1H

(t, v) 7−→ h̃t(v) = (α(t), ~v(t)).

La dynamique du flot horocyclique sur T 1H est simple comme dans le cas du flot

géodésique :

(i) l’ensemble non-errant Ω̃h est vide et

(ii) pour tout v ∈ T 1H et pour tout réel t, l’application de R dans T 1H qui à t associe

h̃t(v) est un plongement.
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2. Flot horocyclique

2.1. 2 Le flot horocyclique sur T 1S

Passons maintenant à la définition du flot horocyclique sur le fibré unitaire tangent

d’une surface hyperbolique. Soit Γ un groupe fuchsien. La commutation des actions de h̃R
et ceux de Γ (voir le lemme 4.5) permet de définir un flot sur T 1S = Γ \ T 1H.

Définition 4.8. On appelle flot horocyclique sur T 1S, noté hR l’application définie par

∀ u ∈ T 1H et ∀ t ∈ R, ht(π(u)) = π(h̃t(u)).

Par définition de la topologie sur T 1S, une suite (π(vn)) = (htn(π(v))) converge vers

un élément π(u) si et seulement s’il existe une suite (γn) de Γ telle que

 γn(vn(0)) = γnh̃tn(v(0)) −→ u(0),

γn(v+) −→ u+.

La proposition suivante relie l’ensemble non-errant Ωh du flot horocyclique hR, noté Ωh,

à l’ensemble limite Λ du groupe fuchsien Γ qui définit la surface hyperbolique.

Proposition 4.9. Soit u = (z, ~u) ∈ T 1H. Les deux assertions suivantes sont équivalentes

(i) L’élément π(u) ∈ Ωh.

(ii) Le point limite u+ ∈ Λ.

Pour démontrer cette proposition nous utilisons le lemme suivant qui découle de la

minimalité de l’action du groupe fuchsien Γ sur son ensemble limite Λ.

Lemme 4.10. (voir [22] proposition 1.9 ou [18] lemme III.2.2).

Soit Γ un groupe fuchsien non-élémentaire et Λ son ensemble limite. Pour tout ξ et η ∈ Λ

(distincts ou non) il existe une suite (γn)n≥1 d’éléments de Γ telle que γn(z) → ξ et

γ−1
n (z)→ η pour tout z ∈ H.

Démonstration :

Fixons ξ dans Λ et notons A, l’ensemble des x ∈ Λ pour lesquels il existe une suite (gn)

de Γ vérifiant limn→+∞ gn(z) = ξ et limn→+∞ g
−1
n (z) = x. Cet ensemble est non vide et

est invariant par Γ, montrons qu’il est fermé.

Soit (xp)p≥1 une suite d’éléments de A convergeant vers un point x ∈ ∂H. Considèrons

une suite décroissante (Vn) de voisinages ouverts de x dans H telle que
⋂+∞
n=1 Vn = {x}.

Pour tout entier n, il existe xpn ∈ Vn et une suite (gkn) de Γ telle que limn→+∞ g
k
n(z) = ξ et

limn→+∞(gkn)−1(z) = xpn . Par conséquent il existe une suite (gn,kn) telle que (gn,kn)−1(z)

appartienne à Vn et limn→+∞ gn,kn(z) = x. Ceci entraine que x ∈ A et donc A est fermé.

Par ailleurs A est inclus dans Λ et Λ est Γ-invariant, donc A = Λ.

2
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Démonstration de la proposition 4.9 :

i ⇒ ii) Considèrons u = (z, ~u) ∈ T 1H tel que π(u) ∈ Ωh. Soit (Vn)n≥1 une suite de

voisinages de π(u) telle que
⋂+∞
n=1 Vn = π(u). Puisque π(u) ∈ Ωh alors il existe une suite

de nombre réels (tn) telle que htn(Vn) ∩ Vn 6= ∅. Alors il s’en suit qu’ils existent une suite

(π(un))n≥1 d’éléments du fibré unitaire tangent de la surface S = Γ\H et une suite de

nombres réels (tn) qui tend vers +∞ telles que

lim
n→+∞

π(un) = π(u) et lim
n→+∞

htnπ(un) = π(u).

Il existe donc une suite (γn)n≥1 de Γ telle que

lim
n→+∞

γn(un) = u et lim
n→+∞

γnh̃tnun = u.

Posons un = (zn, ~un) et soit (αn(t)) une paramétrisation par unité de longueur d’arc

de l’horocycle Ou+
n

(zn) telle que αn(0) = zn et (dαndt (0), ~un) forme une base orthonor-

mée directe de TznH. Puisque tn → +∞ alors on a limn→+∞ αn(tn) = u+. En plus

limn→+∞ ρ(αn(tn), γ−1
n z) = 0 et donc limn→+∞ γ

−1
n (z) = u+. D’où u+ ∈ Λ.

ii ⇒ i) Si u = (z, ~u) ∈ T 1H tel que u+ ∈ Λ alors d’aprés le lemme 4.10 il existe une

suite (γn)n≥1 d’éléments de Γ telle que γn(z) → u+ et γ−1
n (z) → u+. Soit u+

n ∈ ∂H le

point base de l’horocycle passant par les points z et zn = γ−1
n (z). On considère l’élément

un = (z, ~un). La suite (u+
n )n≥1 converge vers u+. Soit αn la paramétrisation par unité de

longueur d’arc de l’horocycle Ou+
n

(z) tel que αn(0) = z. Soit tn ∈ R tel que αn(tn) = zn.

La suite (tn)n≥0 tend vers +∞. Puisque u+
n → u+ alors π(un)→ π(u). Pour montrer que

π(u) ∈ Ωh, il reste de montrer que htn(π(un))→ π(u). Nous avons γn(αn(tn)) = γn(zn) = z

et limn→+∞ γn(u+
n ) = limn→+∞ γn(z) = u+. Et donc γnh̃tn(un)→ u. D’où π(u) ∈ Ωh.

2

Dans les deux sous-sections suivantes nous donnons deux autres points de vue du flot

horocyclique avant d’étudier la nature des orbites horocycliques.

2.2 Le flot horocyclique en PSL(2,R)-coordonnées

On procède comme dans le cas du flot géodésique pour obtenir la description algébrique

du flot horocyclique hR. Fixons encore l’élément u = (i, ~u) de T 1
i H, où ~u est porté par

l’axe vertical, et l’horocycle O∞(i). L’application α(t) = t + i, t ∈ R, paramétrise O∞(i)

par unité de longueur d’arc, et h̃t(u) = (i + t, ~u) ∈ T 1
t+iH. L’homographie de PSL(2,R)

qui envoie u à h̃t(u) est la translation nt =

 1 t

0 1

 qui envoie i à α(t). Par conséquent,
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2. Flot horocyclique

si S = Γ\H est une surface hyperbolique quelconque, dans les PSL(2,R)-coordonnées hR
correspond à une mutiplication à droite

ht : Γ\PSL(2,R) −→ Γ\PSL(2,R)

Γg 7−→ Γg

 1 t

0 1

 .

En termes algébriques, le flot horocyclique hR sur Γ\T 1H est conjugué à l’action par trans-

lation à droite du sous-groupe fermé N =
{
nt =

 1 t

0 1

 / t ∈ R
}

sur Γ\PSL(2,R).

C’est l’action d’un groupe unipotent sur un espace homogène, voir [51]. L’action de Γ sur

PSL(2,R)/N est duale à celle de N sur Γ\PSL(2,R) : la double classe ΓgN désigne selon

l’action considérée, l’orbite du point gN de PSL(2,R)/N par le groupe Γ ou l’orbite du

point Γg de Γ\PSL(2,R) par le groupe N .

Avec les PSL(2,R)-coordonnées on obtient la relation fondamentale suivante qui montre

que le flot horocyclique est lié au flot géodésique.

Théorème 4.11. Pour tous réels t et s on a

g̃t ◦ h̃s = h̃s′ ◦ g̃t avec s′ = se−t. (4.4)

Démonstration :

Nous avons

 et/2 0

0 e−t/2

−1 1 s

0 1

 et/2 0

0 e−t/2

 =

 1 se−t

0 1

 .
c’est-à-dire g̃t ◦ h̃s ◦ g̃−t = h̃s′ avec s′ = se−t. Et donc g̃t ◦ h̃s = h̃s′ ◦ g̃t.

2

2.3 Point de vue vectoriel (Action linéaire)

Dans cette partie nous abordons un point de vue qui nous permettra de lire la dy-

namique topologique du flot horocylique hR sur Γ\T 1H sous la forme de l’action linéaire

d’un sous-groupe de PSL(2,R), associée au groupe Γ sur l’espace (R2 \ (0, 0))/{±Id}. Les

groupes fuchsiens et leurs sous-groupes associés de PSL(2,R) sont notés indifféremment

par Γ.

Munissons R2 de sa base canonique. Le groupe SL(2,R) agit (continûment, à gauche) sur

R2 par l’application qui à un couple (M, ~V ) ∈ SL(2,R) × R2 associe le point de R2 dont

le vecteur colonne est le produit de la matrice M par le vecteur colonne ~V . Cette action
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2. Flot horocyclique

possède deux orbites, {(0, 0)} et R2 \ {(0, 0)}.

Soit v = (z,~v) ∈ T 1H. A la trajectoire horocyclique h̃R(v) elle correspond un unique ho-

rocycle Ov+(z) défini par la ligne de niveau Ov+(z) = {w ∈ H / βv+(i, w) = βv+(i, z)}.

Posons E = (R2\{(0; 0)})/{±Id} et soit l’application :

ψ : T 1H −→ E

v = (z,~v) 7→ ψ(v) = −→V =


±e

β
v+ (i,z)

2 /
√

(v+)2 + 1

 v+

1

 si v+ 6=∞,

±e
β
v+ (i,z)

2

 1

0

 si v+ =∞.

Cette application est surjective et constante sur les orbites de h̃R. Elle vérifie :

∀ u et v ∈ T 1H, ψ(u) = ψ(v)⇔ h̃R(u) = h̃R(v).

Elle induit donc une bijection de l’espace des orbites horocycliques T 1H/h̃R sur E =

(R2\{(0; 0)})/{±Id}. L’application ψ induit une action de PSL(2,R) sur E définie par la

proposition suivante.

Proposition 4.12. Pour tout g ∈ PSL(2,R) et v ∈ T 1H, nous avons

ψ(g(v)) = g(ψ(v)).

Démonstration :

Puisque l’action de PSL(2,R) sur T 1H est simplement transitive alors il suffit de montrer

la proposition pour v = (i, ~v) ∈ T 1H où ~v est porté par l’axe des imaginaires c’est-à-dire

v+ =∞.

D’aprés la proposition 1.43 toute isométrie g ∈ PSL(2,R) s’écrit sous la forme g = kan

où k(z) = z cos θ−sin θ
z sin θ+cos θ , a(z) = λ2z et n(z) = z + t. Nous avons d’un côté ψ(v) = ±e1 où

e1 =

 1

0

. Ce qui entraîne que

g(ψ(v)) = g(±e1) = ±kan(e1) = λ2k(e1) = ±

 λ cos θ

λ sin θ

 .

Et de l’autre côté ψ(g(v)) = ±e
1
2βg(∞)(i,g(i))
√

(g(∞))2+1

 g(∞)

1

 . Puisque
βg(∞)(i, g(i)) = −β∞(i, g−1(i)) = −β∞(i, a−1(i)) = −β∞(i, λ−2(i)) = lnλ2
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alors ψ(g(v)) = ±λ√
(g(∞))2+1

 k(∞)

1

 . L’isométrie k tourne la direction ∞ d’un angle θ.

Donc les vecteurs g(ψ(v) et ψ(g(v)) définissent la même direction. Par ailleurs nous avons

||ψ(g(v))|| = ||g(ψ(v))|| = λ donc ψ(g(v)) = g(ψ(v)).

2

Corollaire 4.13. L’application ψ est continue.

Démonstration :

Soit une suite (un) de T 1H convergeant vers u. Puisque l’action de PSL(2,R) sur T 1H est

simplement transitive il existe une unique suite (gn)n≥1 de PSL(2,R) telle que gn(v) = un

où v = (i, ~v) avec v+ = ∞. Et puisque l’application qui à un élément h de PSL(2,R)

associe l’élément h(v) de T 1H est un homéomorphisme alors la suite (gn) converge vers

g ∈ PSL(2,R) tel que g(v) = u. Donc d’aprés la proposition 4.12, ψ(un) = ψ(gn(v)) =

gn(±e1) et ψ(u) = ψ(g(v)) = g(±e1). Par suite limn→+∞ ψ(un) = ψ(u).

2

L’action de PSL(2,R) sur E = (R2\{(0; 0)})/{±Id} est conjuguée à son action projective

sur P1R = (R2\{(0; 0)})/ ∼ avec ~v ∼ ~u⇔ ~u = λ~v, λ ∈ R∗.

T 1H

ψ
��

h̃R // T 1H

ψ
��

E g
// E

PSL(2,R) y E duale PSL(2,R) y P1R

Γ\T 1H ' Γ\PSL(2,R) x N duale Γ y PSL(2,R)/N ' E = (R2\{(0; 0)})/{±Id}

L’action de hR sur T 1S = Γ\T 1H est duale à celle de Γ sur l’espace T 1H/h̃R ' E. Par

dualité, la dynamique du flot horocyclique hR sur T 1S se traduit donc en termes d’action

linéaire de Γ sur E.

Soient un sous-groupe linéaire discrèt Γ de PSL(2,R) et l’ensemble limite Λ du groupe

fuchsien correspondant. Posons E(Γ) = {−→V = ψ(v) ∈ E / v+ ∈ Λ}. Nous remarquons

d’aprés la proposition 4.9 que E(Γ) = ψ(Ωh) et si le groupe Γ est de première espèce alors

E(Γ) = E.

Proposition 4.14. L’ensemble E(Γ) est invariant par l’action linéaire de Γ et est fermé.
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Démonstration :

La première partie de l’assertion résulte de la proposition 4.12 et du fait que l’ensemble Λ

est Γ-invariant.

Soit une suite (ψ(un)) de E(Γ) convergeant vers un élément ψ(u) de E. Puisque l’appli-

cation ψ est continue alors la suite (un) d’éléments de T 1H converge vers u et d’aprés la

relation de convergence 4.1 la suite (u+
n ) d’éléments de Λ converge vers u+ ∈ Λ car Λ est

un fermé. Par suite ψ(u) ∈ E(Γ). D’où E(Γ) est fermé.

2

La proposition suivante relie la dynamique de l’action du flot horocyclique hR sur le fibré

unitaire tangent T 1S à celle de Γ sur l’ensemble E. La nature topologique d’une orbite de

hR sur T 1S est la même que celle de Γ sur E.

Proposition 4.15. (Prop. 2.1 [18])

Soient u = (z, ~u) et u′ = (z′, ~u′) dans T 1H. Il existe une suite (tn) de R telle que

(htn(π(u))) converge vers π(u′) si et seulement s’il existe une suite (γn) de Γ telle que

γn(ψ(u))) converge vers ψ(u′).

Démonstration :

Supposons qu’il existe une suite de nombres réels (tn) telle que la suite (htn(π(u))) converge

vers π(u′). Ce qui entraîne d’aprés la relation de convergence 4.3 qu’il existe une suite

(γn)n≥1 d’éléments de Γ telle que la suite (γnh̃tn(u)) converge vers u′. Puisque la fonction

ψ est continue et constante sur une orbite de h̃R alors (ψ(γnh̃tn(u)))n≥1 converge vers

ψ(u′).

Inversement, soient u = (z, ~u) et u′ = (z′, ~u′). Supposons qu’il existe une suite (γn) d’élé-

ments de Γ telle que (γn(ψ(u)))n≥1 converge vers ψ(u′). Par définition de l’application

ψ les suites (γn(u+))n≥1 et (βγn(u+)(i, γn(z)))n≥1 convergent respectivement vers u′+ et

βu′+(i, z′). Notons tn le réel tel que γnh̃tn(u) est tangent à la géodésique pasant par z′

et d’extrémité γn(u+). Posons γnh̃tn(z, ~u) = (zn, ~un). Puisque u+
n = γn(u+) alors la suite

(u+
n )n≥1 converge vers u′+. Et puisque βγ(u+)(i, γn(z)) = βu+

n
(i, zn) converge vers βu′+(i, z′)

alors la suite (zn)n≥1 converge vers z′. On a donc limn→+∞ htn(π(u)) = π(u′).

2
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3 Liens entre points limites d’un groupe fuchsien et orbites

horocycliques

Il existe une correspondance entre la nature des points de l’ensemble limite Λ d’un

groupe fuchsien Γ et la topologie des orbites du flot horocyclique sur le fibré unitaire

tangent de la surface S = Γ\H. Nous énonçons dans ce qui suit quatre théorèmes qui

établissent cette correspondance et nous les appelerons théorèmes de correspondance.

3.1 Orbites denses

Rappelons qu’une orbite hR(π(v)) est dense dans Ωh si hR(π(v)) = Ωh. Enonçons le

lemme suivant.

Lemme 4.16. Soient u = (z, ~u) ∈ T 1H et (γn)n≥1 une suite d’éléments de Γ.

La suite (βu+(i, γ−1
n (i)))n≥1 tend vers +∞ si et seulement si la suite (||γn(ψ(u))||)n≥1

converge vers 0.

Démonstration :

Par définition nous avons

γn(ψ(u)) = ψ(γn(u)) = ±e
1
2βγn(u+)(i,γn(z))√
(γn(u+))2 + 1

 γn(u+)

1

 et ||γn(ψ(u))|| = e
1
2βγn(u+)(i,γn(z))

.

Et puisque βγn(u+)(i, γn(z)) = βu+(i, z) − βu+(i, γ−1
n (i)). Alors (βu+(i, γ−1

n (i)))n≥1 tend

vers +∞ si et seulement si la suite (βγn(u+)(i, γn(z)))n≥1 tend vers −∞ si et seulement si

||γn(ψ(u))|| tend vers 0.

2

Théorème 4.17. ([18] Théorème IV.3.1)

Soit v = (z,~v) ∈ T 1H. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le point v+ est un point limite horocyclique.

2. L’orbite hR(π(v)) est dense dans Ωh.

3. Il existe une suite (γn) de Γ telle que limn→+∞ ‖ γn(−→V ) ‖= 0.

Démonstration :

2) ⇒ 3) Suppposons que hR(π(v)) = Ωh. Ce qui implique que π(h̃R(v)) = π(Ω̃h). Ce qui

entraîne que h̃R(v) = Ω̃h. Et puisque l’application ψ est continue nous avons ψ(h̃R(v)) =

ψ(Ω̃h) = E(Γ). C’est-à-dire Γ.−→V = E(Γ).

3) ⇒ 2) Réciproquement, supposons que Γ.−→V = E(Γ) c’est-à-dire Γ(ψ(v)) = ψ(Ω̃h). Soit

u = (p, ~u) ∈ T 1H tel que h̃R(u) ∈ Ω̃h. Il existe une suite (γn) d’éléments de Γ telle

84



3. Liens entre points limites d’un groupe fuchsien et orbites horocycliques

que la suite (γn(ψ(v))) et donc (ψ(γn(v))) converge vers ψ(u). Puisque l’application ψ

est continue la suite (γn(v)) converge vers u. Ce qui implique que les suites (γn(v+))

et (βγn(v+)(i, γn(z)) convergent respectivement vers u+ ∈ Λ et βu+(i, p). Considèrons le

réel tn tel que h̃tn(γn(z)) appartient au rayon géodésique [p, γn(v+)). Nous avons la suite

(h̃tn(γn(v+))) converge vers u+ et la suite (h̃tn(γn(z))) converge vers p. Et donc la suite

(htn(π(v)) converge vers π(u).

1) ⇔ 3) Soit v = (z,~v) ∈ T 1H. D’aprés la proposition 3.18, le point limite v+ ∈ Λh si et

seulement si il existe une suite (γn) d’éléments de Γ telle que (βv+(i, γ−1
n (i)))n≥1 tend vers

+∞. Ce qui est équivalent à dire que la suite (||γn(ψ(u))||)n≥1 converge vers 0 d’aprés le

lemme 4.16.

2

3.2 Orbites périodiques

Définition 4.18. Un élément π(v) de T 1S est dit périodique par hR s’il existe un réel

T > 0 tel que hT (π(v)) = π(v). Le plus petit réel Tv > 0 tel que hTv(π(v)) = π(v) est

appelé la période de π(v). Et l’orbite hR(π(v)) est dite orbite périodique.

Théorème 4.19. Soit v ∈ T 1H. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le point v+ est un point limite parabolique.

2. L’orbite hR(π(v)) est périodique.

3. Il existe une application linéaire γ de Γ \ {Id} telle que γ(ψ(v)) = ψ(v).

Démonstration :

Commençons par montrer 2) ⇔ 3). Soit v = (z,~v) ∈ T 1H. Si l’orbite hR(π(v)) est pério-

dique alors par définition ils existent un réel T > 0 et une isométrie γ ∈ Γ \ {Id} tels que

h̃T (v) = γv. Ce qui équivaut à ψ(h̃T (v)) = ψ(γv). C’est-à-dire γ(ψ(v)) = ψ(v).

Montrons maintenant 3)⇔ 1). Par définition

γ(ψ(v)) = ψ(v)⇔

 γ(v+) = v+

βv+(i, z) = βγ(v+)(i, γ(z))

⇔

 γ(v+) = v+

βv+(i, γ−1(i)) = 0

Autrement dit γ fixe v+ et préserve l’horocycleOv+(γ−1(i)), c’est-à-dire γ est une isométrie

parabolique de point fixe v+. Donc v+ ∈ est un point limite parabolique.

2
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Remarque 4.20. (i) Si π(v) est hR-périodique alors hR(π(v)) est inclus dans Ωh car

v+ ∈ Λp ⊂ Λ.

(ii) Si π(v) est hR-périodique alors gt(π(v)) est hR-périodique pour tout t ∈ R. En effet si

π(v) est périodique alors il existe T > 0 et γ ∈ Γ \ Id tels que h̃T (v) = γ(v). Ce qui

implique que g̃t ◦ h̃T = g̃t(γv). Et donc d’aprés le théorème 4.11, h̃T ′(g̃tv) = γ(g̃tv)

avec T ′ = Te−t. C’est-à-dire gt(π(v)) est périodique.

3.3 Orbites fermées non périodiques et orbites irrégulières

Terminons la classification des orbites horocycliques suivant la nature des points limites

de Γ par les théorèmes qui suivent.

Proposition 4.21. Soit u = (z, ~u) ∈ T 1H. L’orbite hR(π(u)) est fermée si et seulement

si l’orbite Γ(−→U ) = Γ(ψ(u)) est fermée dans E.

Démonstration :

Supposons d’abord que l’orbite hR(π(u)) est fermée. Soit une suite (γn
−→
U )n≥1 convergeante

d’éléments de l’orbite Γ.−→U . Par construction de l’application ψ ils existent des réels x et

t tels que  γn(u+)→ x

βγnu+(i, γn(z))→ t.

Considèrons le réel tn tel que le point h̃tn(γn(z)) appartient au rayon géodésique [i, γnu+).

Soient v = (p,~v) ∈ T 1H tel que v+ = x et βx(i, p) = t. La suite h̃tn(γnu) converge

vers v. Comme l’orbite hR(π(u)) est fermée il existe alors γ ∈ Γ et s ∈ R tels que v =

h̃s(γu) = γh̃s(u). L’application ψ étant continue donc la suite ψ(h̃tn(γnu)) converge vers

ψ(γu) = γψ(u) = γ~u ∈ Γ.−→U . Par suite l’orbite Γ.−→U est fermée.

Supposons à présent que l’orbite Γ.−→U soit fermée. Puisque ψ est continue alors ψ−1(Γ.−→U ) =

ψ−1(π(ψ(h̃R(u))) = hR(π(u)) est fermée.

2

Pour la démonstration du théorème qui suit nous renvoyons le lecteur aux références

suivantes [53] et [19].

Théorème 4.22. Soit v = (z,~v) ∈ T 1H. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le point v+ est un point limite discret.

2. L’orbite hR(π(v)) est fermée non périodique dans Ωh.

3. L’orbite Γ−→V = Γ(ψ(v)) est fermée et −→V n’est vecteur propre d’aucun élément de

Γ \ {Id}.
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Passons maintenant au dernier type d’orbite horocyclique.

Définition 4.23. Une orbite horocyclique hR(π(v)) est dite irrégulière si elle n’est ni

fermée et ni dense dans Ωh

Il résulte de cette définition et des théorèmes 4.17, 4.19 et 4.22 les équivalences suivantes

Théorème 4.24. Soit v ∈ T 1H. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le point v+ est un point limite irrégulier.

2. L’orbite hR(π(v)) est irrégulière.

3. L’orbite Γ−→V n’est pas fermée et {(0, 0)} 6∈ Γ−→V .

Pour terminer reprenons l’exemple 3.31 du chapitre 3 pour donner divers types d’or-

bites horocycliques suivant la nature du point ∞ du bord ∂H.

Exemple 4.25. Soit (rn) une suite de nombre réels positifs et xn = 2
∑n−1
k=1 rk + rn.

Notons Cn = (xn, rn) le demi-cercle orthogonal à l’axe réel de centre et rayon euclidiens

xn et rn. On obtient un système de demi-cercles tangents sur le demi-plan droit de H. Soit

C ′n l’image de Cn par la réflexion z 7→ −z̄ et hn la composition de l’inversion par rapport

à Cn et de la réflexion z 7→ −z̄. En termes explicite hn(z) = xnz+r2
n−x2

n
−z+xn et Cn est le cercle

isométrique de hn. L’isométrie h1 est parabolique de point fixe ξ = 0 et pour tout n > 1,

hn est hyperbolique. Donc d’aprés les théorèmes 4.17 et 4.19, l’ensemble Ωh contient des

orbites denses dans Ωh et des orbites périodiques.

Si la série
∑
rk converge alors Γ est de seconde espèce et ∞ ∈ ∂H\Λ. Tous les horocycles

de l’orbite hR(π(v)) avec v+ = ∞ partent à l’infini dans les deux directions. Par suite

l’orbite hR(π(v)) est fermée et non périodique.

L’ensemble non-errant peut contenir des orbites fermées non-périodiques. Lorsqu’on pose

rn = 1
n , nous avons limn→+∞(Im(hn(i)) = limn→+∞( rnxn )2 = 0 d’aprés l’exemple 3.31. Et

d’aprés le théorème 4.22 l’orbite hR(π(v)) telle que v+ =∞ est fermée et non périodique.

Et lorsqu’on pose r1 = 1, x1 = 2 et on définit par récurrence rn+1 = 3rn+1, xn+1 = 5rn+1,

le point ∞ ∈ Λirr d’aprés l’exemple 3.31. Par suite d’aprés le théorème 4.24 l’orbite

hR(π(v)) telle que v+ =∞ est irrégulière.

Pour conclure nous notons que la seule connaissance de la nature d’un point limite per-

met d’obtenir le comportement topologique de la trajectoire horocyclique correspondante.

Nous retenons également le théorème de caractérisation suivant qui résulte du théorème

3.34 et des différents théorèmes de correspondance entre la nature topologiques des orbites

horocycliques de Ωh et celle des points de l’ensemble limite Λ de cette section.

Théorème 4.26. Un groupe fuchsien Γ est géométriquement infini si et seulement si Ωh

contient des orbites autres que denses et périodiques c’est-à-dire une orbite fermée non

périodique ou une orbite irrégulière.
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Chapitre 5

Ensembles hR-minimaux
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La recherche d’un ensemble minimal pour un flot sur un espace topologique est au

coeur de la théorie des systèmes dynamiques depuis ses débuts, voir [10], [28] et [31]. Ce

chapitre s’inscrit dans ce sillage et étudie, lorsque la surface hyperbolique est géométrique-

ment infinie, l’existence d’un ensemble minimal pour le flot horocyclique hR restreint à son

ensemble non-errant Ωh. Contrairement au flot géodésique, voir [20], un ensemble minimal

pour le flot horocyclique n’existe pas toujours. Dans ce chapitre après être revenu sur

quelques définitions nous établissons un critère de non-existence d’ensemble hR-minimal.

Puis nous accorderons une partie importante à la construction d’exemples de flots horo-

cycliques sans ensembles hR-minimaux. Ces exemples font appel à une combinaison des

trois chapitres précédents.

1 Conditions de non-existence d’ensemble hR-minimal

Commençons par le rappel de la définition d’un ensemble minimal donnée à l’intro-

duction de ce manuscrit.

Définition 5.1. Soit le flot horocyclique hR sur le fibré unitaire tangent T 1S d’une surface

hyperbolique S. On dira qu’une partie A de T 1S est hR-minimale si :

(i) la partie A est non-vide,

(ii) la partie A est fermée,

(iii) hR(A) ⊆ A et

(iv) pour toute partie non vide, fermée B ⊂ A, hR(B) = B ⇒ B = A.

Le flot horocyclique hR est dit minimal si T 1S est hR-minimal.
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1. Conditions de non-existence d’ensemble hR-minimal

Remarque 5.2. (a) Si un ensemble A est hR-minimal alors il est l’adhérence de l’orbite

de chacun de ses éléments.

(c) Si A et B sont hR-minimaux alors A ∩B = ∅ ou A = B, voir [28].

Lorsque la surface est géométriquement finie les ensembles hR-minimaux sont bien

connus et le théorème suivant résume la situation.

Théorème 5.3. L’ensemble Ωh est minimal si et seulement si Γ est un groupe convexe

co-compact. En particulier, le flot horocyclique est minimal sur T 1S si et seulement si Γ

est un réseau uniforme.

Démonstration :

D’aprés le corollaire 3.33 le groupe Γ est convexe co-compact si et seulement si Λ = Λh.

Ce qui est équivaut à dire que toute orbite de Ωh est dense d’aprés le théorème 4.17.

2

Il résulte de ce théorème et de la caractérisation de la finitude d’un groupe fuchsien que

si Γ est géométriquement fini et non convexe co-compact alors les seuls ensembles hR-

minimaux de Ωh sont ses orbites périodiques.

Lorsque la surface est géométriquement infinie la situation est tout à fait différente. On sait

que dans le cadre géométriquement infini une orbite dense ne peut être hR-minimale, car

l’ensemble non-errant Ωh contient des orbites autres que denses, et qu’une orbite fermée est

hR-minimale. La question naturelle qui se pose est qu’en est-il de l’adhérence d’une orbite

irrégulière ? Dans cette section nous répondons à cette question sous des hypothèses faites

sur la surface. Commençons d’abord par définir sur l’ensemble des orbites horocycliques

de T 1S une relation d’équivalence qui met en jeu le flot géodésique gR.

Définition 5.4. Nous dirons que deux orbites horocycliques hR(π(u)) et hR(π(v)) sont en

relation s’il existe un réel t0 tel que gt0(hR(π(u))) = hR(π(v)).

Remarquons que deux orbites en relation sont de même nature topologique. En effet

gt0(hR(π(u))) = hR(π(v)) ⇒ hR(gt0(π(u))) = hR(π(v)) ⇒ ∃ s ∈ R / π(h̃sg̃t0u) = π(v) et

donc il existe γ ∈ Γ tel que u+ = γv+. Par suite les orbites hR(π(u)) et hR(π(v)) sont de

même nature topologique d’aprés la section 3 du chapitre 4.

Rappelons maintenant l’énoncé de notre principal résultat.

Théorème 5.5. (voir [27] Théorème 1.1)

Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie. Si le flot horocyclique hR admet

au plus un nombre dénombrable de classes d’équivalence d’orbites irrégulières, alors les

seuls éventuels ensembles hR-minimaux sont ses orbites fermées.
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1. Conditions de non-existence d’ensemble hR-minimal

Par dualité entre l’action du flot hR sur T 1S = Γ\T 1H et l’action linéaire du groupe Γ

sur E = (R2\{(0; 0)})/{±Id}, l’ensemble non-errant Ωh du flot horocyclique est vectoriel-

lement E(Γ) = {−→V ∈ E / v+ ∈ Λ}, voir section 2 du chapitre 4 de ce manuscrit ou section

1 du chapitre 5 de [18]. Le théorème 5.5 s’énonce en termes vectoriels :

Théorème 5.6. Si l’action linéaire d’un sous-groupe discret MΓ de PSL(2,R) sur E(Γ)

a au plus un nombre dénombrable d’orbites non fermées et non denses, alors il n’existe

pas d’ensemble minimal pour l’action de MΓ sur E(Γ).

Avant de démontrer le théorème 5.5 remarquons qu’il existe une correspondance bi-

univoque entre l’ensemble des orbites horocycliques sur Ωh modulo le flot géodésique et

l’ensemble des orbites sous l’action du groupe Γ sur Λ. Ainsi si les orbites horocycliques

irrégulières modulo le flot géodésique sont dénombrables et si l’adhérence d’une telle orbite

hR(π(v)) ne contient que des orbites irrégulières alors il existe I ⊂ N tel que :

hR(π(v)) ⊂
⋃

u+∈Λirr

hR(π(u)) =
⋃
i∈I

hRgR(π(vi)).

Pour démontrer le théorème 5.5 nous utiliserons les propositions suivantes 5.7 et 5.8 qui à

leur tours sont établies en utilisant un point de vue vectoriel.

Proposition 5.7. Soient Γ un groupe géométriquement infini et π(v) ∈ Ωh. S’il existe un

réel t0 6= 0 tel que gt0hR(π(v))∩hR(π(v)) 6= ∅ et si hRπ(v) est minimal, alors hRπ(v) = Ωh.

Démonstration :

Posons F = hR(π(v)) et M = gt0hR(π(v)) ∩ hR(π(v)) = gt0F ∩ F . L’hypothèse M 6= ∅

et F minimal entrainent que F = gt0F . En effet si f ∈ M et s ∈ R, on a hsf ∈ F car

F est hR-invariant. Puisque f ∈ gt0F alors f = gt0f
′ pour f ′ ∈ F , ce qui implique que

hsf = hsgt0f
′ = gt0hs′f

′ ∈ gt0F car hs′f ′ ∈ F avec s′ = e−t0s. Par suite M = hsM , pour

tout s ∈ R. Puisque l’ensemble M ⊂ F est un fermé non vide, invariant par hR et puisque

F est hR-minimal, M = F . D’où F = gt0F .

Nous avons donc F = gt0ZF . Ce qui implique que pour tout k ∈ Z, gt0kπ(v) ∈ F =

hR(π(v)), il existe alors une suite (skn) de réels telle que (hskn(π(v)) −→ gt0kπ(v) lorsque

n −→ +∞. Autrement dit (π(h̃skn(v))) −→ π(gt0k(v)) lorsque n −→ +∞. Il existe alors une

suite (γkn) de Γ telle que γkn(−→V ) = γkn(ψ(v)) −→ ψ(gt0k(v)) où ψ est l’application continue

définie à la section 2 du chapitre 5. D’aprés la définition de ψ nous avons ψ(gt0k(v)) =

e
t0k

2 (−→V ). Alors γkn(−→V ) −→ e
t0k

2 (−→V ). Lorsque k −→ −∞, ‖γkn(−→V )‖ −→ 0. Par suite d’aprés

le théorème 4.17, v+ ∈ Λh et hRπ(v) = Ωh.

2
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1. Conditions de non-existence d’ensemble hR-minimal

Proposition 5.8. Soit Γ un groupe géométriquement infini. Si Λirr =
⋃
i∈I⊂N(Γ.ξi), alors

pour tout v ∈ T 1H tel que v+ ∈ Λirr, l’adhérence hR(π(v)) n’est pas hR-minimal.

Démonstration :

Comme v+ ∈ Λirr, l’orbite hR(π(v)) n’est ni fermée, ni dense, et donc il existe u ∈ T 1H

tel que π(u) ∈ hR(π(v)) \ hR(π(v)) et u+ 6∈ Λh. Deux cas sont possibles :

– soit u+ ∈ Λp ∪ Λd et donc hR(π(u)) est fermée. Alors hR(π(v)) contient un sous-

ensemble propre fermé, hR-minimal. Par suite hR(π(v)) n’est pas hR-minimal.

– soit u+ ∈ Λirr. Supposons que hR(π(v)) est hR-minimal. Alors pour tout π(w) ∈

hR(π(v)), on a w+ ∈ Λirr et donc hR(π(v)) ⊂
⋃
i∈I hRgRπ(vi) avec v+

i = ξi, i ∈ I.

Puisque hR(π(v)) est non dense et que son adhérence est hR-minimale, d’aprés la

proposition 5.7 pour tout t ∈ R∗, gthR(π(v)) ∩ hR(π(v)) = ∅. Il existe alors J ⊂

I, et wj ∈ T 1H, w+
j = ξj tels que hR(π(v)) =

⋃
j∈J hR(π(wj)).

Adoptons le point de vue vectoriel et considèrons l’action de Γ sur E par dualité. A

hR(π(v)) = π(h̃R(v)) nous associons +
−Γ−→V et à hR(π(wj)) nous associons +

−Γ−→Wj . Nous

avons, par dualité +
−Γ−→V =

⋃
γ∈Γ,j∈J{+−γ

−→
Wj}. Cet ensemble est un fermé minimal

pour l’action de Γ.

Comme v+ 6∈ Λh, Γ−→V 6= E donc il existe un réel c > 0 tel que ||−→U || > c, pour tout
−→
U ∈ Γ−→V . Par suite il existe un ouvert V de (0, 0) dans R2 tel que +

−Γ−→V ⊂ E \ V .

L’ensemble +
−Γ−→V est donc un fermé de +

−Γ−→V ⊂ E \ V . Par suite (+
−Γ−→V , d) est un

espace métrique complet où d est la distance euclidienne sur R2, donc +
−Γ−→V est un

espace de Baire. Par ailleurs puisque pour tout j ∈ J et γ ∈ Γ, γ−→Wj ∈ Γ−→V , il existe

une suite infinie (γn) de Γ telle que γn
−→
V converge vers γ−→Wj . Autrement dit pour

tout voisinage U de γ−→Wj , il existe un entier N tel que pour tout n > N , γn
−→
V ∈ U .

Et donc {γ−→Wj} est d’intérieur vide dans +
−Γ−→V par la topologie induite. Par suite

+
−Γ~v est une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide donc par la propriété

de Baire, +
−Γ−→V est d’intérieur vide. Ceci est impossible car (+

−Γ−→V , d) est un espace

complet et donc son intérieur est non vide. D’où hR(π(v)) n’est pas hR-minimal.

2

Démonstration du théorème 5.5 :

Le théorème 5.5 est une conséquence immédiate des propositions ci-dessus. En effet si un

ensemble C ⊂ Ωh est hR-minimal alors il existe v ∈ T 1H tel que C = hR(π(v)). On sait

que l’orbite hR(π(v)) ne peut être dense sinon le flot hR restreint à Ωh serait minimal ce

qui est impossible car Ωh contient au moins une orbite non dense d’aprés le théorème 4.26.

L’orbite hR(π(v)) n’est également pas irrégulière d’après la proposition 5.8. D’où l’orbite

91



2. Exemples de flots horocycliques sans ensembles minimaux

hR(π(v)) ne peut être que fermée.

2

Il résulte de ce théorème le corollaire suivant qui donne un critère de non-existence d’en-

semble hR-minimal.

Corollaire 5.9. (voir [27], Corollaire 1.1)

Soit S une surface hyperbolique géométriquement infinie. Si aucune trajectoire horocy-

clique n’est fermée dans l’ensemble non-errant et si l’ensemble des classes d’équivalence

des orbites irrégulières est au plus dénombrable, alors le flot horocyclique hR n’admet pas

d’ensemble minimal.

Nous allons utiliser ce corollaire pour construire des exemples de surfaces hyperboliques

géométriquement infinies dont les flots horocycliques associés restreints à leur ensemble

non-errant n’admettent pas d’ensembles hR-minimaux.

2 Exemples de flots horocycliques sans ensembles minimaux

Dans cette section nous donnons trois exemples de surfaces hyperboliques géométri-

quement infinies construites de différentes manières, voir section 3 du chapitre 2. Nos deux

premiers exemples 2.1 et 2.2 sont respectivement des surfaces hyperboliques de seconde

et première espèce avec une seule classe d’orbites irrégulières et le troisième exemple 2.3

est une surface hyperbolique de première espèce, construite par recollement de pantalons

hyperboliques avec un nombre infini dénombrable de classes d’orbites irrégulières.

2.1 Groupe de demi-cercles symétriques

Dans cette sous-section nous allons démontrer le théorème suivant.

Théorème 5.10. ([27], Théorème 4.1)

Il existe des groupes fuchsiens Γ dont la restriction du flot horocyclique hR sur Γ\T 1H à son

ensemble non-errant Ωh n’admet pas d’ensemble hR-minimal. De plus, il existe π(u0) ∈ Ωh

tel que

1. hR(π(u0)) n’est pas fermé,

2. hR(π(u0)) ⊂ gRhR(π(u0))

3. ∀ π(u) ∈ Ωh − gRhR(π(u0)), hR(π(u)) = Ωh.

2.1. 1 Présentation du groupe

Plaçons nous sur le demi-plan de Poincaré H et considèrons le groupe de demi-cercles

symétriques Γ qui résulte de la famille des demi-cercles, (Sk)k∈N de centres ck = Qk et
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2. Exemples de flots horocycliques sans ensembles minimaux

de rayons rk = λQk avec k ∈ N∗, Q > 1 et 0 < λ < Q−1
Q+1 < 1. Les centres ck −→ ∞ et

ck+1 − rk+1 > ck + rk. Posons S−k = σ(Sk) où σ est la réflexion par rapport à l’axe des

imaginaires. Pour tout entier relatif k notons par Dk le demi-disque euclidien ouvert de

frontière Sk et Ek son complémentaire dans H ∪ R.

Soit hk l’unique isométrie hyperbolique telle que hk(Sk) = S−k et hk(Ek) = Dk. Plus

précisément

hk(z) = −ck −
r2
k

z − ck
.

Nous remarquons que h−1
k = h−k et Sk est le cercle isométrique de l’élément hyperbolique

hk.

Lemme 5.11. Le groupe Γ =< hk >k∈N∗ est un groupe fuchsien géométriquement infini

purement hyperbolique.

Démonstration :

Par construction le groupe Γ est géométriquement infini sans torsion. Montrons éga-

lement qu’il est sans élément parabolique. Soit γ ∈ Γ et posons γ = hn1 ...hns , un

mot réduit de γ. Nous pouvons supposer que hn1 6= h−1
ns . Nous avons limk→+∞ γ

k(i) ∈

Dn1 et limk→+∞ γ
−k(i) ∈ D−ns or Dn1 ∩ D−ns = ∅. Donc γ admet deux points fixes

limk→+∞ γ
±k(i) = γ± distincts. Par suite γ est hyperbolique.

2

Proposition 5.12. L’ensemble ∆ =
⋂
k∈Z∗ Ek coïncide avec ∆i(Γ) le domaine de Dirichlet

du groupe Γ =< hk >k∈Z∗ centré au point i.

Démonstration :

Remarquons d’abord que pour tout γ ∈ Γ\{Id}, γ(i) 6= i, donc le domaine de Dirichlet

centré en i, ∆i(Γ) est bien défini.

Montrons ensuite que ∆i(Γ) ⊂ ∆. Pour celà il suffit de montrer que tout point du cercle

isométrique Sk = {z ∈ H / z = ck + rke
iθ, 0 < θ < π} de l’isométrie hyperbolique hk

est un point de la médiatrice Ik = {z ∈ H /
|z−h−k(i)|2
Im(h−k(i)) = |z − i|2} du segment géodésique

[i, h−k(i)]. Nous savons que h−k(i) = [ck−
ckr

2
k

1+c2
k
]+i r2

k

1+c2
k
donc pour tout z ∈ Sk nous avons :

|z − h−k(i)|2

Im(h−k(i))
= 1 + c2

k

r2
k

[(
rk cos θ + ckr

2
k

1 + c2
k

)2

+
(
rk sin θ − r2

k

1 + c2
k

)2]

= 1 + c2
k

r2
k

[(
rk(1 + c2

k) cos θ + ckr
2
k

1 + c2
k

)2

+
(
rk(1 + c2

k) sin θ − r2
k

1 + c2
k

)2]
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= 1
1 + c2

k

[
(1 + c2

k)2 + r2
k(1 + c2

k) + 2rk(1 + c2
k)(ck cos θ − sin θ)

]

= 1 + c2
k + r2

k + 2rk(ck cos θ − sin θ)

= 1 + c2
k + r2

k cos2 θ + r2
k cos2 θ + 2rkck cos θ − 2rk sin θ

= (ck + rk cos θ)2 + (rk sin θ − 1)2 = |z − i|2.

Ainsi Sk ≡ Ik et donc ∆i(Γ) ⊂ ∆.

Pour finir remarquons que ∆i(Γ) n’est pas une partie propre de ∆. En effet si c’était

le cas il existerait z ∈ ∆i(Γ) et γ ∈ Γ\{Id} tels que γ(z) ∈ Int(∆). Or on sait que

γ(z) = hk1 ...hkn(z) ∈ Dk1 avec hk1 ...hkn la forme réduite de γ, ce qui est impossible car

Int(∆) ∩Dk1 = ∅.

2

Le groupe Γ est également de seconde espèce car il admet par construction des intervalles

non-triviaux de discontinuité.

Corollaire 5.13. Pour tout mot réduit h−kpn ...h−kn, la suite des diamètres des disques

Dpn;n = h−kpn ...h−kn(Dkn) tend vers 0.

Démonstration :

Puisque Dpn;n = h−kpn ...h−kn(Dkn) ⊂ h−kpn−1 ...h−kn(Dkpn−1) = Dpn−1;n−1 alors les

disquesDpn;n sont emboîtés. Si la suite des diamètres euclidiens (diam(Dpn;n)) ne converge

pas vers 0, il existe un compactK deH rencontré par toutes les géodésiques h−kpn ...h−kn(Cn)

où Cn est le bord de Dpn;n. Les géodésiques Cn sont des côtés de ∆ donc les images de ce

domaine par h−kpn ...h−kn rencontrent K. Ce qui est impossible car ∆ est un domaine de

Dirichlet donc localement fini, voir [37].

2

2.1. 2 Codage de l’ensemble limite de Γ

Notons par A = {hk;h−k, k ∈ N∗} l’ensemble des générateurs de Γ et leur inverse.

Tout élément g 6= Id de Γ s’écrit sous la forme réduite unique g = hk1 ...hkp où les hkj ∈ A

et kj+1 +kj 6= 0 pour tout 0 ≤ j ≤ p−1. Il en résulte un codage unique de l’élément g par

la suite finie réduite [k1, ..., kp], k ≥ 0. De la même manière puisque l’infini,∞ est l’unique

point d’accumulation de la famille (Sk)k∈N∗ , l’ensemble limite Λ de Γ a un codage simple

en termes de suites réduites (finies ou infinies). L’infini,∞ correspond à la suite vide, tout

point hk1 ...hkp(∞) est représenté par une suite finie (k1, ..., kp) et un point ξ de Λ\Γ(∞)

correpond à une suite infinie (k1, k2, ...) avec ξ = limp→∞ hk1 ...hkp(i). Pour plus de détails
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voir la partie 5.1. 2 du chapitre 2. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.14. Soient ξ ∈ Λ et (kj)j≥1 une suite infinie réduite correspondante. Si

l’ensemble des lettres distinctes de la suite (kj)j≥1 est finie, alors ξ ∈ Λh.

Démonstration :

Soit Γ′ le sous-groupe fuchsien engendré par les isométries hyperboliques de la suite (kj)j≥1.

Par construction Γ′ est géométriquement fini, donc Λ(Γ′) = Λh(Γ′). Puisque Λh(Γ′) ⊂ Λh
donc ξ ∈ Λ(Γ′) ⊂ Λh.

2

2.1. 3 Démonstration du théorème 5.10

Pour démontrer le théorème nous commencerons par rappeler la proposition 3.20 sous

forme de lemme puis nous établissons deux autres lemmes.

Lemme 5.15. (3.20)

Un point limite ξ 6=∞ est horocyclique si et seulement s’il existe une suite (γn) d’éléments

de Γ et une suite (wn) de points de la géodésique verticale (ξ;∞) telles que wn → ξ lorsque

n→∞ et γn(wn) 6∈ O+
γn(ξ)(i).

Lemme 5.16. Le point ∞ n’est pas un point limite horocyclique.

Démonstration :

Remarquons d’abord que si le point ∞ ∈ Λh, alors il existe une suite (γn) d’éléments

de Γ telle que Im(γn(i)) → +∞. Montrons que pour toute isométrie γ ∈ Γ, nous avons

Im(γ(i)) ≤ 1. Soit γ 6= Id et γ = hk1 ...hkp son écriture réduite. Nous savons que pour

tout hk ∈ A, hk(i) ∈ D−k et |h′k(i)| < 1. De même hkj ...hkl(i) ∈ D−kj ⊂ Ekj−1 et

|(hkj−1)′[hkj ...hkl(i)| ≤ 1, pour tout 1 ≤ j ≤ l ≤ p. Ainsi nous avons

|γ′(i)| = |(hk1 ...hkp)′(i)| = |h′kp(i)× (hkp−1)′(hkp(i))× ...× (hk1)′(hk2 ...hkp(i))| ≤ 1.

Remarquons également que |g′(i)| = Im(g(i)) pour toute isométrie positive g telle que

g(∞) 6=∞. Par conséquent Im(γ(i)) ≤ 1. D’où ∞ 6∈ Λh.

2

Lemme 5.17. Il existe δ > 0 tel que quelque soit deux demi-cercles différents Sp et Sq, si

le demi-cercle Sq et l’horocycle Oη(i) avec η ∈ [cp − rp; cp + rp] sont sécants alors

(Int(Oη(i))
⋂
Dq) ⊂ {z ∈ H : Imz ≥ δ}.
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Figure 5.1 – Position de deux disques et d’un horocycle

Démonstration :

Soit z0 ∈ H le point d’intersection de Oη(i) et de Sq dont la partie imaginaire est la plus

petite. Nous avons : z0 ∈ Sq ⇒ z0 = cq + rqe
iθ, avec 0 < θ < π et θ 6= π

2 ,

z0 ∈ Oη(i)⇒ Imz0 = |z0−η|2
1+η2 .

ce qui donne :

Imz0 = | cq + rqe
iθ − η |2

1 + η2 =
(cq − η)2 + r2

q + 2rq(cq − η) cos θ
1 + η2

– Supposons p > 0. Dans ce cas nous avons 0 < cp − rp ≤ η ≤ cp + rp et par suite :

1
1 + η2 ≥

1
1 + (cp + rp)2 ≥

1
Q2p[1 + (1 + λ)2]

car Q > 1, cp = Qp et rp = λQp.

• Si 0 < q < p, alors nous avons 0 < cq − rq < cq + rq < cp − rp ≤ η ≤ cp + rp et

0 < θ < π
2 . Donc

(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cp−rp)− (cq +rq)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p[(1− λ)− (1 + λ)Qq−p]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p[(1− λ)− (1 + λ)Q−1]2

car q − p ∈]−∞;−1] et Q > 1.

Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
[(1− λ)− (1 + λ)Q−1]2

1 + (1 + λ)2 = δ1.

• Si 0 < p < q, alors nous avons 0 < cp − rp ≤ η ≤ cp + rp < cq − rq < cq + rq et
π
2 < θ < π. Donc
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(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cq−rq)− (cp+rp)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p[(1− λ)Qq−p − (1 + λ)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p[(1− λ)Q− (1 + λ)]2

car q − p ∈ [1; +∞[ et Q > 1.

Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
[(1− λ)Q− (1 + λ)]2

1 + (1 + λ)2 = δ2.

• Si q < 0 < p, alors nous avons cq − rq < cq + rq < 0 < cp − rp ≤ η ≤ cp + rp et

0 < θ < π
2 . Donc

(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cp−rp)− (cq +rq)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p(1− λ)2(1 +Q−p−q)2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p(1− λ)2.

Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
(1− λ)2

1 + (1 + λ)2 = δ3.

– Supposons p < 0. Dans ce cas nous obtenons des inégalités similaires à celles précé-

dentes. Nous avons cp − rp ≤ η ≤ cp + rp < 0 et par suite :

1
1 + η2 ≥

1
1 + (cp − rp)2 ≥

1
Q−2p[1 + (1 + λ)2]

car Q > 1, cp = −Q−p et rp = λQ−p.

• Si p < q < 0, alors nous avons cp − rp ≤ η ≤ cp + rp < cq − rq < cq + rq < 0 et
π
2 < θ < π. Donc

(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cq−rq)− (cp+rp)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q−2p[(1− λ)− (1 + λ)Qp−q]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q−2p[(1− λ)− (1 + λ)Q−1]2

car p− q ∈]−∞;−1] et Q > 1.
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Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
[(1− λ)− (1 + λ)Q−1]2

1 + (1 + λ)2 = δ1.

• Si q < p < 0, alors nous avons cq − rq < cq + rq < cp − rp ≤ η ≤ cp + rp < 0 et

0 < θ < π
2 . Donc

(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cp−rp)− (cq +rq)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q−2p[(1− λ)Qp−q − (1 + λ)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q2p[(1− λ)Q− (1 + λ)]2

car p− q ∈ [1; +∞[ et Q > 1.

Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
[(1− λ)Q− (1 + λ)]2

1 + (1 + λ)2 = δ2.

• Si p < 0 < q, alors nous avons cp − rp ≤ η ≤ cp + rp < 0 < cq − rq < cq + rq et
π
2 < θ < π. Donc

(cq−η)2 +r2
q +2rq(cq−η) cos θ ≥ (cq−η)2 +r2

q +2rq(cq−η) ≥ [(cq−rq)− (cp+rp)]2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q−2p(1− λ)2(1 +Q−p−q)2

⇒ (cq − η)2 + r2
q + 2rq(cq − η) cos θ ≥ Q−2p(1− λ)2.

Et il s’en suit que :

Imz0 ≥
(1− λ)2

1 + (1 + λ)2 = δ3.

Posons δ = min{δ1, δ2, δ3}, nous obtenons Imz0 ≥ δ. Comme pour tout z ∈ Int(Oη(i))
⋂
Dq,

Imz0 ≤ Imz, alors nous avons : Int(Oη(i))
⋂
Dq ⊂ {z ∈ H : Imz ≥ δ}.

2

Démonstration du théorème 5.10 :

Nous allons montrer que l’ensemble limite Λ de Γ se décompose comme suit : Λ = Λh∪Λirr
et Λirr = Γ.∞.

Montrons que∞ ∈ Λirr. Puisque les ck → +∞ alors∞ ∈ Λ. Par ailleurs Γ ne contient pas

d’isométrie parabolique et limk→∞(Imhk(i)) = limk→∞
r2
k

1+c2
k

= limk→∞( rkck )2 = λ2 6= 0

donc ∞ 6∈ Λp ∪ Λd. Nous avons également ∞ 6∈ Λh d’aprés le lemme 5.16. D’où ∞ est un

point limite irrégulier puisque Λirr = Λ \ (Λh ∪ Λp ∪ Λd).
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Montrons maintenant que tout ξ ∈ Λ\Γ(∞) est un point limite horocyclique. Puisque ξ

n’est pas sur l’orbite de l’infini alors il est codé par une suite réduite infinie, (k1, k2, ...).

Puisque Λp = ∅, si la suite (k1, k2, ...) contient un nombre fini d’éléments distincts alors

ξ ∈ Λh d’aprés la proposition 5.14. Si la suite (k1, k2, ...) contient une infinité d’éléments

distincts il existe alors une suite d’entiers (pn) telle que kpn ∈ (k1, k2, ...) et pn → +∞.

Quitte à extraire une sous-suite nous pouvons supposer que la suite (pn) est telle que

n ≤ pn. Pour tout entier n, soit un point

wn ∈ hk1 ...hkn−2(∆) ∩ (ξ;∞).

Nous avons, wn → ξ, lorsque n → +∞. Posons γn = [−kpn−1, ...,−k1], alors γn(ξ) =

(kpn , ...) ∈ D−kpn et γn(wn) ∈ h−kpn−1 ...h−kn−1(∆) ⊂ h−kpn−1 ...h−kn(Dkn−1) ⊂ Dkpn−1 .

Posons Dpn−1;n−1 = h−kpn−1 ...h−kn(Dkn−1) et montrons que

Dpn−1;n−1
⋂
O+
γn(ξ)(i) = ∅.

Si le demi-cercle Skpn−1 et l’horocycle Oγn(ξ)(i) sont disjoints ou tangents alors

Dpn−1;n−1
⋂
O+
γn(ξ)(i) = ∅

.

Si le demi-cercle Skpn−1 et l’horocycle Oγn(ξ)(i) sont sécants, alors d’aprés le

lemme 5.17

Dpn−1;n−1
⋂
O+
γn(ξ)(i)) ⊂ {z ∈ H : Imz ≥ δ}.

Par ailleurs d’aprés le lemme 5.13 la suite des diamètres euclidiens (diam(Dpn−1;n−1)) tend

vers 0, donc pour n assez grand, diam(Dpn−1;n−1) < δ et alors Dpn−1;n−1
⋂
O+
γn(ξ)(i) = ∅.

Ce qui implique que γn(wn) 6∈ O+
γn(ξ)(i), pour tout n. D’où d’après le lemme 5.15, ξ ∈ Λh.

Finalement nous avons Λirr = Γ(∞) et Λ\Γ(∞) = Λh et donc d’après le section 3 du

chapitre 4, l’ensemble non-errant Ωh est constitué d’orbites denses et d’une seule classe

d’orbites horocycliques irrégulières. Le reste du théorème 5.10 résulte du corollaire 5.9.

2

Il résulte de la démonstration ci-dessus et de la correspondance entre la nature des points

de l’ensemble limite Λ et celle des orbites de Ωh que pour tout π(u) ∈ T 1S

1. ou bien hR(π(u)) est fermée et π(u) n’appartient pas à Ωh,

2. ou bien hR(π(u)) est dense dans Ωh,

3. ou bien hR(π(u)) n’est pas fermée et son adhérence hR(π(u)) ⊂ gRhR(π(u)).

Nous avons ainsi une classification complète des orbites du flot horocyclique hR.
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2.2 Surface cannelée

Cet exemple propose les outils qui servent à établir le théorème 5.29 de la sous-section

suivante. Précisons tout d’abord que dans cette sous-section et la suivante les recollements

de surfaces hyperboliques sont faits suivant le procédé décrit dans la sous-section 3.2 du

chapitre 2. Rappelons maintenant qu’une surface cannelée est obtenue par recollement

d’une infinité de pantalons hyperboliques {Pn}, voir la sous-section 5.2 du chapitre 2. Un

pantalon Pn s’obtient par le recollement de deux hexagones H±n isométriques.

Tout au long de cette sous-section un pantalon hyperbolique Pn est défini par les pa-

ramètres (ln, l′n, ln) qui sont les longueurs de ses composantes à bord géodésiques. Les

poignets du pantalon Pn sont les composantes à bord, nous les notons cn, c′n et αn de

longueurs respectives ln, l′n et ln, voir la section 4 du chapitre 2.

2.2. 1 Temps perdu lorsqu’on traverse un pantalon hyperbolique

Commençons par définir une fonction qui évalue le temps perdu par un rayon géodé-

sique sur une surface hyperbolique. Cette fonction de perte de temps permet de classifier

les différents rayons géodésiques sur une surface hyperbolique.

Définition 5.18. (Perte de temps - rayons quasi-minimisant)

Soient S une surface hyperbolique, α : [0,+∞) → S un rayon géodésique paramétrisé par

unité de longueur d’arc et ∆α la fonction définie par

∆α(t) = t− d(α(t), α(0)).

Le rayon α est dit non quasi-minimisant si la fonction ∆α(t) n’est pas bornée, sinon

le rayon α est dit quasi-minimisant.
Un élément π(v) de T 1S est dit non quasi-minimisant respectivement quasi-minimisant

si le rayon géodésique défini par π(v) est non quasi-minimisant respectivement quasi-

minimisant.

Lorsque le rayon α est quasi-minimisant il y’a trois possibilités :

Définition 5.19. Soit un rayon géodésique α : [0,+∞) → S, paramétrisé par unité de

longueur d’arc.

– si ∆α(t) = 0, α est dit minimisant,
– s’il existe un réel t0 > 0, tel que α|[t0,+∞[ est minimisant, α est dit pré-minimisant,
– si α|[t,+∞[ n’est pas minimisant pour tout t > 0, α est dit rigide.

Un rayon non quasi-minimisant comme un rayon quasi-minimisant peuvent être infinis

c’est-à-dire ils peuvent traverser un bout infini. La manière dont un rayon géodésique infini
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part à l’infini dépend de la géométrie de la surface.

Le théorème fondamental suivant, dû à Eberlein [22], relie la nature d’un rayon géodé-

siques d’une surface hyperbolique à celle de l’extrémité de l’un de ses relevés sur le plan

hyperbolique.

Théorème 5.20. Soient la projection π : H→ S = Γ\H, ξ ∈ ∂H et α un rayon géodésique

orienté dont un des relevés α̃ est tel que α̃(+∞) = ξ. Le point ξ n’est pas un point limite

horocyclique si et seulement si α est un rayon géodésique quasi-minimisant.

Démonstration :

Supposons que ξ 6∈ Λh. Il existe alors un réel A ≥ 0 tel que βξ(α̃(0), γ(α̃(0))) ≤ A, pour

tout γ ∈ Γ. Autrement dit

lim
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

[t− d(α̃(t), γ(α̃(0)))] ≤ A

Puisque la fonction f est croissante alors pour tout t ≥ 0,

t− d(α̃(t), γ(α̃(0))) ≤ A ⇒ ∀γ ∈ Γ et ∀t ≥ 0, t− d(α̃(t), γ(α̃(0))) ≤ A.

⇒ t− inf
γ∈Γ

d(α̃(t), γ(α̃(0))) ≤ A ⇒ t− dS(α(t), α(0)) ≤ A ⇒ ∀ t ≥ 0 ∆α(t) ≤ A.

C’est-à-dire le rayon α est quasi-minimisant.

Supposons que le rayon α est quasi-minimisant. Ce qui implique

∃ A ≥ 0 / ∀ t ≥ 0 ∆α(t) = t− dS(α(t), α(0)) ≤ A.

⇒ ∃ A ≥ 0 ∀ t ≥ 0 t− inf
γ∈Γ

d(α̃(t), γ(α̃(0))) ≤ A.

⇒ t− d(α̃(t), γ(α̃(0))) ≤ A, ∀γ ∈ Γ ⇒ βξ(α̃(0), γ(α̃(0))) ≤ A⇒ ξ 6∈ Λh.

2

Soit une surface cannelée S la proposition suivante évalue le temps perdu par une

géodésique σ qui tourne sur un pantalon Pn de cette surface.

Proposition 5.21. Soit σ un rayon géodésique qui traverse un pantalon Pn d’une surface

hyperbolique S en entrant au temps t1 en cn et en sortant au temps t2 > t1 coupant αn, voir

la figure 5.2. Si σ tourne (change de face) au moins une fois entre les instants t1 et t2, alors

il perd un temps au moins égal à ln
2 , c’est-à-dire : ∆σ(t1, t2) = t2−t1−d(σ(t1), σ(t2)) ≥ ln

2 .

Démonstration :

Cette preuve est inspirée de celle du lemme 7 de [30].
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Figure 5.2 – Temps perdu par une géodésique sur un pantalon

Soient les géodésiques fermées cn, c′n et αn qui bordent le pantalon Pn de longueurs res-

pectives ln, l′n et ln et βn l’orthogonale commune à cn et αn aux points respectifs A et

C. Nous noterons par β′n et βn” les deux autres orthogonales communes aux géodésiques

fermées frontières de Pn, voir figure 5.2

Soit σ la géodésique qui pénètre dans Pn par cn en A au temps t1 et ressort de Pn par αn
en C au temps t2. Si la géodésique σ tourne au moins une fois alors elle rencontre β′n ou

βn”, se retrouve sur l’autre face de Pn avant de sortir par αn. Ces deux possibilités sont

équivalentes en termes de temps perdu par σ dans Pn. Notons respectivement par B et F

les points d’intersection de β′n avec σ et αn, voir figure 5.2. Soit E le projeté orthogonal de

B sur βn, voir la figure 5.2. Passons au relevé de Pn dans H et gardons les même notations

pour les relevés des points et des géodésiques. Posons BE = q = ln(k) et BF = s et

montrons d’abord que AB − AE > ln(cosh(q)). Sans perdre de généralités nous posons

E = i, B = ki et A = s+ it avec p2 + t2 = 1 et p, t ∈ (0, 1).

La formule standard de la distance entre deux points z et w de H, voir le chapitre 1 la

formule 1.5 :

d(z, w) = ln
[
|z − w̄|+ |z − w|
|z − w̄| − |z − w|

]
donne

f(t) := AB −AE = ln
[

1 + k2 +
√

1 + k4 + 2k2(1− 2t2)
2k(1 +

√
1− t2)

]
.

Nous avons :

f ′(t) = 1
t

[
1√

1− t2
− 1 + k2√

1 + k4 + 2k2(1− 2t2)

]
> 0 pour 0 < t < 1.
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Le minimum de f est atteient à t = 0 et est égal à ln(k2+1
2k ) = ln(cosh(q)). Par suite

AB −AE > ln(cosh(q)).

Nous montrons de la même manière que CB − CE > ln(cosh(q)). Et ainsi

AB +BC > AE + EC + 2 ln(cosh(q)) > AC + 2 ln(cosh(q)).

Puisque l’angle géométrique ÂBC est aigu alors le point E est entre les points A et C.

Du quadrilatère à trois angles droits EBFC nous obtenons voir le théorème 1.39 :

g(s) := cosh(q) =

√
1 + (sinh( ln2 ) cosh(s))2.

Nous avons :

g′(s) =
sinh2( ln2 ) sinh(s) cosh(s)√

1 + (sinh( ln2 ) cosh(s))2
> 0.

Le minimum de g est atteint à s = 0 et est égal à
√

1 + sinh2( lk2 ).

Finalement nous avons AB + BC − AC > ln(1 + sinh2( ln2 )) = ln(cosh(ln)) ≥ ln
2 et

puisque t2 − t1 = AB + BC et d(σ(t1), σ(t2)) = AC, nous avons ∆σ(t1, t2) = t2 − t1 −

d(σ(t1), σ(t2)) ≥ ln
2 .

2

2.2. 2 Surface cannelée sans ensemble hR-minimal

Les deux méthodes de construction d’une surface hyperbolique exposées à la section

3 du chapitre 2 sont légèrement différentes. La première méthode requiert d’un groupe

fuchsien Γ agissant sur H et ne dépend pas d’un choix d’un domaine fondamental de Γ.

Par contre, la deuxième méthode requiert simplement un polygone P avec un ensemble

d’applications appariantes et ne nécessite pas d’un groupe fuchsien Γ pour lequel P est un

polygone fondamental. Dans la suite nous combinons les deux méthodes de construction :

le polygone P est un domaine fondamental du groupe Γ et l’ensemble d’applications ap-

pariantes de P engendre le groupe Γ.

a) Brique de construction :

Commençons par la construction d’un pantalon de référence P1 de composantes à bord

α1, α et α2. Le pantalon P1 s’obtient à partir de deux hexagones hyperboliques à angles

droits H±1 isométriques construits sur la figure 5.3. On se place sur H et on construit deux

cercles Ck, k = 1, 2 disjoints de rayons rk et de centres xk = 3rk tels que 0 < x1 < x2 et

x1 − r1 > 0. Soient L l’axe des imaginaires de H et α̃1 la géodésique perpendiculaire à L

et C1 respectivement aux points z1 et z2. On pose d(z1, z2) = l1
2 . De la même manière on

désigne d’un côté par α̃ la géodésique perpendiculaire à C1 et C2 et de l’autre par α̃2 la
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géodésique perpendiculaire à C2 et L, voir la figure 5.3. On pose

d(z3, z4) = l2
2 avec z3 ∈ C1 et z4 ∈ C2,

d(z5, z6) = l3
2 avec z5 ∈ C2 et z6 ∈ L.

On obtient l’hexagone H+
1 de frontière L, α̃1, C1, α̃, C2 et α̃2. On pose H−1 = η

(
H+

1

)
où

η est la réflexion par rapport à l’axe des imaginaires L.

Soient η1 et η2 les réflexions respectives par rapports aux géodésiques C1 et C2. Posons

Figure 5.3 – Brique de construction

h1 = η ◦η2 et h2 = η ◦η2, nous avons P1 = Γ1\H où Γ1 =< h1, h2 >. Pour tout k = 1, 2, la

géodésique α̃k est l’axe de translation de l’isométrie hyperbolique hk. La projection sur P1

de l’axe α̃k est librement homotope au bord αk. Le cercle Ck de rayon et centre euclidiens

rk et xk = 3rk est le cercle isométrique de l’isométrie hyperbolique hk. Pour tout k = 1, 2,

l’isométrie hk s’écrit hk(z) = −ckz+c2
k−r

2
k

z−ck et la trace de hk en valeur absolue est égale à 6.

Par suite les isométries hk sont conjuguées à l’isométrie z 7→ 6z et donc l1 = l3.

Dans la suite nous désignerons les longueurs des composantes à bord α1, α et α2 du

pantalon P1 respectivement par l, l′ et l.

b) Construction d’une surface cannelée :

Construisons une surface cannelée, notée S0, en deux étapes :

– 1er étape : on recolle de la gauche vers la droite une infinité de pantalons hyperbo-

liques (Pn)n≥1 isométriques à P1 de composantes à bord (αn1 , αn, αn2 ) respectivement

isométriques aux composantes (α1, α, α2) de telle sorte que Pn ∩ Pn+1 est la géodé-
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sique fermée de longueur ln = l. Soit hn l’isométrie hyperbolique d’axe la géodésique

α̃n perpendulaire à l’axe des réels dont la projection sur S0 est librement homotope

à αn. Les géodésiques α̃n forment une suite emboitée, voir figure 5.4. On note Cn le

cercle isométrique de l’isométrie hn de rayon euclidien rn et centre xn = 3rn.

On obtient une surface hyperbolique géométriquement infinie, purement hyperbo-

lique avec un nombre infini dénombrable de bouts fini et un unique bout infini. Nous

noterons cette surface par F0 et nous l’appelerons la colonne vertébrale de la surface

S0.

– 2e étape : on bouche les trous de la surface F0 par des surfaces compactes. Plus pré-

cisément on recolle sur les bouts circulaires des pantalons Pn des surfaces compactes

à courbure −1 difféomorphes au tore privé d’un disque, voir figure 5.5.

Figure 5.4 – Colonne vertébrale de S0 et un relevé sur H

Figure 5.5 – Surface S0

c) Sur la géométrie de la surface cannelée S0 :

Rappelons d’abord qu’il existe un groupe fuchsien Γ tel que S0 = Γ\H, voir le théorème

2.9. Par construction la surface S0 obtenue n’a ni entonnoir, ni cusp donc par définition

du coeur convexe N(Γ) = N(S0) = S0, voir la sous-section 3.1 du chapitre 2, et par suite

Λ = ∂H c’est-à-dire la surface S0 est de première espèce. Cette surface possède un unique

bout infini.

Nous pouvons définir sur la surface S0 une face de devant et de derrière. Soit β la géo-

désique qui suit la partie inférieure des pantalons Pn. Posons M =
⋃
n≥0(β′n ∪ βn”) et

considèrons la symétrie naturelle h qui à chaque point d’un des hexagones H±n du pantalon

Pn associe le point correspondant sur l’autre hexagone opposé, voir figure 5.5. L’ensemble

des points fixes de la symétrie h est FixF0(h) = β ∪M et h permet de définir une face de
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devant et de derrière de la surface cannelée F0 : les fermetures des composantes connexes

de F0 − FixF0(h).

d) Rayons quasi-minimisants de la surface cannelée S0 :

Analysons les rayons géodésiques quasi-minimisants qui vont vers le bout infini de la sur-

face S0. Nous commençons par rappeler sous forme de propositions quelques propriétés

des rayons géodésiques quasi-minimisants d’une surface cannalée quelconque en particulier

de la surface S0. Pour les démonstrations de ces propositions nous renvoyons à [29].

Proposition 5.22. (voir [29], Lemme 2.1 et Théorème 2.1)

Le rayon géodésique β est un rayon minimisant. En plus tout rayon minimisant qui va

vers l’unique bout infini de S0 est asymptotique à β.

Proposition 5.23. (voir [29], Théorème 3.2)

Soit σ : [0,+∞[→ S0 un rayon géodésique quasi-minimisant infini (qui va vers l’unique

bout infini de S0). Alors il existe N > 0, tel que pour tout n > N , σ rencontre αn

exactement en un seul point.

Proposition 5.24. (voir [29], Théorème 3.3)

Soit σ un rayon géodésique pré-minimisant ou rigide qui va vers l’unique bout infini de

S0. Alors il existe un rayon minimisant α de S0 tel que pour tout ε > 0 il existe Tε > 0

tel que pour tout t > Tε, σ(t) appartient au ε-voisinage de α.

Soit σ : [0,+∞) un rayon géodésique quasi-minimisant. Notons par tn−1 le temps

d’entrée pour la première fois de σ dans le pantalon Pn et tn le temps de sortie pour

la dernière fois de σ du pantalon Pn. Soit {Pnk}k∈K⊂N est la famille des pantalons sur

lesquelles le rayon σ tourne éventuellement. D’aprés la proposition 5.21 nous avons pour

tout n ∈ N :

∆σ = (tn − tn−1)− d(σ(tn), σ(tn−1)) ≤ l

2 .

Ce qui implique que

∆σ = t− d(σ(0), σ(t)) ≤
∑

k∈K⊂N

l

2 .

Il résulte des propositions ci-dessus que si σ est un rayon géodésique quasi-minimisant qui

va vers l’unique bout infini de S0 alors il existe un temps t0 à partir duquel la géodésique

reste dans la colonne vertébrale F0 de la surface S0 et ne traverse pas les cols des pantalons

Pn. Ainsi sur la surface S0 les trois catégories de rayons géodésiques quasi-minimisants de

la définition 5.19, si elles existent sur S0, peuvent être identifiées selon le nombre de fois

dont ils tournent sur les pantalons Pn :

– ceux qui ne tournent sur aucun pantalon, ce sont les rayons géodésiques minimisants

de S0,
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– ceux qui tournent sur un nombre fini de pantalons, ce sont les rayons géodésiques

pré-minimisants et

– ceux qui tournent sur une infinité de pantalons, ce sont les rayons géodésiques rigides.

e) L’inexistence d’ensembles hR-minimaux sur T 1S0 :

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.25. Le flot horocyclique hR sur le fibré unitaire tangent T 1S0 n’admet pas

d’ensemble minimal.

La démonstration de la proposition 5.25 fait intervenir les trois lemmes suivants.

Lemme 5.26. Tout rayon géodésique quasi-minimisant σ de S0 est soit minimisant ou

pré-minimisant (ie non-rigide).

Démonstration :

Soient σ un rayon quasi-minimisant de S0 et {Pkj}j∈J⊂N la famille des pantalons de S0 sur

lesquelles tourne le rayon σ. D’aprés la proposition 5.21 lorsque σ tourne sur Pkj il perd un

temps au moins égal à
lkj
2 = l

2 , nous avons donc ∆σ(t) = t− d(σ(t), σ(0)) ≥
∑
j∈J(

lkj
2 ) =∑

j∈J( l2). La partie J de N est fini sinon ∆σ(t) serait non-bornée ce qui est impossible car

σ est quasi-minimisant. Autrement dit le rayon σ est pré-minimisant ou minimisant.

2

Considèrons le rayon minimisant β, la géodésique qui suit la partie inférieure des pantalons

de S0 et montrons que tous les rayons géodésiques infinis quasi-minimisants de S0 sont

asymptotes.

Lemme 5.27. Tout rayon géodésique infini quasi-minimisant σ de S0 est asymptote à β.

Démonstration :

Puisque d’aprés le lemme 5.26 tout rayon quasi-minimisant est minimisant ou pré-minisant

c’est-à-dire minimisant à partir d’un certain temps t0 nous pouvons supposer, quitte à

changer l’origine du rayon, que le rayon σ est minimisant. Dans ce cas, puisque σ ne

tourne plus et va vers l’unique bout infini de S0 alors il ne coupe pas les bords β′n et βn”

des pantalons Pn. Un relevé σ̃ d’un tel rayon est un rayon géodésique de H qui ne coupent

que les axes α̃n. Donc σ̃ a pour extrémité ∞. Par suite β et σ sont asymptotes.

2

Enonçons notre dernier lemme qui donne la nature des extrémités des relevés des rayons

quasi-minimisants.
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Lemme 5.28. L’extrémité β̃(+∞) d’un relevé du rayon β est un point limite irrégulier.

Démonstration :

Soient Γ le groupe fuchsien tel que S0 = Γ\H et hn l’isométrie hyperbolique d’axe la

géodésique α̃n perpendulaire à l’axe des réels dont la projection sur S0 = Γ\H est librement

homotope à αn. Notons d’abord que les centres xn des cercles Cn tendent vers l’infini donc

∞ = β̃(+∞) appartient à l’ensemble limite Λ de Γ. Le groupe Γ′ =< hn > est un

sous-groupe fuchsien de paires de demi-cercles du groupe Γ (voir sous-section 2.1). Soit le

domaine de Dirichlet de Γ′ centré en i, Di(Γ′) =
⋂
n∈ZEn, où En = {z ∈ H / |z−xn| ≤ rn},

voir la proposition 5.12. Par construction de S0 l’axe des imaginaire est un relevé de β

sur H. Donc ∞ = β̃(+∞) ∈ ∂Di(Γ′) ∩ Λ′ où Λ′ ⊂ Λ est l’ensemble limite de Γ′. Par suite

d’aprés le corollaire 3.24 le point β̃(+∞) ne peut être un point limite horocyclique. Puisque

S0 est purement hyperbolique alors β̃(+∞) 6∈ Λp. Par ailleurs limn→+∞(Im(hn(i)) =

limn→+∞( rnxn )2 = 1
9 > 0. Et donc β̃(+∞) 6∈ Λd. D’où d’aprés la classification, du chapitre

3, des points limites d’un groupe fuchsien non-élémentaire β̃(+∞) ∈ Λirr.

2

Démonstration de la proposition 5.25 :

Nous avons d’un côté le lemme 5.27 qui dit que tous les rayons quasi-minimisants sont

asymptotes. Autrement dit d’aprés le théorème 5.20 tous les points limites non-horocycliques

forment une seule orbite sous l’action de Γ. Et de l’autre côté le lemme 5.28 qui dit qu’un

représentant β̃(+∞) de cette classe est un point limite irrégulier. Donc ∂H\Λh = Γ.β̃(+∞)

avec β̃(+∞) ∈ Λirr. D’où d’aprés le corollaire 5.9 le flot horocyclique sur T 1S0 n’admet

pas d’ensemble hR-minimal.

2

De la même manière que la sous-section précédente nous pouvons classifier toutes les

orbites horocycliques. Il existe π(u0) ∈ T 1S tel que

– si π(u) ∈ T 1S \ gRhR(π(u0)) alors hR(π(u)) = Ωh,

– sinon hR(π(u)) n’est pas fermée et son adhérence hR(π(u)) ⊂ gRhR(π(u0)).

2.3 Exemple de surface hyperbolique avec un nombre infini dénom-
brable d’orbites irrégulières

Cet exemple sert à démontrer le théorème suivant.

Théorème 5.29. Il existe un groupe fuchsien Γ de première espèce dont le flot horocy-

clique hR sur T 1S n’admet pas d’ensemble hR-minimal. En plus T 1S contient une infinité

dénombrable de classes d’orbites irrégulières.
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Construisons une surface, noté S avec un nombre infini dénombrable de bouts infini

en trois étapes :

– 1er étape : on reprend la colonne vertébrale F0 de la surface S0 puis on recolle à sa

droite une surface compacte à courbure −1 difféomorphe au tore privé d’un disque.

– 2e étape : on prend une infinité de copies de la surface F0. Notons cette famille de

copies par {Fn}n∈N∗ = {(Pnk )} où les Pnk sont les pantalons recollés de la surface

Fn. Puis on recolle sur les bouts circulaires supérieurs des pantalons Pnk des surfaces

compactes à courbure −1 difféomorphes au tore privé d’un disque. On obtient une

infinité de surfaces, notées Sn, voir la figure 5.6.

– 3e étape : on recolle les surfaces Sn sur les bouts circulaires supérieurs des pantalons

Pn de la surface F0, voir la figure 5.6.

Figure 5.6 – Surface avec un nombre infini dénombrable de bouts infinis

La surface S obtenue est géométriquement infinie, de première espèce, purement hyper-

bolique avec un nombre infini dénombrable de bouts infinis (En)n∈N.

Lemme 5.30. Soit σ : [0,+∞) → S un rayon géodésique. Si le rayon σ séjourne dans

un pantalon Pnk de la surface S tout en rencontrant toutes les composantes à bord de ce

pantalon alors il perd un temps au moins égal à une constante M .

Démonstration :

Puisque chaque pantalon Pnk est isométrique au pantalon P1 de référence, voir la sous-
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section 2.2. 2 précédente, alors le pantalon Pnk est déterminé par le triplet (l, l′, l) qui

sont les longueurs de ses composantes à bord. D’aprés les formules trigonométriques du

théorème 1.40 du chapitre 1, nous avons

cosh a3 = sinh a1 sinh a2 cosh b3 − cosh a1 cosh a2

Ici a1 = a3 = l, a2 = l′. Les longueurs des coutures de Pnk sont b1, b2 et b3. Nous avons

alors

cosh b3 = cosh l
sinh l ×

1 + cosh l′

sinh l′ .

Ce qui implique que

b3 = ln
[

cosh l
sinh l ×

1 + cosh l′

sinh l′ +

√√√√√1 +
(

cosh l
sinh l ×

1 + cosh l′
sinh l′

)2]
.

Désignons par t1 le temps d’entrée de σ pour la première fois dans Pnk et t2 le temps de

sortie de σ pour la dernière fois de Pnk . Nous avons

∆σ(t)|Pn
k

= (t2 − t1)− d(σ(t1), σ(t2)) ≥ b3 + b2.

Puisque ici b2 = b3, on pose M = 2b2, d’où

∆σ(t)|Pn
k
≥M.

2

Proposition 5.31. Soit σ : [0,+∞) → S un rayon géodésique quasi-minimisant qui

traverse un bout infini de la surface S. Ils existent un entier n0 ∈ N∗ et un temps tn0 tels

que pour t ≥ tn0, σ(t) appartienne à la "colonne vertébrale" Fn0 et traverse le bout infini

correspondant En0.

Démonstration :

Considèrons la famille {Fk}k∈K des "colonnes vertébrales" visitées par le rayon géodésique

σ avant de ressortir. Lorsque σ entre dans Fk et ressort alors il perd un temps au moins

égal à la constante M d’aprés le lemme 5.30. Puisque
∑
k∈KM ≤ ∆σ(t) < ∞ alors la

famille {Fk}k∈K des "colonnes vertébrales" visitées par le rayon géodésique σ est finie. Et

alors à partir d’un temps tn0 le rayon σ reste dans une seule "colonne vertébrale" Fn0 .

2

Passons maintenant à la démonstration du théorème 5.29.
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Démonstration du théorème 5.29 : D’aprés la proposition 5.31 à partir d’un temps tn
une géodésique quasi-minimisant qui va vers un bout infini En de la surface S reste dans la

"colonne vertibrale" correspondante Fn. On sait d’aprés la sous-section 2.2. 2 précédente

que chaque bout infini En correspond à une seule classe de rayons géodésiques quasi-

minimisants asymptotes qui à son tour correspond à une unique classe de points limites

irréguliers Γ.ξn. Nous avons donc ∂H = Λh ∪ (∪n∈NΓ.ξn) avec ξn ∈ Λirr. D’où d’aprés

la section 3 le fibré unitaire tangent T 1S n’admet que des orbites denses et une infinité

dénombrable d’orbites irrégulières. Le reste du théorème découle du corollaire 5.9.

2
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Conclusions et Perspectives

La dynamique topologique du flot horocyclique sur une surface géométriquement infinie

est différente de celle sur une surface géométriquement finie. Dans le premier cas l’exis-

tence d’ensemble hR-minimaux n’est pas garantie. Dans cette thèse nous avons montré que

l’adhérence d’une orbite irrégulière n’est pas hR-minimal lorsque l’ensemble non-errant Ωh

admet un nombre dénombrable de classes d’orbites irrégulières et n’admet pas d’orbites

fermées. La topologie d’une trajectoire irrégulière semble être compliquée. Sur les diffé-

rentes familles de surfaces hyperboliques géométriquement infinies construites à la section

2 du chapitre 5, l’adhérence hR(π(v)) d’une orbite horocyclique est soit dense dans Ωh,

soit incluse dans l’image de hR(π(v)) par le flot géodésique gR. Peut-on décrire dans le cas

général, l’adhérence des orbites irrégulières ?

Se pose également la question des propriétés métriques du flot horocyclique dans les

exemples que nous avons construits. Les premiers travaux dans cet esprit montrent que le

flot hR est minimal si et seulement si il est uniquement ergodique, voir [26], [51]. Soient µ

une mesure σ-finie et l’espace mesuré (T 1S = Γ\T 1D, µ). Rappelons que le flot hR est dit

ergodique si pour tout ensemble A mesurable, hR-invariant de T 1S, nous avons µ(A) = 0

ou µ(T 1S \ A) = 0. Le flot hR est dit uniquement ergodique lorsqu’il est ergodique par

rapport à une unique mesure µ. Les mesures ergodques invariantes par hR sont connues

lorsque la surface est géométriquement finie. H. Furstenberg a montré que si la surface est

compacte alors il existe une unique mesure de probabilité invariante par le flot horocy-

clique et elle est proportionnelle à la mesure de Liouville du flot géodésique, voir [26]. S.

G. Dani dans [21] a établi que si la surface est de volume fini alors une mesure invariante

ergodique par le flot horocyclique est soit proportionnelle à la mesure de Liouville ou ad-

met pour support une orbite périodique. En volume infini il n’existe pas de mesure non

triviale finie invariante par hR sauf celles de supports les orbites périodiques. Néanmoins il

existe des mesures de Radon Γ-invariantes. Burger et Roblin ont montré que si la surface

est géométriquement finie et de volume infini alors les mesures de Radon invariantes par

le flot horocyclique sont soit proportionnelles à la mesure de Bowen-Margulis, soit sont les

mesures infinies de support les orbites horocycliques errantes, soit sont les mesures finies

de support les orbites périodiques, voir [13].
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Lorsque Γ est géométriquement infini la situation est plus complexe. Sans autre hypothèse

sur la surface à notre connaissance les seuls travaux sont ceux de Starkov et de Kaimano-

vich, voir [53] et [36]. Leur résultat principal est la démonstration, par Kaimanovich, de la

conjecture de Starkov à savoir : l’érgodicité du flot horocyclique par rapport à la mesure

de Liouville est équivalente à celle de l’action sur le bord du groupe fuchsien associé. La

plupart des résultats connus dans le cadre géométriquement infini sont établis lorsque Γ

est de première espèce et lorsque la surface possède des propriétés géométriques particu-

lières. Dans ce dernier cadre Babillot et Ledrappier ont classifié les mesures ergodiques

invariantes par le flot horocyclique sur les revêtements abéliens de surfaces compactes,

voir [5]. Dans la lignée des travaux de Sullivan, Babillot, en obervant l’abondance des

mesures de Radon invariantes ergodiques par le flot horocyclique et l’abondance des fonc-

tions propres positives de l’opérateur de Laplace-Beltrami de la surface hyperbolique S,

a suggéré un programme d’étude des mesures de Radon invariantes ergodiques par le flot

horocyclique, voir [4]. Plus précisément elle propose une méthode permettant de déduire

les mesures de Radon invariantes à partir des fonctions propres positives de l’opérateur

de Laplace-Beltrami de S, voir [4]. De telles mesures non proportionnelles aux mesures

induites par les orbites fermées sont quasi-invariantes par le flot géodésique. On dira que

ces mesures vérifient la propriété de Babillot. Plus tard O. Sarig dans [52] a montré la

correspondance de Babillot dans le cas de certaines surfaces géométriquement infinies de

première espèce qu’il nomme weakly tame surfaces.

Une autre question est de savoir si le théorème 5.5 se généralise en dimension supé-

rieure, en particulier lorsque l’on considère l’espace hyperbolique H3 = {(z, t) : z ∈ C, t >

0} ? Cet espace est une variété riemannienne, connexe, simplement connexe, complète

dont la courbure sectionnelle est égale à −1. Une telle variété (H3, d) est naturellement

munie d’un bord géométrique ∂H3 = C ∪ {∞}. La classification des isométries de H3 qui

conservent l’orientation des angles subsiste, voir [44]. La notion de groupe fuchsien Γ est

remplacée par celle de groupe Kleinien, définie de la même manière, comme étant un sous-

groupe discret du groupe Isom+(H3) ' PSL(2,C) des isométries de H3 qui conservent

l’orientation. En revanche la notion de groupe discret de type fini ne coïncide plus avec

celle de géométriquement fini. Les définitions d’ensemble limite Λ de Γ et de ses différentes

classes données dans le chapitre 3 restent inchangées. La caractérisation de la finitude d’un

groupe discret par ses points limites reste également inchangée : un groupe kleinien Γ est

géométriquement fini si et seulement si tout point limite de Γ est soit horosphérique ou

parabolique borné, voir [12]. En revanche les différentes classes de Λ ne sont pas forcément

disjointes. Par exemple soit Γ le sous-groupe de PSL(2,C) engendré par la translation

t(z) = z + iN et le groupe de Schottky de type infini inclus dans PSL(2,R), construit à
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partir de demi-cercles de H2 dont les rayons tendent vers +∞. Pour N grand, Γ est un

groupe kleinien et le point ∞ appartient à l’ensemble limite de Γ et peut être à la fois

horosphérique et parabolique, voir [3].

Soit u = ((z, t), ~u) un élément du fibré unitaire tangent T 1H3, notons u+ l’extrémité

du rayon géodésique tangent à u en (z, t) et Ou+(z, t) l’horosphère centré en u+ pas-

sant par le point (z, t). La relation d’équivalence donnée par u ∼ u′ si et seulement si

Ou+(z, t) = Ou′+(z′, t′) définit sur T 1H3 un feuilletage F̃ . L’image de F̃ par la projection

π de T 1H3 sur T 1V = Γ\T 1H3, notée F est appelée feuilletage horosphérique. Elle rem-

place la notion de flot horocyclique en dimension 2. Il existe une approche de ce feuilletage

basée sur les repères de l’espace H3, voir [24]. Lorsque le groupe kleinien Γ est géomé-

triquement fini, ce point de vue a permis à Ferte dans [24] d’établir des correspondances

entre la topologie des feuilles de F et la nature des points limites de Γ.

Dans l’optique de généraliser le théorème 5.5 et de construire des familles explicites de

groupes kleiniens comme dans la section 2 du chapitre 5, il peut être utile de regarder

ce point de vue des repères afin d’établir une correspondance entre la nature des points

de l’ensemble limite d’un groupe kleinien géométriquement infini et le comportement des

feuilles de F .
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