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Résumé

L’objet de cette these est la modélisation des systemes de pécheries avec prix variable. Dans
la premiere partie de la these nous proposons un modele de pécheries constitués de contraintes
sur des inconnues définissant la densité de poissons et 'effort de péche sur les différents sites
et la densité sur le stock libre. La position des sites associés a des DCPS est déterminé en
optimisant une fonctionnelle. Le modeéle est formulé par la maximisation du bénéfice et la mini-
misation de la fonctionnelle. L’approche du controle optimal est alors établie apres avoir discuté
de la controlabilité locale autour des points d’équilibre. La partie qui suit est consacrée tout
d’abord au méme modele de pécherie multi-site mais avec un prix variable motivé par la théorie
économique classique qui considere le prix comme fonction de la différence entre la demande
D(p), qui est supposée étre une fonction linéaire monotone et décroissante du prix, et loffre .
En supposant que la variation du prix est rapide par rapport aux autres processus en jeu, nous
réduisons ce systeme par la méthode d’agrégation des variables. Nous pouvons ensuite définir
une stratégie basée sur le nombre de DCPs nous permettant de passer d’un équilibre de surex-
ploitation & un équilibre de pécherie durable. Par la suite, nous avons généralisé ce modele au
cas ou une partie des poissons peut étre stockée avant d’étre vendue et au cas ou les poissons
sont structurés en classes d’age. Nos résultats ont montré que dans ces deux cas, nous obtenons

des résultats similaires avec notamment la méme équation du prix d’équilibre du marché.

Mots clés : Systemes dynamiques, pécherie multi-site , prix variable, capture optimale,
optimisation, méthode d’agrégation, équilibre, stabilité, controlabilité, simulations numériques,

Equation du Prix du Marché, fonction demande, surexploitation / pécherie durable.
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Chapitre 1

Introduction générale

La péche a été longtemps considérée comme étant une activité pérenne malgré la pression de
péche tres forte dans les dernieres années. En raison de la baisse drastique des captures et de
I’extinction notée de certaines especes, il est aujourd’hui prouvé que les ressources halieutiques
ne sont pas inépuisables [31]. Face a cette situation, il est urgent pour les décideurs politiques et
économiques de se doter de moyens scientifiques d’estimation et de controle de la ressource afin
d’assurer une gestion pérenne de la péche dans le temps et dans I'espace. La compréhension de
la dynamique des principales especes péchées constitue un préalable indispensable & une bonne

gestion des ressources halieutiques.

Notre approche conceptuelle

Les stocks de poissons commencent & s’épuiser et a ne plus pouvoir fournir la quantité
de poissons exigée par ’homme. L’aquaculture prend le relais des ressources naturelles mais
il est intéressant de savoir comment protéger au mieux les stocks. Ainsi, il apparalt qu’il est
important de connaitre la dynamique de la population des poissons exploités afin de savoir
quelle stratégie de péche adopter. Les modeéles de dynamique des populations de poissons ex-
ploitées, lorsqu’ils existent, sont des outils d’aide performants pour la gestion des ressources
halieutiques. Ces modeles sont pour la plupart congus dans le cadre d’une grande collabora-
tion entre mathématiciens, biologistes et économistes. Les modeles qui existent dans la
littérature ne prétendent pas décrire de fagon exacte la dynamique d’une population de pois-
sons, ils donnent une représentation formelle d’une partie de la réalité sur la dynamique de la
population de certaines especes péchées. A travers ces modeles et en usant d’outils bien connus
de théorie du contréle, nous pouvons dans certains cas prétendre a 1’étude de ’estimation et
du comportement de la taille des stocks de poissons. La modélisation mathématique des res-
sources renouvelables a recu beaucoup d’attention depuis de nombreuses années. L’originalité

des modeles bio-économique est de prendre en compte aussi bien les aspects biologiques qu’
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économiques. Nous nous référons a deux livres classiques et récents [17, ?].

Dans la plupart des modeles mathématiques, en général une fonction logistique , une premiere
équation décrit 1’évolution dans le temps de la ressource, suivant une croissance logistique de
plus en plus utilisée. La capture est le plus souvent représentée par une fonction de Schaefer [65].
Un concept clé en bio-économie concerne le rendement maximal durable (RMD) plus connu sous
le nom de (MSY = Maximum Sustainable Yield), qui correspond & la capture maximale d’une
pécherie pendant une période indéterminée. Ensuite, une seconde équation est parfois ajouté
pour décrire la variation dans le temps de l'effort de péche ou plus généralement (dans le cas
d’une autre ressource de poissons), le nombre d’entreprises (supposée homogene) impliqués dans
I’exploitation de la ressource a temps différents [0, 67, 13]. De nombreux modeles mathématiques
de péche considerent un prix de marché constant de la ressource. Cependant, certains auteurs
ont supposé que le prix peut dépendre de certaines variables telles que la densité de ressources,
ou leffort de péche [13]. Dans D'article [7], une troisieme équation a méme été ajoutée afin de
tenir compte de la variation temporelle du prix en fonction de la demande et de I'offre.

Il est également crucial de prendre en compte la dimension spatiale des pécheries dans les
modeles de péche multi-sites. En effet, I’environnement est en général hétérogene avec différents
sites de péche connectés entre eux par des migrations. La péche est donc considérée comme un
réseau de parcelles reliées par la migration [59]. La population de poissons est parfois représentée
comme une métapopulation dans la mer [38] en se concentrant dans les processus d’extinction
locales a différentes échelles. Les patchs peuvent correspondre a différentes zones de péche ainsi
que les aires marines protégées (AMP), des habitats artificiels / récifs. Nous allons en particulier
nous concentrer ici sur les sites artificiels appelés dispositifs de concentration de poissons (DCP)
ou encore Habitats artificiels (HA) [36, 41].

La raison pour laquelle les poissons se regroupent autour de ces dispositifs n’est pas encore
clairement établi. Aujourd’hui, 'utilisation des DCP largement répandue, en particulier 1'utili-
sation des DCP industriels de grande envergure mais souvent sans aucune réglementation [25].
Plus de la moitié des captures de thons tropicaux dans le monde sont faits autour des DCPs [24].
Les thons ou les gros poissons pélagiques se déplacent rapidement et sont attirés par des DCPs
[30], ou ils restent pendant un temps relativement court, de quelques jours [51, 19] et ensuite
retournent en haute mer pour rejoindre les bancs de poissons. De plus, selon larticle [19] les
poissons quittent souvent un DCP donné avant d’aller a un autre ou retourner en haute mer.

La compréhension de 'effet des DCPs sur les stocks de poissons , de la capture est un aspect
clé pour 'amélioration de gestion de la péche. Nous présentons un modele bioéconomique de
la pécherie qui considere explicitement les effets des DCPs et qui décrit la variation dans le
temps des stocks de poissons et de l'effort de péche en couplant les deux aspects précédents,
c’est a dire la variation des prix de la ressource selon la demande et 'offre, et un environnement
hétérogene , représenté comme un ensemble des sites reliés par migrations. Notre approche se

concentre particulierement sur I’effet du nombre de DCP sur la dynamique de la péche ainsi que
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sur le passage d’une pécherie sur-exploitée avec des risques élevées d’extinction de la ressource
a une pécherie correspondant a une économie de développement durable. Nous montrons que la
variation du nombre de sites, par exemple des DCP, permet de passer d’un équilibre de péche de
sur-exploitation a un équilibre de pécherie de développement durable tout en augmentant la cap-
ture totale. Dans beaucoup de pays en développement, différents types de pécheries constituent
le paysage de I'activité halieutique : les pécheries artisanales ou traditionnelles locales cotoient
quotidiennement les pécheries industrielles nationales ou étrangeres. Cette cohabitation, dont
on releve souvent le caractere conflictuel, implique de nombreux enjeux socio-économiques et

environnementaux.

Cette these est organisée en trois chapitres comme il suit :

Le chapitre 1, présente les principales notions et les résultats utilisés au cours de cette these.
Les résultats que nous avons tenus a rappeler sont tres bien connus et nous avons volontairement
omis la preuve de certains d’entre eux. Néanmoins nous avons indiqué des références pour les

lecteurs qui souhaiteraient se faire une idée de la démonstration de certains résultats énoncés.

Au chapitre 2, nous présentons un modele de pécherie multi-site décrivant la dynamique
d’une population de poissons soumise a un prélevement par péche sur des dispositifs de concen-
tration des poissons(DCP). L’objectif de ce modele est de voir 'importance de la disposition des
DCPs sur la dynamique de la péche, de la stabilité d’une population et de voir s’il est possible de
controler le systeme afin de ’amener a un état désiré par la théorie du controle optimal ainsi que
de gérer I’exploitation pour éviter une extinction totale de la population. Les travaux efféctués

dans cette partie vont faire ’objet d’une soumission pour publication

Le chapitre 3 est divisé en deux parties .

Nous abordons en premier lieu la question de I’estimation de la taille du stock pour des popu-
lations de poissons et de l'effort de péche dont la dynamique est décrite par le modele donné
au chapitre 2. Ce probleme a été déja abordé dans [8] avec un prix variable et une fonction
demande de la forme D(p) = A — p. Nous considérons une généralisation de cette fonction de-
mande D(p) = A — vp.

Nous utilisons la méthode d’aggrégation des variables nous permettant de démontrer qu’il existe
aussi bien un équilibre de surexploitation qu’un équilibre de pécherie durable, et qu’il est pos-
sible de définir une stratégie basée sur le nombre de DCPs pour passer d’un état correspondant
a la surexploitation & un autre de pécherie durable. Les travaux efféctués dans cette partie ont

fait 'objet d’une publication [15]
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Dans la deuxieme partie, nous avons appliqué notre modele de péche classique sans échelle
de temps avec prix variable a un ensemble de cas, comme le cas d’une population exploitée
structurée en classes d’age ou encore le cas d’une pécherie avec stockage de la ressource. Nos
résultats montrent que ’Equation du Prix du Marché ou MPE en anglais obtenue peut étre
généralisée a différents types de modeles de péche présentant les mémes dynamiques qualitatives
aussi bien d’équilibre que de stabilité. Les travaux réalisés dans cette deuxieme partie ont aussi

fait 'objet d’une publication[16].



Chapitre 2

Outils Mathématiques

Fondamentaux

2.1 Dynamique des populations

La dynamique des populations s’intéresse au développement numérique de toutes les popu-

lations d’étres vivants, et plus particuliérement de celles des animaux sexués. Les répartitions
de poids, la composition par age des individus, I’environnement, la biologie des groupes, et les
processus qui influent sur ces changements font également partie de son champ d’étude. Ces
études ont pour but, outre de prévoir les accroissements ou diminutions des populations, de
comprendre les influences environnementales sur les effectifs des populations. Des études sur ces
sujets sont incontournables par exemple pour la gestion de la péche, la gestion cynégétique, le
management des zones protégées, le controle des populations d’animaux dits nuisibles... La dy-
namique des populations tente de comprendre les facteurs responsables des variations d’effectifs
au sein d’une population. Les stocks de poissons commencent a s’épuiser et a ne plus pouvoir
fournir la quantité de poissons exigée par ’homme.
L’article [25] nous dit que nul n’ignore que les récifs artificiels ont été utilisés de tout temps dans
de nombreuses régions du monde. Il est par exemple établi qu’ils étaient présents il y a environ
trois mille ans en mer Méditerranée, ou les pierres servant a lester les cages a filet utilisées pour
la péche au thon (thonaires) étaient abandonnées et, avec le temps, s’accumulaient et formaient
des sites attirant les poissons(Riggio et al., 2000).

Les définitions du récif artificiel différent selon les pays et les régions. Pour favoriser une
interprétation commune du terme, la définition ci-apres a été adoptée, et a titre de référence :
“Un récif artificiel est une structure immergée, construite ou placée délibérément sur le fond

marin dans le but d’imiter certaines fonctions d’un récif naturel destinées a protéger, régénérer,

16
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concentrer et/ou valoriser les peuplements de ressources marines vivantes”. Les objectifs d’un
récif artificiel peuvent également étre de protéger, restaurer et régénérer des habitats aquatiques,
mais aussi permettre d’augmenter la biomasse, et donc la disponibilité, d’especes de pois-
sons commerciales, en valorisant leur survie, leur croissance et leur reproduction. Il faut pour
cela accroitre leur(s) habitat(s) préféré(s), notamment les frayeres, les zones de nourrissage, les
caches et les lieux de repos, en tenant compte des besoins aussi bien des adultes que des juvéniles.

Les récifs peuvent étre congus pour accueillir plusieurs espeéces (en comportant des niches de
formes et de tailles diverses) ou ils peuvent étre destinés & une espece particuliere et adaptés a
I’habitat requis par 1’espece ciblée.

Les récifs artificiels peuvent aussi étre utilisés pour concentrer certains poissons dans un
endroit particulier. Toutefois, ces récifs dits d’attraction jouent le role de pieges a poissons, ce
qui en facilite la prise par les pécheurs.

De tels récifs d’attraction sont couramment utilisés a des fins récréatives mais jouent également

un role important dans la péche artisanale, dans la mesure ou :

1. la connaissance des lieux de récolte contribue & la sécurité de la récolte;

2. les lieux proches de la cote renforcent la sécurité des pécheurs utilisant de petites embar-

cations.

Les récifs artificiels sont destinés a subvenir aux besoins des communautés biologiques ou
a les protéger. Il est donc important de bien cerner la biologie et 1’écologie existantes du site
Proposeé.

La connaissance des activités de péche existant dans la zone déterminera le niveau d’exploi-
tation des ressources et donc la valeur de la mise en place d’un récif dans cette zone. Elle aidera
aussi a décider du nombre de structures ou de la taille du récif. Avant d’implanter un récif de

valorisation de la péche, il importe donc de disposer de données concernant :

1. la flottille;
2. le lieu et l1état de la zone de péche;

3. les principales techniques de péche utilisées;

Les structures utilisées dans ce but comprennent une variété de modeles et peuvent étre
construites en plusieurs matériaux différents, selon I'habitat requis. Les récifs peuvent étre congus
pour accueillir plusieurs especes (en comportant des niches de formes et de tailles diverses) ou
ils peuvent étre destinés a une espece particuliere et adaptés a ’habitat requis par 'espece
ciblée. Parmi les divers modeles possibles, figurent des structures cellulaires ou alvéolaires, des

structures mixtes, a matrice ou en treillis.
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FIGURE 2.1 — Modeles de récifs artificiels destinés a fournir un habitat aux organismes marins

FIGURE 2.2 — Modules utilisés pour la restauration de récifs coralliens, mis en place par des

plongeurs (& gauche), et apres environ 70 jours (& droite).

FI1GURE 2.3 — Modeles de Dispositif de Concentration des Poissons.
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2.2 Systemes dynamiques

Nous allons essayer de définir ce qu’on appelle un systeme dynamique en nous reportant
aux ouvrages traitant du sujet. La définition la plus simple qu’on puisse trouver est : <Par
systeme dynamique, il faut entendre tout systeéme, quelle que soit sa nature qui évolue au
cours du temps> ou encore la définition suivante : < Un systeme dynamique consiste en un
ensemble d’états possibles et d’une regle qui détermine ’état actuel du systeme en fonction de
ses états passés >. Le but principal de la théorie des systémes dynamiques est de comprendre
le comportement final ou asymptotique des variables du modele lorsque le processus dynamique

est décrit par une équation différentielle.

Définition 2.2.1. (Cas linéaire) Une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) scalaire est une
équation mettant en jeu une fonction x(t) : I C R — R ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre
m>1,
F(t,x,a' 2", ,a:(m)) =0,
ol x(m)) représente la dérivée d’ordre m de x par rapport a t et F' est une fonction suffisam-
ment réguliere de I x R™ dans R. L’ordre d’'une EDO est défini comme le plus grand ordre de
dérivation présent dans I’équation, c’est a dire m. La variable t représente en général le temps

dans des équations qui modélisent un processus d’évolution en temps.

2.2.1 Etude des systéemes dynamiques linéaires

Une équation différentielle est une équation qui contient la dérivée d’une ou de plusieurs
fonctions dépendant d’une ou de plusieurs variables indépendantes. Si I’équation ne contient
que des dérivées par rapport a une seule variable indépendante, ’équation est appelée équation
différentielle ordinaire (EDQO). Pour un exposé complet sur les systémes linéaires, nous renvoyons

a [31]. Considérons le systeéme linéaire
& = Ax(t), (2.1)

avec x(t) € R" et A une matrice n x n a coefficients constants.

2.2.1.1 L’exponentielle d’une matrice

La matrice dépendant du temps exp(tA) est définie par la série absolument convergente de
terme général et de somme :
(o]
exp(tA) =T +tA + t;A2+~~-+ ]:k!Ak :Z’“LI;“?,
k=0
ou I est la matrice identité. On appelle ¢ — exp(tA) 'exponentielle de la matrice A. Quel
que soit zp € R™, I'unique solution z(t) du probleme de Cauchy & = Ax(t), (0) = zp s’exprime
sous la forme

x(t) = exp(tA)xy.
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2.2.1.2 Forme de Jordan et calcul de I’exponentielle

Le calcul de 'exponentielle de matrice exp(tA) peut étre simplifié en faisant intervenir une
transformation P inversible qui diagonalise A, lorsque c¢’est possible, ou qui transforme A en une
matrice diagonale par blocs, dite matrice de Jordan (voir par exemple [31]). Le résultat suivant

précise les notations.

Théoréme 2.2.1. Soit A une matrice n X n dont le polynome caractéristique scindé sur C

s’écrit sous la forme
q

det(NIy — A) = [T(A = )%,
i=1
d; €tant l'ordre de multiplicité algébrique de \;.

Il existe une matrice inversible P (d coefficients complexes) telle que

A=Pljp
ot
Ji 0 0
S| o n
0 0 J,

2.2.1.3 Points d’équilibre et stabilité

Une question importante est de connaitre le comportement des trajectoires initialement
voisines de 1’équilibre et pour cela on définit la notion de stabilité d’un point d’équilibre. La
stabilité est un des aspects essentiels dans 1’étude des systéemes dynamiques linéaires et non-
linéaires. C’est un concept qui a donné lieu a différentes terminologies qui vont étre briévement
rappelées afin de préciser dans quelle acception le terme stabilité est utilisé dans cette these. Les
points fixes (points d’équilibres) jouent un role capital dans I’étude des systemes dynamiques.
Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un systéme dynamique a plusieurs
variables, il n’est pas nécessaire de calculer les solutions détaillées; il suffit en effet de connaitre
les points fixes (points d’équilibres) et leurs stabilité. Ce résultat de grande importance simpli-
fie considérablement ’étude des systéemes non-linéaires au voisinage de ces points. Alors pour
déterminer la stabilité d’un point équilibre, il faut étudier le comportement des solutions dans

un petit voisinage de celui-ci.

Définition 2.2.2. Soit le systéme d’équations différentielles © = f(x) ou f € CY(RY RY). on
dit que xo € R? est un équilibre si la fonction constante x(t) = xq est solution de & = f(x).
C’est a dire & = f(x,) = 0.

Pour tout point d’équilibre d’un systeme dynamique quelconque, il n’existe que trois types

de stabilité : la stabilité asymptotique, la stabilité neutre, ou I'instabilité.
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Définition 2.2.3. Un point d’équilibre (x*,y*) d’un systéme dynamique & = f(x) est dit neu-
tralement stable si pour tout voisinage V de (z*,y*), il existe un plus petit voisinage V! C V

de (z*,y*) tel que toute trajectoire traversant V' reste dans V lorsque t augmente.
Par exemple, les centres sont neutralement stables.

Définition 2.2.4. Un point d’équilibre (x*,y*) d’un systéme dynamique & = f(x) est dit
asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe un voisinage V de (x*,y*) tel que toute

trajectoire traversant V converge vers (x*,y*) lorsque t tend vers l'infini.

Par exemple, les foyers et les noeuds stables sont asymptotiquement stables.

La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque ¢t — oo soit le point
d’équilibre, tandis que la stabilité neutre impose seulement que les trajectoires restent dans un

voisinage du point d’ équilibre sans nécessairement tendre vers celui-ci.

Définition 2.2.5. Un point d’équilibre (x*,y*) d’un systéme dynamique & = f(x) qui n’est pas

stable est dit tnstable.

2.2.1.4 Classification topologique des points d’équilibre

On appelle v(p) le plus petit entier k tel que dim(Ker(A — A\, I)k) = mult(\y) out (mult(),)
étant la multiplicité de A\, dans le polynoéme caractéristique de A) et A est dite valeur propre de

A lorsque v(k) > 1.

Théoréme 2.2.2. Soit & = Ax un systéme linéaire ot A appartient & R4 ( matrice de taille
d*d) de valeurs propres distinctes A1, Aa, -+, A
— Lorigine O est un équilibre uniformément stable si et seulement si : Vi Re(\;) <0 et
il existe au moins un k tel que R.(A\g) < 0 pour les valeurs propres.
— L’origine O est un équilibre uniformément asymptotiquement stable si Vi Re(\;) <
—0 <0 et alors on aV t ||p(t,z0)|| < K||zo|le 7" avec K >0 et o > 0.
— Sl existe X tel que Re(\) > 0 alors 'origine O est instable.

Démonstration. (voir [16, 21, 2]) O

Théoréme 2.2.3. (CNS de stabilité asymptotique).

Soit le probléeme de Cauchy pour le systéme (2.1), x(0) = xy ou A est une matrice n X n et
zo € R™. Ce systeme posséde la propriété que lim;_, 2:(t) = 0 quel que soit xy (c’est a dire que
le point d’équilibre 0 est globalement asymptotiquement stable) si et seulement si toutes les

valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative.

Démonstration. Pour plus de détails voir [52] O
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On va donner une illustration du théoreme 2.2.2 par le cas ot d = 2 c’est a dire on considere

T = anx + ay, ailr a1
) avec A =
Y = a1 + a2y a1 Qa2

On suppose que A est inversible de sorte que 'origine O est le seul point d’équilibre. Les valeurs

le systeme suivant :

propres de la matrice A sont les valeurs A solutions de I’équation caractéristique :
det(A— X)) =0 1I: matrice identité

A2 —tr(A)X\ + det(A) =0 équation caractéristique

ou tr(A) = aj1 + ag est la trace de A, et det(A) = aj1az2 — ajzaz; son déterminant.

Le discriminant de 1’équation caractéristique est A = (tr(A))? — 4det(A).

e A posséde deux valeurs propres distinctes (A >0 ) : A\; et Ao
Soient €1 et €9 les vecteurs propres correspondant & A et Ao : toute solution est de la forme

)‘1%1 + a2€)‘2t{:‘2.

z(t) = are
1. A1 > 0 et Ay > 0. Le point d’équilibre & 'origine O du portrait de phase est appelé un
noeud ; toutes les trajectoires partant du point d’équilibre s’en éloignent, on a un noeud

instable.

2. A1 < 0 et Ay < 0. Quelle que soit la condition initiale, les trajectoires convergent vers le

point d’équilibre, on a un noeud stable.

3. Si A et Ay sont de signes opposés par exemple A1 > 0 et Ay < 0 alors l'origine O du

portrait de phase est ici un point selle.

e A posséde deux valeurs propres réelles identiques (A =0 ) : Ao
(i) Dans le cas ou A est diagonale
Si Ag > 0 on a une étoile instable et si A\g < 0 on a une étoile stable
(ii) Si A n’est pas diagonale
Si Ag > 0 lorigine est dans ce cas un noeud dégénéré instable. La droite a partir de laquelle
les trajectoires changent de direction est la droite le long de laquelle les vecteurs vitesse sont

verticaux et si A\g < 0 alors l'origine est un noeud dégénéré asymptotiquement stable.

e A posséde deux valeurs complexes conjuguées (A <0): A2 =a=xif
Dans le plan correpondant a ce cas de figure, les solutions correspondent a des spirales (sauf
pour a = 0 ), qui s’éloignent ou se rapprochent de (0,0) en fonction du signe de «, et dont le

sens de rotation est donné par le signe de 5.
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FIGURE 2.4 — Portraits de phases plans et linéaires lorsque les valeurs propres de A, A1 et Ag,
ont une partie imaginaire non nulle.
2.2.2 Etude des systéemes dynamiques non linéaires

On considere des systéemes d’EDO couplées non linéaires :
i=f(z) ,reS CR? (2.2)

ol f est une fonction non linéaire contintiment différentiable de R? dans R2.

Par rapport a ce que nous avons vu pour les systémes linéaires, il va falloir raisonner de maniere
locale au voisinage des points d’équilibre (méthode de linéarisation), et nous verrons que le
portrait de phase global n’est pas toujours une réplique exacte du portrait de phase local au

voisinage des points d’équilibre.
D’une manieére générale, un systéme dynamique non linéaire peut s’écrire sous la forme :
& = partie linéaire + partie non linéaire (F)

2.2.2.1 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

Considérons un systeme dynamique général écrit sous la forme suivante

T = f(xvya Z)
Y= g(SU,y,Z)
z=h(z,y,z)

et admettant un point d’équilibre (z*, y*, z*) solution de :
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FIGURE 2.5 — Portraits de phases plans et linéaires, & = Az, lorsque les valeurs propres de A,

A1 et Ag, sont réelles (g1 et e2 vecteurs propres de A, lorsqu'ils existent)

On introduit, comme dans R , les coordonnées locales (ou variables locales) :

On se place dans un voisinage de (z*, y*, 2*) et on procede a un développement en série de Taylor

au premier ordre des fonctions f et g :

. . % 0, * 0 *
i=a= (2% 9", 2) + Ll (@ = ) + Flr g = 1) + Gl yrom (2 = 27)
. * o)

U:y: ( 7y z ) ’ * oy * (.%' ) By‘( *,y*,z*)(y_y*)+£’(x*,y*,z*)(z_Z*)
w=z= h( 7y Z*) | (z*,y*,2* (33 ) 82 (x*,y*,z*)(y - y*) + % (z*,y*,z*)(z - Z*)

Or f(z*,y*, 2*) = g(a*, y*, 2*) = h(z*,y*, 2*) =0, d’ou :

U= alu + a12v + aj3w U u
O =agu+anv+asw < | o | =A"[ o
w = az1u + asav + aszw w w

ol A* = [ay;] est la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre avec :

or or of OF | e gy 2| ﬂy ‘e e
ox Oy Oz oz 1(z*,y*,2%) By (z*y*,2*) Bz l(z*y*,2*)
—| 99 99 9y *— | 9¢ 99
A= Ooxr 9dy Oz et AT = Ox |(m*7y*,2*) | AN 0z ‘(w*,y*,Z*)
Oh  Oh  Oh

oh oh @’
oxr ay 0z ox (x*7y*7Z*) By (:C*7y*72*) 0z (w*vy*7Z*)
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Le systeme U = A*U est un systéme linéaire qui approxime le systéme de départ au voisinage
du point d’équilibre (z*,y*, z*). Ainsi, si un systéme posséde plusieurs points d’équilibre, il y a

aura autant de systemes linéaires que de points d’équilibre.

2.2.2.2 Théoréme de linéarisation et portrait de phase

Théoréme 2.2.4. Soit le systéme non-linéaire © = f(x) admettant un point d’équilibre et tel
que detA* £ 0 ou A* est la matrice Jacobienne associée au systéme au point d’équilibre. Alors,
dans un voisinage du point d’équilibre, les portraits de phase du systéme et de sa forme linéarisée
U = A*U sont qualitativement équivalents, sous réserve que le systéme linéarisé ne corresponde

pas a des centres.

Portrait de phase dans R?

On peut définir en chaque point de la trajectoire un vecteur vitesse ¢ qui est tangent a la
trajectoire et orienté dans le sens de parcours de celle-ci.

Les points d’équilibre sont tels que v = 0

Définition 2.2.6. On définit les isoclines nulles verticales comme le liew des points du por-
trait de phase tel que la direction de U soit strictement verticale, i.e., tel que la composante
horizontale du vecteur vitesse soit nulle : U(0,9). Ainsi, les isoclines nulles verticales sont les

courbes solutions de I’équation © = 0.

Définition 2.2.7. On définit les isoclines nulles horizontales comme le lieu des points du
portrait de phase tel que la direction de U soit strictement verticale, i.e., tel que la composante
verticale du vecteur vitesse soit nulle : U(%,0). Ainsi, les isoclines nulles verticales sont les

courbes solutions de l’équation y = 0.

FIGURE 2.6 — Représentation fictive d’une trajectoire pour un systeme dynamique planaire

donné.
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Par définition, aux points d’équilibre, le vecteur vitesse est nul. Par conséquent, un point
d’équilibre se trouve a I'intersection des isoclines nulles de nature différente (verticale et hori-

zontale).

2.2.2.3 Les critéres de Routh-Hurwitz
Soit A une matrice réelle carrée de dimension n et le systeme différentiel & = f(z) admettant

comme point d’équilibre z* = (27, x5, ....,2}) tel que f(z*) = 0.

Pour démontrer qu’un point d’équilibre est asymptotiquement stable, il faut donc a priori
calculer les n valeurs propres \; de A et vérifier que Vi Re()\;) < 0. Une méthode algébrique
a été développée par Routh et Hurwitz, basée sur le calcul de déterminants particuliers dits

déterminants de Routh.

Supposons que le systéme & = f(z) soit linéarisé et s’écrive U = A*U. Les valeurs propres

de A* sont solutions de ’équation caractéristique :
det(A— M) =0<= A"+ e A" L+ a\" 2 + ..ap_1 A+ a, =0.

Les déterminants de Routh-Hurwitz sont définis de la maniere suivante :

al 1 0
al 1
Hl:’a1|7 Hy = ) Hs3=|a3 as ai |,
az a2
as a4 asg
al 1 0
ag 1 0 -+ 0
as a2 ai
az ay ai
H; = as aq as H, =
0 0 ag an
a25—-1 a2j—2 aA25-3 - Qj

Proposition 2.2.1. Dans le cas d’une matrice de dimension n, les termes hj des déterminants

de Routh-Hurwitz ( j,k=1,.....,n) sont définies de la maniére suivante :
1. hji = agj_j pour 0 <2j—k<n
2. hjr=1pour2j=k<2j—k=0
3. hjr=0pour2j <k&2j—k<0oulj>n+k&2j—k>n

Proposition 2.2.2. z* est asymptotiquement stable < Vi, Re()\;) <0< Vi ,H; > 0.
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Dans R? I’équation caractéristique est A3 + a1 A% + ao\ + a3 = 0, et les déterminants de

Routh-Hurwitz s’écrivent :

al 1 0
aq 1
Hi=|ai|=a1 Hy= =ajap —a3 Hz=|a3 ay a; | =asHs
az az
0 0 as

Les conditions de stabilité d’un point d’ équilibre sont donc

a1 >0
aijas > as

az >0

2.2.2.4 Théoréme de Poincaré-Bendixson

On s’intéresse ici a la description des solutions d’une équation différentielle du premier ordre
autonome (c’est a dire en régime permanent, lorsque le champ de vitesse imposé ne dépend pas

du temps). On peut ’écrire formellement :

i = f(z) (2.3)
ceci dans un ouvert €2 de R™ et on suppose que f est continiiment dérivable

Définition 2.2.8. (Notion de flot)
Etant donné un point x appartenant a £ on note ¢¢(x) la position de x aprés un déplacement
d’une durée t (t € R). L’application ¢ : Q x R — Q est appelée le flot ( associé au champ f) et
vérifie :

1. Gou(x) = f(¢r(x))

2. ¢o(x) =2 VreQ

3. Pris = O1Ps

Notations : si z est un point de 2 on note y(z) la trajectoire issue de z et vy (z) la demi

trajectoire correspondant aux temps positifs :
v(x) = {de(x), t € R},

yH(x) = {qﬁt(x),t € R}

Définition 2.2.9 (Ensemble limite ). Soit x un élément de ) ; l'ensemble w-limite de x noté
w(x) est défini par :

w(@) = () {6s(@),s = 1.

>0
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La notation w signifie que l'on regarde ’ensemble limite de x vers les temps positifs. On

pourrait aussi définir I’ensemble w(x) de la maniere suivante :

wx)={yeQ|3H, 500 ;¢ (x) =y}

L’exemple le plus simple d’ensemble w-limite est celui du point d’équilibre attractif.

Définition 2.2.10 (Point d’équilibre attractif). On dit qu’un point d’équilibre est attractif

(asymptotiquement stable) si, dans un voisinage, toutes les trajectoires s’en rapprochent.

Si on se donne un point x dans ce voisinage, I’ensemble limite de = est alors constitué par le
point d’équilibre attractif lui-méme. On peut définir le bassin d’attraction du point d’équilibre
(ensemble des points dont l’ensemble w-limite est constitué du point d’équilibre) : c¢’est un en-

semble positivement invariant.

Définition 2.2.11 (Ensembles invariants). Un domaine D de Q est un ensemble positivement

invariant si et seulement si : ¥t >0, ¢(D) C D.

Un domaine invariant piege donc les trajectoires : si une trajectoire rentre dans D, elle n’en

sort plus.

Définition 2.2.12 (Domaine attractant). Un domaine D de 2 est un domaine attractant si D

est compact et positivement invariant.

Le théoreme de Poincaré-Bendixson permet de décrire tous les ensembles w-limites compacts

d’un systeme dynamique planaire.
Théoréme 2.2.5 (Poincaré-Bendixson). Soit D un domaine attractant du plan pour le systéme
dynamique (2.3) son w-limite est soit :

1. Un point d’équilibre attractif;

2. Une trajectoire périodique (un cycle limite) ;

3. Une réunion de points d’équilibre reliés par des trajectoires régulieres.

Conséquence : Un ensemble limite w-limite non vide compact d’'un systeme dynamique

planaire, qui ne contient pas de point d’équilibre, est une trajectoire périodique.

Preuve : voir [11, 29, 33, 15]

Corollaire 2.2.1. S’il existe dans le plan un domaine attractant pour un systéeme dynamique,
et qui me contient pas de point d’équilibre, ou qui contient un unique point d’équilibre instable,

alors il existe au moins un cycle limite entierement contenu dans ce domaine.

Il n’est pas toujours facile d’obtenir un domaine attractant (on dit une < boite > de Poincaré-
Bendixson) qui permette d’appliquer le théoreme ou le corollaire. Selon les systemes, il sera

parfois possible d’utiliser une fonction de Lyapunov pour arriver a nos fins.
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2.2.2.5 Théorie de Lyapunov et Stabilité

Les fonctions de Lyapunov du systeme différentiel (2.3) dans R™ sont utilisées pour étudier

la stabilité des points d’équilibre et I'invariance de régions de R".

Définition 2.2.13. Soit V une fonction de classe C' de U C R™ a valeurs dans R. On appelle
dérivée orbitale de V en x € U pour le flot ¢, la limite

Vi) = lim = V(o) ~ V() ) = DV () (x).

Définition 2.2.14. Une fonction de Liapunov pour le systéme (2.3) est une fonction V€ C*(U)
telle que V() < 0 pour tout z € U.

Théoréme 2.2.6. (Théoréeme de stabilité de Liapunov) Soit T un point d’équilibre du systéme
(2.8). Soit O C U, et soit V une fonction de C(O) N CHO\{ZT}) telle que :

1. V(@)=0etV(z)>0sizc#7T

2. V(z) <0 pour tout z € O\{T}
Alors T est stable, Si de plus

3. V(z) <0 pour rout x € O\{T}

Alors T est asymptotiquement stable.

Démonstration. . Soit § > 0 tel que B(%,0) C O. Notons k > 0 le minimum de V sur la frontiere
de B(Z,0) . Soit O = {x € B(7,9)/V(x) < k}. Remarquons que Oy est un voisinage ouvert de
7. Pour toute solution de & = f(x) telle que z(0) € Oy, on a x(t) € Oy, pour tout t > 0 ( c’est
une conséquence de (2)). Par conséquent T est stable.
Supposons que (3) est vérifié. Soit xp un point quelconque de B(Z,r) C O (O est un voi-
sinage de T donc un tel » > 0 existe). La fonction ¢t — V(¢¢(xo)) ets décroissante et bornée
inférieurement par 0. Soit L la limite de V(¢¢(20)) quand t — oo. Si L = 0, alors la preuve est
terminée. Sinon on a V(¢ (z0)) < —c < 0 pour tout t > 0 , et on obtient une contradiction.

O

Théoréme 2.2.7. Supposons que C(O)NCL(O\{T}) vérifie les conditions (1) et (2) du théoréme
de stabilité de Liapunov. S’il existe un voisinage compact  C O de T tel que Q soit positivement
invariant, et Q\T ne contient aucune orbite (¢(x))ier sur laquelle V est constante, alors T est

asymptotiquement stable et Q0 est contenu dans le domaine d’attraction de T.

Démonstration. Raisonnons par absurde. Soit (¢¢(z))s=0 une orbite contenue dans 2 telle que
¢1(xo) ne converge pas vers T quand t tend vers 'infini. Il existe une suite (¢,), tendant vers
Vinfini, et a # 7, a € €, tels que lim,, ¢y, (z0) = a.

Montrons que la trajectoire ¢;(a) existe pour tout ¢ € R. L’ensemble Q étant positivement
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invariant, ¢.(a) existe pour t > 0. De plus , ¢¢(¢y, (x0)) existe pour tout ¢t € [—t,,0). Comme
lim,, ¢, (z9) = a, on en déduit ¢;(a) est défini sur ¢t € [—t,,0).

En effet a € Q, et pour tout € > 0, il existe N(e) tel que |a — ¢y, (70)| < € pour n > N(e).
Donc ¢¢(a) = ¢1(or, (x0) + a — ¢y, (x0)) est bien défini si n > N(e€) et si € > 0 est suffisamment
petit. Etant donné que —t,, — —o0, ¢¢(a) est défini pour tout ¢ < 0.

Soit L = {b € Q] il existe une suite (¢,), tendant vers I'infini telle que

lim,, ¢, (zg) = b}. Onaa = V(a) = inf{V (¢(z0))|t < 0}. Donc tous les points de L sont tels que
V(b) = a. Montrons ¢s(a) € L pour tout s € R. On a lim, ¢¢, 4s(z0) = ¢s(a), car ¢, +s(v0) =
¢s(or, (10)) et limy, ds(pr, (o)) = ¢s(a). on en déduit que V est constante sur (¢¢(a))icr, ce qui

est en concentration avec une des hypotheses. Le théoreme est donc démontré. O

Théoréme 2.2.8. ( Théoréme d’instabilité ) Soit T un point d’équilibre du systéme & = f(x).

Soit O C U un voisinage de T, et soit V € C*(O). Supposons que
1. V(x) =0 et dans tout voisinage de T il existe des points ou v est strictement positive
2. V(z) > 0 pour tout z € O

alors T est instable.

Preuve. Soit r > 0 tel que B(Z,r) C O. Grace a (1), pour tout € > 0, il existe z¢ € B(Z,¢)
tel que V(zg) > 0. Comme V > 0 sur B(Z,¢), V(¢i(xo)) > V(xo) + Kt. On en déduit que

¢t(z0) ¢ B(T,r) pour t assez grand ( en effet si ce n’était pas le cas on aurait maxp(z,yV >

V(¢(x0)) > V(o) + Kt pour tout t >, ce qui est absurde). Ce qui prouve que T est instable.

2.2.3 Méthode d’agrégation des variables pour les EDO

Dans cette section, nous faisons un bref rappel sur les méthodes d’agrégation pour les
systemes d’EDO impliquant au moins deux échelles de temps différentes ( lent et rapide ).
Les conditions suffisantes pour qu'un systéme soit parfaitement aussi bien approximativement

agrégé ont été étudiées dans le cadre général de modeles de population dans [13, 31, 32] .

2.2.3.1 Définitions et notations

On consideére un ensemble de plusieurs populations, appelé systéme, décomposé en sous-
populations appelées états. Chaque état correspond par exemple a un site dans I’espace, ou bien
a une activité, a un type de comportement.

On note n{' la densité de I'état ¢ de la population c ot « = 1,--- ,Aet i =1,---,N,. On dit
que ng est une variable d’état. Soit N, le nombre d’états de la population a et A le nombre de
populations. Enfin, on note n le vecteur dont les composantes sont les densités des états 7 de la

population « .

1 1 1 2 2 a « A A, A
(nl’nQ’---,nN17n1,..-’nN2’.--’n17n2’-.-’nNa,.--’nl’nQ’---,nNA).
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La dynamique des états, donnée par la dérivée des variables d’états, est supposée rapide par
rapport a la dynamique des populations, ceci signifie que I’on suppose que les migrations, c¢’est-
a~dire les changements de milieux, ou d’activités, se font rapidement par rapport a la croissance
globale des populations, et a 'effet des interactions entre celles-ci.

A partir de ces notations, on propose alors un modele initial suivant :

dn’La _ [e7 (67
S~ R )+ (). (24)

Les fonctions F* et f correspondent respectivement au processus rapide et lent qui affectent
n et € est un réel positif suffisamment petit (¢ < 1). Le modele (2.4) est décrit par un ensemble
d’équations différentielles simples (O.D.E.) gouverné par plusieurs variables appelées micro-
variables contenant K équations.

ou K représente le nombre total de micro variable. Plus précisément, nous avons :

A
K = Z N,,.
a=1

Nous voulons maintenant construire un modele qui décrit le systéeme au niveau macro variable.
Une macro variable est une variable variant lentement, c’est une intégrale premiere de la dyna-
mique rapide, plus précisément nous allons définir Y;, j = 1,--- , N. Une telle variable peut étre
définie comme une fonction de n. Le fait que Y} est une variable lente signifie que sa dérivée par

rapport a 7 est de l'ordre ¢ :

A N, )
=> > g;l - 20(5). (2.6)
a=1 =1

La seconde équation (2.6) associée & 1’équation (2.4) implique 'égalité suivante :

A Ng

ZZ(%J F*n)=0; j=1,---,N (2.7)

a=1i=1

D’ou les équations de macro-variables s’écrit comme suite :

A Ng

Zzad’ﬂ (n) ; j=1,---,N (2.8)

a=1i=1

Le systeme (2.8) est composé de N équations alors que le systeéme initial (2.4) est composé de
K équations.

Puisque le systéme est plus détaillé au niveau micro, nous devrions avoir N < K , pour utiliser
les macro-variables, nous remplagons les N micro-variables dans le modele complet (2.4) par
quelques expressions en fonction des macro-variables, et cela est possible dans les conditions

suivantes :



2.2 Systémes dynamiques 32

Nous supposons que I'ensemble des N équations (2.6) permet d’écrire N variables parmi les miro-

variables n{, a = 1,--- ;Aeti=1,---,N,, comme une fonction des macro-variables Y; nous
avons donc traité K variables ou N sont des macro-variables et K — N sont des micro- variables.
Ce systeme est formé par K — N équation du systeme (2.4) et N équations du systeme (2.8) ).
Autrement dit, nous effectuons un changement de variable n — (X,Y’). Avec ce changement de
variable, le systeme obtenu est celui que nous utilisons dans le prochain paragraphe; il s’écrit

de la maniere suivante :

= F(X,Y)+ef(X,Y) i=1 K-N 29)
i~ eqi(X,Y) j=1,--,N '
Avec N
< 005 (X, Y
=y 2 vy =N
a=1 i=1
Dans cette forme, le modele est appelé un systeme lent-rapide.
2.2.3.2 Théoréme de réduction
Afin d’effectuer I'analyse, nous ajoutons au systeme (2.9) I’équation j—i =0.
Wi = Fi(X,Y)+efi(X,Y) i=1,--,K-N (a)
Yi—eqi(X,Y) j=1,--,N (b) (2.10)
g (©

Les composantes de la variable lente Y dans RY représentent les densités globales des popula-
tions, et les composantes de la variable rapide X dans RE~% représentent les densités d’états.

Les conditions de la réduction sont les suivantes :

(C1) Lorsque € est nul dans le systéme (2.10) alors Y est une constante. Nous supposons
que, pour chaque Y € RV il existe au moins un équilibre (X = X*(Y),Y,0) défini par
Fi(X*(Y),Y)=0, i=1,--- ,K — N.

Nous définissons '’ensemble :
Mo ={(X,Y,e) ;X =X"(Y) ;e=0}. (2.11)

(C2) Notons J(Y) de la partie linéaire du systeme (2.10) autour de 1’équilibre (X*(Y),Y,0).
Nous supposons que la matrice Jacobienne J(Y) & K — N valeurs propres de partie réelles
strictement négatives, et N +1 valeurs propres de parties réelles nulles, avec cette condition

I’ensemble M est normalement hyperbolique ( Voir la définition suivante) .

Définition 2.2.15. La variété My est dite normalement hyperbolique si la linéarisation du
systeme (2.10) en chaque point de My a exactement N + 1 wvaleurs propres de parties réelles

nulles.
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Sous ces deux conditions et avec les mémes notations, Fénichel a énoncé le théoreme de

réduction suivant :

Théoréme 2.2.9. Pour tout compact Q de RN, et tout entier naturel r > 1, il existe un nombre

réel g et une application Y de classe C" en'Y et g,

Q2 x[0,5] — REN
(Y,e) — X =19(Y,e)

tels que

— Y(Y,0) = X*(Y)

— le graphe W est invariant pour le flot défini par le champ de vecteur (2.10)

— W est tangente & la centrale E€ en tout point (X*(Y),Y,0)) € My.
EC est 'espace propre associé aux valeurs propres de J(Y) avec la partie réelle nulle.
Cela signifie que nous pouvons considérer 'approximation de la restriction du systeme
X' = Fi(X,Y) a la variété centrale W, qui nous permet de réduire la dimension du
modele.

Le systeme réduit appelé modele agrégé est la suivante :
dY;
—L =G;(y(Y,e),Y),
dt

décrit dans ce cas la dynamique lente sur la variété centrale avec ¢ = e7. Puisque ¢ est petit,

nous approchons le systeme précédent par :
dy;
— = Gi(¥(Y,0),Y).

Ce systeme décrit dans ce cas I'approximation a l'ordre 0 de la dynamique lente. En outre,

lorsque ¥ est de classe C", nous pouvons calculer une expansion du développement de Taylor de

la variété invariante par rapport au petit parametre K afin d’augmenter la précision du systéme

réduit.

2.3 Optimisation statique

2.3.1 Optimisation sans contraintes

Soit f: U C R" — R. On dit que u est un minimum local de f, s’il existe un voisinage
vy, C U tel que f(u) < f(v) Vv € v, On définit de méme un maximum local par la relation
f(u) > f(v), Yv € v,. Bien sur, on dira de méme que u représente un maximum local de f si —f
possede un minimum local en u. Si Vv € U, f(u) < f(v), on parlera alors de minimum global.

Un extremum local est encore appelé extremum relatif et un extremum global est encore appelé
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extremum strict.

Lorsque sur un voisinage pointé v, — {u} de uw on a f(u) < f(v), Yv € vy, — {u}, on dit que u est
un minimum local strict de f.

2.3.2 Conditions d’optimalité

2.3.2.1 Conditions nécessaires du premier ordre

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui portent sur la

dérivée de la fonction a minimiser.

Théoréme 2.3.1 (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre). Soit f : R” — R une

fonctionnelle différentiable sur R™. Si x* réalise un minimum (global ou local) de f sur R™ alors

Vf(z*) =0. (2.12)

Définition 2.3.1. Un point z* de R™ vérifiant V f(z*) = 0 est appelé point critique ou point

stationnaire .
La relation V f(z*) = 0 est aussi appelée équation d’Euler.

Démonstration. (Théoreme 2.3.1) Voir [28]

2.3.2.2 Conditions nécessaires et suffisantes du second ordre ordre

Théoréme 2.3.2 (Condition nécessaire du second ordre). Si z* est un minimun local de la
fonction f sur R, alors Vf(z*) = 0 et y'V2f(x*)y > 0 Vy € R" (i.e la matrice Hessienne
V2f(z*) est semi-définie positive).

Théoréme 2.3.3 (Condition suffisante du second ordre). Soit * de R™. Si Vf(z*) =0 et si
yIV2f(x*)y >0 Vy e R"—{0} (i.e la matrice Hessienne V2 f(x*) est définie positive) alors

x* est un minimum local de la fonction f sur R™.

2.3.3 Optimisation avec contraintes

Définition 2.3.2. Soit f € C(R",R), et soit K un sous ensemble de R™. On s’intéresse a la

recherche de u € K tel que :
ue K
{ e (2.13)
f(@) =infrf
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Ce probléme est un probléeme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte”) au sens
ou I'on cherche u qui minimise f en astreignant u a étre dans K. Voyons quelques exemples de
ces contraintes (définies par I'ensemble K'), qu’on va expliciter a 1’aide des p fonctions continues,
g € C(R™R) ,i=1...p.

1. Contraintes dégalités. On pose K = {z, g;(x) =0 ,i = 1...p}. Le probleme de mini-
misation de f peut alors étre résolu grace au théoreme des multiplicateurs de Lagrange.

2. Contraintes d’inégalités. On pose K = {z € E, g;(z) <0 ,i = 1...p}. Le probléme de

minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoreme de Kuhn-Tucker.

2.3.3.1 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes d’égalités

Dans tout ce paragraphe, on considérera les hypotheses et notations suivantes :

feCR"R), g cC*R"R), i=1.p;
K=ueR" g(u)=0,Yi=1..p; (2.14)
g = (glv U 7gp)t € COO(anRp)

Remarque 2.3.1. (Quelques rappels de calcul différentiel).

Comme g € C®(R",RP) , si u € R", alors Dg(u) € L(R™,RP) ce qui revient a dire, en
confondant Uapplication linéaire Dg(u) avec sa matrice, que Dg(u) € My n(R). Par définition,
Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z € R"} C RP et rang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de

plus que

991 .. Oq
oxy’ Oxn
Dg(u) = Lo , (2.15)
99 ... 99
ox1 Oxn

et que rang(Dg(u)) < min(n,p). De plus, si rang(Dg(u)) = p, alors les vecteurs (Dg;(u))i=1...p

sont linéairement indépendants dans R™.

Théoréme 2.3.4. (Multiplicateurs de Lagrange)

Soitu € K tel que f(u) = infg f. On suppose que f est différentiable enu et dim(Im(Dg(u))) =
p (ou rang (Dg(w)) = p), alors :

p
il existe (A1, ,\p)" € R tels que V f() + Z AiVygi(u) = 0.
=1

Pour la preuve se reférer a [285].

2.3.3.2 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes d’inégalités

Soit f € C(R",R) et g; € C*(R",R) ,i=1,---,p, on considére maintenant un ensemble K
de la forme : K = {x € R",g;(x) < 0Vi=1,---,p}, et on cherche a résoudre le probleme de
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minimisation (3.10) qui s’écrit :

T € K,
(2.16)
{ f@) < f(z), Vxe K.

Remarque 2.3.2. Soit T une solution de (3.10) et supposons que g;(T) < 0, pour toul i €
1,---,p. 1l existe alors € > 0 tel que si x € B(T,¢e) alors g;(x) < 0 pour touti=1,--- ,p.
On a donc f(T) < f(z), x € B(T,¢e). On est alors ramené a un probléme de minimisation sans

contrainte, et si f est différentiable en T, on a donc V f(Z) = 0.

Théoréme 2.3.5. (Kuhn-Tucker). Soit f € C(R™,R), soit g; € C*(R™,R) pouri =1,---,p, et
soit K ={x € R",g;(x) <0Vi=1,---,p}. On suppose qu’il existe T solution de (3.10), et on
pose [() ={i=1,--- ,p tel que g;(T) = 0}. On suppose que f est différentiable en T et que la
famille (de R") Vg;(T), i € I(Z) est libre. Alors il existe une famille (\;);crz) C Ry telle que

V@) + D AiVei(@) =0.
i€l (T)
Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoreme de Kuhn-Tucker (i.e. I'exis-
tence de la famille (\;);c [(E)) sous la forme du systeme de n + p équations et 2p inéquations a

résoudre suivant :

p

p
V@) + D AiVe(T) =0,
=1

)\zgz(f) =0 Vi=1,---,p, (2.17)
)‘2207 VZZI,,p

2.4 Théorie du controle

Qu’est ce que c’est la theorie du contrdle ? La théorie du controle analyse la pro-
priété des systemes commandés, c’est a dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir
au moyen d’une commande (ou contrdle). Le but est alors d’amener le systéeme d’un état ini-
tial donné a un certain état final, en respectant éventuellement certains critéeres. Les systemes
abordés sont multiples : systémes différentiels, systemes discrets, systémes avec bruit, avec re-
tard... L’objectif peut étre de stabiliser le systéeme pour le rendre insensible & certaines pertur-
bations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critére
d’optimisation (controle optimal). Les domaines d’application sont multiples : aérospatiale, auto-
mobile, robotique, aéronautique, internet et les communications en général, mais aussi le secteur
médical, chimique, génie des procédés, etc.

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme dynamique dépendant

d’un parametre dynamique appelé contrdéle. Pour le modéliser, on peut avoir recours a des
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équations différentielles, intégrales fonctionelles, aux différences finies, aux dérivées partielles,
etc. Pour cela la théorie du controéle est l'interconnexion de nombreux domaines mathématiques.
Les controles sont des fonctions ou des parametres, habituellement soumis a des contraintes.

Si on peut amener (en temps fini) un systéme de contrdle d’un état initial & un état final prescrit,
on dit que le systéeme est controlable. Une fois le probléme de controlabilité posé on peut de plus
vouloir passer de I’état initial a 1’état final en minimisant un certain critere : on parle alors de
controle optimal.

La théorie du controle optimal est apparue apres la seconde guerre mondiale, répondant a des
besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de I'aéronautique et de la dynamique
du vol. Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de Pontryagin, formulé par
L.S pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire d’optimalité et permet de calculer
les trajectoires optimales. Les points forts de la théorie ont été la découverte de la méthode de
programmation dynamique, la découverte des liens entre les solutions d’un probleme de controle
optimal et des résultats de la théorie de stabilité de Lyapunov etc.

Notons que 'allure des trajectoires optimales dépend forcément du critere d’optimisation. Par
exemple pour réaliser une créneau et garer sa voiture, il est bien évident que la trajectoire suivie
différe si on réalise I'opération en temps minimal ou bien en minimisant la quantité d’essence
dépensée. Le plus court chemin entre deux points n’est donc pas forcément la ligne droite. En
1638, Galilée étudie le probleme suivant : déterminer la courbe sur laquelle une bille roule, sans
vitesse initiale, d’un point A & un point B, avec un temps de parcours minimal, sous 'action
de la pesanteur. C’est le fameux probleme de la brachistochhrone ( du grec brakhistos, "le
plus court”, et chronos, ”"temps”). Galilée pense (a tort) que la courbe cherchée est 'arc de
cercle, mais il a déja remarqué ligne droite n’est pas le plus court chemin en temps. En 1696,
Jean Bernouilli pose ce probleme comme défi aux mathématiciens de son époque. Il trouve lui
méme la solution comme étant un arc de cycloide commencant par une tangente verticale. Ce
résultat a motivé le développement de la théorie du calcul des variations, devenue plus tard, la
théorie du controle optimal. Cette théorie a commencé dans les années 50, avec la formulation
du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul

des variations.

2.4.1 Controlabilité

Considérons un systeme de controle général

{ i(t) = f(t,z(t), u(t)), (2.18)

x(ty) = mo.
oll f est une application de classe C' de I x V x U dans R”, I est un intervalle de R, V
ouvert de R™, U un ouvert de R™, (tg,xg) € I x V. Ces hypotheses assurent, pour tout controle

u, 'existence et I'unicité sur d’une solution maximale x,(¢) sur un intervalle P C I, du probléme
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de Cauchy (2.18).

En général le vecteur des états x(t) appartient a une variété différentielle M de dimension n
(on supposera ici que M est un ouvert connexe de R™), et les controles u(-) appartiennent & un
ensemble de controles admissibles I/, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables
définies sur [0; +00) & valeurs dans U C R™. On suppose le champ de vecteur f suffisament
régulier, de sorte que pour toute condition initiale xg € M et tout controle admissible u(-) € U,
le systéme (2.18) admet une unique solution z(t) telle que z(0) = xg = z,(0), et que cette
solution soit définie sur [0; +00).

Un systeme est dit controlable si on peut le ramener a tout état prédéfini au moyen d’un controle.

Plus précisément on pose les définitions suivantes.

Définition 2.4.1. (Ensemble accessible).
L’ensemble accessible en temps T pour le systéme (2.18) noté Acc(xo;T) est l’ensemble des
extrémités au temps T des solutions du systéme partant de xo au temps t = 0. C’est I’ensemble

des destinations possibles en temps T' du systéeme (2.18) en faisant varier le contrile w.

Définition 2.4.2. On dit que le systéme (2.18) est contrélable (ou commandable) si pour tous
les états xg,x1 € M, il existe un temps fini T et un contréle admissible u(-) : [0;T] — U tel

que 1 = (T zo;u(+)) = 24 (T).
Considérons le systeme suivant :
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.19)

ou A est une matrice n X n appelée matrice d’état et B une matrice n X m appelée matrice de
commande. Les solutions de (2.19) sont données par :
t
z(t, o, u(-)) = zoett + / Bu(s)ds. (2.20)
0
Le systeme linéaire (2.19) s’obtient généralement par linéarisation du systéme non linéaire (2.18)

autour d’'un point d’équilibre (x.;u.) pour lequel f(z.;u.) = 0. En effet, si on pose

of
oz

of

X=or—2., U=u—u,, A= (Te;ue), Bza—(aze;ue)
U

On obtient alors I’équation :
X = AX + BU, (2.21)

Le systéme linéaire commandé X = AX + BU s’appelle alors I’approximation linéaire (ou le

linéarisé tangent) du systéme non linéaire (2.18).

Théoréme 2.4.1 (Critere de controlabilité de Kalman). Le systéme linéaire (2.19) est contrélable

si et seulement si la matrice de contrélabilité (ou de commandabilité) de Kalman

(B; AB;---; A"!B),
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est de rang n. On dit alors que la paire (A; B) est commandable.

2.4.1.1 Controlabilité locale d’un systéme non linéaire

Définition 2.4.3. On dit que le systeme (2.18) est localement contrélable au point xqy s’il existe
un voisinage A de xq tel que pour tout x1 € A, il existe un temps fini T et un contréole admissible
u(-) 1 [0;T] — U tel que 1 = x(T;z0;u(:)).

On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de contrélabilité pour un systeme non
linéaire. On a une condition suffisante de controlabilité locale qu’on peut obtenir par linéarisation

(voir article [12], p. 32 et 366).

Théoréme 2.4.2. Supposons qu’il existe ug € R™ tel que U soit un voisinage de ug et f(xo;ug) =

0. Soient

0 0
A= a*i(wo;uo)a B = (%(xo;uo)

Si le rang de la matrice (B; AB;---; A" 'B) est égal a n (c’est a dire que le systéme linéaire
& = Az + Bu est controlable), alors le systéme non linéaire (2.18) est localement contrélable en

xg-

Notons que la controlabilité du linéarisé n’est pas une condition nécessaire de contrélabilité
du systeme non linéaire. En fait, pour les systémes non linéaires, il existe un critére simple,
rappelant le critere de Kalman, qui permet d’aborder les questions de controlabilité. Expliquons

le sur le systeme particulier

&= f(x) +ug(z), [uf<1

On appelle crochet de Lie des deux champs de vecteurs f et g, le champ de vecteur défini par
la formule :
r — [fi9)(x) = Df(z)g(x) — Dg(z)f(z),

et l’algebre de Lie engendrée par f et g, notée L(f; g), la plus petite famille close pour 'opération
de crochet qui contienne f et g. Le rang en = de (f;g) est la dimension de I'espace vectoriel
engendré par les valeurs en x des éléments de L£(f;g). Appelons ensemble des états accessibles
a partir de xy ’ensemble des points qui peuvent étre atteints & partir de zg un utilisant tous les
controles admissibles. Un résultat fondamental est que, si le rang en xg de (f;g) est égal a n,
alors I’ensemble des états accessibles a partir de xg est d’intérieur non vide. De ce résultat on

déduit le critéere de Kalman. En effet, considérons le systeme
t=Axr+bu, ueR
ol le controle u est non borné. Les états accessibles du systeme

&t =Ax +bu, |ul <1



2.4 Théorie du controéle 40

sont contenus dans l’espace vectoriel des états contrélable a partir de zg du systeme ou le
controle est non borné. Si ces états accessibles sont d’intérieur non vide quel que soit zg le
systeme sera controlable, puisqu’un sous espace vectoriel d’intérieur non vide est I’espace tout

entier. Calculons les crochets :
[(z — Azx), (x — b)](z) = Ab,

[(z — Az), (x — Ab)|(x) = A%,

[(z = Az), (x — A"2b)](x) = A" b,

On voit que le critere de Kalman équivaut a la condition du rang. Un exposé complet sur

quelques aspects élémentaires de cette méthode se trouve dans [35, 11]

2.4.2 Controle optimal

Le concept de la formulation d’un probléme de controle optimal exige une description
mathématique du processus a controler, une proclamation des contraintes physiques et la détermination
du critére de performance.

La formulation d’un probleme de controle optimal est la suivante :

J(Tyu) = Jy Ot 2a(t),u(t))dt + g(T,(T)),

(t) = ft,x(t), u(t)),

x(to) = xo € My, (2.22)
(T) = x1 € My,

(uveU; teT=][0,T]

T

X

avec My et M, sont deux variétés de R™, I un intervalle de R, zg = x(0) est la position initiale
du systeme (2.18), z(7T) est sa position terminale (finale). En pratique, la position du systéme
peut représentée la vitesse, la position, la température, etc.

Soit f¥ est une application de classe C' de I x V x U, et g une fonction continue sur V. Pour

tout controle u € U on définit le cotit de la trajectoire associée z,,(t) sur I'intervalle [0, 7]

J(T,u) / O, 2a(t), u())dt + g(T, 2(T)) (2.23)

Le probleme de controle optimal est de déterminer les trajectoires x,,(+) solutions de

ut) = f(t,zu(t), u(t)) (2.24)

telles que z,,(0) € My, x,(T) € M; et minimisant le cout J(T,u). On dit que le probléeme de
controle optimal est a temps final non fixé sile temps T est libre, sinon on parle de probleme

a temps final fizé . On dinstigue deux problemes importants :
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Probleme de Lagrange

C’est le probleme dont le critere & minimiser est égal a :

T
J(Tv u) = /0 fo(t,aju(t),u(t))dt

c’est a dire g =0
Probleme de Mayer

Igi c’est le ptobleme dont le critere est le suivant :
J(T,u) = g(T,=(T))

c’est a dire fO =0, J(T,u) est le cofit terminal.

Avant de résoudre un probleme de controle optimal, on se pose les questions suivantes :

Question 1 : Existe-t-il un controle v € U tel que la trajectoire associée a u joigne 1’état
initial x9p € R™ a un état final z1 € R™ en un temps fini ? C’est le probleme de contrélabilité

appelé aussi probleme de commandabilité.

Question 2 : Si le systeme est controlable, on peut vouloir déterminer un controle u € U
tel que la trajectoire associée a ce controle joigne l’état initial zop € R™ a un état terminal

z1 = z(T) € R", en minimisant un certain critere de performance.
2.4.3 Principe du Maximum de Pontryagin

2.4.3.1 Enoncé générale

Théoréme 2.4.3. On considére le systéme de contréle dans R™

#(t) = F(t2(t), u(t)) (2.25)

ot f: R xR" x R™ — R" est de classe C' et ot les contréles sont des applications mesurables
et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT et a valeurs dans Q C R™. Soient My et My
deuz ensembles de R™. On note U l’ensemble des contrioles admissibles u dont les trajectoires
associées relient un point initial de My a un point final de My en temps t(u) < te(u)

Par ailleurs on définit le cotit d’un contréle u sur [0, t]

c(t,u) = /0 FO(s, 2(s),u(s))ds + g(t, z(t)), (2.26)

ot fOrRXR*xR™ - R et g: RxR" — R sont C! et z(-) est la trajectoire de (2.25) associée
au controle u. On considére le probleme de contréle optimal suivant : déterminer une trajectoire

reliant Mgy et My et minimisant le cotut. Le temps final peut étre fizé ou non.
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* Si le contrdle u € U associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T] alors il existe une
application p(-) : [0,T] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint, et un réel p® < 0,
tels que le couple (p(-),p°) est non trivial et tels que, pour presque tout t € [0, T

oH

l’(t) = a—p(t,x(t),p(t),po,u(t)),
5O = =T b a(t),p(0), 8, (D), (2.27)

ou H(t,z,p,p°,u) =< p, f(t,z,u) > +p°fO(t,z,u) est le Hamiltonien du systéme, et on a la
condition de mazximisation presque partout sur [0,T]
H(t,z(), p(t),p°, u(t)) = max H(t, z(t), p(t), ° v) (2.28)
ve
* Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fizé, on a la condition au temps
final T
max H(T, z(T), p(T), p°,v) = —pO@(
vEQ ’ ’ Y Ox
* Si de plus My et My (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés de R™ ayant des

T, 2(T)) (2.29)

espaces tangents en x(0) € My et (1) € M, alors le vecteur adjoint peut étre construit de

maniére a vérifier les conditions de transversalité auzx deux extrémités (ou juste l'une des deuz).

0909
p(T)—p %(Tﬂﬁ(T))lTx(T)Ml (2.31)
Remarque 2.4.1. Si le contréle u est continu au temps T, la condition (2.29) peut s’écrire
0 09y
H(T,2(T),p(T),p", w(T)) = —p" 5 (T, 2(T)) (2.32)
Remarque 2.4.2. Si la variété My s’écrit sous la forme
M, ={z e R"/Fi(z) = .... = F(xz) =0} (2.33)

ot les F; sont des fonctions de classe C* sur R", alors la condition (2.31) se met sous la forme

g, Ay ER/P(T) = ; ANV EF;(z(T)) + po%(n z(T)) (2.34)

Remarque 2.4.3. Dans les conditions du théoréme on a de plus pour presque tout t € [0, T
d OH

%H(tv $(t),p(t),p0, u(t)) = E(tv l’(t),p(t),po, u(t))

En particulier si le systéme augmenté est autonome, c’est ¢ dire si f et fO ne dépendent pas de
t, et on a :Vte[0,T]
maz,eoH (z(t), p(t),p’,v) = Cste

Cette égalité est valable partout sur [0,T]
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Remarque 2.4.4. La convention p° < 0 conduit au principe du mazimum.
La convention p° > 0 conduirait au principe du minimum c’est a dire la condition (3.3.3) serait

une condition de minimum

Remarque 2.4.5. Dans le cas ou 2 = R™, i.e. lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contrale,
la condition de mazimum (3.3.3) devient %—Zf = 0 et on retrouve le principe du mazimum faible
(2.27)

Définition 2.4.4. Une extrémale du probléme de contréle optimal est un quadruplet (x(-), p(-), p°, u(-))
solution des équations (2.27) et (3.5.3). Si p° = 0, on dit que lextrémale est anormale et si

p° # 0 lextrémale est dite normale.

Remarque 2.4.6. Lorsque 2 = R"™, c’est a dire lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contrale,

alors la trajectoire x(-), associée au controle u(-), est une trajectoire singuliére du systéme

() = f(t, x(t),u(t)) (2.35)
si et seulement elle est projection d’une extrémale anormale (x(-),p(:),0,u(-)).

Ceci résulte en effet de la caractérisation Hamiltonienne des trajectoires singulieres, cf
propositionl de [17]. Remarquons que puisque p’ = 0, ces trajectoires ne dépendent pas du
cout. Elles sont intrinséques au systeme. Le fait qu’elles puissent pourtant étre optimales s’ex-
plique de la maniere suivante : en générale, une trajectoire singuliere a une propriété de rigidité,
c’est a dire la seule trajectoire joignant ses extrémités, et donc en particulier elle est optimale,
ceci est indépendant du critére d’optimisation choisi.

Ce lien entre extrémales anormales et trajectoires singulieres, pour 2 = R™, montre bien la

difficulté liée a 'existence eventuelle de telles trajectoires.

Définition 2.4.5. Les conditions (2.30) et (2.31) sont appelées conditions de transversalité
sur le vecteur adjoint. La condition (2.29) est appelée condition de tranversalité sur le
Hamiltonien. Elles sont ici écrites de maniére trés générale, et dans les paragraphes suivants

nous allons les réécrire plus simplement.

Remarque 2.4.7. Le probléeme important du temps minimal correspond d f© = 1 et g = 0,
ou bien a fO =0 et g(t,x) = t. Dans les deuz cas les conditions de transversalité sont bien les

mémes

Remarque 2.4.8. Il existe des versions plus générales du principe du maximum, pour des
dynamiques non lisses ou hybrides.

2.4.3.2 Conditions de transversalité

Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint
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Dans ce paragraphe le temps final pour atteindre la cible peut étre fixé ou non. Réécrivons
les conditions (2.30) et (2.31) dans les deux cas importants suivants.
-Probleme de Lagrange

Dans ce cas le cout s’écrit T
Ct.w) = [ 1%(s.als), uls)ds
0

c’est a dire g = 0 les conditions de transversalité (2.30) et (2.31) sur le vecteur adjoint s’écrivent
alors
p(0) LT 0y Mo; p(T) LTy My (2.36)

Remarque 2.4.9. Si par exemple My = {xo} , la condition (2.30) devient vide. Si au contraire
My =R", c’est a dire si le point initial n’est pas fixé, on obtient p(0) = 0.
De méme si My = R™, on obtient p(T) = 0. Autrement dit si le point final est libre alors le

vecteur adjoint au temps final est nul.

-Probleme de Mayer

Dans ce cas le colit s’écrit
C(t,u) = g(t, x(t)),
i.e fO = 0. Les conditions de transversalité (2.30) et (2.31)(ou (2.33)) ne se simplifient pas a

priori. Mais dans le cas particulier important o M; = R", autrement dit le point final z(7") est

libre, la condition (2.31) devient

_ 099
p(T) = pOE(T,x(T))-

Si de plus g ne dépend pas du temps, on a coutume d’écrire

p(T) = p’Vg(z(T)),

autrement dit le vecteur adjoint au temps final est égal, & la constante p® pres, au gradient de
g pris au point final.

Conditions de transversalité sur le Hamiltonien
La condition (2.29) n’est valable que si le temps final pour atteindre la cible n’est pas fixé. Dans
ce paragraphe nous nous placons donc dans ce cas.
La seule simplification notable de cette condition est le cas ou la fonction g ne dépends pas du
temps ¢ (ce qui est vrai pour un probleme de Lagrange) et la condition de transversalité (2.29)

sur le Hamiltonien devient alors
maz,eoH (T, z(T),p(T),p’,v) = 0,
ou encore , si u est continu au temps T,
H(T,z(T),p(T),p°, u(T)) = 0.

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final
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Remarque 2.4.10. Si le systéme augmenté est de plus autonome, i.e si f et fO ne dépendent
pas de t alors d’aprés la remarque(2.4.3) on a le long d’une extrémale Vt € [0, T

max H(T, z(T), p(T), p",v) = 0,
veEQN

Généralités sur les conditions de transversalité
Pour écrire les conditions de tranversalité associées a un probleme de controle plus général, il
faut écrire les relations adéquates en termes de multiplicateurs de Lagrange.
Par exemple considérons un probleme de Lagrange avec des conditions aux limites mélangées,

i.e on cherche une trajectoire solution de

minimisant le cotut T
C(T,u):/ O, x(t), u(t))dt,
0

et vérifiant les conditions aux limites (z(0), (7)) € M ou M est une sous variété de R™ x R™.
On peut alors montrer que dans ce cas les conditions de transversalité (2.30) et (2.31) sur le

vecteur adjoint s’écrivent
(_p(o)7p(T))J—T(x(O),J:(T))M

Un cas important de conditions mélangées est le cas des trajectoires périodiques, i.e (0) = z(T")

non fixé. Dans ce cas on a

M ={(z,z)/z € R"},

et la condition de transversalité donne

Autrement dit, non seulement la trajectoire est périodique, mais aussi son relevement extrémal.



Chapitre 3

Théorie du controle en dynamique

des populations

Dans cette partie nous nous fixons comme objectif de déterminer la position optimale ou de-
vraient étre placer les Habitats artificiels communément appelés Fish Agregating Devices (FADs)
ou plus simplement les Dispositifs de Concentration des Poissons ( DCPs) dans un endroit bien
déterminé de la mer tout en préservant la ressource . Notre travail tourne autour de trois points :
en premier lieu nous faisons une étude d’un probleme d’optimisation statique avec deux fonc-
tionnelles ou 'une généralise I'autre, ensuite un probleme d’optimisation avec contraintes d’un
modele agrégé en utilisant la méthode du principe du maximum de Pontryagin et nous terminons

par ’étude d’un probleme de contrélabilité sur la préservation des ressources halieutiques.

3.1 Introduction

Les pécheries industrielles utilisent beaucoup de moyens trés sophistiqués en vue de faire une
excellente capture. Parmi ces moyens nous pouvons citer les Dispositifs de Concentration des
Poissons ( DCPs). Il y a des matériaux utilisés pour attirer les poissons vers un endroit désiré
de la mer. Mais la détermination de la position de tels moyens nécessitent un cout et des efforts
importants. Dans le but de maximiser les bénéfices , on se propose de déterminer la position
optimale pour placer les FADs. Beaucoup d’articles traitent de I'importance de faire appel aux

FADs et leur disposition reste seulement linéaire.

46
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3.2 Position et Modélisation du probleme

3.2.1 Position du Probléme

Rappelons que le cott dans les activités de pécheries est défini par les salaires du aux ou-
vriers, le personnel, I’équipement utilisé, la nourriture, la possibilté de mettre des capteurs pour
évaluer la quantité de poissons. Il est important de noter que si la ressource n’est pas préservée,
aucune activité économique n’est rentable dans le secteur de la péche. C’est pourquoi méme s’il
existe des moyens et techniques adéquates de capture dans beaucoup de pécheries, il est im-
portant de préserver la ressource dans l’'utilisation de méthodes sophistiqués et que les activités
économiques soient profitables. Pour prendre en compte le profit économique et la préservation
de la ressource nous proposons d’étudier les problemes d’optimisation liés a deux aspects. Et
nous allons essentiellement utiliser la méthode du Principe du Maximum de Pontryagin et les
outils fondamentaux de la théorie du controle des systemes d’équations différentielles ordinaires.
La résolution de ces types de probleme pourrait donner une bonne approximation du nombre
d’habitats a placer et leurs locations. Avec ces outils mathématiques, nous allons nous focaliser
sur le placement géométrique des pieges. Dans notre cas, ces pieges sont les DCPs. Le placement
de ces problemes d’obstacles appartient a la famille des problémes d’optimisation géométrique.

Et la plupart du temps il y a des contraintes traduites en équations ou inéquations des Equa-
tions Différentielles Partielles( EDP ) ou Equations Différentielles Ordinaires ( EDO ).

Dans notre cas nous considérons un systeme d’EDO et nous allons introduire un critere a op-
timiser dépendant de la position des pieges tout en minimisant les colts économiques et les

distances entre les FADs. Notre étude va s’articuler comme suit :

— En tenant en compte le travail intéressant fait dans les articles [7, 5] par Auger et
al. dans le cas ou le nombre de sites est déterminé, nous introduisons des fontion-
nelles géométriques afin d’obtenir des conditions suffisantes décrivant la position optimale
des obstacles ou des pieges. Et dans les résultats, nous retrouvons la position linéaire
considérée par Auger et al. dans larticle [5] afin d’estimer le nombre de sites dans les
pécheries artisanales multi-sites.

— Le second résultat intéressant se trouve dans la controlabilité. Nous introduisons les
variables de controles dépendant des sites dans le but de suivre la population des poissons
des ressources considérées. Et dans le choix particulier de I'expression des variables de
controles, nous montrons un résultat optimal exprimé comme suit : quelques sites de-
vraient étre épargnés des activités de pécheries afin que la ressource soit préservée.
Dans une expression générale des variables de contréle nous obtenons une condition
nécessaire et suffisante pour obtenir une évolution stable de la ressource sur un inter-
valle considéré [0,7] ou T est fixé. Mais avant de nous attaquer a ’étude du controle

optimal, nous établissons quelques résultats de controlabilité. Dans la suite de ce travail,
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nous allons considéré ’expression des FADs pour expliciter les pieges ou les obstacles ou

les sites .

3.2.2 Modélisation du probleme

Dans cette section, notre but est de proposer des modeles lent-rapide pour la localisation
géométriques des FADs. En fait ces modeles sont constitués de L + 1 variables décrivant la dy-
namique des poissons et L variables décrivant ’effort de péche ot L designe le nombre de FADs
qui doivent étre installés en un endroit 2 de la mer. Soit M; = (z;;y;) C Rzi:h_“’ 1., les positions
inconnues. Notre but est de déterminer ou les FADs doivent étre placés. Nous supposons que
les points M; appartiennent a un disque D(O; Rp) ou O est le centre de D et Ry est le rayon.
Comme présenté dans larticle [4] nous utilisons des méthodes d’aggrégation des variables dans
I’ordre de réduire le nombre de variables du modele lent rapide a deux variables globales n et
FE gouvernant respectivement la dynamique des poissons et de 'effort de péche totale. Ensuite
nous allons introduire deux fonctionnelles & optimiser sous les contraintes du modele lent rapide
des équations différentielles ordinaires tel que les FADs devraient avoir des positions optimales,
que la ressource soit préservée et que les acteurs de la péche soient satisfaits.

Nous commencons par une optimisation sans contraintes. Dans ce cas nous obtenons des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour la localisation des FADs suivi de I’étude du
probleme du principe du maximum de Pontryagin. Et finalement nous terminons la partie
théorique par une étude des probléemes de controlabilité locale et globale et une action ca-
ratéristique du contrdle optimale quand nous avons un résultat de controllabilité. La derniere
section de cette partie est dévouée aux simulations numériques. Et nous allons considéré ces
modeles, mais pour le compléter présentons quelques points importants qui seront régulierement

utilisés pour notre étude.

3.2.3 Modele de pécherie multi-site

Dans cette partie nous étudions un modele de pécherie multi-site structuré en différents
sites qui sont associés & différents FADs. Nous supposons que le systéme a une capacité limite
constante K.

Nous appelons ks et k;, i € {1; L} respectivement la capacité limite du stock et de chaque site
1, L étant le nombre de sites. On suppose qu’une proportion constante o , 0 < o < 1 du stock

est libre, alors que la proportion restante est attachée aux sites.
ks = aK,

L
> ki=(1-o)kK.
=1

Nous supposons que le mouvement des poissons et le déplacement des bateaux se fait suivant

une échelle de temps rapide 7, alors que la dynamique de la pécherie se fait suivant une échelle
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de temps lent t = €7 ou € < 1 est un parametre suffisamment petit. Les poissons se déplacent
entre les sites et sur le stock libre. alors que les bateaux se déplacent entres sites voisins. Il est
important de noté que le taux de mouvement des bateaux d’un site a un site voisin dépends de
la distance entre ces sites. En conséquence, nous assumons un taux de mouvement symétrique
pour les bateaux : f; ; j+1 = Biy1 ;4 @ € {1; L —1}. Nous assumons également que le taux de

mouvement des poissons est inversement propotionnelle a la capacité limite des sites, ou du

stock libre, nous avons :
(3.1)

ol mg est une constante positive qui repésente le taux de migration

On considere que les poissons ont potentiellement des taux de croissance différents sur le stock
libre et sur les sites que nous notons par rs et r; respectivement. Nous utilisons d’autres pa-
rametres notés @), c et a.

() = parametre de capturabilté des FADs.

¢ = Cout par effort de péche sur les FADs.

a = Prix par unité de poisssons sur les sites.

Soit donc ng(t) la densité de poissons sur le stock libre au temps ¢ et n;(¢) la densité de poissons
sur le site i au temps ¢, soit F;(t) leffort de péche du site i au temps ¢, i € {1 ; L}.

Le systeme suivant décrit 1’évolution de la péche dans le temps :

L L "
S
% = Z MgiMy — Z MisNs + ergng [ 1 — — )
; ; ks
=1 =1
dn; _ i
TE = myng — mgni +€ [Tlni(l -3 - QniEi] )

% = Bi;im1Bic1+ B ic1Eic1 — (Bi—1: i + Bit1; 4) By + e (—c+ aQn;) ;.

(3.2)

Remarque 3.2.1. En assumant que ¢ = 0, a [’échelle de temps rapide ,la densité totale de
L

poisssons est égale a n(t) = ng(t) + an(t)
i=1

1=
A Uétat d’équilibre rapide, le systéme devient :

L L
> mgini =Y misns =0, (3.3)
i=1 =1

MisNg — Mgn; = 0, (3.4)

Bi: i—1Ei—1 + Bi; iv1Eiv1 — (Bi—1; i + Bit1; i) B = 0. (3.5)

En remplacant mg; et mis par leur valeurs données de l’équation (3.1) dans l'équation (3.4)

nous avons

Pour i = 1, léquation (3.5) devien B12FE2 — a1 E1 = 0. Puisque P12 = P21 nous obtenons a

létat d’équilibre ET = E5. Pour i = 2, il est fagile de montrer que E3 = E5 = EY a ’équilibre
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et par conséquent nous avons :
vie{l, L} E=E".

Par un stimple calcul nous obtenons les résultats sutvants :

k; k 1
ny=—n; n’s‘:?sn; EZ*:ZE
Dans la suite, nous allons utilisé le modele agrégé obtenu en réduisant le modele complet (cf

[7]). Le modele agrégé est définit par :

‘é—? = rn(l—%)—QnE
% = (—c+aQ@Qn)E

our = ars + (1 — a)ry est le taux global de croissance, n(t) et E(t) étant respectivement la
densité totale de poissons et 'effort de péche total. Les autres parametres @, c et a ont été déja

définis.

3.2.4 Probleme de controle géométrique
3.2.4.1 Probléme sans contraintes

Dans cette sous section il s’agit de résoudre des problémes d’optimisation sans contraintes,
on suppose que le mouvement des poissons et le déplacement des bateaux se produisent a une
échelle de temps rapide 7 tandis que le taux de croissance des poissons et la dynamique de péche
se produisent a un échelle de temps lent ¢t = 7. Nous supposons symétriques les rythmes de
mouvements des bateaux et inversement proportionnel a la capacité limite du milieu. Considérons
a présent les fonctionnelles suivantes :

2

L—-1 L
2
Gi= (> > IMM|*>-R3| |
i=1 j=it+1

L-1 2
Gy = (Z | M My ||? + || MMy ||> — Rg) ,

i=1

La fonctionnelle Go est en fait un cas particulier de la fonctionnelle G; qui tient en compte
non seulement de la distance entre les 2 FADs consécutifs mais aussi de la diagonale séparant
les FADs (L > 4) tandis que la fonctionnelle Gy ne prend en compte que la distance entre les
FADs consécutifs. Cette fonctionnelle G5 est plus facile a manipuler dans le cas d’agrégation du
modele (3.2).
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2
L-1 L
Soit donc la fonctionnelle G = Z Z |M; M;||> — R2|  qui est égale a
i=1 j=it+1
L-1 L 2

Gi=Y (2 —2;)* + (yi — ;) — R
+1

1= =
Il s’agit de minimiser GGy sous les contraintes du modele sans échelle de temps :

ri; = (3o migng — Yo mying) +ring(1 — ) — aini E;,
E; = (X ki E; — Y kjiEy) + painE; — ¢ F;,
ni(0)=n; i=1,..,L
E(0)=Eqy i=1,..,L
oll m;; et k;; sont des fonctions qui ne dépendent pas de la position des FADs.
r; représente le taux de croissance de la ressource sur chaque site.
k; représente la capacité limite du milieu sur chaque site
a; représente le paramétre de capturabilité sur chaque site
¢; représente le cout par unité d’effort de péche sur chaque site.
L’étude de ce modele devient par conséquent un probleme d’optimisation sans contraintes

qui consiste a minimiser la fonctionnelle G qui se traduit par :
2

L-1 L
K(My,....Mg) = min Gy(M,....My) =min | > > | M;M,|* - R}
i=1 j=i+1
ol Ry est le rayon d’un disque centré au point origine O, et qui représente la zone d’installation

des FADs. Ce probleme est abordé avec les outils d’optimisation différentiable.
Donnons a présent une condition nécessaire d’optimalité du premier ordre pour la localisation

des FADs de la fonctionnelle G.

Théoréme 3.2.1. Une condition nécessaire d’optimalité du premier ordre pour la localisation

des FADs est donnée par : VG1 = 0 c’est a dire :

L-1 L
> D IMM|P - RE | =o.
i=1 j=i+1
L-1 L 2
Démonstration. Soit Gy (My,..., M) = Z Z ||MZMJ||2 — R2
i=1 j=i+1

avec M; = (z; ; vy;) et M = (x; ; y;) pour tout ¢;5 € {1...L}

Posons
L-1 L

Gl(Mh"'?ML): Z Z (ml_x])2+(yl_y])2_R(%
i=1 j—it1



3.2 Position et Modélisation du probléeme 52

= ((w1—22)*+ (1 —y2)*+. . +(w1—2L)’+ (1 —2L)*+(22—23) >+ (Y2—y3)*+. . +(v2—21)*+(y2—7L)°

oo F (w1 —xp)? + (ypo1 — x1)* — R2)?

Donc VG = 0 équivaut a :

0G1 __
o0x1 - 0’
oGy __
oxy, 0’
0G1  __
oy 0,
oGy __
dyr, 0,

La dérivation par rapport a chaque variable donne :

L -1 L
!Lxl — sz] (Z Z | M M;||* — RS
=1

i=1 j=i+1

I
o

[LxL _ im] (LZ i MM - R

i=1 i=1 j=i+1

(3.7)

~
I
o

r L 7 [L-1 L
Ly =Y _wi (Z > MM - RS
I i=1

i=1 j=i+1

r L 7 /L1 L
Ly =Y wil | D D IMiMy|P —R5 | = 0,
I =1 1 \i=1 =i

Résoudre le systeme (3.7) équivaut aussi a résoudre 4 systemes. Chaque systéme correspond

a une disposition. Parmi ces dispositions, nous pouvons citer celles vérifiant :

L-1 L
LY > IMiM|* = R =0,

i=1 j=i+1
2. Tous les points M; sont alignés.

En supposant que les FADs du type M; et M; pour¢=1,...,L—1et j=14+1,...,L sont

équidistants alors :
|| My Mo ||+ My M| 4. 4[| My M [|*+ | Mo M || 4| My My ||*+...+ | Mo My || *+...+(| M1 M ||* = RS,

O O
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Nous allons présenter quelques exemples.
Exemple 1. Pour L =2 nous allons détailler cet exemple et exposer tous les cas de figure
possibles et retenir celui qui semble étre le plus intéressant.
La condition nécessaire d’optimalité du premier ordre est traduite par :

0G1 __
ox1 0

%—%:0 :>{ (r1 —x9)A =0
Sor = ()1 —y2)A=0

0G1
0y2

(2 = 22) (IM1Ma]* — RE) =0,

=

(1 —v2) (IM0E]° — B3 ) =0,

avec A = (x1 — :1:2)2 + (y1 — y2)2 — Rg.

Le systeme précédent correspond & plusieurs cas de figures :

Tl = T2,
1°Fcas : et
Y1 = Y2,
Les deux points représentant les FADS sont confondus.
€r1 = T2,
2émecys et
(yl - CUZ)A = 07

Si M1 = O ( centre du cercle C(O ; Ryp)) alors My appartient a l'intersection du cercle et de la
droite verticale passant par Mj.
(x1 —22)A =0,

3émecas et

v =yo.
Si M1 = O ( centre du cercle C(O ; Ryp)) alors My appartient a l'intersection du cercle et de la
droite horizontale passant par M;.
4émecas : A = 0 & | M Ms|> = R2 < || M1 M| = Ry.
Pour se fixer les idées prenons M; = O, alors My € D (O, Ry).

Dans tout ce qui suit, nous considérons seulement le cas ot A = 0 comme condition nécessaire

d’optimalité. En effet c’est le cas le plus intéressant et regroupe tous les autres cas possibles.

FI1GURE 3.1 — Cercle de centre M; de rayon Ry

Simulation

Dans toutes les simulations faites dans cette partie afin de trouver la position optimale des FADs
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nous proposons une méthode numérique pour résoudre le probleme sur la condition nécessaire
d’optimalité. Pour cela nous utilisons 2 logiciels : ipopt pour trouver les coordonnées des points
et Geogebra pour les placer dans un repere.

Les simulations suivantes ont été faites dans le cas de 2 FADs nous permettant d’avoir un cercle.

Nous plagons les différents points.

FIGURE 3.2 — Simulation dans le cas de deux FADs ou Ry = 3 et les coordonnées données sur

la figure
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Exemple 2 Pour L = 3 la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre est traduite

par :
Tl = T2 = T3,

2 2 2 p2

ou ou HMlMQH + ”M2M3|| + ||M3M1H _RO'
Y1 =Y2 = ys,

Comme My , My, Ms € D (0, Rp), on a une infinité de positions possibles pour les FADs.
Par exemple si ”M1M2|| = HMQM;;” = ||M1M3H — 3 HM1M3H2 = R%

Ry
On obtient un triangle équilatéral de coté %
Ou bien un triangle rectangle isocele en M; de coté || M M3 = %.

Simulation Dans cette partie nous proposons 2 simulations suivant les positions désirées

pour My et Mjs

(a) (b)
FIGURE 3.3 — (a) Triangle équilatéral de coté %, (b) Triangle rectangle isocele en M; de coté

Ro
ok

(a) (b)

FIGURE 3.4 — (a) Simulation dans le cas de trois FADs ot Ry = v/3. Les points M et Mj étant
confondus, (b) Simulation dans le cas de trois FADs ot Ry = v/3. Les points My et M3 étant

légérement distants et leurs distances respectivement au point M; sensiblement égales.
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(a) (b)

FIGURE 3.5 — (a) Simulation dans le cas de trois FADs ou Ry = % Les points My et M3 étant

confondus, (b) Simulation dans le cas de trois FADs ou Ry = % Les points My et My et Mg

formant légérement un triangle isocéle.

Simulations

I¢i nous proposons quelques simulations dans le cas ol nous avons 4, 5, ou 10 FADs.

W|= .32, 1.20
: (0.‘ ) I, = (1.29, 1.18)
[ ]

M, = (1.20, 0.62)
®

M,T(0.0)

(a) (b) (©)

FIGURE 3.6 — Les équilibres (7;, £;) pour différrentes valeurs du nombre de sites L : (a) Simula-
tion avec quatre FADS ou Ry = %, (b) Simulation avec 5 FADS ou Ry = % et (¢) Simulation

avec 10 FADS ou Ry = %.

3.2.5 Probleme de controle optimal
3.2.5.1 Condition d’optimalité

On donne la formulation du probleme et les conditions nécessaires d’optimalité. L’objectif
dans cette partie est d’optimiser le critere défini ci-dessous en fonction des captures, des cotts

et de la distance entre les FADs. .

Soit donc le bénéfice H(t, My, M, ...., My) = capture - colits = Z(amiEi —¢;E;) . Ce nouveau
i=1
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modele est formulé de maniére a maximiser H et de minimiser G1 et nous proposons le probleme

suivant : -
max/ H(t, My, My, ....,Mp)dt + min G1(M,...., M)
0

sous les contraintes

L L
.
= ( mgjng — m]mz) +rini (1 — 71) —a;n; F;,
K

J#z J#z ‘
= Z ki Ej — Z kjiEi) + paini E; — ¢; E;, (3.8)
JF#i J#i

nz(O) = N0 , 1= 1, ...,L
Ei(0)=FEy,i=1,..,L

Sous les mémes contraintes nous travaillerons avec :

T
1
R(t,Ml, ....,ML) = min/ |:—H(t,M1, ....,ML) + TGl(tlev ....,ML) dt.
0

car

T T
max/ Hdt = min/ —Hdt,
0 0

T 1 T
min/ [H + TGl} dt > min/ —Hdt + min G;.
0 0

Dans ce probleme, on considere les M; comme les controles et on introduit la fonction de

controle u € R?L définie par :

U] = T1; Ug = T2 ...; UL = TL; UL41 = Y1}--; U2 = YL-

Il s’agit de choisir le meilleur contréle afin de pouvoir déterminer les positions des sitesdes M;
tel que le probleme ci dessus admette une solution et que R(t, My, ...., M) atteigne sa valeur
minimale c’est & dire R(t, My, ...., M) = min fOT [—H + %Gl] dt.

La fonction Hamiltonienne associée au probleme ci dessus est donnée par :
H(t,X,p,U) =<p,p t X, U ZAfz t X, U p()O(t?X?u)_)\UfU(taXvu)

ol p un vecteur fonction et \; étant les multiplicateurs de Lagrange associés a ce probleme
X =n,E)avecn = (n;); E=(E)
L

1
fO(t7X7 u) = 2;(_a2nlEz + CzE2> + TGl(ta Mla ""7ML)7
1=
2
L-1 L
oit Gy(t, My, ... M) = | > > [IM;M;|* — RG|

i=1 j=i+1
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SO(t,X,U) = (nla El)a

Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) fournit les conditions nécessaires d’optimalité

de ce probleme de controle optimal.

Théoréme 1 (Principe du maximum de Pontryagin). On considére le systéme de contréle dans
R™ et X = ft, X, u) ovw € U CR™ qui est l’ensemble des contréoles admissibles u dont les
trajectoires associées relient un point initial My a un point final M. Les équations suivantes

sont vérifiées pour presque tout t € [0,T].

ot H(t, X(t),p(t),u(t)) =< p, f(t, X, u) > —Xofo(t, X,u) est ’'Hamiltonien du systéme et on a

la condition de mazimisation presque partout sur [0,T],
H(t, X, p, Ao, u) = maxgH(t, X, p, ).

Lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contréle et H différentiable, alors la condition du
maximum ci-dessus devient % = 0. En appliquant le principe du maximum on a les conditions

nécessaires d’extrémum :

1) p= =5t X (1), Mo, p, u(t)) = —p(t)px + Ao fox,
ce qui donne :
p+pt)ex = Aofox,

2) X = %%(tvp(t)a)‘()au(t)) = Qp(t)a

3) Conditions d’optimalités par rapport a w :
%%(t,X(t), Ao, p,u(t)) = 0 ce qui donne p(t)py, = Ao fou-

Nous allons présenter deux cas d’exemples typiques.

e Cas ou mi; = kiz'j = cste
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Pour se fixer les idées prenons cste = 1 ce qui nous donne les contraintes suivantes :

L

. n

n; = an — (L —1)n; +rini(1 — fll) —a;n;F;,
JF

_ L
J#i

Ei(0)=FEy,i=1,..L

Exemple 1 : Pour L =2
Soit H I’hamiltonien définit par :

H(t,z,u) = p1o1 + paw2 + P33 + pavs — Aofo

Les conditions d’Euleur du PMP sont données par : X = %—H et p= —% c’est a dire :
P
ny =ng —ny+ 7‘177,1(1 — %) —aini Fq,
riy =n1 —ng + rong(l — 32) — agna By,
Ey = By — By + daini By — e By,
E2 = E1 — EQ + )\agngEQ — C2E2,

_OH
onq
2n1
= pi[l —m(1— 71) + a1 E1] — p2 — pspai1 By — Moar Eq,

_9H
8?7,2

2n
= —p1+pal —ro(l — ?22) + agEs] — papas By — MoagEs,

P2 =

_OH
8713
= praing + p3[l — paini E1 + ¢1] — pa + Ao(—aing + ¢1),

on

B 8714
= peagna + p3 + pa[l — pagna Ea + ca] + Ao(—azna + c2),

La condition d’optimalité du PMP par rapport a u est définie par :
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oH
87,”1 = P1P1y +p2§02ul +p3§03u1 +p4904u1 - )\OfO’U,l

A
- 0+0+0+O—4?0(u1 —u2)[(ug —uz)2 + (us —U4)2 —R(Q)] =0.
d’ott (u1 — u2)[(u1 — u2)? + (uz — ug)? — R3] = 0 qui donne :

Tl = T2,
ou

(1 —22)* + (y1 —u2)® — RZ =0.
De méme

OH
airu/? = P1Plusg -+ P2P2us + P3P3us + PaPau, — AOfOUQ

A
= 0+0+0+O—4T0(u1 — ug)[(u1 —U2)2 + (us —U4)2 —Rg] =0.
d’out (ug — uz)[(u1 — ug)? + (uz — ug)? — R2) = 0 qui donne :

xr1 = T2,
ou

(1 —22)*+ (y1 —y2)? — RE=0.

Cest & dire z1 = x5 ou ||M;Ms||> = R2 donc les FADs sont dirigés verticalement et de plus si
M, = O, alors My € D (O, Ry).

En faisant le méme calcul pour gTH = g—H on a :
3 Uy
% = % = —4%(1@3 — u4)[(u1 — ’lL2)2 + (U3 — U4)2 — R(Q)] =0
d’ou
U3 = U4 Y1 = Y2,
ou — ou
(u1 — UQ)2 + (U3 — U4)2 — R% =0 (1‘1 — 5132)2 + (y1 — U2)2 — R% =0.

c’est & dire y; = yo ou || My My||* = RZ donc les FADs sont dirigés horizontalement et de plus si
M, = O, alors My € D (O, Ry).

Conclusion

La condition d’optimalité est donnée par :
M M,||> =R: ;M et Mye D(0; Ry)

(voir figure 3.1)
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Exemple 2 : Pour L =3

L’Hamiltonien est donné par :

H(t, X, u) = pi1p1 + pa2 + P33 + paps + Pses + Pews — Ao fo-

Le probleme consiste a minimiser la fonctionnelle J définie par :

3

T
1
J:/ E (—ainiEi—i-CiEi)ﬁ-*Gl(t, Ml,Mg,Mg) dt

0 [i=1 T

sous les contraintes

n1 =ng +n3 —2n; +7"1n1(1 — ) —aym En,

ny
Ky

riy =n1 +ng — 2ng +rang(l — &) — agna By,

13 = n1 + ng — 2ng + rang(1l — 1"733) — agnzFs,

E\ = Ey + E3 — 2E, + Aaini Ey — ¢\ By,

Ey = By + F3 — 2F5 + Magna By — o B,

E3 =F1 + Es — 2E3 4+ AasnsFE3 — csEs

fo(t, X, u) = [—(a1n1E1 + asnoFoy + a3n3E3) + (01E1 + coFEy + CgEg)] + %Gl(t, My, Mo, Mg)
o(t, X, u) = <7i1 =1 ;12 = @2 ;13 = 3 s E1 = 4 ; By = @5 ; B3 Z%’) .
Les conditions d’Euleur du PMP sont données par : X = %—7; et p= o

X
c’est a dire :
o
pP1r = ony
2n
= —[m[-2+m(1- 711) — a1 E1) + p2 + p3 + papar By + Aoar B
277,1
= p12—-r(1— 71) + a1 E1] — p2 — p3 — papar1 By — Noar E.
. _OH
p2 = Oy
2n
= —[p1+p2[—2+1m2(1 - 722) — aoFs] + p3 + pspai By + Agas Es)
2712
= —p1+p2f2—12(1— ?2) + agEs] — p3 — pspai E1 — Moaz Es.
._ _OH
p3 = ons
2713
= —[p1+p2+p3[—2+m(l— 73) — a3 B3] + pspazEs + Agas Es)
2’!7,3
= —p1—p2+p32—r3(1— 73) + az B3] — pepasE3 — Aoaz Es.
L _OH
pPs = OF,

= —[—pirains + pa[—2+ painy — c1] + ps + ps — Ao(—aini + c1)]
= piaing +p4[2 —paini + 01] —ps — pe + Ao(—ainy +c1).
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_OH
0Fs
= —[—p2aang + ps + ps[—2 + pasng — c2] + ps — Ao(—aznz + c2)]

Ps =

= poagng — ps + p5[2 — pagng + c2] — ps + Ao(—azng + c2).

B OH
OFE5
= —[—psasns + ps+ ps + ps[—2 + pasnz — c3] — Ao(—asgns + c3)]

Pe =

= psasng — ps — ps + pe[2 — pasns + c3] + Ao(—aznz + ¢3).

La condition d’optimalité par rapport a u est traduite par : %Z =0,
OH
Ju, P + P2p2u; + P3P3uy + PaPauy + P5Psur + P6Peus — Ao fouy
A
= 0+0+0+0+0+0—4T0A(2u1 — uy — ug) = 0.
avec
A= (ug —u2)? + (ug — us)? + (ug — uz)? + (ua — up)? + (ug — usz)? + (us — ug)? — R3 donc

%:O:A(2u1—u2—@63):0d,0f1

2u1 —uo —ug =0,
(w1 —u2)* + (ug — us)® + (w1 — ug)?® + (ug — ug)? + (uz — uz)?® + (u5 — ug)? — R3 = 0.

oH
87112 = P1Plugy T P2P2uy + P3P3uy + PaPaus + P5P5us + P6P6us — A0fous

A
= 0+0+0+0+0+0—4?0A(—U1+2U2_U3):O
= A(—u1 + 2uz — u3) = 0 ce qui donne
{ —uq1 + 2ug —uz =0,

(u1 — u2)? + (ug — us)? + (u1 — uz)? + (ug — up)? + (u2 — ug)? + (us — ug)? — R2 = 0.

oH
87113 = P1Plus T P2P2u; + P3P3us + PaPaus + P5P5us + P6P6us — A0fous

A
= 0+0+0+0+0+0—4?°A(—ul—uQ+2u3)=0
= A(—u1 —u2 + 2u3) = 0 ce qui donne

—u1] — ug + 2uz = 0,
(ur —u2)? + (ug — us)? + (u1 — u3)? + (ug — ug)? + (ug — uz)? + (us — ug)?> — R3 = 0.
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OH
ous P1P1ug + D29P2us + P3P3us + PaPaus + P5P5us + P6P6us — A0 fous

A
= 0+0+0—|—0+0+0—4?0A(2U4—U5—U6)ZO
—> A(2ug —us — ug) = 0 ce qui donne

{ QZL4—U5—’U,6=0,

(ur — ug)* + (ug — us)® + (ur — ug)?® + (ug — ug)? + (uz — uz)?® + (us — ug)? — R3 = 0.

oH
87% = P1Plus T P2P2us + P3P3us + PaPaus + P5P5us + P6P6us — A0fous

A
= 0+0+0+0+0+0—4?°A(—U4+2U5—u6)=0
= A(—uyg + 2us — ug) = 0 ce qui donne

{ —uyg + 2us — ug = 0,

(u1 — u2)? + (ug — us)? + (u1 — uz)? + (ug — up)? + (u2 — ug)? + (us — ug)?> — RZ = 0.

oH
87% = P1Plug T P2P2us + P3P3us + PaPaug + P5P5us + P6P6ug — A0foug

A
= 0+0+0+0+0+0—4?°A(—u4—u5+2u6)=0
= A(—ug — us + 2ug) = 0 ce qui donne

—uy — us + 2ug = 0,
(ur — ug)* + (ug — u5)® + (w1 — ug)?® + (ug — ug)? + (uz — uz)?® + (us — ug)? — R3 = 0.

En fin de compte on a :

2x1 —x0 —x3 =0,
—x1 + 212 — 23 =0,
—x1 —x2 4+ 223 =0,

ou ou A=0.
21 —y2 —y3 =0,
—y1+2y2 —y3 =0,
—Yy1 —y2 +2y3 =0,

Les deux systémes étant équivalents , on a une infinité de solutions d’ott (21 — )+ (y1 — y2)* +
(1 —23)%+ (y1 —y3)? + (22 — 3)2 + (y2 —y3)? — RZ = 0. Par conséquent (| My M| + || Ma Ms||* +
|MsM;||*> = R3 Comme My , My , Mz € D(0, Rp), on a une infinité de positions possibles

63
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pour les FADs.
+ Par exemple si | M My|| = || MoMs|| = | My M| = 3||MiM;s||> = R2.

Ry
= || M1 M3]| = 73

On obtient un triangle équilatéral de coté % (voir figure 2).

+ Ou bien un triangle rectangle isocele en My de coté | M1 Ms|| = %(Voir figure 3).

Proposition 3.2.1. Soit H ’hamiltonien définit par la fonction de Pontryagin
H =< p,p(t,X,u) > —E{;l Nifi(t, X, u) ot p, N sont des multiplicateurs. Alors la condition

d’optimalité est traduite par :
L-1 L

D> IMiM;|* = RS

i=1 j=1

C’est a dire si L est le nombre total de FADs alors la condition d’optimalité est traduite par :
VM4 [ My M | My M |4 | Mo M P+ Mo M [Pt [ Mo M Pt | M1 M |2 = B3,

* Dans le cas régulier ot la distance entre deux FADs consécutifs est constante c’est a dire :
| My Ms|| = | MaMs|| = |MsMy| = ..... = ||Mp M| alors la condition d’optimalité est donné
par : L||MyMp|* = R} d’ou

Ry
M{M;|| = —.
(| My My || NG

( on ne prends pas en compte la distance entre les diagonales)

" Dans le cas ou les FADs sont équidistants et si nous fixzons My, les autres points M;, j # 1

appartiennent au cercle de centre My et de rayon donné par la condition d’optimalité suivante :

2

MMy = e
[MiML|| = Ro LI =1)

( la diagonale séparant deux FADs est prise en compte)

En effet cette somme comporte @

termes identiques .
e Cas ou mij = mji = CkHMiMjHQ et kz‘j = kji = ﬂHMzM]HQ .
Théoréme 3.2.2. S5i \g = % (simplifier les calculs) alors la condition d’optimalité dans le cas

de deuxr FADs est donnée par :

a(ny —na2)(p1 — p2) + B(E2 — E1)(ps — pa) = 2[(u1 — u2)* + (uz — ug)® — RY]
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Démonstration. Le cas L = 2

on a :
. n
11 = migng — maing +rina(l — g) — aina B,

rig = mainy — migng + rona(l — 22) — asnag By,
Ey = ki2Fy — ko By + Mayn By — ¢, By,
Ey = ko1 Fy — k19E + MagnoEy — coFy,

fo(t, X, u) = [—(a1n1 E1 + agnaE2) + (1 E1 + coE9)] + %G1 (t, M1, M>)
ott G1(My, Ma) = [||M1Mo][> — REJ?

H(t, X, p,u, o) = pro1 + P22 + P33 + papa — Ao fo,

En appliquant le PMP & ce probleme les conditions d’Euleur sont données par : X = %—Z‘ et

s oOH
P=—5x

c’est a dire :

. _ _OH
pP1r = ony
27‘&1
= pifmor —ri(1— 71) + a1 E1] — pamor — pspar E1 — Aoa1 B,
._ _O0H
p2 = Oy
2n2
= —pimiz + pa[miz — (1 — E) + agEs] — papas By — Moag E,
. _OH
p3 = oF,
= piraing + pslkar — parni E1 + c1] — pakar + Ao(—aing + 1),
o
pe = 76E2
= poasng + pskia + palkia — pagnaEs + co] + Ao(—agna + c2),
La condition d’optimalité par rapport a w est traduite par : %—Zj = 0 avec M1 = (1 =

w1 y1 = usz) et My = (x2 = ug; y2 = wa)
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OH __ :
b, = U ce qui donne

(u1 —u2)(2a(n1 — n2)(p1 — p2) +28(E2 — E1)(p3 — pa) — 4%[@1 —ug)? + (uz —us)® — R3)) = 0

d’ou

up = ug,
ou
20(ny — n2)(p1 — p2) + 28(E2 — E1)(p3s — pa) — 4%[(% —ug)? 4 (uz —us)? — R =0

De méme % = 0 nous donne le méme résultat.

Cependant g—g =0et g—ﬁ = 0 nous donne comme résultat :

(uz — ug)(2a(n1 — ng)(p1 — p2) + 26(E2 — E1)(p3 — pa) — 4%[(% —ug)? + (uz — ug)® — Rg]) = 0

donc

u3z = U4,
{ 20(n1 — n2)(p1 — p2) + 2B8(E2 — E1)(p3 — pa) — 452 [(u1 — u2)? + (uz — ua)? — R3] =0

Par conséquent on a le méme résultat pour les 4 équations. Pour simplifier les calculs on peut

poser A\g = & et nous avons au final :
a(ny —ng)(p1 — p2) + B(E2 — E1)(p3 — pa) = 2[(u1 — u2)® + (uz — uq)® — R3]
O

Remarque 1. Si l’effort de péche est constant sur chaque site et que la densité de population
soit la méme sur les sites c’est & dire : ny = ng et £y = Fy alors (x; —x2)2 + (1 —y2)2 — R% =0
d’ou ||M1Ms||?> = R3 . Par conséquent ||MiMs|| = Ro et on retrouve la condition d’optimalité

simple pour L = 2.

Exemple 4 Le cas L =3
(11 = muang + magng — mainy — mang +ring (1 — &) —am B,
rig = Mao1n1 + Magng — Miany — Maana + rana(l — &) — aznaEs,
rig = mginy + maang — magng — magng + rznz(l — &) — agnz Es,
Ei = k12Es + k13B3 — ko1 E1 — k31 By 4+ Main1 E1 — 1By,
Ey = ko1 By + kos B3 — k19 B — k3o Fa + Aagna Bz — ca B,

E3 = k31 By + k3o By — k13FE3 — ko3B3 + Magns B3 — c3E3,
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fo(t, X, u) = [—(a1n1E1 + asnoFy + a3n3E3) + (01E1 + coFEy + C3E3)] + %Gl (t, My, Mo, Mg)
o(t, X, u) = (rg; E;) i=1,2,3
L’hamiltonien est donné par :

H(t, X,p,u, Ao) = p1o1 + paw2 + p3ws + papa + psps + Pes — Ao fo

Le principe du maximum de Pontryagin nous donne :

. oH
p1 = ony
2711
= pi[mer +ms1 —r1(1 — 71) + a1 E1] — pama1 — pamay — papar B — Xoa1 By
. oH
p2 = ng
2n9
= —pimig + pa[miz + msa — rao(l — 72) + apEs] — psmsga — pspasEs — Agas Es
o onm
ps = g
2713
= —p1mi3 — pamaz + p3[miz + mag — r3(1 — 73) + a3z B3] — pepas B3 — AoasEs
. oH
pPs = ons
= praing + palkar + k31 — paini + c1] — pska1 — peks1 + No(—aini + ¢1)
. oH
ps = ong
= poagng — pakia + pslkia + k3o — pasng + 2] — peksa + Ao(—azna + c2)
. oH
Pe = ong

= psasng — pakiz — pskas + pelkis + kas — pagng + 3] + Ao(—asns + c3)

La condition d’optimalité par rapport a u nous est donnée par : %—Ij =0

avec My = (21 =u1; 11 = wa) ; My = (22 = ug; y2 = us) et Mz = (22 = us; y3 = ug)

0H __
871141_0@

{ 2af(u1 — u2)(n2 —n1)(p1 — p2) + (w1 — u3)(n3 — n1)(p1 — p3)]
+268[(ur — ug)(ps — ps) (B2 — E1) + (u1 — ug)(Es — E1)(ps — ps)] — 34A(2u1 — ug — uz) =0
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avec
A= (up —ug)?® + (ug — uz)? + (u1 — uz)? + (ug — ug)? + (ug — u3)? + (us — ug)? — R3

0H __
871142_0@

{ 2af(ur —uz)(n1 —n2)(p1 — p2) + (u2 — uz)(nz — n2)(p2 — ps)]
+268[(ur — ug)(ps — ps) (Br — Ea) + (ug — uz)(Es — E2)(ps — ps)] — 324 A(—u1 + 2ug — uz) =0

S —_0e
{ 2af(u1 —uz)(n1 —n3)(p1 — p3) + (u2 — u3)(n2 —n3)(p2 — p3)]
+26[(ur — ug)(Er — E3)(pa — pe) + (uz — uz)(Es — E3)(ps — ps)] — 32 4A(—u1 — uz + 2uz) = 0

2 — 0
{ 20[(ug — us)(n2 — n1)(p1 — p2) + (us — ug)(n1 — n3)(p1 — p3)]
+28((us — u5) (B2 — E1)(pa — ps) + (us — ug) (Ey — E3)(pa — ps)] — 324A(2us — us — ug) = 0

d— 0o
{ 2a[(us — us)(n1 — n2)(p1 — pa) + (us — ug)(n3 — n2)(p2 — p3)]
+28[(us — us)(Ey — E2)(ps — ps) + (us — u6) (B3 — Ea)(ps — pe)] — P4A(—us + 2us — ug) =0

% =0
{ 2af(us —ug)(n3 —n1)(p1 — p3) + (us — ug)(n2 — n3)(p2 — ps)]
+2B[(us — ug)(Es — E1)(pa — ps) + (us — ue)(E2 — E3)(p5 — ps)] — 224A(—us — us + 2ug) = 0

Remarque 2. Si l’effort de péche est constant sur chaque site et que la densité de population
soit la méme sur les sites c’est a dire : n1 = ny = ng et B = Ey = E3 alors des égalités

précédentes nous avons :
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,

2x1 —x9 —x3 =0,
—T1 + 2w2 — 23 =0,
—x1 —xo + 223 =0,

ou ou A=0
2y1 —y2 —y3 =0,
—y1+2y2 —y3 =0,
—y1 —y2 +2y3 = 0.

Ce qui donne
(z1 — 22)* + (y1 — 12)° + (21 — 23)” + (y1 — y3)” + (22 — 3)° + (y2 — y3)” — R§ = 0.

Par conséquent | My Ma||* + || Mo Ms||* + || MsM; ||> = R2 et on retrouve la condition d’optimalité

simple.

3.3 Controlabilité

Considérons un systeme de controle général
T = f(t,x(t),u(t)), z(to) = xo, (3.10)

ol f est une application de classe C' de I x V x U dans R”, I est un intervalle de R , V ouvert de
R™, (to,z9) € I x V. On veut répondre a la question suivante : étant donné le systeme (3.10), ou
peut-on aller en temps T en faisant varier le controle u. L’ensemble des extrémités au temps T
des solutions du systeme partant de xg au temps ¢t = 0 est appelé ensemble accessible en temps
T. Dans un premier temps, nous supposons fixer le nombre L de FADS et nous allons regarder

la controlabilté locale et globale. Pour cela nous considérons le systeme suivant :

n = r(l—%)—-QnE+ng(My, M, ..., M), (3.11)
E = (—c+pQn)E. .
ou g représente le controle et vérifie 0 < g (M, Mo, ..., M) < 1.

3.3.1 Controlabilité locale

Proposition 3.3.1. Considérons le systeme de contréle général (3.11). Soit donc f(zg,up) =0

un point critique de f et notons A = %(wo,uo) et B = %(wo,uo). On suppose que

rg(B|AB|...|A"'B) = n.
Alors le systeme est localement contrélable en xg

Notre objectif est d’appliquer la précédente proposition dans deux cas : quand le controle est
considéré comme un scalaire et le second est dédié a la recherche de la pondération maximale

pour la localisation des FADs.
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3.3.1.1 Cas ou g est le controdle

Posons X = (n ; E) le systéme précédent correspond a
X=F(X;g)),

avec

FX g):<rn(1—}é)—QnE+ng>‘

(—c+pQn)E

Nous rappellons que nous avons déja obtenu les points d’équilibre du systéme (1) qui sont donnés

b0 o (50 s))

2 2 — . IS c . T ¢
Théoréme 3.3.1. En supposant que g = 0 alors le point d’équilibre (m ' 0 (1 ;TQK)) est

par :

l'unique point localement controlable du systéme .

Démonstration. En appliquant la linéarisation du systeme, nous avons :

oF oF

X:ETX(X; DX+ (X599

Ce qui correspond a

d’ott X = AX + By avec

AZ(r(l—QI?)—QE—i—g —Qn > ot B:<n>
pQFE —c+ p@n 0

e Au voisinage du point d’équilibre (0 ; 0 ) pour g = 0 nous avons :

(000

00
(BaAB):<O O)v

par conséquent le systeme n’est pas localement contrdlable.

La condition de Kalman donne :

e Au voisinage du point d’équilibre (K ; 0 ) on a :

(7 ) ()00
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La condition de Kalman donne :

Cz(B;AB):(IO{ _gK)

on a rangC =1 < 2 donc le systéme n’est pas localement controlable.

r

e Au voisinage du point d’équilibre (i el (1 — ])QLK>> on a :

% Pk b R P G
pr(1-56x) 0 (E 0

La condition de Kalman donne :

Cc 62

C=(B; AB) = PQ (PQ)*K
’ 0 <« (1 — L)
Q pQk
on rangC = 2 donc le systeme est localement controlable. O

3.3.1.2 Cas general ou o = (a12;- - @4i41; - - - @1;1,) est le controle

Dans ce paragraphe nous considérons un vecteur de pondération affecté a la localisation des
points M; i =1,..., L. Ce vecteur est en fait notre variable de controle.

Soit donc le systeme (3.11) :

no= rm(l—-%)—-QnE+ng (M My---; My), (3.12)
E = (—c+pQn)E. .
L—-1
Théoréme 3.3.2. En supposant que g (My; Ms---; Mp) = Z Qi1 HMz‘Mi+1H2+041L ||M1]\4LH2
i=1

alors le point d’équilibre (ﬁ ; 6 (1 — ]JQ%)) est l'unique point localement controélable du systéeme.

Démonstration. Soit donc le controle définit par :

L—-1
g (My; My ---; Mp) = gt [|[MiMig||* + aap | My M|
=1

Le systeme (3.12) devient :
L—1
. _ n 2 2
o= rn(l—2)—QnE+n (Z iy | MM ||> + oo | MM ) ,
i=1
E = (—c+pQn)E.
Nous désignons par o = (a12;- ;4415 --air), le controle du systeme (3.12). Posons X =

(n ; E) le systeme (3.12) peut étre réécrit de la maniere suivante :

X=F(X; a),



3.3 Controlabilité 72

avec

L—1
2 2
F(X: )= rm(l— %) —QnE+n (Z Qi1 || MiMip1 ||” + cap [[Mi M| ) ,

i=1
(—c+pQn)E

Nous commengons d’abord par chercher le systeme linéarisé :

. OF oF
X=—2X;a)X+—(X; k
(‘9X( i @) +8a( P a)a
avec
L—1
OF r(1—32)—QE+ Z it | MiMiga ||” + aar [MiML|? —Qn
7(X ,a) = — ’
0X i=1
PQE —c+pQn
et
ai(X o= " MMl o n || MiMil® -+ n|| MM
da 7 0 0 0 '
Ce qui permet d’obtenir :
L—1
N r(1=2) = QE+ ) aii1 MM |? + aar |IMiML|? —Qn ( n )
- i=1
PRE —c+pQn
Q12
n|[MM|® - n | MiMap|* - nl[MyM)?
+ Qi1 | s
0 0 0
alr
pour tout i € {2,...,L —1}.
Dot X = AX + Ba avec
L1
S| TR -eE+ D it [MiMip||* + ong [MiM)P —Qn
- i=1 )
pPQE —c+ pQn
et
[ nlIMM)P e | MM P - n|| MM
0 0 0 ’

Il est facile de voir déja que le systeme de controle n’est pas localement controlable.
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e Au voisinage du point d’équilibre (pi ; 6 (1 — ]JQLK)) on a :

- 2 2 2

% POk > no\ (e IMAMEIT e g IMibia |7 g MM
pr(l—péK 0 E 0 0 0
Avec
—cr _c
A= pQk P
(1 N pQK) 0
et
2 2 2
g [ po MM - G (MM |® - 5 (1ML M
0 0 0 ’
ce qui nous donne :
p e 1My My | AT MM |? S MM
& (1= gor) M0 G (1 ) IMMealP - (1= g6p) 10001
La condition de Kalman donne :
(B; AB) =
2 2,,,
S| MM S (1= s ) Il e (1 55 ) MM
2 2
0 0 5 (1=g) 1ML G (1) MM

on a rangC = 2 donc le systeme est localement controlable. O

3.3.2 Controlabilité globale

Dans cette partie, il sera question d’étudier la controlabilité globale du systeme (3.11) dans

plusieurs cas de figures.

Proposition 3.3.2. Tout systéme contréolé de la forme
X = AX +uB. (3.13)

est complétement contréolable si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par la famille

de n vecteurs {B, AB, A’B, ..., A" "1 B} est l’espace tout entier.

3.3.2.1 Cas ou g est le controle

Nous considérons le systeme suivant :

{ n = rn(l——) QnE—i—ng(Mla M27 "'aML)v (3 14)

E = (—c+pQn)E
ou g représente le controle. Posons X = (n ; E), le systeme précédent peut étre écrit sous

la forme :

X =Fy(X)+gF (X),
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avec

Théoréme 3.3.3. Le systéme (3.14) n’est pas globalement contrélable.

Démonstration. Calculons les crochets de Lie suivants : [F} ; Fp]. Nous avons
[Fi 5 Fo = Fy (X) Fi (X) = F (X) Fy (X)),

avec
b [rA=2)—QE  -Qn foon (100
FO(X)_< VQF _C+an>, et F1(X)—<O 0)-

Ce qui nous permet d’obtenir

F; Ry = K .
nom( %)

Soit X = (z ; y) € R? existe t-il des réels
A1 et Ay tels que X = A\ Fy + Ay [Fy 5 Fp| ce qui donne :

xr = )\172—)\2%2,
Yy = XpnQE.

Pour tout n # 0 nous avons Ay = m.
Pour n = 0, y n’est pas défini dans ce cas vect {F; ; [F} ; Fy]} # R? donc le systéme n’est pas

globalement controlable.
O

Apres I’étude théorique faite sur la controlabilité du systéme, nous cherchons a déterminer
le controle optimal. Et dans le cas ou les calculs sont possibles, nous faisons les simulations

numériques dans le but de voir I’évolution du systeme.
3.3.2.2 Cas ou g (M, M) = a9 ||M1M2H2; a2 étant le controle
Dans cette partie, il s’agit d’étudier la controlabilité globale du systeme suivant :

{h = rn(1— &) — QnE + nony | My M|, (3.15)

E = (—c+pQn)E.
ol a9 représente le controle.

Théoréme 3.3.4. Le systéme (3.15) n’est pas globalement contrélable.
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Démonstration. Pour se faire nous posons : X = (n ; E), le systéeme précédent peut étre écrit
sous la forme :
X = Fy(X) + apk (X).

avec

B r(l — ) — QnE . [ ||]\41]\42H2
FO(X)_< (—c+p@n>E> t FI(X)_< 0 )

Nous commengons d’abord par calculer le crochet de Lie suivant : [F} ; Fp).

[F1; Fo] = Fy (X) F1 (X) — Fy (X) Fy (X)

avec

2n 2
F(;(X)_<r( ~®)-QE  —Qn ) o Flf(X)_<||M1M2|| 0>.
pQFE —c+p@Qn

ce qui conduit au résultat suivant :

rn? 2
-2 || M1 M
[Fl 7 F()] — K | H )
pn(Ql?HA41A4§H

Soit X = (v ; y) € R? existe t-il des réels
A1 et Ao tels que X = A\ Fy + Ao [F} ; Fpl ce qui donne :

= Mn||MiMy|* = \o™ || My My
y = XopnQE ||M;Ms)|?

Pour tout n # 0 nous avons Pour n = 0, y n’est pas défini dans ce cas vect {F} ; [F} ; Fp|} # R?

donc le systeme n’est pas globalement contrélable. ]

3.3.3 Controle optimal

Soit X (t) = (i ; F) et X(0) = (n(0) ; E(0)) avec n(0) = ng et E(0) = Eo

Considérons le systeme de controle suivant et f (Mq; Ma---; M) = u le controle

(F) n = rm(l—g)—-QnE+nf (My;My---;Mp),
E = (—c+aQn)E.

Nous introduisons
T
MOX w6 p) = [ Joes Xsu)+ g(X(T), (3.16)
0
Nous cherchons a minimiser

min M( X; u; p), u € Uyg = R?* I'ensemble des controles admissibles (3.17)
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Soit donc
9(X(T)) = |Er — Eq* + Inr — nal?,

et

Notre choix est motivé par ’étude de la controlabilité du systéeme. En fait on regarde les valeurs
de n et E tels que le systeme soit controlable. Et pour estimer le controle optimal nous allons
considéré les valeurs de n et de E dans le cas ou le systéeme est controlable.

La fonction hamiltonienne est définie par :
H(X, p,u) =<p, X > —fo(t; X; u),
H(X,pu=pin+pE— folt; X; u),
Le systeme (F') peut étre réecrit comme :
X = Fy(X) +uF (X),

avec
rn(l— ) — QnE

FO (X) = < (_C+an)E7 ) et F1 (X) = < 0 > .

nous obtenons
n
H(X,p,u) = pilrn(l = ) = QnE +nu] + pa(—c+a@Qn)E — Aofo (t; X5 u),
La condition de maximisation devient dans ce cas sur [0,T]

H(X>p7 u) = mawaRZLH(X7p7 b)a

HOE (0, 0(0) = masyesen (ml(1 = ) = QuE -4 nt] + pal(-c + aQn)E] — P07

La troisieme condition du principe du maximum Pontryagin est donnée par :

oH
— (X =0.
8'U, ( 7p7 u)
Il est équivalent a _QTAOU + p1n = 0 et le controle optimal est donné par :
T
Y= —p1(t)n(t). 3.18
w* = 5P (D) (318)

Au point d’équilibre (i; 5(1—@)) nous avons montré que le systeme est localement controlable.
Ce qui nous a permis de proposer les états désirés de n et de E.

Soit ng = n* = ;5 et Eq = E* = §(1 — ;5), 'état désiré au temps 7.

Nous remplagons les valeurs du controle u* dans le systeme (F) et pour Ao = 1, nous avons le

nouveau modele suivant :
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n = rn(l — %) — QnE + %pan,
E = (—c+aQn)E,
(Fl) . n T
p1 = —pi[r(1—22)—QE+ Spin] — p2aQE,
P2 = p1Qn — p2(—c+ a@Qn).

en remplacant n* et E* par leurs expressions dans (F}) nous avons :

p2=0=p1 =0,
p1 =0 pour py =0 = p = —1,

La matrice jacobienne est donnée par :

[ r(1—22) — QE +2pin —Qn n? 0 ]
J aQF a@n —c 0 0
—p1(p1 — ) pQ —p2aQ —(r(1—22)—QE+2pin) —aQE
i P1Q — p2aQ 0 Qn c—aQ@n

Au point n* et E* la matrice jacobienne est donnée par :

2

_rc _c c 0
aQk a a2Q?
J ra(l—25z) 0 0 0
0 aQ  o% —ra(l— aék)
a@ 0 A 0
En considérant que :
n n
E E
Y = _ et Y =
D1 P
D2 P2
nous avons
rC C C2 0
n(t) T aQk a a2Q? n
E(t) _ ra(l —25z) O 0 0 E
p1(t) 0 aQ  oor  —ra(l—55) p1
0 Q@ 0 ¢ 0 P2

n _achk % aQCQQ
FE ra(1 < 0 0 0
Y(t) = et A= (1= aar) . . ;
p1 0 a@) aOF —ra(l — an)
D2 a@ 0 e 0
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Le systeme (Fy) correspond &4 Y = f(Y). Le point intéressant correspond & Déquilibre de
pécheries viable dans le cas ou a@QK > c est (é, 6(1 — CLQ%)) lequel est associé aux multipli-
cateurs de Lagrange.

b1 = 07
b2 = _17

Proposition 3.3.3. PouraQK > c, l’étude locale su systéme (F) autour du point fize (é, 6(1 - ﬁ))
associés auz multiplicateurs de Lagrange p1 et pa correspond a une solution d’équations du second
ordre définies par :

_ ang'l(t) Fre(l -

pi(t) )p1(t) = 0. (3.19)

_c
aQk

La solution est donnée par :
t 3 3
p1(t) = M\ exp(i) cos(\gt) — cot(V/3) Sin(\gt)] ,

Nous obtenons une équation différentielle du second ordre en n(t) avec un second membre

en p1(t)
2

)+ g lt) el = o nt) = 5o (1), (3.20)

et la solution n(t) est donnée par l’expression suivante :

n(t) = I—Glexp(%t) csc [\/gr

Pour la preuve il suffit de remplacer et d’appliquer les outils mathématiques de la théorie

des équations différentielles ordinaires.

3.4 Simulations Numériques

Dans cette section nous présentons quelques applications numériques sur les études déja
faites dans les précédentes sections. Nous allons considéré 2 exemples ( L =2 et L = 3 ) pour le
probléme de Lagrange ou nous utilisons la fonctionnelle Go pour trouver les conditions d’opti-
malité ensuite nous tragons avec l'aide de la méthode de Runge Kutta 1’évolution de la densité
et de l'effort de péche .

Les exemples présentés avec le principe du maximum de Pontryagin sont plus généraux avec
comme fonctionnelle Gy ( pour L > 4 ). Ce qui nous permet de déterminer la position des FADs.
Pour cela nous utilisons 2 logiciels : ipopt pour trouver les coordonnées des points et Geogebra

pour les placer.
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3.4.1 Simulation Numérique du systeme

Dans cette section, nous résolvons numériquement le systéme suivant (M) en utilisant la

méthode de Runge-Kutta

W) = —aen(t) - SE@),
an] O = eli-ggon0,

Bt = Gxm®) - ar(l = g )n()

Rt = fn).

On se donne les valeurs des parametres suivants a =1, r =2, Q = 0,5, c =1 et K = 4 et nous
nous plagons dans le cas ot a@Q K > c ie dans le cas ou ’équilibre (é, 6(1 — ﬁ)) est positif
et correspond a une pécherie viable. En remplacant les constantes par leurs valeurs, on obtient

les valeurs suivantes :

nf=—=2,
a@
r c
Efr=—1-—)=2
Q ( an ) Y
et les multiplicateurs de Lagrange associés a cet équilibre sont donnés par :
pi =0,
et
py =—1.

En remplagant les constantes dans le systeme précédent, nous obtenons le systeme suivant :

n(t) 1 =10 0 n
Et)y | | 1 0 0 0 E
ane) | | o 0o 1 -1 n |
pa(t) 0 0 1 0 P2

n -1 -1 0 0

E 1 0 0 0
Y(t) = , et A=

P1 0 0 -1 -1

P2 o o0 1 0

De Déquation Y (t) = AY(t), nous obtenons : n(t) = —n(t) — E(t) et
E(t) = n(t). En dérivant cette derniere équation, nous obtenons 7n(t) = E(t) et en changeant 7
par sa valeur dans la premiére équation du systéme, nous obtenons une équation différentielle

du second ordre définie par : by :
E+E+E=0,
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cette solution est donnée par :

E(t) = Cexp(%lt) cos(?t + ),

En dérivant cette solution, nous obtenons :

n(t) = -C exp(%lt) cos(\égt +o+ %)

Comme conditions initiales nous posons : n(0) = E(0) = 30, et nous avons :

C =60 et ¢:g,

ce qui nous donne
-1 3
E(t) = 60 exp(—-1) cos(\g + 5,

wl

n(t) = —60 exp(%lt) cos(\égt + 2%)
La figure suivante est obtenue avec la méthode de Runge Kutta method. dans cette méthode,
nous prenons comme conditions initiales Y (0) = (30 30 45 20) et h = 0,05 comme un temps de
discrétisation . En fait nous représentons la solution Y (¢) dans un intervalle de temps ¢ € [0;12].
Les courbes en bleue foncée , verte, rouge, et bleue claire représentent les fonctions n(t), E(t),

Py (t) et Po(t) respectivement.

L L L L . L . . L
0z 04 0B o8 1 12 1.4 16 18 2
Time t

FicuURE 3.7 — Résolution Numérique avec Runge Kutta

3.4.2 Simulation Numérique du controle

Ici nous donnons la solution du controle optimal définie en (10) pour les valeurs suivantes

M=1,\=3T=2k=3,n(0)=ng=20et np =n(2) =70. Ce qui donne

pi(t) = 3e2 cos(\égt)—cot(\/g)sin(\égt) ,

et une simple valeur de
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n(t) = 2e"2cse [\/ﬂ (—(7 + 3eh) sin[?(—Z + )] + 35e Sin[;]> )
En remplagant les valeurs de p(t) and n(t) précédemment trouvées en (10) nous avons :

u(t) = 6esc [\/3} (ws@ft) — cot(V/3) sin(\ft)> % (-(7 + 3e") sin[\f(—Q + )] + 35 Sin[\ﬁ) ,

et nous réprésentons 1’évolution de u(t) sur U'intervalle [0,2] par la courbe suivante :

400 -
300
200

100

FIGURE 3.8 — Evolution du control u(t).

Puis, nous résolvons numériquement le systéme suivant (F7) en utilisant la matrice jacobienne

at) = —gGrnlt) = & (t) + 2Fozpi (8),
() B = rall=Z5pn(),
pit) = aQE(t) + Spi(t) — ar(l— 2S5z )p2(d),

t) = a@Qn(t)+ Spi(t).
On choisit a=1,r =2, Q =0,5, ¢c=1 et K =4 et nous nous placons dans le cas ou aQ K > ¢
T

i.e dans le cas ou ’équilibre (%, @(1 — aQLk)) est positif et correspond & une péche viable. En

changeant les constantes dans le systeme suivant, nous obtenons le systeme suivant :

A(t) 1 -1 4 0 n

Et)y | | 1 0 0 0 E

pi(t) 0o 1 1 -1 po|

p2(t) 3 0 1 0 P2

Le systéme est équivalent & Y (t) = AY (t) avec :
n -1 1 4
E 1 0 0
Y(t) = s et A == )

p1 0 3 1 -1

p2 10 1 0
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La figure suivante est obtenue avec la méthode de Runge Kutta. Nous prenons comme
condition initiale Y'(0) = (20, 35, 0, 1) et un temps de discrétisation h = 0,05. En fait nous

réprésentons la solution Y'(¢) sur un intervalle de temps ¢ € [0;2].

a0

), Pl p2()

Time t

FIGURE 3.9 — Effect du controle sur la densité n(t), effort de péche E(t), et les multiplicateurs

de Lagrange p;(t) et pa(t).

3.5 Conclusion

Dans cette partie on a présenté un modele de pécherie multisite déterminé par 1’utilisation
de DCPs. On s’est alors proposé de déterminer la position optimale pour placer les DCPs tandis
que d’autres papiers n’ont considérés la position des DCPs que linéaire. L’utilisation du Principe
du Maximum de Pontryagin nous a permis de déterminer les coordonnées des points M; a placer
dans un endroit bien choisit de la mer. Et pour cela nous avons introduit un critere définit par
une fonctionnelle & optimiser qui nous a permis d’obtenir des conditions suffisantes d’optimalité
pour la localisation optimale des FADs en tenant compte de la distance entre les différents
DCPs. Ceci nous permet de considérer les fonctions m;; et k;; d’abord comme des constantes
ensuite dépendant de la position des DCPs, on retrouve la méme condition d’optimalité et ce
sous certaines conditions. Le point d’équilibre controlable obtenu avec la fonctionnelle G5 a ainsi
permis de déterminer le contréle optimal et de pouvoir amener le systeme a un état désiré a un
temps 7T
Les résultats obtenus dans cette partie ont fait ’objet d’un papier qui va bientot étre soumis.
Toutefois il serait tres intéressant de voir quels seraient les résultats si le modele décrit par les
EDOs est remplacé par un modele distribué ou plus encore si le champ de vecteurs associé au

systeme d’EDOs n’est plus régulier.



Chapitre 4

Modeles de pécherie avec prix

variable

La modélisation bioéconomique a apporté un vif intérét surtout du point de vue de la théorie
du controle [17, 18]. Nous renvoyons également au livre sur la gestion des ressources renouvelables
[20]. Dans la plupart des modeles mathématiques, le prix de la ressource est constant. A notre
connaissance, peu de contributions ont considéré un prix variable ou un prix dépendant de la
capture [66, 67, 13]. Le but de ce travail est de présenter un modele bioéconomique de la péche
qui est un systeme dynamique dans lequel le prix de la ressource sur le marché est une variable.
En effet, selon la théorie économique classique [71], la variation des prix dépend de la différence
entre la demande et 'offre. Ce qui nous amene a considérer dans un premier temps un modele de
pécherie multi-site avec différents DCPs (deja traité dans le chapitre précédent) ou cette fois la
variation du prix est introduite. Dans le cadre de ce modeéle, nous verrons comment il est possible
de passer de la surexploitation & une pécherie durable ' en faisant varier le nombre de sites. Dans
la deuxieme partie? en utilisant un modele sans échelles de temps, nous faisons ’étude d’une
équation du prix du marché pouvant admettre de un a trois équilibres qui peuvent coexister.
Nous généraliserons par la suite notre étude au cas d’une population exploitée structurée en

classes d’age et au cas d’une pécherie avec stockage d’une partie de la ressource.

1. Ly S., Mansal F., Balde M., Nguyen Huu Tri, Auger Pierre. A model of a multi-site fishery with variable
price : from over-exploitation to sustainable fisheries. Mathematical Modelling of Natural Phenomena, 2013, 8

(6), p. 130-142. ISSN 0973-5348
2. F.Mansal , Tri Nguyen Huu , M.Balde, P.Auger . A Mathematical Model of a Fishery with Variable Market

Price : Sustainable Fishery/Over-exploitation. Acta Biotheor (2014) 62 :305 7323 DOI 10.1007/s10441-014-9227-7

83
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4.1 De la surexploitation a la pécherie durable

4.1.1 Introduction

Dans cette partie nous considérons un modele de pécherie multi-sites. Dans ce modele on
suppose que la capture des poissons par les navires de péche se fait uniquement autour d’un
DCP donné. On suppose ausssi qu’il n’y a pas de péche en haute mer. En conséquencee, le stock
total de poissons est divisé en deux compartiments importants : un stock libre non péché en
haute mer et un stock exploité autour du systeme composé par les objets flottants ou DCPs.
Ainsi le modele considéré prend en compte le mouvement des poissons de la mer aux DCPs et
du mouvement des bateaux d’'un DCP a un autre voisin ou se font les captures, [19]. Dans la
réalité, les bateaux de péche se déplacent rapidement d’'un DCP & ’autre pour y pécher. De
la méme maniere, les poissons restent peu de temps (quelques jours) autour d'un DCP avant
de retourner en haute mer. Dans ces conditions, nous allons prendre en compte dans le modele
deux échelles de temps, une échelle de temps rapide correspondra aux mouvements des poissons
et des bateaux et une échelle de temps lente en comparaison correspondra a la croissance des

poissons, a la capture et ’évolution de I’effort de péche .

4.1.2 Un modele de pécherie multi-site

Nous considérons dans cette partie la cote le long de laquelle se trouvent L sites artificiels
disposés selon une chaine linéaire. Nous faisons les mémes suppositions que dans le chapitre
précédent . Soit donc n4(t) la densité de poissons attaché au stock libre de la mer au temps ¢,
n;(t) la densité de poissons sur le site i au temps ¢, et E;(t) leffort de péche sur le site i au
temps ¢,7 € [1,L]. Sur les différents sites et en haute mer, la population de poissons suit une
croissance logistique. Nous rappelons aussi que les poissons ont des taux différents de croissance
pour le stock libre et sur les sites que nous appelons r et rq, respectivement.

Nous allons maintenant inclure la dynamique du prix du marché de la ressource. Dans beaucoup
d’articles le prix de la ressource était considéré comme une constante ou une fonction de la
capture [00, 67, 13]. Selon la théorie classique économique [71] le prix est fonction de la différence
entre la demande D(p) ( qui est la quantité de poissons demandée par les consommateurs ) et

loffre qui est simplement donnée par la capture instantanée sur tous les sites.

L
;L]To = (D(P) - q;mEz> . (4.1)

® est une constante positive et ¢ le coefficient de capturabilité supposé homogene .
Nous considérons une fonction demande linéaire comme dans [10]. Une telle fonction linéaire est

supposée étre une fonction décroissante du prix du marché avec une valeur maximale A :

D(p)=A—p (4.2)
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ol y est une constante positive que nous appelons la sensibilité de la demande par rapport au

prix.

Le systeme suivant décrit I’évolution dans le temps de la pécherie :

L L n
d s
% = § MgiTy — § MisNs + ETsNs <1 - k:) s
i=1 i=1 s
dn; N

I = Mishs — Mg + € <T1ni ( - k:T) - qniEi) ;
i =B 1B 1 + Biiv1EBiv1 — (Bi—1, + Biv1,4) Ei + € (—c + pany) B,

L
g—f = (D(p) - anlEl> :
i=1

Soit K est une constante représentant la capacité limite globale du systeme pour les poissons.

,

(4.3)

Nous appelons ks et k;, i € [1, L], la capacité limite du stock libre et sur le site i respectivement,

avec

ks = akK, (4.4)

L
> ki=(1-0)K, (4.5)

ol 0 < a < 1 est une proportion constante de la capacité limite en haute mer, tandis que la
proportion restante est attachée aux sites.

Sur le site 7, I'effort de péche varie proportionellement en fonction de la différence entre le
profit (pgn;, ol p est le prix par unité de biomasse et g le coefficient de capturabilité) et le cotut
c par unité d’effort de péche.

Si la pécherie est rentable, c’est-a-dire si le bénéfice net est supérieur au cotut d’exploitation
par unité d’effort de péche, I’armateur investit dans la pécherie et il en résulte que 'effort de
péche augmente. Dans le cas contraire, 'armateur désinvestit et ’effort de péche diminue. Le
mouvement des poissons et le déplacement des bateaux se fait a une échelle de temps rapide T,
tandis la croissance des poissons et la dynamique de la pécherie se fait a une échelle de temps
lente t = e7, avec € < 1. Nous supposons que le taux de mouvement des bateaux d’un site a un
autre voisin dépend de la distance entre ces sites. Par conséquent nous supposons que les taux de
mouvement des navires sont symétriques : Bit1,; = Biit1; @ € {1,..., L —1}. Nous supposons
aussi que le taux de mouvement des poissons est inversement proportionel a la capacité limite
du site de départ (ou du stock libre).

On note
mo mo
ij Mmis = ?S

ol m;s (resp. mg;) est le taux de mouvement entre le stock et le site i (resp. le site i et le

My = pour i€ {1,..., L}. (4.6)

stock libre), mq est une constante positive représentant le taux de migration quand la capacité

limite du site de départ est fixé a 1.
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4.1.2.1 Modele agrégé

Afin d’analyser la dynamique du modeéle, nous appliquons les méthodes d’agrégation des
variables décrites en [!] et au premier chapitre pour obtenir un modele réduit : un systéme
d’équations différentielles ordinaires a deux dimensions le stock total de poissons et 'effort de
péche total a I’échelle de temps lent. L’agrégation du modele complet consiste a supposer que la
dynamique rapide admet un équilibre rapide stable que nous remplacons dans les équations du
modele complet.

Nous déterminons maintenant les équilibres rapides. Nous analysons dans un premier temps
le systéme rapide en supposant que ¢ = 0 dans ’équation (4.3).

Ce modele est similaire & celui présenté dans [7] ou l'effet du nombre de sites était étudié

avec un prix constant contrairement & notre cas. A I’échelle de temps rapide, la densité totale de
poissons n(t Z n;(t)+ns(t) reste constante ainsi que leffort de péche total E(t Z E;i(t

Il est facile de Verlﬁer qu’il existe un unique et positif équilibre stable et rapide pour toutes Valeurs

de la densité totale de poissons et de effort de péche total ( voir Appendix 4.1.4.1) :

ng = %n = an, (4.7)
ks L
n; = Ezn avec E 1nf = (1 —-a)n, (4.8)
E
Ef == 4.
) L7 ( 9)

En remplacant D(p) = A—~p dans la derniere équation du systeme (4.3), le prix a 1’équilibre

rapide est donné par :

Pt = A_VQ"E. (4.10)

ou Q = q(1 — a)/L est le parametre global de capturabilité.

Le modele agrégé est obtenu en remplagant les équilibres rapides et stables du prix (eq 4.10),
des poissons (eqs. 4.7 et 4.8) et des bateaux (eq. 4.9) dans le systéme complet (eq. 4.3) et en
ajoutant les L + 1 équations des poissons et L équations des bateaux. Cela conduit au modele
suivant structurellement stable (voir Appendix 4.1.4.2) :

CC%L :rn(l—%)—QnE,

dE <_c+ %Q@ E,

our =ars+ (1 —a)ry est le taux global de croissance .

(4.11)
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4.1.2.2 Equilibres et analyse de stabilité locale

Les n-isoclines sont : n = 0 et £ = 6 (1 — %) et F-isoclines sont : £ = 0 et £ =
& <% — &) Nous obtenons les équilibres (K;0), (0;0) et des équilibres intérieurs (7; E) so-
lutions de :

4.12)
E 1 Y A C (
7(271 (7 - 7@71) )

Les solutions du systéme (4.12) sont obtenues en résolvant une équation en n de degré trois.
On peut avoir un & trois équilibres dans le cadran positif que nous notons (7i1; E1), (ng; Es)
et (f3; F3) (ou quelquefois (7; E) d’une maniere générale). Nous faisons maintenant 1’analyse
de la stabilité locale de ces points d’équilibre. Nous déterminons la matrice jacobienne pour les
différents équilibres du systeme (4.11) et nous déterminons la stabilité & partir du déterminant
et de la trace :

— Ey=(0;0) :

—C

J(0;0) = [g ! ], (4.13)

det J(0;0) = —rc, d’ou le point d’équilibre (0;0) est toujours un point selle .

— Ex = (K;0)
—r QK
J(K;0) = , (4.14)
[ 0 —c+ AQTK ]
. . . _ _ AQK
On a deux valeurs propres définies par : A= —ret A= —c+ -

Sic> AQTK alors (K;0) est un équilibre stable, sinon on a un point selle.

— Equilibre non-trivial : On note dans le cas général (n, E) ces équilibres. La matrice

jacobienne est donnée par :

J(n; E) = - Txn ‘?E 4.15
(7 E) QE(A-20nE) -L2E 1

La trace et le déterminant de la matrice Jacobienne au point d’équilibre (7; E) sont

respectivement données par :

_ r Q*n’E
Tr Jin; F) = ——n— < 0,
(mE) = —fn- ="
_ 2hE
det J(n; E) = ¢ : (i;ﬁz — 2nr + A) .
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Le signe de det J(n*; E*) est du méme signe que ¥(n), ot ¥(n) = 3n? —2ar+ A. L'étude

complete de Dexistence et la stabilité est faite en Appendice 4.1.4.3 et peut étre résumée

en deux cas :

Cas1:r< %. Le signe de ¥ ne change pas et est toujours positif, et ensuite det J(n; E) >

0. Ce qui nous amene a considérer deux sous cas :

(a) %QK < ¢ : Dans ce cas, il n’y a pas d’équilibre non trivial positif et (K,0) est un
équilibre localement asymptotiquement stable. Cela peut étre interprété comme un cas
ou aucune péche rentable n’est possible : avec un stock de poissons et un prix maximum

(A/7), le revenu %QK est inférieur au coiit c. Les coflits de la pécherie sont trop forts.

(b) %QK > ¢ : dans ce cas, il y a un point d’équilibre stable dans le quadrant positif et
(K;0) est un point selle.

Cas 2 :Sir > % il peut y avoir un & trois équilibres stables (fi1; F1), (fg; E2) et (ng; E3)
dans le quadrant positif. Dans ce dernier cas, 'équilibre du milieu (fig; F2) est un point

selle tandis que les deux autres sont stables. Ce cas est illustré sur la Figure 4.1.

FIGURE 4.1 — Les équilibres (7, F;) pour différents nombres de FADs L : (a) L =15, (b) L =8

et (¢) L = 11. Les équilibres se trouvent a l'intersection des deux courbes de I’équation 4.12,

représentées en noir et gris. Les valeurs des parametres sont r = 3, A = 3, ¢ = 11.11, ¢ = 1,
K=4~vy=1eta=0.1.
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4.1.3 Discussion du modele

Dans cette section, nous analysons les résultats et nous nous focalisons sur ’analyse de la

capture. La capture totale est donnée par :
Y =QnkE.

Les valeurs de n; et E; sont solutions d’une équation du troisieme degré dérivée du systeme
(4.12). s sont représentés graphiquement sur la figure 4.1. Les valeurs des captures a 1’équilibre
sont représentées sur la Figure 4.2, et dépendent de L. La Figure 4.1 montre les équilibres dans
le plan de phase (n, F) pour différentes valeurs de L. Des Figures 4.1 et 4.2, nous déterminons
que pour un faible nombre de sites, on peut obtenir deux points d’équilibre stables : (ny, E1)
et (n3, B3) qui sont respectivement [’équilibre de surexploitation et I’équilibre de pécherie du-
rable. L’équilibre (fi1, E1) correspond & une pécherie de surexploitation, avec un faible stock de
poissons, un important effort de péche et une faible capture. Dans le cas contraire, 1’équilibre
(n3, E3) correspond & un faible effort de péche, résultant d'un grand stock, et a la fin, d’une
importante capture totale. Le premier équilibre peut étre considéré comme une exploitation in-
dustrielle tandis le dernier point d’équilibre correspondrait a une pécherie locale artisanale ou
4 une pécherie de developpement durable. L’équilibre (72, Eo) est un point selle, de sorte qu’il
existe une séparatrice qui divise l'espace (n, E') en deux domaines dans lesquels les trajectoires
tendent vers le méme équilibre.

La Figure 4.2 montre que lorsque le nombre de sites L augmente, la capture totale a I’équilibre
de surexploitation augmente. Dans le méme temps, la capture totale a I’équilibre de pécherie
durable décroit. Ceci apparait aussi sur la Figure 4.1 : quand L augmente, la pente de la ligne
droite augmente; (nq; F1) et (fg; Eo) éventuellement disparaissent autour du maximum de la
courbe noire. Si L diminue & nouveau en repassant par le seuil L; (autour de 9 avec 1’ensemble
des parametres choisis ), les équilibres (n1; E1) et (fig; E2) réapparaissent, correspondant & une

bifurcation selle-noeud.

Quand les pécheries présentent des caractéristiques de surexploitation on déduit du systeme
mathématique qu’il n’est pas possible de passer a une péche durable naturellement. Dans le
modele mathématique, une perturbation majeure du systéme est nécessaire dans le but de
créer une trajectoire traversant la séparatrice et qui entre dans le bassin d’attraction de I'autre
équilibre. Cependant, on peut souhaiter atteindre un état durable car il permet de maintenir
le stock de poissons loin de 'extinction. Supposons que le systeme de pécheries se trouve ini-
tialement dans un état de surexploitation. Il faut augmenter le nombre de sites au dela du
seuil critique L;. La capture totale augmentera dans un premier temps, ensuite ’équilibre de
surexploitation disparaitra, laissant 1’équilibre durable comme le seul équilibre stable dans le
quadrant positif. Lorsque 1’équilibre durable est atteint, la diminution progressive de L augmen-

tera la capture totale tout en gardant le systeme a 1’équilibre durable, méme si 1’équilibre de
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FIGURE 4.2 — La capture totale correspondante respectivement & 1’équilibre (7i1; E1), (no; E2) et
(ng; F3), en fonction du nombre de sites. La ligne continue en rouge représente les équilibres
stables ((ny; F1) et (fs, B3)), tandis que la ligne en pointillé représente I’équilibre instable
(n2; E2). Les valeurs des parametres sont r = 3, A = 3, ¢ = 11.11, ¢ = 1, K = 4, v = 1
et a = 0.1. Le parametre L est supposé étre un nombre entier. Cependant, les courbes sont
représentées sous forme de valeurs continues pour une meilleure compréhension de leur varia-

tions.

surexploitation réapparait. La Figure 4.3 illustre ce comportement : Entret =0ett =15, L =5
et le systeme tend vers 1’équilibre de surexploitation. Entre ¢t = 15 et ¢t = 25, le nombre de FADs
L est augmenté jusqu’a 11. Le systeme tend vers I’équilibre durable, qui est a ce moment le seul
équilibre positif. Aprés t = 25, le nombre de DCPs est réduit a 5. Le systéme reste toujours
sur I’équilibre durable. A ce moment, I’équilibre de surexploitation réapparait mais ne peut étre
atteint a partir de I’état actuel. A la fin de la simulation, le nombre de FADs est le méme qu’au
début, mais le systeme a basculé du bassin d’attraction de I’équilibre de surexploitation a celui

de I’équilibre durable .

4.1.4 Appendice : modele de pécherie muti-site
4.1.4.1 Calcul de I’équilibre rapide

On note que n(t) et E(t), les variables globales, sont des contantes & 1’échelle de temps rapide
correspondant a la migration des poissons et au mouvement des bateaux.. Les équilibres rapides

sont solutions du systeme suivant :
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FIGURE 4.3 — Dynamique obtenue en modifiant le nombre de FADs : (a) Densités des poissons n
(ligne en bleue) et effort de péche E (en rouge), (b) capture totale en fonction du temps. Entre

t=0ett=15, L=5entret=15et ¢t =25, L =11; pourt > 25, L = 5.

L L
stmi — Z misng = 0, (4.16)
i=1 i=1

Mmisns — Mgn; = 0, (417)

Bii—1Ei—1 + Biiv1Eip1 — (Bi—14 + Bivri) B = 0, (4.18)
L

D(p)—q) _niEf = 0. (4.19)
i1

Puisque m;s = 72 et mg = T2 en remplagant m;s et mg; dans I’équation (4.17) nous avons
S 1

(4.20)

L L

. k; *

Puisque n = Z n; +n; =n= Z k—ln: +ny=n=gs (Zle ki + ks) nous obtenons :
i=1 i=1""°

i

K

L’équation (4.18) stipule que (1 2E2 = 21 E1. Comme les taux de mouvement des bateaux

*
=—=n et n; =—n,

sont supposés symétriques, S12 = P21 par conséquent, Fy = Fo a I’équilibre. Puis par une

simple récurrence on montre que Vi, F; = E;y;. Ce qui nous permet d’obtenir Vi € {1,...,L}
L

E? = E}. Ainsi, avec E = Z E; on obtient le résultat suivant
i=1

Ef =

7

E
L
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De I’équation (4.19), nous déduisons que

ki E
D(p) = q; T (4.21)
E
- 4.22
o1~ o, (422)
= QnE. (4.23)
oun @ =¢q(l—a)/L.
Puisque D(p) = A — 7p, a I’équilibre rapide, nous avons
. . A—-QnE
p*=p"(n,E)= I (4.24)

4.1.4.2 Dérivation du modele aggrégé

Nous remplagons les équilibres rapides calculés dans la section précédente et nous obtenons

le systeme suivant :

*

dns  _ ersn’ 1—E
dr 57 ks )’

dn; . nt .

dFE; . .
= e(—c+p'qn}) E;.
dT ( p q Z) K3
i — L . dn __ L dn, dns .
Puisque n = ) ;" | n; + ng nous avons & = > .° | ¢ + 7= Nous faisons un changement

d’échelle de temps t = e7. A ’échelle de temps lente ’équation régissant le stock total de poissons

est donnée par :

i=1 i=1
= rean (1 _ ?) +7r1(1—a)n (1 - %) Q(lL_ a)nE
= n (1 - —) (ars+ (1 —a)ry) — q(l; a)nE’.

Et on note par r = ars+ (1 —a)ry et Q = @. A D’échelle de temps lente, I’équation pour

le stock de poissons s’écrit finalement :
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De méme I’équation régissant 1’effort de péche total E a I’échelle de temps lente est donnée

par :

= = Y (—cE; +p"qniE})

1= =1

L L
= —cZEf—Fp*anfEf
i=1 i=1

= <—c—|—p*q(1L_a)n>E
= (—c+p'Qn)E

A T’échelle de temps lente nous avons enfin :

dE

- = (—c+p*@Qn)E.

ou p* depend de n et E et est donné par ’équation (4.24).

4.1.4.3 Analyse de 1’équilibre non-trivial

Le systeme d’équations (4.12) implique que les valeurs de 7 a ’équilibre sont les racines de

I’équation du troisieme degré suivante :

C(n) = %ﬁfﬂ —ri? + An — g, (4.25)

i.e C(n) = 0. Les dérivée premiere et seconde de la fonction C' sont données par :

C'(n) = %n2 —2rn+ A =Y(n),
C"(n) = %n —2r = ¥'(n).

Remarquons que C’(72) et det J(72; E) ont le méme signe. La description de ¥ nous donne
une parabole qui atteint son minimum pour n = K/3. Sa valeur minimale est A — rK/3, il est
donc possible de distinguer deux cas :

—r< % : C" est toujours positif. La fonction C est croissante, et C(K) = AK — % En

fonction du signe de C(K), il y a deux cas :

(a) AKTQ < c:c(K) <0etc(n) =0 implique que n > K. Ensuite I’équation (4.12)

implique que pour E < 0 il n’y a pas d’équilibre positif.

(b)c : ¢(K) > 0 et ¢(n) = 0 implique que n < K. Il existe un équilibre positif (7; E).
U(n) > 0, ainsi det J(n; E) > 0, en conséquence (7; E) est un équilibre stable.
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—r> % : C" (ou V) a deux racines ny et ny données par :

0em=B(1_ i 34y K_, _K 1+4/1 ) _ gk
"=y Kr 3 ST 3 Kr

Le tableau de variation suivant résume les cas possibles :

n 0 ni n2
U(n) + q) — q) +
C(n1) +o0
-5 C(n2)

En rappelant que det.J(n; E) et ¥(n) ont le méme signe, nous distinguons trois sous cas :

(a) C(n1) < 0 : il y a un unique point d’équilibre positif (n3; E3). Puisque fiz > na,
U(ng) > 0, il est donc stable.

(b) C(n2) > 0 : il y a un unique équilibre positif (nq; 7). Puisque 71 > nq, ¥(n1) > 0, il

est aussi stable.

(¢) C(n1) > 0 et C(n2) < 0 :il y a trois points d’équilibre positifs (7i1; 1), (fg; Ea) et
(ng; E3). Ils satisfont aux inégalités iy < ny < fig < ng < Mg, ainsi (f1; B1), et (n3; F3)

sont stables tandis (7ig; Fo) est un point selle.

4.1.5 Conclusion

Le modele présenté dans cette partie comprend deux aspects importants de pécheries qui
sont souvent négligés : 'utilisation des dispositifs & concentration de poissons et un prix variable
dépendant de l'offre et de la demande. La méthode d’agrégation des variables nous a permis
de démontrer qu’il existe aussi bien un équilibre de surexploitation qu’un équilibre de pécherie
durable, et qu’il était possible de définir une stratégie basée sur le nombre de DCPs pour passer
d’un état correspondant a la surexploitation a un autre de pécherie durable. De nos jours,
beaucoup de pécheries utilisant les DCPs sont surexploitées et et les objets flottants déployés sont
installés en grand nombre de maniére anarchique sans reglementation, voir [25]. Ceci correspond
a un état du modele correspondant & celui de surexploitation, (nj;EY). Dans beaucoup de
pécheries, de plus en plus de DCPs sont installés. Le modele présenté ici suggere que lorsque
le nombre de DCPs devient supérieur au seuil correspondant au parametre L;, le systeme va
passer de la surexploitation a la pécherie durable et restera dans cet état durable méme si L
continue de croitre. Notre modele suggere que si les instituts de recherche ou les organisations

gouvernementales en charge de la gestion de la péche sur les DCPs souhaitent maintenir la
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péche dans un état durable, ils devraient recommander dans un premier temps d’augmenter le
nombre de FADs pour passer de la surexploitation a une pécherie durable. Ensuite et de maniere
progressive il faudrait diminuer le nombre de DCPs afin de rester sur cet équilibre durable et
d’accroitre la capture totale (voir figure 4.2). Atteindre I'exploitation durable conduirait & des
stocks de poissons élevés qui fourniraient un bénéfice économique plus élevé, tout en maintenant
les stocks a des niveaux de biomasse suffisamment élevés pour éviter une extinction pouvant
résulter d’évenements climatiques aléatoires pouvant étre défavorables a la démographie des

poissons [17].

4.2 Etude de I’équation du prix du marché

4.2.1 Introduction

Dans cette partie, nous revenons a un modele avec un seul site et sans échelle de temps.
Nous considérons donc que tous les processus se déroulent a la méme échelle de temps. Le point
principal dans cette partie est d’ajouter une équation supplémentaire pour le prix du marché au
modele de péche classique. Nous faisons deux principales hypotheses : la fonction de demande
est linéaire comme dans [10] c’est & dire fonction du prix du marché avec une valeur maximale
A.

Dans [7], la fonction de demande D(p) a été considérée comme une fonction monotone linéaire
décroissante du prix p avec une pente égale a -1, a savoir D(p) = A — p ou A est la demande
maximale. Dans le présent travail, nous considérons un cas plus général avec une pente —q, i.e.
D(p) = A — ap. L’étude indique que le parametre o joue un role important dans la dynamique
du systeme. Nous étendons également le modele & de nouveaux cas tels qu'une population de

poissons structurée en classe d’age et pour une pécherie avec stockage de la ressource.

4.2.2 Présentation du modele mathématique de pécherie avec prix variable

de la ressource

Nous considérons une pécherie le long d’une cote et nous considérons cette cote comme étant
un simple et unique site. Soit n(t) le stock de poissons et E(t) l'effort de péche total au temps

t. Le systeme suivant décrit I’évolution dans le temps de la pécherie

”ZTTZ :rn(l—%) —qnkE,
4B — pgnE — cE, (4.26)
% =9 (D) —qnE).
La croissance de la population se fait de maniére logistique o1 > 0 est le taux de croissance
des poissons et k > 0 la capacité limite du milieu. Pour la capture, nous utilisons une fonction de
Schaefer classique ou ¢ est la capturabilité par unité d’effort de péche, ¢ > 0 représente le cout

de maintenance par unité d’effort de péche. La troisieme équation décrit 1’évolution du prix du



4.2 Etude de I’équation du prix du marché 96

marché, qui augmente quand la demande est supérieure a U'offre, suivant la théorie économique
comme développée dans l’article [71]. On considére dans ce cas que la fonction demande qui
est supposée étre une fonction linéaire décroissante du prix est donnée par : D(p) = A — ap(t),
ol A est une constante positive qui représente la demande maximale, et a > 0 et ¢ > 0 deux
constantes qui repréentent respectivement la sensibilité de la demande par rapport au prix ainsi
que la vitesse d’ajustement du prix sur le marché qui refléte la concurrence sur le marche ( c’est

la flexibilité parfaite du prix ) .

4.2.2.1 Existence d ’équilibres

Le modele (4.26) présente les isoclines suivantes :

— Les n-isoclines correspondent an =0 et B = Z(1 - %);

< .

— Les FE-isoclines correspondent & £ =0 et n = R

: . N _ A—gnFE

— Les p-isoclines correspondent a p = =— =
Nous déterminons trois sortes d’équilibre & partir de ces isoclines : ’équilibre £y = (0 ;0 ;p =
g), qui correspond & l’extinction de la population de poissons; Lléquilibre { = (k ;0 ;p = é),

qui est obtenu quand il n’y a pas d’effort de péche et que le stock tend naturellement vers sa

C
p*q

capacité limite ; et un équilibre non trivial sous la forme générale £* = (n* ; E* ;p*), ou n* =
et B* = g (1 — ﬁ) qui tous deux dépendent du prix p*.
La troisieme équation montre que 1’équilibre non-trivial vérifie :

DY) = =< (1 ¢ > (4.27)

- pq p*qk

L’équation (4.27) est appelée 'Equation du Prix du Marché traduit en anglais par : the
Market Price Equation (ou MPE). Il peut y avoir jusqu’a trois points d’équilibre non-triviaux

et positifs (Voir appendice A).

Théoréme 4.2.1. Suivant la valeur de « et de rk/3, nous avons les cas suivants :
— Sia>qgkA/c, il n’y a pas d’équilibre non-trivial dans le quadrant positif.
— Sia < qgkAjc : sikr < 3A, il y a exactement un équilibre dans le quadrant positif. Si

kr > 3A, 1l existe deuzx constantes réelles a~ et a™ qui délimitent trois domaines :
1. a<a™ iy aun seul équilibre dans le quadrant positif;
2. a” <a<at :ily a trois équilibres dans le quadrant positif ;

3. at < a :ilyaun seul équilibre dans le quadrant positif.

La preuve est détaillée au niveau de 'appendice A.

4.2.2.2 Analyse de la stabilité locale

La matrice jacobienne associée au systeme (4.26) est donnée par :
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r(1—22)—gE  —qn 0
J = pqE pgn —c qnk
—pqE —pqn —pa

Nous allons déterminer la stabilité locale de chaque point d’équilibre.

1. Pour & = (0;0; g), alors la nouvelle matrice jacobienne est la suivante :

r 0 0
0 0 —po

Jo a une valeur propre positive et deux valeurs propres négatives. L’équilibre &y est un

point selle (toujours instable).

2. & = (k; 0; g), la matrice jacobienne est donnée par :

-r  —qk 0
Je=| 0 2% _. o |,
0 —pgk —pa
— Si a > gkA/c, & est un équilibre stable;
— Sia < gkA/e, alors & est un point selle donc instable .

3. A I’équilibre non trivial £*, la jacobienne est donnée par :

—”];L* —qn* 0
J = pqE* 0 qn*E* |,

—oqE*  —pqn*  —pa

kr++/rk(rk—3A)3 kr—\/rk(rk—BA)3c

Considérons les notations suivantes p* = g cetp” = g

Propriété 4.2.1. Si A > rk/3, U’équilibre non-trivial & est localement asymptotique-
ment stable. Si A < rk/3, un point d’équilibre non-trivial £&* dans le quadrant positif est

localement asymptotiquement stable si et seulement si p* < p~ ou p* > pt.

La preuve de cette propriétée est donnée dans I'appendice B. Il vient que p~ (resp. p)
est une racine double du polynéme P+ (resp. P,-). ( Voir appendice B).
4.2.2.3 Typologie de la dynamique

Propriété 4.2.2. Il existe un ensemble borné Q" tel que toute trajectoire issue du quadrant

positif admet un w-limite dans Q1.
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Démonstration. La preuve est détaillée dans 'appendice C.

Nous introduisons une fonction de Lyapunov V et nous divisons ’espace en deux parties : un
ensemble € sur lequel V' admet un maximum (voir lemme 4.2.1 et 4.2.2) et son complémentaire,
sur lequel V < 0. De ces deux ensembles, nous définissons un nouvel ensemble Qo qui inclus §
et qui est invariant selon la théorie de Lyapunov (lemma 4.2.3). De plus, aucune trajectoire de
QL ne rentre dans lintersection de Q, avec 'ensemble defini par p > 0 (lemme 4.2.3 encore).
Finallement, nous montrons que pour aucune condition initiale dans Q% la trajectoire reste

bornée dans I’ensemble compact Q" ce qui termine la preuve. O

Ce théoreme implique que toutes les trajectoires rentrent dans ’ensemble compact Q27, ce
qui signifie qu’elles sont positivement bornées dans un domaine contenant les différents équilibres.
Nous allons résumer maintenant les différents cas qui peuvent étre obtenus a 'intérieur de

ce domaine.
— Cas 1 : a > gkA/c : 1l y a un point selle (§) et un équilibre stable (&). Quand
a > gkA/c, il n’y a pas d’équilibre non-trivial, et le systéme tend vers I’équilibre &, qui
correspond & une population de poissons avec une capacité limite et aucune activité de
péche. La demande décroit trop vite avec le prix, et la pécherie n’est pas rentable. Le cas

est illustré sur la Figure 4.4.
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FIGURE 4.4 — a > gkA/c. A gauche : La demande ( en noire) et 'offre (f(p) pour n = ¢/pq et
E =r(1—c/pqgk)/q) (rouge) dépendant de p. Les deux courbes ne se croisent pas, en conséquence
il n’y a pas d’équilibre non-trivial dans le quadrant positif. A droite : ’évolution dans le temps

de la dynamique : le stock de poissons (en noir), I'effort de péche (en rouge) et le prix (en bleue).

— Cas 2 : a < gkA/c : équilibre & est instable. Il existe au moins un équilibre dans le

quadrant positif. il y a deux sous-cas :

1. A>rk/3:ily a un seul équilibre dans le quadrant positif, qui est localement asymp-
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totiquement stable. La dynamique est représentée sur la Figure 4.5.

2. A <rk/3:1lpeut y avoir de un a trois équilibres dans le quadrant positif, dépendant
de la valeur de «. Le cas ol nous avons trois équilibres est représenté sur la Figure
4.6, tandis que le cas avec un équilibre, qui est similaire au cas précédent, n’est pas

représenté.
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FIGURE 4.5 — a < gkA/c et A > rk/3. A gauche : la demande (en noire) et 'offre (en rouge)
(f(p) pour n = ¢/pq et E = r(1 — ¢/pgk)/q), dépendant de p. Les deux courbes se croisent au
point p*, correspondant & 1’équilibre £*. A droite : ’évolution dans le temps de la dynamique :

le stock de poissons (en noir), ’éffort de péche (en rouge) et le prix (en bleue).

Le portrait de phase dans le cas général (trois équilibres) est représenté sur la Figure 4.7.

4.2.2.4 Comparaison du prix du poisson dans le cas des deux équilibres stables

positifs

Dans cette section, nous nous focalisons sur le cas ou on a trois équilibres dans le quadrant
positif que nous notons &7, &3, &3, avec § = (n, E, p}), et obtenu en augmentation de la valeur
de pf. Le point d’équilibre situé au milieu & (p] < p5 < p3) est un point selle tandis que les
deux autres équilibres sont localement asymptotiquement stables. Puisque a« > 0, nous avons

n3 < nj. Par un simple calcul nous obtenons I’ensemble des inégalités suivantes :

n3y < nj,
E3 > ET, (4.28)
p3 > pi
En d’autres termes, a I’équilibre, plus le stock de poissons est grand, plus est faible 'effort de
péche et le prix des poissons sur le marché. En conséquence, le modele prédit que nous pouvons

avoir deux types de pécheries qui peuvent coexister :
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e
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FIGURE 4.6 — o < gkA/c et A < rk/3. A gauche : la demande (en bleue) et l'offre (en rouge)
(f(p) pour n = ¢/pq et E = r(1—c/pgk)/q), dépendant de p. Les deux lignes obliques en pointillé
représentent la demande pour o~ et a'. Entre ces deux lignes en pointillé, les deux courbes
se coupent 3 fois, et seulement une fois a ’extérieur. Les lignes noires verticales en pointillé
correspondent & p = p~ et p = p+. Quand p~ < p* < p*, Iéquilibre £* est instable, tandis qu’en
dehors de cette zone, £* est localement asymptotiquement stable. Sia > a* oua < a7, ily aun
seul équilibre. La dynamique est similaire a celle décrite sur la Figure 4.5. A droite : I’évolution
dans le temps de la dynamique : le stock de poissons (en noir) tendant vers sa capacité limite,

Iéffort de péche (en rouge) et le prix (en bleue).
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FIGURE 4.7 — a < gkA/c et A < rk/3. Portrait de phase de la dynamique. Les équilibres
sont représentés par des points gris, et les hétéroclines par des courbes grises. Les courbes en
bleue représentent les trajectoires qui tendent asymptotiquement vers un des deux équilibres

localement asymptotiquement stable.

— Une pécherie de surexploitation &3 : il y a un grand effort de péche et une activité
économique importante avec un prix satisfaisant [22]. Cependant, la ressource est main-
tenue a un niveau faible et en raison de certaines variations climatiques ou d’éveénements
extremes aléatoires, il y a un risque d’extinction de la ressource.

— Une pécherie durable ol pécherie traditionnelle &} : La pécherie maintient le stock
de poissons & un niveau souhaitable et important qui est loin de I'extinction. C’est un
équilibre de pécherie durable [22]. Les pécheries artisanales correspondraient & un tel cas
ou la ressource n’est pas surexploitée et permet une activité locale de pécherie. Cependant,
il ne permet pas une activité économique importante et ne peut soutenir qu’un effort de
péche assez petit avec un prix du marché relativement bas. Ce modele prédit que ces deux
types de pécheries peuvent coexister. Une question intéressante concerne la possibilité de
controler le systeme et de basculer d’une situation de surexploitation a une pécherie
durable (artisanale). Nous avons déja étudié cette question dans la premiere partie de ce

chapitre.

4.2.3 Généralisation a un modele de population structurée en classes d’age

Le modele suivant décrit I’évolution dans le temps d’une population structurée en deux

classes d’age, juvéniles (adge de classe 1) et une autre classe d’adultes reproducteurs (age de
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classe 2). Le modele décrit est le suivant :

ny = bng —vng — ping,

iy = vny — pang — Bnd — qnoE,
E= E(pgna — ¢),

p=o(D(p) — g2 E)

ol b est le taux de reproduction des adultes, v le taux de vieillissement des juvéniles, p; est le

(4.29)

taux de mortalité de la classe i. 8 est un parametre de Verhulst pour les adultes en compétition

pour une ressource. Les autres parametres sont les mémes que dans le modele précédent.

C

Les E-isoclines sont E = 0 et pgna — ¢ = 0. Nous déduisons que n; = et ensuite que

E?
ny = m. Les p isoclines sont données par :
D(p) = qn3E = vnj — pans — fn3’
ou
n*
D(p) = Rn} (1 -2
(p) 2 ( K)

ol R = (Uﬁ”) — e et K = %. En remplacant la valeur de nj dans l’expression de la fonc-

C
pgK

précedemment ( I’équation (4.27)) avec différentes valeurs de K et R.

tion demande nous avons ensuite : D(p) = % (1 - ) = f(p) qui est la méme MPE que

4.2.4  Généralisation au modele de Auger-Ducrot

Dans le modele de Auger et Ducrot [0] nous ajoutons une équation pour prendre en compte
le fait que les poissons peuvent étre stockés pour ensuite étre vendus. Par conséquent, nous
considérons une nouvelle variable S(t) qui est supposée représenter la quantité de poissons en
stock & l'instant t. Cependant, dans le modele de Auger-Ducrot, le prix était considérée comme
une constante. Dans le modele suivant, nous étendons les résultats dans le cas d’un prix variable.

Le modeéle considéré décrit est le suivant :

n=rn(l—3)—qnk,
E=p(1— n)gnE + poS — cE,
S =ngnE — o8,

p=¢D(p) = (1 —=n)gnE — o5)

(4.30)

ou 7 est la proportion de la capture non vendue et stockée, tandis que (1 —7) est la proportion
immédiatement vendue sur le marché. Le parametre o est le taux de retour sur le marché des
poissons stockés. S = 0 implique ngnk = ¢S. En substituant ¢S dans le deuxieme équation
pour E = 0, nous avons E (pgn—c) = 0, en d’autres termes n* = ﬁ. Dans la quatrieme équation,

p = 0 implique que D(p) = gnE. Ensuite la premiere équation donne rn (1 — %) =qnE = D(p).
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En remplacant n* par son expression, nous trouvons l'expression de la fonction demande comme

suit : D(p) = % (1 — p; ) = f(p) qui fournit la méme MPE étudiée dans les sections précédentes.

4.2.5 Appendices
4.2.5.1 Appendice A : Domaines d’existence pour les équilibres non triviaux

Les équilibres non triviaux correspondent aux solutions de I’équation.

D(p*) = gn*E* (4.31)

qui peut étre réécrite

A= ap* = f(p") (4.32)

ou f(p) = % (1 — ﬁ). Les solutions correspondent aux racines du polynome de troisieme
degré

Po(p) = p(aq®k) — p*(AG*k) + p(reqk) — rc? 4.33

a(p) = p°(aq”k) — p*(Aq°k) + p(regk) —re (4.33)

Les deux coefficients consécutifs de P, étant de signes opposés, les racines réelles sont toutes
positives. Puisque f(p) < 0et A—ap > 0 quand p < 0, alors si p* est une racine réelle de (4.33),
elle vérifie p* > 0. Si pgk < ¢, alors E* < 0, ’équilibre n’est pas dans le quadrant positif. Si
p*qk > ¢, alors n* > 0 et E* > 0, ’équilibre est dans le quadrant positif.

Propriété 4.2.3. Il y a une racine réelle £ telle que p*qk < c si et seulement si o > qkA/c.

Si elle existe, elle est 'unique racine réelle de l’équation (4.33).

Démonstration. Notons Dy(p) = A —pgkA/c. Si a < gkA/e, pour p < ¢/qk, D(p) > D(c/qk) >
Dy(c/qk) parce que D est décroissante. Ensuite pour p < ¢/qk, D(p) > 0 et f(p) < 0. Il n'y a
pas de racine p* telle que p*qk < c. D’autre part, si a > gkA/c, nous avons D(c/qk) < 0. Nous
avons les propriétés suivantes :

— D(0)> 0> lim f(p);

— sip>c/qk, D(p) <0< f(p);

— D est monotone décroissante, tandis que f est monotone croissante sur (0, ¢/gk].
Nous déduisons qu'’il existe un unique p* qui vérifie D(p) = f(p). Il vérifie également p* <
c/qk. O O

Par conséquent, quand a > gkA/c, il y n’ y a pas d’équilibre non trivial dans le quadrant
positif.

Nous déterminons maintenant les domaines d’existence des racines réelles du polynéme P, :

Propriété 4.2.4. Si kr < 3A, il il ya toujours une racine réelle. Si kr > 3A, il y a trois

domaines :
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— a<a” :1lyaune et une seule racine réelle;
— o~ <a<a' iy a trois racines réelles ;
— ot <« il y a une et seule racine réelle
a~ et at correspondent aux valeurs pour lesquelles deux racines réelles fusionnent et dispa-

raissent, et sont données par :

—2r22 + 9r Ak — 21/ 27kr (A2 — A)°
- (4.34)

« =1 27re
—2r2k2 + 9r Ak + 21/ 27kr (A2 — A)°
at = ¢ (4.35)
27re

Démonstration. Le discriminant A, du polynéome P, (4.33) est donné par

R(P,,P.)

Ay = —
aq?k

(4.36)

ou la résultante R (P,, P.) du polynéme P, et sa dérivée polynomiale sont données par :

6 2
¢®arc
R (Pay Po) = =—5—9(a) (4.37)

ot g(a) = 27a%rc? — 18aqreAk — ¢? A%k?r + 4¢* A3k + 4r2ck®qa. g est un polynome de degré

2 avec deux racines, o~ et at.

— Si kr < 3A, g n’a pas de racines réelles. Nous déduisons que Va > 0,9 > 0, et A, < 0.
P, a exactement une racine réelle.

— Si kr > 3A, pour @ < a” ou a > at, g(a) < 0. P, admet exactement une racine
réelle. Pour o= < a < a™, g(a) > 0. P, admet exactement trois racines réelles. Pour
a=a oua=a", A, =0, P, admet des racines réelles avec un ordre de multiplicité
supérieure a 1.

O O

4.2.5.2 Appendice B : Stabilité locale de 1’équilibre non-trivial
kr4/rk(rk—3A)3 _ kr—/rk(rk—3A)3 c

Notons pt = Tha cetp = A

Propriété 4.2.5. Si A > rk/3, l’équilibre non-trivial &, est localement asymptotiquement stable.
Si A < rk/3, il existe un équilibre non-trivial £ dans le quadrant positif qui est localement

asymptotiquement stable si et seulement si p* < p~ ou p* > p™.

Démonstration. La matrice jacobienne du systeme correspondant a 1’équilibre non-trivial est

donnée par :

—% —qn* 0
J'=1 peE* 0 gn*E* (4.38)

—oqE*  —pqn®  —pa
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Le polynoéme caractéristique est :

—qn* 0
X(A\) = det(J*— \3) = pqE* - gn*E*
—pqE*  —pqn*  —pa— A

= M-\ (cpoz + %n*) - A (cp%n* + 0¢*n*?E* +pq2n*E*)

r
Nous déterminons maintenant la stabilité locale en utilisant le critere de Routh-Hurwitz .
Notons

as = 1

as = a+ In*

i fa * ’ 2, %2 2.k Tk (439)
ap = Tn'+pgn™E* + pg*n*E
ag = QOQQN*E*(T *2 +ap — qn*E*)

L’équilibre £* est stable si et seulement si () a; > 0 pour 7 € {0,...,3} et (ii) aza; > asap.
Si £* est dans le quadrant positif, les conditions ag > 0,a2 > 0,a1 > 0 sont toujours vérifiées.

Nous déterminons si la condition (ii) est satisfait :

aga; — azag = (soa+ -n ) (*n +¢*n*E* (pn* +p))
—g*n*E* (l:n +ap — gn*E* )

ro 2 % Tk 2 * L) LA
= (cpa+—n>—n +q¢n'E (cp an” + pap 4+ p-—n —&-fnp)
k k k k
QTL*E* <4p£n*2+<pozp— (pqn*E*>

r

= (@a + %n*) %n* + ¢*n*E* (gpzan* + ?

> 0

Si & est dans le quadrant positif, la condition (ii) est toujours vérifiée. Nous déterminons

maintenant le signe de ag. En remplacant n* and E* par leur valeurs, nous obtenons

_pre(ptak — c)(aq®kp*® — reqkp* + 2rc?)

4.40
p*3q3k2 ( )
Puisque p* est une racine du polynéme (4.33), nous avons
*qk — Ag®k)p*? — 2 k)p* + 3rc?
0 = Erewrak — o) (AgR)p™ — 2Areqh)p” + 3re?) (4.41)

p*3q3 k2

Si A > rk/3, le polynome (Aq*k)p*? — 2(reqk)p* + 3rc® n’a pas de racines réelles et est
toujours positif. Si A < rk/3, le polynéme (Aqg?k)p*? — 2(rcqk)p* + 3rc? a deux racines réelles :
p~ et pT. Puisque £* est dans le quadrant positif, p*qk > c. Nous déduisons que ag > 0 si et
seulement si p < p~ oup > pt. O
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Propriété 4.2.6. p~ (resp. p*) est la racine double du polynéme P+ (resp. P, ).

Démonstration. Par la formule de Cardano, nous trouvons que la racine double du polynome

P+ est donnée par :

3c (r2k2 —3rAk — \/rk(rk — 3A)3)

(4.42)
ak <9A2 — 9rAk + 2r2k2 — 2\/7k(rk — A)3)

En simplifiant cette expression, nous obtenons que la racine double est égale a p~. On obtient

les mémes résultats pour P, et p™. ] ]

4.2.5.3 Appendice C : Attracteur borné

Nous montrons maintenant qu’il existe un ensemble borné dans lequel toute trajectoire qui
est issue du quadrant positif y reste. Il est clair que I’ensemble g de ’espace des phases (n, E, p)
défini par

Qo={(n,E,p) |0<n<kyp<Ala} (4.43)

est un ensemble invariant pour le systéme (4.26). En outre toute trajectoire qui est issue du
quadrant positif a son w-limite dans 2.

Considérons la fonction de Lyapunov définie pour n € R}, E € R}, pe R :

V(n,E,p):pqn—i—qE—clnn—r(l—%—a—@) InE (4.44)
r
Suivant les trajectoires du systéme (4.26), nous avons

V(n,E,p) = —apc+n (goqA + % (r (1 — %) — qE) InFE — gqunE) (4.45)

Notons que V(n, E,p) ne dépend pas de p.

Lemme 4.2.1. L’ensemble Q@ = {(n,E,p) | (n,E,p) € Qo,V(n,E,p) > 0} est inclus dans
I’ensemble ¥ x (—o0, A/a], ot X est un sous ensemble compact de (0, k] x R% U {(k,0)}.

Démonstration. Pour E > 1, V(n,E,p) < n (pgA+ 7 (r —gE)InE). Le terme a droite tend

vers —oo quand F tend vers +oo. On note
Yo ={(n,E)|0<n <k Epin < E} (4.46)
ou E,,;, est tel que ((qu + £ (1 — qBmin) In Emm) < 0. Nous déduisons que

V(n,E) € Yo = V(n,E,p) <0 (4.47)

Pour £ < 1, V(n,E,p) <n (goqA + % (7’ (1 — %) — qE) lnE). Nous avons

n< f(E)=V(n,E,p) <0 (4.48)
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ou f(E) = fﬁ‘l’% + M. Il est facile de voir que f est définie sur ]0, 1[ et décroit de maniere
monotone avec éimo f(E) =k et éimlf(E) = —00. On note également %1 = {(n,E) | 0 < n <
— —

k,0 < E < f~!(n)}. L’équation (4.48) est donnée par :
(n,E) € ¥ = V(n, E,p) <0 (4.49)

Considérons E/, ;. = f~(k/2). Sur I'ensemble compact [0,k/2] x [E!

- ins Emin], le terme

pqA+ 1 (r (1 — %) — qE) In E — pg’*nE admet un maximum M.
Notons 33 = [0, ape/ M) x [E!

S ins Pmin]. De I'équation (4.45), déduisons que :

(n,E) € £y = V(n,E,p) <0 (4.50)

Nous définissons maintenant ¥ = ([0, k] x RT)\(ZoUX1UXs). X, Xo, X1 et Xy sont représentés
sur la Figure 4.8. ¥ est un sous ensemble compact de (0,k] x R U {(k,0)}. En outre,

V(n,E,p) > 0= (n,E) € ¥. Nous déduisons que 2 est inclus dans ¥ x (—oo, A/q].
O O

FIGURE 4.8 — V(n, E) (surface noire). La partie blanche du plan V = 0 représente ’ensemble
compact qui englobe 'ensemble {(n, E) | V' > 0}. Les ensembles X et ¥; pour i = 0...2 sont
représentés en zones grises. Les parametres sont r = 0.9, k =3,¢=0.1,¢c=2, A=2,a=0.1

et o =0.1.

Lemme 4.2.2. Dans l’ensemble 2, V admet un mazximum V.
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Démonstration. Puisque X est un ensemble compact, V(n, E, A/a) admet un maximum Vj sur
Y. De I’équation (4.44), nous déduisons que V(n, E,p) € Q, V(n,E,p) < V(n,E,a,p), d’ou le
résultat. O O

Soit Vj > Vo, Qoo = {(n, E,p) | V(n, E,p) < V§}, et QX = {(n, E,p) | (n,E,p) € Qoo,p >

0}. Nous considérons maintenant le flot ¢ associé au systeme (4.26).

Lemme 4.2.3. Q4 est invariant et pour tout (n, E,p) € Qo, il existe t > 0 tel que ¢¢(n, E,p) €

0.

Démonstration. Pour (n, E,p) € Qo\Quo, V(n, E,p) > Vj et V(n,E,p) < 0, ce qui signifie que
Qoo est invariant. En outre, il est clair que tiigrnoo V(gi(n, E,p)) < Vo, ce qui signifie qu'il existe
to tel que ¢y, (n, E,p) € Qeo.

Nous montrons maintenant qu’il existe t{, tel que gﬁ%(n, E,p) € Q. Du systéme (4.26), nous
déduisons que sip < 0, E < —cFE,etsip<0et E < A/(2kq), p > A/2. Considérons (n, E,p) €
Qoo, et la solution (n(t), E(t),p(t)) = ¢i(n, E,p). Nous supposons V¢t > 0, p(t) < 0. Il existe ¢;
tel que Vt > t1, E(t1) < A/(2kq). Ensuite pour ¢t > t1, p(t) > A/2, et tiigloop(t) >0, dotton a
une contradiction. Nous déduisons qu’il existe t{, > 0 tel que p > 0. Puisque (n, E,p) € Qu et

Qo est invariant, by (n, E,p) € QL ce qui termine la preuve. O O

Propriété 4.2.7. Il existe un ensemble invariant Q3" inclus dans Qo qui est invariant et tel
que ¥(n, B,p), {t > 0| {¢e(n, E,p)} N QL # 0}

Démonstration. 1l est facile de déduire de 1'équation précédente (4.44) que Q1 est un ensemble
compact. Ceci est illustré sur la figure (4.9).

Notons Ej; = max{FE | (n,E,0) € Qx}.

Pour (n, E,p) € QX nous considérons la solution (n(t), E(t),p(t)) = ¢¢(n, E,p). Définissons
tm = inf{t > 0 | p(t) < 0} et tpy = inf{t > t,, | p(t) > 0} (tm et tyr peut étre égale a
+00). Si t,, = +00, on note pipr(n, £,p) = 0, ou on note encore pi,f(n,E) = . (22,ftM)p(t).
Cela représente la valeur minimale de p qui est atteinte & la rencontre avec le plan p = 0 avant
de revenir & QL. Si t,, < +oo, alors p(t,,) < 0. Pour tout t € (tm,tr), E(t) < —cE(t), et
ainsi E(t) < E(ty)e”? < Ejpe . Ensuite nous avons p(t) > A — qkE(t) > A — qkEpe .
Nous en déduisons que p(t) atteint son minimum avant ¢’ = In (A/gkE)s) /c. Si nous notons par
Dm = fg, (A — qk:EMe_Ct) dt, alors pin¢(n, E,p) > pm.

Nous définissons maintenant QX = {(n, E,p) € Quo|p > pm}- Il est clair que Q1" est borné,
et de la preuve précédente, nous déduisons qu’il est invariant. Puisque Q7 est inclus dans Q7"
nous déduisons du lemme (?7?) que : V(n, E,p),{t > 0| {¢:(n, E,p)} N QL # 0}. O O
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FIGURE 4.9 — Sur la surface dessinée, V' (n, F, p) est constant. L’espace sous la surface correspond
a Qoo. L’ensemble compact Q0 correspond a I'espace situé sous la surface et sur le plan p = 0.

Les parametres sont r =0.9, k=3,¢=0.1,¢c=2, A=2, a=0.1et ¢ =0.1.
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4.2.6 Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté un modele de pécherie bioéconomique dans lequel le
prix de la ressource n’était pas une constante, mais variait sous l'effet de la différence entre la
demande et l'offre. Par conséquent, nous étudions un modele en dimension 3 que nous avons
étudié analytiquement. Nos résultats ont montré qu’en tenant compte de la variation du prix
nous avons des conséquence importantes. I.’analyse du modele montre que, selon les valeurs de
la sensibilité de la demande par rapport au prix, un , deux, ou trois équilibres positifs peuvent
coexister. Dans le cas des trois points d’équilibre, il y a coexistence de deux pécheries : une
pécherie de développement durable ou artisanale avec une densité assez grande de poissons loin
de 'extinction, et une pécherie de surexploitation avec une densité trés faible de la ressource et
un important effort de péche.

Il y a des raisons de penser que le dernier cas avec trois équilibres positifs peut étre observé
dans certaines pécheries commerciales. Les ressources qui, dans le passé ont été trés abondantes
sont maintenant surexploitées ce qui risque d’entrainer un effondrement irréversible [27]. En guise
d’exemple, dans les pécheries sénégalaises, nous observons que le thiof qui est une espece trés
appréciée des sénégalais est en situation de surexploitation depuis des années [65]. Aujourd’hui,
la ressource devient tres rare et le prix a beaucoup augmenté. Par conséquent, I’exemple du
thiof pourrait correspondre & notre modele dans le cas de surexploitation trouvé lorsque les trois
équilibres peuvent coexister.

Dans notre travail, nous avons également étendu notre modele de péche a prix variable a
un ensemble de modeles, tels que les modeles de populations structurées en classes d’age ou des
pécheries avec stockage de la ressource. Nos résultats montrent que la MPE obtenue peut étre
généralisée a différents types de modeles de péche présentant les mémes typologies aussi bien
d’équilibres que de dynamique. Nos résultats préliminaires ont montré que la MPE pourrait
également étre étendue a des fonctions de capture plus générales différentes de la fonction de
Schaefer que nous avons utilisée ici, par exemple des captures avec une saturation a grande

densité de poissons, par exemple une fonction de Holling de type II.



Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

Dans le cadre du travail de cette these, deux grands problemes ont été traités, a savoir d’une
part 'estimation de la position des DCPs et le controle de la taille des stocks de populations de
poissons dont la dynamique est décrite par un modele de péche multi-site et d’autre part ’aug-
mentation du nombre de sites pour passer de la surexploitation a la pécherie durable. Comme
nous 1’avons mentionné dans notre introduction, ces questions sont motivées par la nécessité de
doter les décideurs politiques et économiques de recommandations scientifiques pour une bonne
gestion des ressources halieutiques qui sont de nos jours surexploitées. Pour trouver des réponses
aux questions que nous nous sommes posées, nous avons considéré des techniques bien connues
du domaine de la pécherie : les Dispositifs de concentration de poissons (DCPs) communément

appelés en anglais FADs ( Fish Aggregating Devices).

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéréssés a un modele multisite et nous nous sommes
focalisés sur le placement géométrique des pieges. Dans une expression générale des variables de
controle établies dans le but de suivre la population de poissons des ressources considérées, nous
obtenons une condition nécessaire et suffisante pour obtenir une évolution stable de la ressource

sur un intervalle donné.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté des modeles de pécherie bioéconomique dans lesquels
le prix de la ressource n’était pas une constante, mais variait par rapport a la différence entre
la demande et l'offre. L’analyse des modeles montre que, selon les valeurs du parametre «, un
, deux, ou trois équilibres positifs peuvent coexister. Dans le cas des trois points d’équilibre,
il y a coexistence de deux pécheries : une pécherie durable ou artisanale avec une densité de
poissons loin de I'extinction, et une pécherie de surexploitation avec une densité trés faible de la
ressource et un important effort de péche. On a aussi montré qu’il était possible de définir une

stratégie basée sur le nombre de DCPs pour passer d’un état correspondant a la surexploitation
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a un autre de pécherie durable.

Dans un second volet nous avons présenté un modele sans échelle de temps qui a abouti une
équation que nous avons appellé : “ EQUATION DU PRIX DU MARCHE ” basée sur la varia-
tion du parametre o nous donnant un a trois équilibres avec des prix différents et en conséquence
des marchés différents. Nous I’avons ensuite généralisé & un modele avec deux classes d’age et a
un modele de stockage des poissons pour une vente future. Nos résultats ont montré que nous
retrouvons les mémes caractéristiques de I’Equation du Prix du Marché dans la généralisidtion

des deux modeles.

Bien que les objectifs que nous nous sommes fixés dans 'introduction aient été atteints, les
travaux effectués dans cette these gagneraient a étre développés davantage pour une prise en
compte d’autres considérations qui sont d’actualité dans la gestion des pécheries. Dans un pre-
mier temps, il serait tres intéressant d’appliquer les résultats obtenus a des cas réels, comme la
pécherie du “ Thiof ”. Ce poisson tres apprécié au Sénégal est considéré comme le roi des poissons.
Il y a actuellement des signes de surexploitation et de nouveaux reglements, sont nécessaires. Il
pourrait étre intéressant de réglementer la pécherie de thiof afin de mieux controler les captures.
Nous prévoyons de confronter nos modeles aux données disponibles au CRODT notamment sur
le thiof. Notre modele pourrait aussi inclure une description fine de la géographie de ’environ-
nement (ligne de cote) ainsi que certaines réalités socio-économiques (mouvement détaillé des
bateaux en fonction des habitudes de péche et I’emplacement des ports, de la disponibilité et de

gestion du personnel ...).

Le modele multisite présenté a été écrit dans un cadre général, sans aucun comportement
spécifique pour les poissons ou les bateaux. Dans le modele actuel, on a supposé que le mouve-
ment des bateaux était symétrique, ce qui est vrai quand les taux de déplacement des bateaux
sont influencés par la distance entre deux sites. En réalité, le mouvement des bateaux peut
également étre influencé par plusieurs facteurs tels que la densité de poissons sur un endroit
donné, mais aussi I’emplacement portuaire, la météorologie, les courants océaniques. De méme,
le mouvement des poissons peut aussi dépendre de la géographie, des courants océaniques, des
marées, etc. En conséquence, afin d’étendre les résultats & un cas particulier, il convient de

déterminer avec soin si les hypotheses formulées dans ce modele sont toujours valables.

Dans un second temps il serait également important de prendre en compte le caractere
hétérogene de la péche, tel que les Aires Marines Protégées (AMP) [12], les dispositifs de concen-
tration de poissons [61, (2], les récifs artificiels [60]. Au Sénégal il y a cinq AMPs qui ont été
récemment crées et il ne fait aucun doute que cela aura des conséquence importantes sur la dy-

namique de la péche. Par conséquent il est important de traiter des modeles de péche multi-site

[7, 50].
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Nous projettons dans ’avenir de développer dans un premier temps des modeles prenant
en compte 'hétérogénéité spatiale couplée a une dynamique de prix variable dans un modele
bioéconomique. Ensuite considérer le cout par unité d’effort de péche comme étant une variable
dépendant du temps et est aussi fonction de la densité de la ressource, de 'effort de péche et la
position des sites c’est a dire ¢(t, E, n, M;). Puisque la condition d’optimalité dans le cas ou les
taux de déplacement des poissons m;; et des bateaux k;; dépendent des poissons nous projettons
avec la théorie hamiltonienne prouver que nous obtenons un invariant dans le cas de deux et
trois sites et essayer de le généraliser dans le cas de L sites. Un point extrémement important
est de pouvoir cumuler les résultats obtenus dans les deux parties c’est a dire tout en gérant
I’état de sur-exploitation & une pécherie durable en augmentant le nombre de sites et définir

également une position optimale des FADs pour réduire les cotits.
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