Optimisation du schéma a neuf
points paramétré par un scalaire
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Congu dans les années 1980 par les ingénieurs du pétrole, le schéma a neuf points est un
palliatif pragmatique contre l'effet d’orientation du schéma 5P en maillage rectangulaire.
En §3.1, son idée de base est rappelée en mettant l’accent sur le paramétre scalaire qui
confere au schéma l'acronyme 9P1s et qui sera optimalement ajusté par la suite.

La stratégie préconisée pour 'optimisation par rapport au paramétre s’appuie sur une
quantification de l'anisotropie via une distribution angulaire de l'erreur. Appliquée au la-
placien pur en pression en §3.2, cette démarche fournit une justification rigoureuse d la
valeur heuristiquement recommandée par de nombreux auteurs [36, 98].

Appliquée a I’équation en saturation, ce qui est plus pertinent, cette démarche conduit
en §3.3 a un probléme de minimisation plus ardu, mais dont il est facile de déterminer
une solution approchée. La valeur « sous-optimale » du parametre coincide alors avec celle
obtenue par [43,53] en maillage carré au moyen d’une autre méthode. Les résultats numé-
riques de §3.4 témoignent de [’amélioration progressive des fronts pour des maillages dont
le rapport des pas d’espace demeure proche de 1.
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

3.1 Description du schéma 9P1s

Cette section introduit une famille de schémas numériques sur maillage cartésien se rap-
prochant de ceux considérés dans les années 80 [85,98] dans lesquels des mailles diagonales
sont utilisées en plus des premiéres voisines (figure 3.1, a droite). Ce schéma, appelé schéma
9P1s, nécessite un parametre global permettant de donner plus ou moins d’importance
aux mailles supplémentaires.

M 11 Mi1,j4+1 M j11 Migr,41

> M, j —— M ;
Mi-1, } Mitrj Mi—1,j P Mit1,j
M i1 Mi_15-1 M1 Mg,

FIGURE 3.1 — Stencil des schémas 5P (a gauche) et 9P1s (& droite). Les fleches montrent
le sens conventionnel des flux positifs.

Construction sur le laplacien

Pour comprendre I’idée du schéma 9P1s, ’équation suivante est tout d’abord considérée

_Aanrl — qn+1.

Le schéma 9P1s se construit via les opérateurs 1-D du laplacien discret par direction

n+1 + 2pn—|—1 n+1

H 1 —19_17 .’. —p+1’

(AP = ——
+1 +1 +1

_AV P+ 205 P

( h,p)i,j = Ay? .

ou H correspond a « horizontal » et V' a « vertical ». Afin de parvenir a la discrétisation
par différences finies du laplacien en 2-D, la combinaison suggérée pour créer le schéma
9P1s est

(—Ahp)ift = 0(=AFp)T L + (1= 20)(=Ap)f ! + 6(=Afp)T

i it i1
+0(—AN ), + (1 —20) (=AY p)i T+ 60(—=A) p)t, (3.1)

le parametre 6 devant appartenir a l'intervalle [0,1/2] afin d’obtenir une combinaison
convexe. Ainsi, les mailles diagonales vont apparaitre lors du calcul par I'intermédiaire
des laplaciens sur les mailles M1 j, M;_1;, M; j1+1 et M; ;j_1. Le parametre 6 a comme
role de donner plus ou moins d’importance aux mailles diagonales. De ce fait, il change la
distribution spatiale de I’erreur mais ne va pas augmenter 'ordre d’approximation de la
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3.1. Description du schéma 9P1s

discrétisation. Le laplacien obtenu est

(—Azp)?jl =- O‘p?jll,jJrl — by p?ﬁl - ap?fll,jﬂ
— Bu v, + (280 + 2By + 4a) p T — B it
- O‘p?jll,jfl - BVPZﬁl - O‘p?jll,jfl (3.2)
ol les coefficients sont
Proposition 3.1. Sous la condition
min (Ay AZE)
Az’ Ay

Axr Ay
le laplacien discret (3.2) posséde la structure monotone suivante :
e [’élément diagonal 285 + 20y + 4o est strictement positif ;

e les éléments extra-diagonaux —«, —Byv, —BH sont négatifs ;

e la somme des éléments d’une ligne est nulle.

REMARQUE 3.1. Le second membre de (3.3) est toujours inférieur a 1/4. Cette hypotheése
est plus forte que la condition § < 1/2 obtenue lors de ’écriture du laplacien sous forme
d’une combinaison linéaire. O

REMARQUE 3.2. Le schéma 5P est obtenu pour une valeur de § = 0 tandis que la valeur
6 = 1/12 coincide avec le schéma a 9 points de Ding [36] en maillage rectangulaire et celui
de Yanosik en maillage carré [98]. En prenant § = 1/6, on retombe sur la méthode des
éléments finis )1 en maillages rectangulaires. O

L’équation (3.2) peut se réécrire a ’aide des différences de pression entre deux mailles
par

0 1 1 1 1 1
(—ARp) T = B ()T — o) + Bu (0, — Pl

1 1 1 1
+Bv (i) = pi) + By 0F2 =i
1 1 1 1
+ai =) —a @ i
1 1 1 1
+alp =P ) — ek i) (3.4)

Afin de se placer dans une vision volumes finis du schéma, il faut multiplier les deux
membres de (3.4) par AzAy. Ainsi, le laplacien se discrétise en volumes finis par un bilan
de huit flux (contrairement a quatre pour le schéma 5P)
% 1 4 6 0 0
AzAy (—Ahp)?j = Fz‘+1/2,j - Fi—1/2,j + Fz‘,j+1/2 - Fi,j—1/2
/0 /0 N\ N
+ Fi+1/2,j+1/2 B Fz‘—1/2,j—1/2 + Fi—1/2,j+1/2 B Fi+1/2,j—1/2'
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

avec
Fz'9+1/2,j = AzAyfy (p?;rl - p?—:_ll,j)v Fie—l/2,j = AzAyfu (p?jll,j - p?jl)a
Fljiije = Aedyby (0] = i), Fljoaje = AedyBy (05 = pi) ),
FL Y giye = Bedyo 0 =000 FL G 0y = Aedya 05 = pif),
Fi’}f/Z,j—i-l/Q = AzAya (pZ;rl - p?jll,jﬂ)v F;:l?z,j—l/Q = AzAya (pﬁll,j—l - p%rl)'

Résolution de I’équation en pression

Le passage du laplacien vers le systeme (2.4), (2.9), (2.11) est relativement aisé. Il suffit
en effet de reprendre les flux précédemment détaillés en multipliant par les termes KA(s).
Ainsi, I’équation en pression (2.4b) est discrétisée par
0 4 6 0
Fivvo; —Fiiao; +Fijrie = Fijoi)e

20 0 <0 NG _ +1
+F a2 — E 010 T E S 010 — Bt 2 o120 = AzAyqp;, (3.5)

i
avec les flux directs
Eil/z,j = K)‘?—H/Zj{ii - 29(% + Z) }(P?jl - Pﬁﬁj)a (3.6a)
Flitija= K)‘Zj+1/2{ijj - 29(% + i;j) }(p?jl — i) (3.6b)
et les flux diagonaux
Fz’{f/z,jﬂ/z = K)‘?+1/2,j+1/2{9<2z + i;) }(P?;H - p?—:_ll,j—i-l)v (3.6¢)
s = Ny {0(50 + ijj) bt -t eed

La mobilité par interface est calculée comme pour le schéma 5P, soit par moyenne harmo-
nique (2.52), soit par décentrage simple amont (2.53) entre les mailles voisines de l'inter-
face.

Ces définitions sont valables pour les arétes intérieures. Lors d’un calcul sur le bord du
domaine, les flux diagonaux ne sont pas pris en compte. Les coefficients de combinaison
linéaire en sont alors impactés. Les flux horizontaux sur le bord gauche correspondent a
ceux du schéma 5P (équation (2.54)) et les flux verticaux en sont modifiés de la maniere
suivante :

Ax Ay Ax
0 _ n n+1 n+1
Flj 1= K)‘l,j—1/2{Ay - 9(5 + Ay)}(pl,jl =P ) (3.7a)
Az A Az
6 _ n Y n+1 n+1
Fljvje = K)\1,j+1/2{Ay - 9(@ + Ay)}(Pl,j —Piji)- (3.7b)

Il en va de méme pour les flux horizontaux sur le bord droit F' ]%z ainsi que les flux

+1/2,5
Fg,r jo1/2 €t FJ%.T /20 Les flux verticaux sur le bord inférieur se calculent comme en (2.55)
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3.1. Description du schéma 9P1s

et les flux horizontaux Ff_l /21 et Fi9+1 /2.1 sont donnés par

Ay Ay Ax n n

F¢071/2,1 = KA1 )9, 1{Ax - 9(5 + A)}(pijl — i), (3.8a)
Ay Ay  Ax n n

Fz‘9+1/2,1 = KA1, 1{Ax G(Ax + Ay )}(p%Jr _pzjlll) (3.8b)

Les flux au bord supérieur FZ.(?Ny +1/2 ainsi que les flux Fie_1 J2.N, et Y i+1/2,N, S ’écrivent de
maniere analogue.
Les bilans discrets (3.5) avec les flux (3.6), (2.54), (3.7), (2.55), (3.8) assemblés sur

tout le domaine forment un systéme linéaire de la forme

Anpn+1 _ anrl7

ott A" désigne une matrice N’ x N’ symétrique, définie positive tant que |[I'p| > 0, p"*!
est un vecteur de taille A/ contenant les pressions des mailles & déterminer et b™*! est un
vecteur regroupant les conditions aux limites ainsi que les termes sources.

REMARQUE 3.3. La matrice A" de ce systéme est moins creuse que celle apparaissant dans
(2.56) du fait des contributions des mailles diagonales. La résolution de ce systéme peut
alors étre plus cotiteuse en temps et en mémoire. ]

Résolution de I’équation en saturation

Une fois les pressions déterminées, les flux F? apparaissant dans (3.5) peuvent étre calculés
afin de les réutiliser dans I’étape suivante.

L’équation en saturation (2.4c) est discrétisée de maniére similaire a 1’équation en
pression en faisant intervenir huit flux tels que

gt _gn.
ArAy (1?% + (f(S)FG)iJrl/Zj (f(s)F?); 1/2,
+ (F()F)i i1/ — (F()F?) 5o 1/2
+ (f(S)F/6>z+1/2,g+1/2 — (f(s)F?),_ 1/2,j—1/2
+ (FSFN) i gans = (FOF )iy go1p = DBy gyt (3.9)
avec
(F(8)E )iy, = f(s7;) [er—&-1/2,j]+ + (i) [FY 1240 (3.10a)
(f(S)Fe)i,j+1/2 = f(si;) [F%H/Q] + f(sij11) [F, ,J+1/2] (3.10b)
(FOF ) ivrpzginre = FSE) L ppson ol T+ P o) [P o jir ol > (3:100)
(f(S)F’\ﬁ)z'—1/2,g+1/2 = [(si)) [Fr}f/QJH/Q]JF + f(si21,41) [FZE?/QJH/Q]_, (3.10d)
oll
[F]*t = max(0, F), [F]” = min(0, F)

désignent les parties positive et négative d’un nombre réel F' € R.
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

Comme les flux de bords dérivent du schéma 5P, il en va de méme pour leur prise en
compte dans 1’équation en saturation. Les formules de condition d’entrée de 'eau (2.60)
sont réutilisées.

Etant explicite, la discrétisation de I'équation en saturation nécessite le calcul d’'une
condition CFL [32] de sorte que le pas de temps At" ne soit pas pris trop grand et alors
garantir la stabilité du schéma.

La quantité )o F'(; ; donnée en (2.62), est adaptée ici pour le schéma 9P1s. En reprenant
les définitions (2.61), celle-ci est écrite en chaque maille M; ; par

>UF9<i,j = 0i-1/2,j [Fie—l/Q,j]+ - O'i+1/2,j[Fi9+1/2,j]
+0i-1)2 [Fi?j71/2]+ - Ui,j+1/2[F£j+1/z]_
+ O'i—l/Q,j—l/2[Fz'{f/z,jq/zrr - O-i+1/27j+1/2[Fi{r‘f/2,j+1/2]_
+ O'i+l/2,j—1/2[Fz&f/z,jq/zrr - Ui—1/27j+1/2[Fz’,}f/Z,j+1/2]_
Cette quantité est positive et correspond aux flux entrants dans la maille M; ;.

Proposition 3.2. Sous la condition

A VoF9(; < 1 (3.11)
bATAy 122N, 0T VI = '
1Zj<N,

et en Uabsence de termes sources (@™t = ¢t = 0), le schéma (3.9), (2.60) satisfait le

principe du mazimum, c’est-a-dire que S?jl est une combinaison conveze de s;'; el des
9 9

saturations des huit mailles voisines au temps n.

DEMONSTRATION. La preuve est semblable a celle fournie pour le schéma, 5P. O
Les termes sources de type (2.8) sont discrétisés de fagon identique au schéma 5P en
utilisant (2.68).

3.2 Analyse de ’erreur en pression

Dans cette section, la méthodologie pour ajuster # de manieére « optimale » est introduite
en se focalisant exclusivement sur I'équation —Ap"*t! = ¢"*! & I'instar de Shubin et
Bell [87] et de Ding [36]. Cela est certes critiquable, mais permet de présenter la démarche
dans un cadre simple et de comparer le résultat avec les valeurs « classiques » pour 6. La
vraie valeur optimale de 6 sera établie en §3.3, lorsqu’on transposera les calculs & I’équation
en saturation.

L’argument classique en faveur de la valeur §# = 1/12 en maillage carré [36,98] repose
sur ’observation suivante.

Théoréme 3.1. Sip est une fonction réguliére en x, alors pour Ax et Ay suffisamment
petits, il vient

" Az? 9%
(—ARp)H = (=Ap)(ziy) — 3 9pd (Fid) —

+ O(Az*, Ayh).

Ay? d'p 9 5 O'p
ﬁ@@w) —0(Az" + Ay )W(‘Bm)
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3.2. Analyse de l'erreur en pression

DEMONSTRATION. 11 suffit d’effectuer les développements limités au point x; j sur 1’équa-
tion (3.1). O
Dans le cas particulier ou Ax = Ay = h, le résultat du Théoreme 3.1 devient

n h? [ 0*p o*p o'p
(—Azp)ijl = (—=Ap)(xi ) — 3 (M(wi,j) + Tgﬁ(wi’j) + 2498T2y2($z‘,j) +O(hY).

En choisissant § = 1/12, on peut faire coincider le facteur de h?/12 avec un bilaplacien,
c’est-a-dire
0 1 h? 4
(=) = (=Ap)(@i;) — G AAP(®i;) + O(RY).

Si la pression p est a symétrie radiale, i.e. p = p(r), Ap Uest aussi et AAp le sera également.
L’erreur commise entre (—A,HZp)?jl et (—Ap)(x; ;) sera alors radiale et I'effet d’orientation
de maillage sera réduit avec un comportement isotrope de cette erreur.

Notre objectif est de montrer qu’en maillage rectangulaire (Az # Ay), la valeur § =
1/12 reste la « meilleure » possible en un sens que nous allons préciser.

3.2.1 Distribution angulaire

A chaque direction dans le plan, nous allons associer une quantité mesurant ’erreur du
schéma le long de cette direction. Pour cela, nous faisons appel a I’analyse de Fourier [95].
Les pressions sur le maillage sont écrites sous la forme

pij = elikAz+itAy) (3.12)

oit I représente le nombre imaginaire tel que 12 = —1 et k = {(k,¢) € R? est le vecteur
d’ondes. L’idée est d’envoyer cette onde plane sur le laplacien et sur sa discrétisation de
sorte a obtenir les relations suivantes

(=Ap)ij = F[-Al(k) pi; et (—Abp)ij = F[-A7] (k)pi .

Les quantités Z [—A](k) et Z[—A%](k) ne dépendent pas de (4, j) et sont nommées respec-
tivement symbole exact et symbole approché du laplacien. L’erreur entre ces deux symboles
est définie par

EReny(K) = F[-A(k) — F[-A7)(K).
Cette erreur va étre calculée en deux temps.

Lemme 3.1. Pour Az et Ay suffisamment petits, lerreur du schéma 9P1s sur le laplacien
est

1 1
ERpny(k) = — Emﬂk‘* + EAW‘* +0(Az + AyH) PR | + O(Azt, Ayh).  (3.13)

DEMONSTRATION. Le symbole exact du laplacien est

F[-A](k) = |k|? = k2 + 2. (3.14)
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

En remplagant chaque terme p;+1+1 par sa transformée inverse de Fourier via (3.12),
la nouvelle expression de la discrétisation du laplacien en 2-D (—Azp)m, décrite avec la
formule (3.1) est

_efkaa: 192 eIkAx _eIZAy 192 effﬁAy

FI-Aj)(k) - -V A
—IkAx IkAz ‘A —ILA
+ ( As + Ay x(1—20)
. (_eIkAx + 92— elkAe itny —elltAy | 9 _ o—IlAY e ) <0,
Ax? Ay?
Sachant que
e TRAT oo JTRAT _ g 52 (kéx) 7 (3.15a)
—e Ay 9 JTAY _ fgin? <£§y> , (3.15Db)
le symbole approché du laplacien s’écrit alors
kEAz\ eltAy (Ay\ e~ Tkae
s = ()53t (3 555)
[ h]( ) Sin ki A1$2 + 4sin Ei 1Ay2 X
+ <4sin2 (2x> A2 + 4sin? (23/) A2 ) x(1 —20)
T Yy
kAz\ e 1Ay (Ay\ e'kar
e ase (557) o+ e (5Y) 5 )

En rassemblant les termes en Ax et ceux en Ay, le résultat suivant est obtenu

kAx) GeltAY 4 (1 — 20) + e TtAY

F-AY(k) = 4sin’ (

Az?
A TkAx 1-29 —ITkAzx
4 sin? (E y) fe + ( ) + be .
Ay?
En utilisant (3.15), 'expression se réduit a
. LAy 2 [ kAx
. kAzY 1 —40sin? (52 ‘ (Ay\ 1 —40sin” (55%
F[-AY](k) = 4sin? ( ) AL? ( ) + 4 sin? < 5 ) AyQ( ) .
Sous les hypotheses |k|Az < 1 et [(Ay| < 1, le développement limité du sin?
2 X X2
SH)‘(Q =1- 5 +0(xY (3.16)

amene a
4 kAzx 2 kAzx
P =5 (42) -4 (52)
2 ¢ 4

] + O(Az5, Ay®)

0
-2 (49)" 3 (9" g -4 (49)" -0 ()" (9]
4 0 )



3.2. Analyse de l'erreur en pression

Finalement, le symbole approché du laplacien en 2-D est
1 1
FI-Af)(k) = K + £ — | DAk + S AP 40 (A2?+ Ag?) 521@2}
+ O(Azt, Ayh). (3.17)
L’erreur voulue correspond alors a la différence entre (3.14) et (3.17). O

REMARQUE 3.4. Il est & noter que l'erreur é"g% Ay D€ dépend pas seulement du pas de
maillage Ax et Ay et du parametre 0 mais également du vecteur d’onde k. O

Afin de mettre en évidence I'influence de 'angle formé par le vecteur d’onde k = (k, /)
avec les axes, on introduit les coordonnées polaires. Le vecteur d’onde s’écrit

k cos
<£> = |k| <smg> . (3.18)

S = sin? . (3.19)

De plus, on pose

Théoréme 3.2. Pour Ax et Ay suffisamment petits, Uerreur sur le laplacien du schéma
9P1s s’écrit

1
SR sk) = —IK[* |57 5 — 0} (a0 + )

2
+ S {—ém? +O(A? + AyQ)} + % +0(Axh, Ayt).  (3.20)

DEMONSTRATION. En utilisant le changement de variables (3.18), erreur (3.13) devient
alors

1
ggw,Ay(k) = —|k|* [M{AmQ cos* o + Ay?sin? o} + 0(Az? + Ay?) cos? @ sin® cp}
+O(Az*, Ayt).

Comme S = sin? ¢, il vient 1 — S = cos? . En reportant dans 1’équation ci-dessus, on
obtient

1
680 (8) = —IK[* | (AT (1 = 5+ AS) +6(A" + Ag)(1 - S)S |
+0(Az?, Ayt).
Finalement, en développant (1—5)? et en réarrangeant selon les puissances de S, le résultat

annoncé est obtenu. O
Dans le Lemme 3.2, la quantité & gx Ay(kz) est, & une erreur d’onde 4 pres, le produit

de |Ek|* et d’'un facteur ne dépendant que de S = sin? . Cela ameéne & définir ce dernier
comme l’erreur angulaire du schéma.
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

Définition 3.1. La quantité

~ 1
Besy(8) =5 { (55 - 0) (" + A0?)}
2
+S{—ém2+e(m2 +Ay2)} + Al—“; (3.21)

est appelée erreur angulaire en pression du schéma 9P1s.
On remarque que, pour tout 6 € [0,1/2],

Az

Ay?
12

~0 B B
éoAa:,Ay(S - 0) - 19

, et égmy(szn:

Autrement dit, l'erreur angulaire dans les directions S = 0 et S = 1 ne peut pas étre
modifiée par le parametre 6. En revanche, ce dernier peut modifier ’erreur é"gw Ay(S’)

. 20 , . 5 s 122
pour S ¢ {0,1} afin que la fonction & Ac, Ay(-) s’approche au mieux d’une autre, considérée
comme référence.

3.2.2 Minimisation de I’anisotropie

Pour définir cette référence idéale, on se pose la question suivante : parmi toutes les
fonctions & : [0, 1] — R suffisamment régulieres et vérifiant les conditions

~ Az? ~ Ay?

FOEE-S (3.22)

laquelle est la « moins anisotrope » possible 7 Intuitivement, on voudrait sélectionner celle
qui « varie le moins possible » par rapport a S. La notion retenue ici pour cela est la
suivante.

Définition 3.2. Parmi toutes les fonctions & € C([0,1];R) vérifiant (3.22), celle qui
réalise

1
m~in/ &(S)[2dS
& 0

est appelée erreur angulaire la moins anisotrope.

La fonctionnelle & — fol ‘@g, (9)|?dS pénalise en effet les variations de & par rapport
a S. La Définition 3.2 est, bien entendu, un choix parmi d’autres, mais a le mérite de
faciliter le calcul de la solution du probleme de minimisation.

Lemme 3.2. La solution du probleme
1 _
 min / &(5)2dS
&ec([0,1];R) /O
sous les contraintes (3.22) est donnée par la fonction affine

1

£(5) = 12

[(Ay? = As?)S + Az?].
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3.3. Analyse de l'erreur en saturation

DEMONSTRATION. La condition d’Euler-Lagrange [13] assurant Ioptimalité de &* s’écrit
—26" =0

Cela implique que & est affine en S. En tenant compte des conditions (3.22), le résultat
annoncé est obtenu. O

Le but de I’étude est maintenant de choisir le parametre 6 de sorte que la distribution
angulaire éaA Ay Soit la plus proche de la référence la moins anisotrope &% T est proposé
par consequent de prendre

6" = argmin |68, o, — €| (0,1)

1 _ -
= argmin / |6R 2.0y (S) — E*(5)|2dS. (3.23)
0
Théoréme 3.3. La valeur optimale définie par (3.23) est donnée par
1
0" = —.
12

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que pour § = 6*, le coefficient du terme quadra-
tique en S? s’annule et

gAI Ay(s) = g*(s)
pour tout S € [0, 1]. Cela entraine
1 ~
| 168, a,(8) = E(9)ds =,
0

d’ou la minimalité de 6*. Par ailleurs, il est facile de vérifier que la fonction

1 ~
0> [ 168, ay(8) ~ E*(5)Pds
0

est quadratique et strictement convexe en 6, d’ou 'unicité du minimum. O
Nous avons ainsi apporté une justification théorique au choix § = 1/12 en tant que
parametre « optimal » vis-a-vis de l'anisotropie de I’équation —Ap™tl = g™+l Sur la

figure 3.2 sont tracées quelques distributions angulaires S é"Aw Ay(S) pour différentes

valeurs de #. Pour un maillage carré (Ax = Ay = h), la distribution optimale g}f*h est
une droite horizontale, ce qui correspond a un comportement parfaitement isotropefPour
un maillage rectangulaire (Az # Ay), la distribution angulaire optimale ézg; Ay demeure
une droite qui est maintenant inclinée. De plus, les courbes correspondant au schéma 5P
(f = 0), en rouge, sont bien éloignées des courbes optimales (6 = 6*) en vert.

3.3 Analyse de ’erreur en saturation

Comme cela a déja été mentionné, l'erreur pertinente a étudier est celle sur I’équation
en saturation, car c’est la quantité que les ingénieurs visualisent et pour laquelle ils sou-
haitent corriger 'effet d’orientation. A notre connaissance, seuls Eymard et al. [43] s’y sont
intéressés et ont proposé une telle analyse en maillage carré. Nous allons effectuer sur la
saturation une analyse d’erreur semblable & celle déja vue sur I'équation —Apn*+! = ¢"+1,
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Maillage carré - Ax=Ay=1/20 Maillage rectangulaire - Ax=1/20, Ay=1/55
T T T T 3.10-4 T T T T
4.10% - g
2.10* 1
5 3.10% 1 5
o o
u‘] (m
2104 1.10% | .
1_10’4 E L L L L = L L L L
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s Valeurs de 6 s
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FIGURE 3.2 — Erreur angulaire (3.21) selon différentes valeurs de 6 - Mailles carrées (a
gauche) et rectangulaires (& droite).

3.3.1 Distribution angulaire

L’analyse qui suit porte sur 1’équation en saturation avec un flux fractionnaire linéaire
f(s) = s et avec une vitesse notée u = *(a,b), ol a et b sont positifs. De plus, des pro-
priétés physiques sont considérées telles que ¢ = 1 et kA = 1. Ces hypothéses permettent
d’appliquer la méthode de Fourier a ’équation en saturation discrétisée par le schéma
9P1s. Grace aux hypotheses et sans termes sources, I’équation semi-discréte en saturation
(2.4c) s’écrit

Osij+ (uw- Vs)fl)m- =0.

De maniere analogue a la partie précédente, les saturations sur le maillage sont écrites
sous la forme

Si,j — e[(ikAI+j£Ay)7 (324)
o k = !(k, /) est le vecteur d’onde de sorte & pouvoir s’intéresser aux relations suivantes

(u-Vs)ig=Flu V|(K)si; et ((w Vs)])iy=F[(u-V)i](K)si;.

L’étude va alors porter sur l'erreur définie par la différence entre le symbole approché et
le symbole exact de I'opérateur spatial

&(k,u) = F[(u- V)j|(k) — Flu- V](k).

Soient les changements de variables suivants
a\ cos 7y k\ Cos
(b) = lul (sinv) ot <£> = |kl (sin go) ' (3.25)
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3.3. Analyse de l'erreur en saturation

ou la différence entre les deux angles sera notée {2 = ¢ — v et avec la quantité

" x
" = arctan —

Ay
désignant un angle limite.

Théoréme 3.4. Pour Az et Ay suffisamment petits, Uerreur d’approzimation de [’équa-
tion en saturation par le schéma 9P1s est

_ o) [ A% BY()| [cosQ
&% (k,u) = |Kk|?|ul <cos Q, sin Q) lée(v) 69(7)] (sinQ) + O(Az?, Ay?) (3.26)

avec sty < ¥,

~ Ax Ay Az i Ay Ay? .
0 2T 3 [y | /T 2 2Y ), 3
A%(y) = 5 CoS 7+3Ay9(A —i—Ay)COS’}/SHl v+ 5 {1 26 <1+Am2 sin® 7y,
(3.27a)
~ A Ax Ax
0/ N _ /[y | ar 2
B (y) = {2Ay9<A + Ay) 5 }cos ~ sin
Ay Ay? L9 Ay  Azy |
+{1—29(A2+1>}cos751n ’y—Ayﬂ(A—x—l—A—y) sin® 7, (3.27b)
~ A Az
C’e(fy) = {A; — 2Ay9(A—y + A7y> } cosy sin? 7
Ay Ay 9 . Ay Ax 3
+2{1—29(1+Ax2>}cos 7s1n'y+Ay9(A—x+A—y) cos” y (3.27¢)

et siy > %,

- A Az? A A A
Ag(ry) = Tx {1 — 20 (1 + A;>}00337+3Aaz9 (A;gj + Az) cos® ysin~y + Tysin?’%

(3.27d)
EG(W):A:M (Z—Fii) oS 7—%{1—29( 2‘;:2)}0082751117
+ {AQy 2Az0 (iggj + 21{) } cos ysin? 7, (3.27e)
Cl(y) = {A2y 2Ax0 (i:; + 2‘1) } cos? 7 sin y
A;c {1 — 20 ( izz> } cosysin® vy + Az6 (i?j + 21) sin® . (3.27f)
DEMONSTRATION. Le symbole exact s’écrit
Flu-V]|(k) =1k -u=I(ak + bl). (3.28)
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Un premier cas est d’abord étudié : celui tel que aAxz—bAy > 0, ou de maniére équivalente
v < ~*. Cette condition est nécessaire afin de pouvoir déterminer précisément les décentre-
ments des saturations dans ’équation en saturation (3.9) discrétisée par le schéma 9P1s.
En s’aidant des transformées inverses de Fourier (3.24), la partie spatiale de 1’équation
discrétisée devient

Fltw- VR0 = {1 20) 52 207} L (1 o)
+ {(1 - 29)25 - 292;71} Al)fAyy(l )

Sous les hypotheses |k|Az < 1 et [{|Ay < 1, les développements limités de I’exponentielle
permettent la poursuite des calculs du symbole approché

k?Ax Axr Ay
T i 0 _
Fllw- V) (k) = I(ka + ) + =T a0 1 keAy2b0 (Ay + Ax)
Ay Ay? Ar Ay 5 « o
+ b{1—20 <1+M2 + 248 (Ay+Ax) +O(AL, AY).

(3.29)

Ainsi, 'erreur entre les deux symboles (3.29) et (3.28) est

E’ Az Axr Ay
Ay200 | — + —
a+ kel yb&(Ay—i—Ax)

?Ay Ay? Axr Ay
bs1—-20(1+4+-—— 200 | — + —
+ 2 [{ < +Aa:2 +2a (Ay+Ax>
En utilisant les changements de variables (3.25), cette erreur se réécrit sous la forme
matricielle suivante

& (k,u) = |k|?|ul (cong, sin¢) [A%) B"(’y)] (COS‘KJ) +O(Az%, Ay?)  (3.30)

&k, u) =

+ O(Az?, Ay?).

B(y) C%y)| \sine
avec
Al () = —A;C COS 7Y, (3.31a)
Ar A
0 — Y i
B%(y) = Ayf <Ay + A:c) sin -y, (3.31Db)
Ay Ay? . Ar Ay
0/ _ . 2%, 2y .
C%(v) = 5 {[1 20 (1 + Am2>] siny + 26 (Ay + A:U) Cosvy ¢ . (3.31¢)

Comme ¢ = 2 + 7, les formules de passage d’un angle a 'autre sont utilisées

cosp) | cosy siny| [cosQ
sinp) |—siny cosy| \sinQ )’
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3.3. Analyse de l'erreur en saturation

Ainsi, le résultat (3.26) est retrouvé en utilisant (3.30) et ces formules de passage afin de
faire apparaitre

P@(v) 59(7)1 _ lcosv —sinvy [A"(v) Be(v)} [COS’Y sinv]
Bl(y) C%%y) siny  cosy | |B?(y) C%n)| |-siny cosvyl|’

Pour le cas aAzx — bAy < 0, c’est-a-dire v > ~*, la démonstration est similaire, seul un
décentrage de saturation change. O

REMARQUE 3.5. Ces trois erreurs ont une signification : AQ, appelée erreur longitudinale,
donne le comportement radial de la matrice de diffusion (cela correspond au cas ou u
est orienté dans la méme direction que k), c? correspond au comportement transverse
(le vecteur u et le vecteur k sont perpendiculaires) et B? sera par la suite dénommé par
Ierreur en terme croisé. O

REMARQUE 3.6. La discrétisation de I’équation en saturation (3.9) est une approximation
du second ordre de I’équation équivalente suivante

b s + div(f(s)u) = (r‘ﬁ(r-),r‘l&y){f’(s)oe(v) (ﬁ@)s}

avec la méme matrice de diffusion

| A%() B(y)
D°(7) = L?%) é"m]‘

Cette approche, menant au méme résultat que I'analyse de Fourier, est réalisée avec des

développements limités en coordonnées polaires et avec u = ﬁep O

Les expressions (3.27) sont représentées sur la figure 3.3 en fonction de la variable
S = sin? aussi bien en maillage carré qu’en maillage rectangulaire. La valeur 6 = 1/12
trouvée pour I’équation en pression (courbe noire) ne donne pas une droite méme si l'er-
reur est presque isotrope en maillage carré sur 'erreur longitudinale et en terme croisé.
Ainsi, cette valeur ne correspond pas au parametre optimal pour 1’équation en saturation.
Contrairement a l’erreur longitudinale et a ’erreur en terme croisé, I’erreur transverse est
plus sensible a la variation du parametre 6 avec notamment des valeurs en 0 et 1 dépendant
du parameétre 6.

Définition 3.3. La quantité Aa} vue comme une fonction de S = sin®~y, est appelée erreur
angulaire en saturation du schéma 9P1s.

La raison pour laquelle nous avons choisi A? comme erreur angulaire est qu’elle repré-
sente la composante radiale de I’action longitudinale (£2 = 0) de la matrice de diffusion

Af(v) B(y)

D’ v) = | = ~ .
") [B%) ()
Réécrivons Af explicitement en fonction de S. Soit

tan? y* Az?

S* p— 1 2 * p— pu— .
Y T tan? T A+ Ay?
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Maillage carré Ax=Ay=1/20

Erreur Longitudinale

Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/80

Erreur Longitudinale
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FI1GURE 3.3 — Erreurs longitudinales, termes croisés et transverses pour des maillages carrés
et rectangulaires selon différentes valeurs du parametre 6.
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3.3. Analyse de l'erreur en saturation

Alors, si § < 5%,

~ 2
A%(S) = %(1 —5)3/2 4 % [1 — 26 <1 + ﬁyzﬂ 53/2
X

Az Ay 1
Ayd [ =+ =) (1-9)/?
+3 ye( y+1x)( S) =S,

et si S > S*,

. A A Az?
AY(S) = 71/53/2 + 7"” [1 —26 (1 + A‘;ﬂ (1—8)%?

Ax Ay

Az Ay\ e
+3Ax9(Ay+M)(1 $)S1/2,

On remarque que, pour tout 6 € [0, 1],

AP(S =0) = %, et A’S=1)=== (3.32)

Autrement dit, I'erreur angulaire en saturation dans les directions S = 0 et S = 1 ne peut
pas étre affectée par le parametre 6. Par contre, celui-ci peut changer le comportement
de AG(S) pour S ¢ {0, 1}, pour que la fonction ﬁe(-) s’approche au mieux d’une autre,
considérée comme référence.

3.3.2 Minimisation de ’anisotropie

Comme en §3.2.2 pour la pression, cette référence idéale est censée refléter la distribution
d’erreur la « moins anisotrope » sous les conditions (3.32).

Définition 3.4. Parmi toutes les fonctions A € CY([0,1];R) vérifiant (3.32), celle qui
réalise

1
min / A(S)[2dS
A 0

est appelée erreur angulaire la moins anisotrope en saturation.
La seule fonction A satisfaisant cette définition est la suivante.
Lemme 3.3. La solution du probleme
1
 min / |A'(S)2dS
AecC1([0,1;R) /0

sous les contraintes (3.32) est donnée par la fonction affine

- A A
A4(S) = 73/5 + 7"”(1 —8). (3.33)
DEMONSTRATION. Similaire & celle du Lemme 3.2. O
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

Le but du jeu est maintenant de choisir le parametre 6 de sorte que la distribution
angulaire A? soit la plus proche possible de la référence la moins anisotrope A*. Comme
avant, il est préconisé de prendre

o ~
0" = arg m@ln/ |A?(S) — A*(S)[%dS. (3.34)
0

Théoréme 3.5. L’unique minimiseur de (3.34) est

0*—m1n{1 o USV (’ )dS} (3.35)

2’ fo |U(S)[2dS
ou
Ar A Ay?
Ay 3<x+y> 1- 925 — [1+ 21 ) 532 si8 < 8%,
U(s) = Ay Az Ax?
o Az Ay 1/2 A‘Tz 3/2 1 *
et

Ax

v(s) =5

A
[(1-9) - (15772 + = [s - 5%2].
2
DEMONSTRATION. En élevant au carré 'identité
A%(S) — A*(S) = 0U(S) — V(S)
et en intégrant sur [0, 1], il vient
1 - 1 1 1
/]A%Sy—A%SWdS:GQ/\U@N%S—29/lﬂSﬂ%&dS+/)W%$P¢9

0 0 0 0

(3.36)

Pour minimiser cette fonction quadratique convexe en 6 sur [0,1/2], on peut minimiser
d’abord sur R puis projeter la solution sur l'intervalle. Sur R, la fonction (3.36) atteint
manifestement son minimum en

g — o US)V(S)ds
Jo lU(S)2ds

Or, on vérifie aisément que U(S) > 0 et V(S) > 0 pour S € [0, 1]. Par conséquent, 6* > 0,
et la seule projection & faire est §* = min{1/2, 6%}. O

Malheureusement, la formule (3.35) pour la valeur du parametre optimal 6* est trop
complexe & implémenter en pratique. Aussi, il est proposé ici une valeur sous-optimale 6°
qui est beaucoup plus rapide & évaluer. Cette valeur 6 est définie par

AP (8%) = A*(S*). (3.37)

En d’autres termes, la distribution d’erreur angulaire A? doit coincider en S = S* avec
la distribution de référence, en plus des points S =0 et S = 1.
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3.3. Analyse de l'erreur en saturation

Théoréme 3.6. Le paramétre sous-optimal au probléme ci-dessus est

Hb—l Az + Ay 1
4\ A2+ Ay? '

DEMONSTRATION. L’équation de la droite idéale (3.33) au point de transition S* s’écrit

~ A A
AfQSU::AEQS*+-7;X1——S*) (3.38)
Comme ~* = arctan ﬁ—z, la valeur du point de transition en S vaut
Az?
* a2 %
S™ = sin Y = m
L’équation (3.38) devient alors
~ A Agz? A Ay?
S = aE T 5 Ay A
2 Ax? 4+ Ay? 2 Ax? + Ay?
ce qui donne aussi
~ AzA Az + A

Az? 4 Ay? 2
Ainsi, la valeur de A% en S* est

A0(sY) = 1+460°  AzAy .

2 /A2 1 Ay?
La valeur du paramétre 6” cherchée est telle que A*(S*) = Aeb(S*), soit
AzAy Az +Ay 1+ 40° AzAy
Az? + Ay? 2 2 A2+ Ay
Certaines simplifications par AzAy et \/Az2 + Ay? peuvent se faire pour obtenir
14 46 Az + Ay

VA T Ay A+ Ay?

ce qui équivaut a

A A
Lpap — 28 T2Y
VAZZ + Ay?
pour aboutir finalement & la valeur donnée dans le Théoréme 3.6. O

REMARQUE 3.7. Cette valeur dépend des pas de maillage Az et Ay. Dans le cas d'un
maillage carré, elle dégénere en
V2-1

1
qui avait été établie par Eymard, Masson et Guichard dans [43]. Cependant, ces auteurs
avaient gardé le schéma 5P en pression, qu’ils avaient reformulé algébriquement afin de
faire intervenir les mailles diagonales (dont la contribution globale en pression est nulle) et
de modifier le schéma de transport en saturation. Leur méthode consistait alors a égaler
la matrice de diffusion en y = 0 et v = /4, c’est-a-dire D?(0) = D?(/4). O

0 =
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REMARQUE 3.8. Uniquement pour la valeur 6°, la propriété d’invariance suivante est vé-
rifiée par le schéma 9P1s :

Pour tout 0 <~ < 7/4, on a Deb(v) = Deb('y +7/4).
Il s’agit d’une propriété plus forte que celle requise par Eymard et al. [43]. ]

REMARQUE 3.9. Toujours pour Az = Ay, on a
0" =0.1058 et 6" =0.1035.

Ces deux valeurs sont relativement proches. La différence existante ne change pas beaucoup
les résultats d’un point de vue numérique. O

Sur la figure 3.4 est représentée l'erreur longitudinale Al pour différentes valeurs de
0 et pour différents rapports de mailles. La courbe verte correspond a l'erreur isotrope
(3.33) tandis qu’en jaune est tracée l’erreur avec le parametre sous-optimal 0°. Quelque
soit le rapport de mailles, la courbe jaune est nettement plus proche de la droite isotrope.
Le point de transition S* a une influence sur la courbe de ’erreur longitudinale ; en effet,
il dépend du rapport de mailles Az/Ay. L’intersection entre l’erreur isotrope et l'erreur
longitudinale en est affectée : le point de transition est plus petit pour des rapports de
mailles inférieurs a 1 (a gauche) et se rapproche de 1 pour des rapports de mailles supérieurs
a 1 (a droite).

Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/10 Maillage carré Ax=Ay=1/20 Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/50
11 T T T 15 T T T T 28 T T T T

1o 14l | 26
24
13 1
22

12 B 20

1<C <C11 [ 4 <C18
7
10 16
6 14
9 |
12
5 L i
8 10
4 | | | | 7 | | 8 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S S
Valeurs de 6
0o—— 1/6 o° 1/4 ——

F1GURE 3.4 — Distribution angulaire longitudinale avec plusieurs parametres 6 utilisés dans
le schéma 9P1s.

3.4 Résultats numériques
Suite a ces différents calculs de minimisation, plusieurs valeurs optimales de parametre 6

ont été explicitées. Les solutions changeant peu d’une valeur a ’autre de 0, les résultats
présentés ici n’utilisent que le parameétre sous-optimal pour Péquation en saturation 6°.
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3.4. Résultats numériques

3.4.1 Cas radial

Le cas test radial avec un unique puits central, expliqué §2.4.1, est repris ici. En résol-
vant le probleme (2.69) avec le schéma 9P1s, les résultats obtenus sont présentés sur la
figure 3.5. Ils sont trés bons en maillage carré, a gauche sur la figure. L’erreur en pression
est minimale et cela se reflete sur la solution en saturation. Comparés aux résultats obte-
nus avec le schéma 5P (figure 2.15), 'amélioration est tout de suite visible car les pics dans
les directions principales ont disparu et la solution est bien radiale. Cependant, lorsque le
maillage reste cartésien mais avec des mailles rectangulaires (& droite sur la figure 3.5),
la solution devient de plus en plus ovale. L’effet de maillage existe a nouveau, sous un
aspect différent que celui constaté avec le schéma 5P, car ’erreur n’est pas commise sur
la direction verticale mais uniquement sur la direction horizontale. Cet étirement de la
solution est provoqué par le fait que les mailles sont plus allongées que hautes en maillage
rectangulaire.

Cette déformation se distingue d’autant plus en regardant les profils de pression et de
saturation (figures 3.6 et 3.7). En maillage carré, aucune différence n’est discernable entre
les profils médians et diagonaux que ce soit pour la pression ou pour la saturation. Or, des
que les mailles s’allongent dans la direction horizontale (figure 3.7), l'effet d’orientation
de maillage réapparait, notamment sur 1’axe médian horizontal (en bleu) dont le front est
plus avancé que celui de 1’axe médian vertical (en jaune).

Cette différence de répartition peut étre due au fait qu'un seul parametre est utilisé
pour tout le maillage et dans toutes les directions. En effet, le paramétre du schéma est
fixe et ne s’adapte pas au maillage, que ce soit en terme de mailles rectangulaires ou si le
maillage est irrégulier.

3.4.2 Cas a 5 puits

Le cas étudié ici est celui ou il y a cing puits (voir section 2.4.2) et montrant I'influence
de lorientation du maillage. Sur la figure 3.8, I'utilisation du schéma 9P1s a sensiblement
réduit 'effet de 'orientation de maillage puisque les solutions obtenues sont presque iden-
tiques sur les deux maillages. La encore, comparé au schéma 5P figure 2.21, 'amélioration
est grande : les écoulements sont symétriques par rapport aux puits et non par rapport
au maillage puisqu’aucune direction privilégiée n’est visualisée.

Les courbes de percées d’eau au cours du temps sont représentées sur la figure 3.9.
Méme si les débits different légerement, les puits du maillage diagonal produisent au
méme instant que les puits du maillage paralléle. Aucun puits, et par la méme aucun axe,
n’est privilégié par le schéma 9P1s. Ce résultat est intéressant pour les ingénieurs puisqu’il
permet de prédire efficacement la durée de production d’huile et de connaitre 'instant de
percée d’eau.

Cela vient renforcer les conclusions déja encourageantes vues précédemment lors du
cas radial. Lorsque le maillage est composé de mailles carrées, le schéma 9P1s avec le
paramétre 6” est nettement plus efficace que le schéma 5P. Méme en changeant de valeur
de parametre, les résultats sur ce cas test sont trés bons et donnent des solutions semblables
sans effet de maillage.
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Water_saturation
0,00 0,25 05 0,75 1,00

FIGURE 3.5 — Champs de saturation au temps 7' = 0.05s obtenu sur maillage carré (a
gauche) et sur maillage rectangulaire (a droite) avec le schéma 9P1s pour M = 200.
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FIGURE 3.6 — Coupes selon différentes directions en pression (& gauche) et en saturation
(a droite) de la solution obtenue avec le schéma 9P1s pour M = 200 en maillage carré
101 x 101.
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FIGURE 3.7 — Coupes selon différentes directions en pression (& gauche) et en saturation (a
droite) de la solution obtenue avec le schéma 9P1s pour M = 200 en maillage rectangulaire
101 x 301.
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F1GURE 3.8 — Champs de saturation au temps 7" = 200 jours pour M = 100, obtenu avec
le schéma 9P1s en maillage diagonal (a gauche) et maillage parallele (& droite).
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Chapitre 3. Optimisation du schéma a neuf points paramétré par un scalaire

Courbes de production - Schéma 9P1s
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FI1GURE 3.9 — Courbes de production d’eau au cours du temps aux puits producteurs pour
M = 100 en maillages diagonal et parallele avec le schéma 9P1s.

3.4.3 Cas digitations

Ce cas test des digitations, détaillé au §2.4.3, permet de mettre en évidence le caractere
instable de la solution avec la formation de digitations au cours du temps. Les résultats de
cette simulation obtenus avec le schéma 9P1s sont représentés sur la figure 3.10. Contrai-
rement au schéma précédent, les digitations ici n’apparaissent plus au cours du temps;
le front est stable et ne se déforme pas au cours de la simulation. Les instabilités sont
« controlées » par ce schéma et non développées comme elles I’étaient avec le schéma 5P
(figure 2.23). Le schéma 9P 1s limite ainsi la propagation des digitations au cours du temps,
phénomene pourtant instable pour un rapport de mobilités défavorable.
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3.4. Résultats numériques
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F1GURE 3.10 — Champ de saturation a différents temps de simulation pour le cas digitations
avec le schéma 9P1s.
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