Observation pour les systemes non

linéaires avec estimation des parametres
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5.1 Introduction

On ne peut pas parler de la non linéarité sans comprendre ce que ’on attend par la linéarité. En
effet, dans les chapitres précédents, nous avons présenté des résultats obtenus pour des systéemes
dynamiques linéaires. On définit la linéarité par deux propriétés fondamentales et coexistantes qui
sont la proportionnalité et 'additivité. Selon les mathématiciens, par exemple un polynome est dit
linéaire s’il est strictement de degré 1. Mais qu’il y ait des formules mathématiques caractérisant
un processus ou non, s’il l'on peut lui appliquer a la fois la proportionnalité et I’additivité entre les
causes et leurs, alors on peut dire que 1’'on est dans un domaine linéaire.

En revanche, il existe plusieurs exemples de systemes dynamiques qui échappent a cette
propriété de proportionnalité entre les causes et leurs effets. Si l'on prend par exemple 'énergie
libérée lors d’un choc entre deux véhicules, les dégats qui s’en suivent sont énormes et ne sont pas
proportionnels a la vitesse des deux véhicules mais au carré de ces vitesses. D’autres exemples
d’une forte non linéarité sont les effets de seuil. Un systeme est donc considéré comme étant
non linéaire s’il ne posséde pas les propriétés d’un systéme linéaire, c’est-a-dire les propriétés de

proportionnalité et d’additivité.
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98  CHAPITRE 5. Observation pour les systemes non linéaires avec estimation des parametres

Les systemes non linéaires peuvent étre regroupés en plusieurs classes (systémes non linéaires
affines, systémes dynamiques incertains, systémes chaotiques, ...). Dans ce chapitre, nous nous
intéressons aux réseaux de systemes dynamiques non linéaires et plus précisément aux réseaux de

systemes dynamiques avec des parametres inconnus.

5.2 Formulation du probleme

Dans cette partie, nous considérons un réseau de k sous-systéemes dynamiques, (k € N,k > 2) avec
des parameétres d’interconnexions constants mais inconnus. On suppose que chaque sous-systeme

Y; pour 1 <i <k impliqué dans le réseau est de la forme suivante :
Ei . 9 = (51)

oux; = (xj1,.. .,xilni)T € R" représente I’état du sous systeme ¥; et v; = (v; 1,... ;yi,p,-)T € RPi sa sortie.
Le vecteur des parametres 0; = (0; 1,..., Gi,qi)T € RY représente les coefficients d’interconnexion
constants mais inconnus réalisant I'interconnexion topologique entre différents sous systemes du

4 . _ 1 n; n . . .
réseau. Le vecteur des fonctions ¢@; ;(x;) = ((pi’j(x]- ),...,(pi,].(xj)) € R" représente les informations
qu’un sous systeme ¥; injecte dans le sous systeme ¥; via la connexion réalisée par 0;. Donc, la ma-

T

. . _ T T X0 . ) . .
trice des fonctions ¢;(x) = ((pi,l (%1 ),...,(pi,qi(qu_)) € R">4i représente I'ensemble des informations
injectées par le réseau dans le sous systeme X;.

Pour plus de simplicité,Tnotons n= Z;‘:l ni, p= TZ;‘:l pietg= 22‘:1 q;- .

Définissons x = (xlT,...,ka) eR"ety= (le,...,ykT) eRPetO= (GIT,...,QkT) € R4. Nous pouvons

alors écrire le modele du réseau entier sous la forme compacte suivante :

x=f(x)+p(x)0
6=0 (5.2)
y =h(x)
fi(x1) hy (xp) Pr(x) - 0
ou f(x) = : , h(x) = : , et p(x)= : : . Tant que les paramétres
i) hie(xg) 0 - gr(x))

d’interconnexion dans le réseau étudié sont constants, le parametre inconnu mais constant 6 peut
s . )2 . x N
étre traité comme une variable d’état additionnelle. Pour cela, notons & = [ 0 ] Le systeme (5.2)
peut donc étre réécrit sous la forme suivante :
&=f(&)

y=h(&) (5.3)
z=P¢&
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oué e R™, (&)= f(x)+@(x)0, h(&) = h(x). Le vecteur z € R? représente les variables a identifier et
P € R7*("*4) est une matrice constante introduite pour simplifier la présentation de l'observabilité
des états et 'identifiabilité paramétrique ci-apres.

Selon les différents choix de la valeur de la matrice P, ’estimation de z peut étre interprété des

manieéres suivantes :

— L’estimation de z est équivalente a I’estimation de x dans (5.2). Dans ce cas, nous avons
pP= [In,Onxq].

— Lestimation de z est équivalente a I'identification du parametre 0 dans (5.2). Dans ce cas, on
fixe P = [0 Iy

— L’estimation de z est équivalente a I’estimation simultanée de x et de 6 dans (5.2). Dans ce

cas, il est nécessaire que P = I,,,,.

A partir de l'explication précédente, en introduisant la variable z, I’estimation de 1’état x et/ou du
parametre inconnu 6 dans (5.2) peut étre représentée par 'observabilité (totale ou partielle) de z
dans (5.3). De plus, en définissant différentes valeurs de P, nous pouvons avoir une observabilité
partielle de x ou une identifiabilité partielle de 6 (dans I'exemple illustratif de cette partie, I'identi-

fiabilité paramétrique est partielle).

L'objectif principal de notre investigation est d’étudier 'identifiabilité des parameétres inconnus
d’interconnexion afin de déterminer la topologie du réseau de systéemes dynamiques. Cela revient

a identifier des parametres inconnus du systéme (5.2).

5.3 Observabilité et identifiabiliteé

Etant donné que les paramétres constants peuvent étre considérés comme des variables d’état
supplémentaires avec une dynamique nulle, cela implique que I'identifiabilité des parametres est en
quelque sorte liée a I'observabilité des états. Par conséquent, nous rappelons ci-apres les définitions
bien connues sur l'observabilité algébrique (pour I’état x dans (5.2)) et sur I'identifiabilité algébrique

(pour les parametres 6 dans (5.2)).

Définition 5.1. (Observabilité et identifiabilité)[FLiess et al., 1998; X1a et al., 2003]. Pour le systéme
(5.2), I’état x est considéré comme étant algébriquement observable s’il existe un entier positif k et une
fonction méromorphe 1 tels que x = 1(9,7,...,9%)) o011 v,9,...,9¥) sont des dérivées de la sortie corres-
pondante y.

Pour le méme systéme (5.3), O est considéré comme étant algébriquement identifiable s’il existe un

instant T > 0, un entier naturel k et une fonction méromorphe P telle que

®(0,7,9,...,98) =0 (5.4)
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et 3D
rang == =4 (5.5)
est continue sur [0, T, pour tout (0,7,7,...,9%)).

Remarque 5.1. On peut constater que si les relations (5.4) et (5.5) sont satisfaites, alors d’apres le

théoréme des fonctions implicites, il existe (localement) une fonction ® telle que

0=d(y,v,...,9")

qui est similaire a la définition de I'observabilité algébrique donnée dans la Définition 5.1.

Avec la forme compacte déduite (5.3), la section suivante traitera des conditions qui garan-
tissent la possibilité d’identifier les parametres constants inconnus. Dans la littérature, on peut
trouver des résultats obtenus par Xia et al dans [X1a et al., 2003] pour les mémes classes de
systemes dynamiques (5.3). Pour rappeler quelques points essentiels de ces résultats, notons
Y= span{dy,dy’,...,dy(l)}, leN, X =span{dx} et © = span{d0}. Le théoreme suivant est vérifié.

Théoréme 5.1. [X1a et al., 2003] Le systéme (5.2) est algébriquement identifiable si et seulement si
®c). S

Pour ce faire, on définit pour (5.3) ce qu’on nomme les "indices d’observabilité". Définissons
F =X nspan{dy,dy...,dy" Y}

pour I € N. Il a été montré dans [Krener et al., 1985] que F; C F, C --- C F,. Définissons alors
dy = rank F; et d; = rank F; —rank F_; pour [ = 1,...,n. Nous avons la définition suivante des

indices d’observabilité.

Définition 5.2. (Indices d’observabilité)[KReNER et al., 1985] La liste des entiers naturels (vy,...,vp)

appelé indices d’observabilité pour le systéme (5.3) est définie telle que
v, =max{d; >1,1 <i<I}.

Si nécessaire, il faut réordonner les composants des sorties de telle facon que :

2, v,... ,y(”fl))T

oJx

rang =V +Vy T (5.6)

Avec la définition des indices d’observabilité, on peut alors définir pour le systeme (5.3), la

matrice d() comme suit :
-1 v,—1
d[h1,Lehy,...,.Ld hy,.. by, L kT

_ f P’ f
dQ = S

Nous avons alors le résultat suivant.
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Théoreme 5.2. Le vecteur des paramétres O du systéme (5.2) est identifiable (ou de maniére équivalente
z du systéme (5.3) est observable) si rang dQ) = n +q. o

Le théoreme ci-dessus est assez simple et énonce une condition tres forte sur 'identification
des parameétres, qui exige que tous les états soient également observables. Il convient de noter
qu’en général, I'identifiabilité des parametres ne dépend pas de l'observabilité de 1’état. En d’autres
termes, certains parametres peuvent étre identifiables méme si tous les états du systeme ne sont

pas observables. Un exemple simple est le suivant :

xl = X16
X'zlexz (58)
y=x1

Il semble évident que 6 dans I'exemple précédent est localement identifiable (dépendant seulement
de I’état x1, ce qui donne y = y0), alors que I’état x, n’est pas observable. Ce petit exemple montre
également que 'identifiabilité des parametres ne dépend que de 1’état partiellement observable
impliqué dans ’équation paramétrique finalement déduite.

Une méthode d’identification proposée dans [X1a et al., 2003] consiste a éliminer premiérement
les états x a travers les propriétés d’observabilité du systéme.

Cette méthode fonctionne mais nécessite de calculer par avance, les dérivées d’ordre supérieur
des sorties qui peuvent ne pas étre utilisées ultérieurement. Cela peut rapidement devenir difficile
voire trés compliqué surtout si le systéeme étudié a des parametres non identifiables.

Dans le but d’optimiser les résultats obtenus dans [X1a et al., 2003], nous allons proposer dans
ce qui suit, un nouvel algorithme, qui sera plus efficace et facile a appliquer. Contrairement a la
méthode proposée dans [X1a et al., 2003], dans ce nouvel algorithme, il ne sera pas nécessaire de
calculer a I’avance les dérivées d’ordre supérieur des sorties mais nous procéderons par itération.

Pour tout entier bj, j=1,...,p,

L),

(1):{hl,...,Lbelhl,...,hP,.. f p

Notons & = {X + O} et
F =Enspan,{dw}

alors l'algorithme suivant est proposé pour assouplir la condition relativement forte énoncée dans
le Théoreme 5.2.
Algorithme 5.1.
1. Initialisation :
— b] = 0, ] = 1,...,[);
— Wy = {a)l,o,...,wp,()} avec (1)]',0 = {]’l]},
— Fo={F,00---»Fp0} = ENspangy {dwo} avec F; g =EN spanw],’o{da)j,o};
— i=1
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2. Itération i : Calculer L; = span,, {dw;_i}
P T

3. Calculer 9Q); = Sgl et pour la matrice P donnée, déterminer la matrice KC;(&) telle que P =
K;(£)0Q;. Alors, notons IC;((E), la jéme ligne de la matrice K;(&);

4. Vérifier :
— si tous les IC;(E) ¢ L;, alors aller a I'étape 5;
— Autrement, aller a I'étape 8;
5. Calculer :
— @ = {Wireer ) avee ;i = (o B
— Fi={Fi--, Fp,it = ENspan, {dw;} avec F;; = EN spanwj’i{da)j,i};
6. Si F; @ {Fiig U{F\Fi}}, alors bj = bj +1;
7. Vérifier :
— si Fi_1 C F;, alors faire i = i + 1 puis retourner a I'étape 2 pour I’itération suivante;
— dans le cas contraire, aller a I'étape 8;

8. Fin de l'algorithme.
Alors on note dQ = dQ;, w = w;_1, L= L;, et K(&) = K;(€).

A la fin de l'algorithme, si K(&) ¢ £ alors z n’est pas observable.

Théoreme 5.3. S’il existe une matrice K(&) telle que P = K(&)JQ et que les composants des éléments de

toutes les lignes de IC(&) satisfont KJ (&) € L alors z est observable. o

Preuve. Par définition, £; est 'espace observable du systeme (5.3) a chaque itération i. Apres avoir
appliqué l'algorithme 5.1, si K/ (&) € £, alors tous les éléments dans k(&) sont engendrés par L.

Donc, cela implique que z = P& est observable. |

Remarque 5.2. La matrice dQ € R™"*9) étant de rang plein par ligne, il existe son inverse a droite

[0Q]! telle que 9Q[IQ]R = I,. La matrice K(&) peut alors étre obtenue comme suit :
K(€) = P[OQ]R. (5.9)

Supposons que la matrice P est choisie de telle sorte que K(&) € L.

Proposition 5.1. Il existe une fonction F(y,9,...,p") telle que

z=F(y,7,...,9"). (5.10)
avecl €N,

Preuve. A partir de z= P&, on obtient dz = d(P&) = Pd&. Considérant P = K(£)JQ puis en rempla-
cant la matrice P dans 1’équation précédente, on obtient dz = K(&)dQ avec dQQ = dQdE.
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Notons que dz est une 1-forme fermée, ce qui implique que K(&)dQ) est aussi une 1-forme

formée [PaNDHARIPANDE et al., 2014]. Alors, nous avons d(F(y,y,...,y(l))) =dz, ce qui implique :

F1(9,9,...,3")
z=F(y,7,...,9V) = : eRY.

F,(9,9,...,y")

Apres avoir déduit une condition suffisante moins restrictive sur l'observabilité de z, nous
allons concevoir des observateurs appropriés pour son estimation.

Tres souvent, F est une fonction rationnelle composée de deux fonctions g(y,;},...,y(l)) et

(v, y',...,y“)) telles que

¢v,9,...,9\) (5.11)

F(,9,...,90) = =22
8§, 9,...,91)

gl(}’;}};---:y(l)) gl(%%--u})(l))
ot g(v,,...,y") = : et 3w, 9,...,9") = :
&©.9,...,9) &@,9,...,9)
Sinous prenons, par exemple le systeme (5.8), nous aurons :
N_Y
0=F@,y)==
vy v

Ceci montre que des singularités peuvent apparaitre (ici pour y = 0). Le probleme de singularité

sera donc discuté dans la section suivante.

5.4 Estimateur en temps fini

En se basant sur les résultats des investigations menées dans la section précédente, différents
observateurs peuvent étre réalisés pour l'estimation de z. Notons aussi que 1’estimation de z peut
étre garantie non seulement si I’Algorithme 5.1 se termine avec succeés mais aussi si les fonctions g;
définie dans (5.11) sont non nulles.

Supposons que le Théoreme 5.3 est satisfait pour le systeme (5.3). En se basant sur la Définition
5.1, il est alors possible de calculer algébriquement 6 comme une fonction de la sortie y du systeme
considéré et d’un certain nombre de ses dérivées 9,7,..., ).

Selon la Proposition 5.1 et la relation (5.11), il est clair qu'un probléme de la singularité peut
apparaitre dans (5.10) si g(v,9,...,y!)) passe par zéro a un instant t donné (perte d’observabilité
locale).

Plusieurs chercheurs ont proposé différentes techniques pour surmonter ce probléme de sin-

gularité. Dans [LANGUEH et al., 2015], la méthode de I'immersion a été proposée et consiste a
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augmenter la dimension de la matrice d’observabilité avec un état virtuel dont la dynamique est
nulle. Une autre méthode permettant de surmonter ce probleme est I'imposition de la condition

d’une excitation persistante.

Deéfinition 5.3. (Excitation persistante)[SHIMKIN et al., 1987]. Pour I’équation (5.10), le vecteur des
fonctions g(v,9,...,y\V) est considéré comme étant une excitation persistante si et seulement si il existe

des constantes positives €, et T telles que pour tout t > 0,

t
J Tg(m?;---,y(”)gT(wb---;y‘”)ds><-:11y

oir T représente la période d’excitation de g(v,7,...,v\).

I1 est bien connu que différentes approches peuvent étre utilisées pour estimer les parameétres si
la condition d’excitation persistante est satisfaite. L'une de ces méthodes qui parait la plus simple est
la méthode dite des moindres carrés [Xia, 2003]. Une autre fagon d’estimer les parametres inconnus
consiste a utiliser I’algorithme adaptatif [MariNo et al., 1995a] ou encore l'algorithme du gradient
normalisé [X1a, 2003]. Ces méthodes ne peuvent fournir qu’'une convergence asymptotique. Dans
cette section, nous proposons une nouvelle approche basée sur les modes glissants pour estimer les
parametres en temps fini (convergence non asymptotique). Pour cela, définissons une fonction Q;

comme suit :

t
0i(t) =£ [8:(5) — 2:(s)gs(s)Pds (5.12)

-T
aveci=1,...,y et Z; représente ’estimation de z;. L'objectif est de minimiser cette fonction Q;.
En calculant sa dérivée par rapporta 2;,ona:

2Q; !
o 2| sl - agisds

Définissons maintenant S; comme suit :

t
0= | slae) -2z (o)ds (5.13)

Le théoréme suivant peut alors nous permettre d’estimer z tout en surmontant le probleme de la

singularité.
Théoréeme 5.4. La dynamique suivante

-1
] [—lq 15,07 — kors)f — 25i) (5.14)
. ot

0| 25

aveck; >0,k, >0, 0<a <1etf>1, converge en temps fini vers z;, c’est-a-dire qu’il existe un instant

positif Ty indépendant de toute condition initiale tel que ||z;(t) — 2;(t)[[ = 0, ¥V t > Ty. o

Preuve. Lerreur Q; atteint sa valeur minimale (zéro) si et seulement si sa dérivée par rapport a z;
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est nulle, c’est a dire %—% =0, ce qui implique que S; = 0. Puisque

rt
Si(t) = 8i(s)[8i(s) — Zi(1)gi(7)]ds
Jt-T
rt
= 8i(s)[zi(s)gi(s) — Zi(s)gi(s)]ds
Jt-T
rt
= | &()zi(s) - 2i(s)]ds
Jt-T
alors ||z; — ;|| = O si et seulement si S; = 0. Par conséquent, il est équivalent a prouver que S;

convergera vers zéro dans un temps fini. Considérons alors la dynamique de S; suivante que nous
allons dériver par rapport au temps. Nous avons :
o _dSi(0) i) 95il0),

P ot 2z

En insérant I'observateur proposé (5.14) dans 1’équation ci-dessus, on obtient
Si=-k[Si]" =kl Si )P (5.15)

Du fait que k; >0,k, >0,0<a <1let >1,il a été prouvé dans [Poryakov, 2012] que S; convergera
en temps fini vers zéro, indépendamment de la condition initiale S;(0). Par conséquent, nous avons
prouvé que l'observateur proposé (5.14) peut estimer z; dans un temps fini, c’est-a-dire qu’il existe

un instant Ty positif indépendant de la condition initiale tel que ||z;(¢) - 2;()|| = 0, ¥ t > Ty. [ |

Contrairement a la méthode adaptative classique qui converge asymptotiquement, cette nou-
velle méthode converge de maniére non asymptotique. Dans la section suivante, un exemple

illustratif est donné afin de mettre en évidence l'efficacité de 'observateur proposé.

5.5 Exemple illustratif

Le systéeme considéré dans cet exemple est un réseau de trois systémes dynamiques intercon-
nectés comme le montre la Figure 5.1. La topologie du réseau est représentée par les parametres

inconnus mais constants des interconnexions 6 = (61,...,0,)".
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FIGURE 5.1 — Réseau formé par 3 systémes dynamiques
Le modele de ’ensemble des systéemes du réseau est décrit par la forme groupée suivante :

x| =X3— X

Xy = —X1Xp + 014

X3 = Xpx3 — 07X

X4 = —X4+63X1 (516)
X5 = X4X5+ O4x¢

X6 = —x2 +05x)

X7 =—x7 4+ O¢xy

v = (x1,x4,%6)7

ol x = (x1,%y,...,x7)T représente les états du réseau considéré et v = (v;,v,,3)! représente les
sorties mesurées.

Le systeme (5.16) peut étre réécrit sous la forme du systéme (5.3) comme suit :

_ X
(5]
& = f(&) = f(x1,%2,%3,%4, X5, X6, X7, 01,05, 03, 04,05,06)
y=(1,9293)"

N T
ou & = (xq,Xy,X3,X4,X5,Xg,X7,01,05,03,04,05,0¢)" .
Supposons que nous souhaitons estimer le vecteur suivant : z = (x,,60;,603,05). Alors nous

avons

!

Il
S O O O
S O O =
S O O O
S O O O
S O O O
S O O O
S O O O
S O = O
S O O O
S = O O
S O O O
_ o O O
S O O O

Appliquons ’Algorithme 5.1 proposé afin de tester 'observabilité de 1’état x, et I'identifiabilité des

parametres inconnues 61, 05 et 05, nous obtenons :
1. Initialisation :

— wo = {w1,0,w3,0, w30}, avec w10 = {1}, wz,0 = {¥2} et w30 = {p3};

— Fo = {Fro P20, T30} avec Fi 0 = ENspang, {dwiol, Fo0 = B Nspang, (dwsy o}, Fs0 =
2N spanww{dwg,,o};

— by =b,=0b3=0.
2. Itération 1 (i=1).Ona:

— Ly =spang, {dwo} = span, {d&,dEy,dEe};
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1 0 0 0 00O
— 9()0: 00 01 0 0 O
00 0 0 0 1 O
0 0 O
0 0 0
— et = P[dQ, 5 =
1(5) [ O]R 00 0
0 0 0

—_ O O O

oS O O

o O O

On remarque que IC{ (&) e L. Alors, on calcule

— w1 ={wy,1,wy,1,w3,1} avec wi,1 = {1, 91}, wz1 = {¥2, 92} et w31 =1{y3,93};

oS O O

oS O O

— A ={FA1,. R0, F31} avec Fjy = Enspang, {dwj};

oS O O

On peut donc vérifier que F; 1 ¢ {Fo N {F\F;1}} pour j =1,2,3, alors on incrémente b; qui

donne b; =b, =b3=1;

Notons que Fy C F. On procede donc a la deuxiéme itération.

3. Itération 2 (i=2). Nous avons :

— L =spang, {dw} = span, {d&,dEy,dE4,dE,dE10,dE 12}

1 0 0 0 O 0
-1 1 0 0 O 0
0 0O 0 1 0 0
—801:
o 0 0 -1 0 0
0 0O 0 o0 o0 1
0 &, 0 0 0 -2&
1 1 0
0 0 0
— Ka(&) = P[0 IR =| ¢, 0 1
& &
—5112 Iy Y
5 & 0

On note que IC%(S) ¢ L,, donc on calcule

— Wy ={w} 2, Wy, w35} avec wym = {Y1,V1, V1), wo2 = {V2,V2, Vo) et w3 = {v3,73,73};

S O O O O O

oM~ o o

S O O O O O

S O O O O O

0
0
0
286
&

0
3

0
0
0
0
0
L

3

[N)

— R ={A, P2 F32} avec Fjp = ENspan,, {dwj,};

On peut vérifier que
— Fi2 2 {FN{FK\Fi0}} alors by = 2;
— Fap C{A N{R\Fpl} alors by = 1;
— F30 C{A N{R\F,)} alors by = 1.

On peut aussi vérifier que F; C F,. On procede alors a la troisieme itération.

4. Ttération 3 (i=3). On obtient :

o O O O ©oO O

S O O O O

o O O O ©oO O
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- £3 = Spanwz{de} = Spanwz{délldéZ;d£4xd‘£6:d58ld5101d512};

1 0 0O 0 o 0 OO0 O0O O OO0 o0
-1 1 0O 0 o 0 OO0 O0O O0O OO0 O0
1-& -1-¢& 0 & 0 0 0 & 0 0 0 0 o
— dQ3 = 0 0 0 1.0 0 O O O O O0O O0O 01
&0 0 0 -1 o 0 O 0 0& O 0 O
0 0 0 0 O 1 0 0 00O 0 0 O
0 &1n 0 0 0 -2&% 0 0 0 0 O & O
1 1 0o o0 0 0 o
§+& 1484 1 s
—etks(E)=| G WoR R K 8 g
g og g o 2% 1
& & & &

Pourj=1,2,3, Ké(é) € L, alors on arréte l’algorithme et on note dQ) = dQ25 et K(&) = K3(&).

L’algorithme s’est terminé de maniere positive, donc le Théoréme 5.3 est satisfait et I’état du
systeme (5.16) est alors observable. Cela signifie que 1’état x, est observable et que les parametres
inconnus 601, 03 et 05 du systéme (5.16) sont aussi identifiables. L'observateur proposé peut donc

nous permettre d’estimer ces parametres.

A partir de la matrice P = K(&)dQ) et de z = P&, nous avons
dz=Pd& = K(&)dQ avec dQ = dQd&.
)T

Sachant que dQ) = (dyy,dvy,,dV;,dy,,dv,,dys,dys)" , on obtient

d£2 :dyl +dp1

dég = ——51;252 dy; + %d% + %dﬁl - %dyz
déio :—éyl—lod}’l +y1—1dy2+y%d?2

__ ¢ & . 2 1 .
dgn __yl"l';l dyl_yl‘*l';l dyl +y1}r);1 dy3+311+3?1 dy3

ce qui conduit a

dxy =d(y1 + 1)

d(01y2) =d (Y1 + 91 +y1(¥1 +91))
d(03y1) = d(y2 +72)

d(O5y1 +ps91) = d(v3 + 3)
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Par conséquent, on obtient

21 =X=91+V

V222 =201 =91 + 91 +91(¥1 +91)
23 =103 =02+7,

(91 +791)24 = (1 +91)05 = 93 + 3

et finalement, on a :

X2=91+9
9, = SN Bi+)
1=
.
93 — Vz*’lyz
_ V3175
05 = 1+

I1 est donc clair qu’on peut avoir des problemes de singularité dans ’estimation des parameétres 61,
93 et 95.

A partir de I’équation (5.13), I'utilisation de la méthode proposée nous conduit donc a définir :

'l
Si1= (1 +91)—z1)ds
Ji-t
'l
Sy = T?Z((}}I"'jjl +3/12+3J13J'1)—V221)d5
Jt—
rt
S3= Y1((v2+92) —y122)ds
Ji-t
rt
Sy = ! T(?l +91) (93 +93) — (91 +91)23 ) ds
t_

Nous pouvons alors suivre la forme proposée (5.14) pour concevoir un observateur en temps fini
pour estimer les paramétres identifiables z = (x,,6;,63,605)".

La simulation numérique a été réalisée a I'aide de la méthode d’Euler avec un pas fixe h = 0,001.
Les conditions initiales sont x(0) = [1,3,1,1,1,1,1]7, z(0) = [3,0,0,0]T et 6(0) = [5,0,3,0,-1,0].
Les valeurs réelles des parameétres inconnus sont (6,,03,05)T = (1,2,4)T. Les figures suivantes
montrent les résultats des simulations.
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Ty et son estimation T
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FIGURE 5.2 — L'état x, et son estimation X,
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FiGURE 5.5 — Paramétre Og et son estimation 95

Les Figures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 montrent respectivement que les estimations de 1’état x, et des
parametres inconnus 61, 05 et 85 qui convergent bien en temps fini. Ce qui montre aussi que le

probléeme de singularité a bien été surmonté dans les estimations des parametres inconnus.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'identifiabilité partielle ou totale de parameétres inconnus
des interconnexions entre plusieurs systemes dynamiques. Un observateur en temps fini a été
proposé pour estimer les valeurs des parametres identifiables. Les résultats de simulation de
I’exemple illustratif prouvent l’efficacité de l'observateur proposé. Dans le chapitre qui va suivre,
nous étendrons les résultats obtenus a un réseau de systémes dynamiques non linéaires avec entrées

inconnues.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'observations des systémes non linéaires avec des
parametres constants mais inconnus et des entrées inconnues. Ces entrées inconnues peuvent
étres des perturbations ou des bruits. Etant donné que nous ne connaissons pas la dynamique des
entrées inconnues, le but de notre travail est de pouvoir estimer partiellement ou globalement
les parametres inconnus sans que le résultat ne soit influencé par ces entrées inconnues. Pour y
parvenir, nous allons adapter I'algorithme élaboré dans le chapitre précédent pour les systémes

non linéaires sans entrées inconnues aux systémes non linaires avec des entrées inconnues.

6.2 Formulation du probleme

Cette partie est consacrée a l’extension des résultats obtenus dans le chapitre précédent aux
systéemes de la méme classe mais avec des entrées inconnues. Pour cela, nous considérons un réseau
de k systemes dynamiques avec des parametres d’interconnexion constants mais inconnus et des
entrées inconnues.

Supposons que chaque sous systeme ¥; (1 <i < k) impliqué dans le réseau considéré peut étre

113
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modélisé mathématiquement sous la forme suivante :

X = fi(xi) + Z?Ll ©i,j(x})0; j + §i(x;)¥;
Y14 0;=0 (6.1)
v; = hi(x;)

ou x; = (x,-,l,...,xi,ni)T € R" représente 1’état du sous systeme ¥;, y; = (}’i,lw':yi,pi)T € RPi la sortie,
9; € R™i le vecteur des entrées inconnues et g;(x) = (§; 1,...,§i,m,) € R"*™ la matrice des entrées
inconnues . Le vecteur des parametres 0; = (0, 1,..., Gi,qi)T € RY représente les coefficients d’inter-
connexion constants mais inconnus réalisant les interconnexions topologiques entre différents
) T
N . . _ 1 n n: ,
sous systemes du réseau. Le vecteur des fonctions ¢; ;(x;) = ((pi’j(xj ),...,(pi’;.(x]-)) € R" représente
les informations qu’un sous systeme ¥; injecte dans le sous systeme ¥; via la connexion réalisée par
T
5 : : _ T T iXq; '
les parametres 0;. Donc, la matrice des fonctions ¢;(x) = ((pi,l (xl)""’(Pi,qi (qu,)) € R"*4i représente
I’ensemble des informations injectées par le réseau dans le sous systeme ¥;.
Pour simplifier notre inTvestigation, notons n = Zle n;, m= Z?:l m;, p = Zle pietg= Z?:l qi-
T T)

Définissons x = (x1 ,--, X, ) €R"le vecteur des états du réseau global des systemes dynamiques,

T . , T ,
Y= (le,...,ykT) € RP le vecteur des sorties mesurées, 9 = (SIT,..., SkT) € R™ le vecteur des entrées

. T N . 7’ .
inconnues et 6 = (61T,--- ,QkT) € R1 le vecteur des parametres inconnus. On peut alors écrire

I’ensemble du systéeme de réseau sous la forme compacte suivante :

¢ = f(x)+ ()0 + §(x)9
0 (6.2)

(x) = (&7 (r1)r 8T (x1))

o

. = T - - - T
ot £(x) = (AT e i (ai))  B(x) = (R (1), B (1))
p(x) = diag(gy(x), ---:(Pk( X)).

Tant que les parametres inconnus sont considérés comme étant constant, on peut les traiter

comme étant des variables d’états additionnels dont la dynamique est nulle (6 = 0). Pour cela,

x Y A 7 . .
notons & = ( 0 ] Alors le systeme (6.2) peut étre réécrit sous la forme suivante :

E=f(&)+
y=h(&) (6.3)
z=P¢&

ou & € R™4, f(&) = f(x) + @(x)0, h(&) = h(x) et §(£) € RI9X™M Le vecteur z € R? représente
les variable a identifier et P € R?*("*1) est une matrice constante introduite pour simplifier la
présentation de l'observabilité des états et de I'identifiabilité des parametres inconnus dans la suite

de notre travail.

Remarque 6.1. On serait tenté de faire la méme chose pour les entrées inconnues (c’est a dire les traiter
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comme des variables d’état supplémentaires). Mais ceci est impossible vu que nous ne connaissons pas la
dynamique des entrées inconnues. Le probléme des entrées inconnues sera donc traité différemment dans

la suite.

Pour 9§ = 0 et en fonction des différents choix de la matrice P, l’estimation de z peut étre
interprétée de différentes manieres comme dans le chapitre précédent. Les Définitions, Remarques
et Théoreme du chapitre 5 sont aussi valables dans ce chapitre.

A partir de la forme compacte déduite (6.3), nous allons chercher dans la section suivante les
conditions qui garantissent 1’identifiabilité partielle ou globale des parametres constants inconnus

en présence des entrées inconnues.

6.3 Observabilité et Identifiabilite

Cette section est consacré a la généralisation des résultats obtenus dans le chapitre précédent.
En plus des hypotheses imposées pour 1’estimation des parametres inconnus, d’autres conditions
sont ajoutées et l'algorithme est adapté aux systemes avec des entrées inconnues. Rappelons que
sans perte de généralité, on suppose toujours que les composantes de h du systeme (6.3) sont
linéairement indépendantes.

Notons que l'algorithme du chapitre précédent n’est pas efficace pour les systemes avec des
entrées inconnues. Compte tenu de ce fait et pour en déduire la condition suffisamment faible
de l'identifiabilité des parameétres en présence des entrées inconnues, nous allons optimiser l’al-
gorithme précédent. Mais avant cela, rappelons aussi que pour tout entier b;, j = 1,...,p, nous
définissons

0=y LBy By L),

et & = {X + ©}. Nous avons
F =Enspan,{dw}

En tenant compte des résultats obtenus dans [Barsor et al., 2009], définissons aussi G = span{g(&)} =

span{g(&),...,§m(&)} et son annihilateur G* tels que G+ G = 0.

Définissons
V:(L?hl,...,L?hp)T
et
LeLihy o Lg Li'hy
r=|
LoLihy - Ly Llhy

L'algorithme suivant est alors proposé pour assouplir la condition d’identifiabilité du Théoreme
5.2. 11 est similaire a I’algorithme 5.1 proposé dans le chapitre 5 auquel de nouvelles conditions
sont ajoutées pour étendre son efficacité aux classes de systémes dynamiques avec des entrées

inconnues.
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Algorithme 6.1.
1. Initialisation :
— bj =0,j=1,...,p;
— wo ={w1,0,--., wp o} avec wj o = {h;};
— Fo={F,00---»Fp0} = ENspangy {dwo} avec F; g =EN spanwj,o{dwj,o};
— Définir G = span{g,(&),..., §n(E)};
—i=1etl=0.

2. Itération i : Calculer L; = span,,  {dw;_} et G+ l'annihilateur de G tel que

Gt =span{S € L;|9g = 0,Yg € G};

T
3. Calculer 0Q); = 9‘5’2‘{1 .

4. Pour une matrice P donnée, déterminer la matrice K;(&) telle que P = KC;(£)dQ);. Ensuite, noter
IC;(E) la jéeme ligne de la matrice K;(&);

5. Vérifier :
— si tous les éléments des vecteurs IC;(&) ¢ L;, alors aller a I'étape 6;

— Dans le cas contraire, aller a I'étape 11 ;

b b
b T rl,i Lgl Lflhl o LgmL lhl
6. CalculerVi:(L?hl,...,Lf”hp) etT; =| = : : ;
b b
rp’i Lgl pr hP T Lgm pr hp

— Vérifier si I; = 0 alors aller a I'étape 8;
— Sinon, aller a I'étape 7 ;
7. Déterminer Gt N L;. Noter Y; = {9 € Gt N L;PV; € w; };

Si Y; # 0 alors il existe une nouvelle sortie fictive. Incrémenter | puis calculer § = V; et
Yp+1 = Y mod w; . Ensuite, recalculer I} = (Fl,i,...,l“erl,i)T avec [, ; = 0.
8. Calculer :
— @ = W ire s @peri) avee @i = e B) = 1 p L
— Fi={FrLis--, Fpi1it =EnNspan,, {dw;} avec F; ; =EN spanwj’i{dwj,i};
9. Verifier si F;; @ {Fiy U{F\Fi}} et I;; = 0, alors faire bj = b; + 1;
10. Vérifier :
— si Fi_y C F;, alors faire i =i+ 1 puis retourner au 2 pour l’itération suivante;

— Dans le cas contraire, aller au 11;

11. Fin de l'algorithme.
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Alors noter

0Q(&) = d0;(&), L =L;, et K(&) = K;(&).

Si l'algorithme se termine de fagon négative, c’est-a-dire qu’a la fin de l'algorithme (&) ¢ £,
alors z n’est pas observable.

La nouveauté dans cet algorithme concerne l'introduction de Y qui permet d’inhiber l’effet des
entrées inconnues afin de pouvoir calculer les dérivées d’ordre supérieur des sorties sous certaines
conditions. Des sorties fictives peuvent alors étre déduites a partir des sorties réelles mesurées
[Barsor et al., 2009]. Notons que cette opération peut engendrer des singularités dans l’estimation

des états et des parametres (singularités apparaissant dans ’estimation des sorties fictives).
Théoréme 6.1. S’il existe k(&) telle que P = K(&)IQ(E) et que K1 (&) € L alors z est observable. o

La preuve est la méme que pour le Théoreme 5.3.
Si I’algorithme se termine de manieére positive, connaissant P, K(&) et dQ), on peut alors déduire

z comme présenté dans le Chapitre 5 :

z:F(y,y,...,y(l))

ou F(y, }},...,y(l)) est une fonction rationnelle et I € N.
Un observateur similaire a celui proposé dans le Chapitre 5 peut alors étre réalisé pour l’esti-

mation de z.

6.4 Exemple illustratif

Pour illustrer l'efficacité du nouvel algorithme, nous allons considérer un réseau de trois
systémes dynamiques interconnectés comme le montre la Figure 6.1 . Les interconnexions sont
réalisées via des parametres inconnus mais constants qui sont représentés par le vecteur 6 =
(04,...,05)T.

FIGURE 6.1 — Réseau formé par 3 systémes avec des entrées inconnues
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La dynamique de I'ensemble du réseau est donc décrite par la forme compacte suivante :

X1 =Xxy—x1+x19

Xy = —X1Xp +O1x4

X3 = —Xpx3 + Opx¢

X4 =Xg— X4

X5 = x4%5 — 03X

Xg = —xé + 04x>

X7 = —XgX7 + O5x4 + Iy,

y= (x1:X4;x6)T

ol le vecteur x = (xq,Xy,...,x7)| représente les états du réseau global, v = (v1,7,,v3)" le vecteur des
sorties mesurées et 9 = (9;,9,)T le vecteur des entrées inconnues.

En considérant les parametres inconnus comme étant des états additionnels, c’est-a-dire en
définissant & = (x,0)7 , le systéme (6.4) peut alors étre réécrit sous la forme du systéme (6.3) comme

suit :

{ £=(6)+g(6)9 65)

Y= (91,923
ou¢ = (élr"'réu) = (x11x2tX3rx4!x51x61x7161162r631 64r GS)T!

f(E)=(E2=&1, 80+ 8488, —E3+ E680,—Ea,—Ea+E1610, 86 + 2811, —E7 + E4812,0,0,0, 0,0)7, et

T
& 00 =& 00 00000 0

g(é):(ooo 0 00100000

Dans cet exemple, nous voulons vérifier l'observabilité de 1’état x, et I'identifiabilité des parameétres

0, et 4. Pour cela, nous avons choisi la matrice P correspondante comme suit :

01 000O0O0O0OO0O0OO0OOQO
P=f0 0O0O0OOOOT1TUO0O0O0O
0 000O0OO0OO0OO0OO0OOT1T@®O

et par conséquent, nous avons z = P& = (x,,0;,04)".

En appliquant I’Algorithme 6.1 au réseau considéré dans cet exemple, nous avons :
1. Initialisation :

— wo ={w,0, W2,0, w30}, avec w9 = {V1}, w20 = {V2} et w39 = {v3};

— Fo={F1,0, P20 F3,0} avec F o = ENspany, (dwi o}, Fo0 = ENspany, {dws o},
F3,0 = ENspang, {dwso};
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0 0 - 0 000 0 O0O0ODTP
— G= &1 £ dont 'annihilateur est

0 0 O 0 0O 01 0 0 0 0
Gt =span{d&,,d&;,d&s5,dE,dEg,dEg,dE 1, dE 1, dE 17, E4dE) + E1dE4);
—b1:b2:b3:Oeti:1.

2. Itération 1 (i=1). On a

— L= SPa”wo{dwo} = Spanwo{délid‘sébdéd;

1 000O0O0OOOOOOO
—dJd;= 0001 00O0O0O0O0O0O0]
000O0O0OT1O0O0OO0OTUO0OTO OO
0 00
— et K0y (&) = P[dQ); ] 0 00
0 00
On remarque que pour j = 1,2, IC] &)e L. Alors:
&r—& & 0
— On calcule V; = N etli =| =& 0 |;
—E2+ &8 0 0

— On détermine maintenant G+ N L = span{d&q, E4d & + E1d &y}

— Ensuite on détermine aussi Y; = span{d € G- N L|9V] € wy} = span{E4d&; + &E1d &y}
— On constate que Yj # 0, donc on incrémente [ = 1 et on définit by =0,
9 =9V) = (& - &1)&4 + E4&1 = £2&4 puis y4 = P mod wg = &; pour &4 = 0.
3. Nous pouvons alors calculer :
— w1 ={w1,1, w1, w31, wa1} avec w11 ={Y1, 91}, w21 = {V2, 92}, w31 ={p3, U5} et
w41 = (Y4, Va};
— A ={A1F1. P51, Fan ) avec Fiy = ENspan,, {dwj,}
4. On peut donc vérifier que
— I #0donc by =0
— I, #0donc b, =0
— F1 2 {(Fon{F\F,1} et T3 = 0 donc on incrémente by d'ou by =1;
— Fy1 ¢ {FoN{F\Fy1} et Iy; =0, on incrémente donc by ce qui nous donne by = 1;

Notons que Fy C F;, donc nous pouvons procéder a l'itération suivante.

5. Itération 2 (i=2). Nous avons
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— Lo =span,, {dw,} = span, {d&;,d&r,dEg,dEe,dEg,dE 1}

1 6 06000 0 OO0 OO0 O0O O
0 6o 6010 O OO0 OO0 O0O O
90, = 0 6 600 0 1 0O0O0O0O0O O ot
0 &, 0 0 0 -2 0 0 0 0 & O
0 1 00 0 0 0 0 00O 0
=& =& 0 & 0 0 0 & 00 0
o 0 o0 o0 1 0
— K& =Pl =| & F 0 0 & &

6. Pour j = 1,2, on peut vérifier que ICé(cf) € L,, donc on arréte l’algorithme puis on note
dQ =dQ, et K(&) =Ky (E).

On conclut donc que z est observable, c’est-a-dire que I’état x, est observable et les parametres
6, et 6,4 sont identifiables.

On peut alors proposer un observateur en temps fini comme dans le chapitre 5 pour estimer 1’état

x, et les parametres 0, et 0,.
Alors, a partirde P =K(&)dQ etz=P&,ona:

dz=Pd& = K(&)dQdé& avec dQ) = dQdE.
Sachant que dw = (dyy,dy,,dys, V3,dyy, dy'4)T, on obtient

A&y =dy,
dég = %—%dﬁ —%dh*'yéd}%"'y%d%
déy = Jtdys + 5-dys — Shdy,

ce qui implique que

a&, =dyy
d(&gyz)  =d(y1Y4+79a)
d(&11ys) =d©3 +73)

et au final, on obtient

X =& =4

0, =& = ?1}14;}14

—&, =%t
0, =¢&n =7
1 /.- .
avec Yy =Xxp = y—z(ylyz +v17;) pour v, = 0.
Les résultats obtenus montrent bien que l’algorithme proposé permet sous certaines conditions

d’observer les états et d’identifier les parametres inconnus de maniere partielle ou globale.
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On peut donc utiliser le méme observateur que dans le Chapitre 5 pour estimer 1’état x, et les
parametres 0 et 0.

La simulation numérique a été réalisée a I'aide de la méthode d’Euler avec un pas fixe h = 0.001.
Les conditions initiales sont x(0) = [1,1,1,1,1,1,1]T, £(0) = [0,2,3,1,-1,-3,0]T, 8(0) = [3,0,0,5,0]"

et les valeurs réels des parameétres [0,0,] =[1,2]". Les figures 6.2, 6.3 et 6.4 suivantes montrent
les résultats de simulation pour 'estimation de I’état x, et des parametres 6, et 0,.

T T T T T T T T T T
T2
400 ey n
300 n
=200
k3]
Q
100
0
-100 [ ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(s)
FIGURE 6.2 — L'état x, et son estimation X,
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FIGURE 6.4 — Paramétre O et son estimation O4

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'identifiabilité partielle ou globale de parameétres inconnus
des interconnexions entre plusieurs systemes dynamiques d’un réseau en présence des entrées
inconnus. Un observateur a mode glissant a été proposé pour estimer les valeurs des parametres
identifiables. Un exemple a été donné et des simulations ont été effectuées pour illustrer les

résultats obtenus. Notons que les résultats décrits ici sont obtenus a partir des résultats du chapitre

précédent. Dans la suite de nos travaux, nous allons nous intéresser aux cas de réseau de systemes
dynamiques non linéaires a entrées inconnues et avec retard.
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