Modélisation mathématiqueenculturebatch Etatdel’art

1.2 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une lecture de l'historique des modéles primaires en
culture batch. Les modéles primaires décrivent I'évolution au cours du temps de la population micro-
bienne dans un environnement spécifique. Ces modeéles sont caractérisés par un ou plusieurs paramétres.
Des modéles primaires simples sont disponibles comme le modéle exponentiel a deux paramétres, le mo-
déle logistique a trois ou quatre paramétres, le modéle de Baranyi, le modéle logistique avec délai, le
modéle de Gompertz a quatre paramétres, réécrit par Zwietering et al., le modéle de Richards, modifié

par Dalgaard et Koutsoumanis...

1.3 Modeéles sans modélisation explicite de la limitation par le substrat

La modélisation des fonctions de croissance est une des principales difficultés dans cette modéli-
sation, car c’est une fonction complexe comprenant de nombreux facteurs physico-chimiques et biolo-
giques. De plus elle est fortement dépendante du substrat et des especes particulieres. C'est dans un
contexte expérimental que plusieurs expressions analytiques, pour la fonction de croissance, ont été ob-

tenues, nous ne ferons ici qu’un rappel de quelques unes, les plus connues.

Avant de présenter les principaux modéles primaires de croissance a l'origine de la plupart des tra-
vaux de modélisation, nous rappelons ci-apres les principales étapes de la croissance d'une population

microbienne.

1.3.1 Modeles descriptifs

La croissance microbienne se traduit par une augmentation en taille ou en nombre des micro-
organismes. Pour provoquer une croissance microbienne dans une culture il faut fournir aux cellules
initiales les nutriments nécessaires et des conditions environnementales favorables. Le schéma de la
croissance d’'une population microbienne en culture discontinue (c’est-a-dire milieu non renouvelé)

établi par Buchanan se décompose alors traditionnellement en sept phases distinctes :

1. La phase de latence : elle correspond a une phase de transition entre un état physiologique initial
et un état de croissance a proprement parlé. Il s'agit d'une phase d’adaptation au nouvel envi-
ronnement. Cette phase dépend soit de I'dge de I'inoculum, soit d’'une adaptation enzymatique.

Par ailleurs, dans certaines conditions, la concentration initiale en cellules est si faible gu’il est
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difficile de quantifier 'augmentation du nombre d'indivedliCe phénomeéne est considéré comme

une pseudo-latence. La phase de latence peut étre limitéélsant comme inoculum une pré-

culture prélevée en phase exponentielle.

lIs existent différentes fagons pour déterminer une valeuemps de latence a partir de la mesure

de I'évolution de la population microbienne.

(@)

(b)

()

Buchanan et Solberg (1972) ont défini le temps de latdncemme le temps nécessaire

pour augmenter deux fois la densité de la population irgtial

Pirt (1975) a défini la latence comme la période de traogitou la vitesse spécifique de
croissance augmente jusqu’a sa valeur maximunktant donné la forme typique d’une
courbe sigmoidale de croissance observée dans un envir@meconstant, la durée du
temps de latencé peut étre obtenue par l'intersection de la courbe extrapalé la tan-

gente de la phase exponentielle de la courbe de croissahnak) riveau de population

initiale xg. Zwietering et al. (1992) ont recommandé que cette défingmit employée sys-
tématiquement pour calculer le temps de latence afin detkxdé comparaison des valeurs
de la littérature. Cette définition est de nos jours la plusardédue. Cependant, elle est par-
fois difficilement applicable lorsque les courbes de canig® n’'ont pas I'allure d’'une sig-

moide parfaite. Il est alors difficile de tracer la 'tangerégidente’ en phase exponentielle
et suivant le tracé de celle-ci les valeurs des temps dedatpruvent étre trés différentes

pour de mémes données expérimentales.

Buchanan et Cygnarowicz (1990) ont proposé une déimgiternative pour calculer le
temps de latence de la croissance bactérienne. lls ont @déntemps de latence comme
le temps ou le changement de la vitesse spécifique de croisssmt maximal. Ce temps
correspond au premier point de la courbe de la troisiéme@delog(x) en fonction du

temps qui s’annule.

Comme nous le voyons, déterminer un temps de latence peudditat. Suivant la définition

choisie, les valeurs obtenues peuvent étre significatimextiéférentes. A ces différences de dé-

finition, un autre paramétre jouant sur la valeur obtenue klenétre la méthode utilisée pour

guantifier la biomasse. Deux méthodes sont généralemeribyies :

(@)
(b)

La méthode standard est la mesure de comptage de celialges.

La deuxieme méthode est basée sur des mesures d’abserbane densité optique (DO).
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Plusieurs auteurs (Hudson et Mott, 1994 ; Bréand et al., 1@8if comparé l'influence des deux
méthodes sur le temps de latence. lls ont obtenu systéraat@nt de plus faibles temps de latence
lorsqu’ils ont utilisé la méthode de densité optique (DO@tt€ différence sur la mesure entre
la DO et le comptage des cellules viables peut s’expliquerypee augmentation de la taille
des cellules et non du nombre pendant le temps de latencdatiesirs influencant la durée
du temps de latence sont nombreux et variés : les variatiensotiditions environnementales
ont une influence trés importante mais la nature et le phgreotiu microorganisme (Buchanan
et Cygnarowicz, 1990), I'état physiologique des cellulskNleekin et al. 1993), la taille de
I'inoculum (Augustin et al. 2000) sont aussi des facteursajd un rble important. Plusieurs
auteurs se sont intéressés a l'effet de variations de ciemgditenvironnementales telles que la
température (Buchanan et Klawitter, 1992 ; Hudson, 1993 jefaving et al., 1994 ;Whiting et
Bagi, 2002), la vitesse de changement d’environnement @dkild et al., 2002), le pH et I'activité
de I'eau (Cheroutre-Vialette et Lebert, 2002). Toutes ¢adés vont dans le méme sens, plus les

variations sont brusques et importantes plus les tempstdada sont longs.

. La phase d’accélération : elle commence a partir de I'adsipn effective des cellules a leurs
nouvelles conditions de culture. Durant cette période,dieur du taux spécifique de croissance

augmente, jusqu’a atteindre sa valeur maximale.

. La phase de croissance maximale ou exponentielle : lerkgiconcentrations microbiennes sont
exprimées en coordonnées semi-logarithmiques en fondticemps, la pente de la droite cor-
respond au taux spécifique maximal de croissance.

Dans cette phase le taux de mortalité est nul, I'activitéabhélique est maximale et le taux de
croissance est constant. La croissance exponentielle gteaitdécrite par I'un des deux para-
meétres suivants : le temps de génération ou le taux de cruissaxponentielle. Le temps de
génération § est le temps de doublement de la population. Spitpopulation initiale, soit t

le temps et en faisant abstraction du temps de latence, lla ti la population a I'instant t est

donnée par :
t—A
Xx=x2 TG

On peut calculer facilement le temps de génération a paitine courbe de croissance expéri-

mentale tracée sur une échelle semi-logarithmique. Selprihcipe de scissiparité des bactéries,
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ona:

X = %Xp2"

ol n est le nombre de générations. On en déduit :

log(2)

On peut également estimer le taux de croissance expongngiglposant I'équation suivante :

log(x) = log(xo) + 1 (t—A),

Iog(%)
T2

ou log est le logarithme népérien. On en déduji = d’ou la relation suivante entre le

taux de croissance exponentielle et le temps de génération :

_ log(2)
=

u

4. La phase de décélération ou phase de freinage : elle iletrau fur et a mesure que le substrat
s'épuise ou que des produits toxiques s’accumulent. Lalptpn continue a croitre mais le

temps de génération augmente.

5. La phase stationnaire maximale : au cours de cette phaspopulation microbienne n’évolue
plus (u = 0) donc la population demeure stationnaire. Il y a un équdilentre le nombre de
nouvelles cellules et le nombre de cellules qui meurenteQxétase peut durer plusieurs heures

et méme plusieurs jours.
6. La phase de début de décroissance : elle correspond a un déldisparition des cellules.

7. La phase de décroissance exponentielle de la populatiette phase apparait lorsque le milieu
devient fortement défavorable a la multiplication des wHorganismes et entraine leur mort

rapide.

Bien que la forme de la cinétique observée soit simple, latcoction d’un modéle décrivant la globa-

lité de la cinétique de croissance n’est pas un probleméatriibe nombreux modéles primaires ont été
développés pour représenter les croissances de populatiorobienne. Les modeéles les plus couram-
ment utilisés en microbiologie prévisionnelle pour I'esiition des parameétres de croissance a partir
de données observées sont le modéle exponentiel, le mogiglegue et le modeéle de Monod qui sont a

I'origine de la plupart des travaux de modélisation des 6fhifres années. De tres nombreux modeéles
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FIG. 1.1 — Les phases de croissance

non structurés existent. En grande majorité, ce sont erdéagimples adaptations de ces trois modéles.
Les courbes de croissance sont ajustées par des modélesidsanice pour extraire les paramétres

cinétiques (par exemple temps de latence, taux de croigsatt).

1.3.2 Modéles mécanistes

Modéle exponentiel (1798)

La premiére théorie sur la croissance de populations remant XVIIIémesiécle avec l'essai
de Malthus intitulé "An essay on the principle of populati¢iMalthus, 1798). Son modéle est le plus
simple. Il suppose que la variation de densité bactériermhdécrite par I'équation différentielle linéaire
suivante :

X=X

ou x est l'effectif de la population considérée a l'instant test le taux de croissance constante. En

supposant la condition initiale(R) = xo, la solution de I'équation différentielle est :
X = xpeH!

Ce modeéle ajuste bien la phase de croissance exponentiadiis, il est mal adapté pour décrire les
croissances que I'on observe dans la nature et qui sont gégr@ent limitées. Les autres modéles que
nous allons présenter vont permettre de généraliser le tragiponentiel en intégrant les phases de

croissance stationnaire et les transitions entre les difiées phases de croissance.



1.3 Modéles sans modélisation explicite de la limitationlpaubstrat 11

Extension du modéle exponentiel

Zamora et Zaritzky ont proposé en 1985 une extension sinpheadiéle exponentiel permettant de

tenir compte de la phase de latence :

Xo si t<A
X(t) =
®) { X ) si > A

ou A estle temps de latence. Ce modeéle suppose que le démarrbgerdissance exponentielle se fait

brutalement sans phase de transition et ne prend en comfgaaiuration du milieu ni la décroissance.

Généralisation du modéle exponentiel

La généralisation du modele exponentiel peut étre faiteadadon suivante :

x= 1 £(t) gX) X

ou f est une fonction décrivant I'évolution du taux de crais®e durant la phase de latence et g est une
fonction de freinage aboutissant a la phase de saturatiomdieu (équilibre naturel entre le milieu et

la population microbienne).

Le modele en trois phases linéaires (Buchanan, 1968)

Le modéle de Buchanan est un modéle trés simple qui peutétrié par trois phases : la phase de
latence, la phase exponentielle de croissance et la phaterstaire. La formulation mathématique de

ce modéle figure ci-dessous :

X0 si t<A
Xmax Si tnax<t

X est la densité bactérienne au temps §;,a densité bactérienne initialey, le taux spécifiqgue de
croissance maximumgXy, la densité bactérienne maximale gkt le temps auquel débute la phase
stationnaire (i.e. temps pour lequel la densité bactéreeast maximale,may)-

Le modele de Buchanan en 3 phases linéaires est utilisé @bgsmment dans I'ajustement de données

de croissance de E. coli 0157 :H7 (Buchanan et al., 1997).

Quand on considére une culture de bactéries, peu nombrewsdspart, sur un milieu riche, I'expé-

rience montre que ce modéle exponentiel est correct tarlbqumurriture est assez abondante. Pourtant
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on comprend bien que les ressources vont venir & manquepeplalation ne pourra pas grandir indé-
finiment. Il n'existe pas, pour une raison évidente de littotade I'espace, de population pour laquelle
le modéle exponentiel soit valable jusqu’a la fin du tempss€pourquoi on a rapidement cherché a
modifier ce modeéle de fagon a 'freiner’ sa croissance quartdilke de la population augmente. L'idée
est de remplacer la constante par une fonctionu(x) qui décroit quand x augmente et qui finit par
devenir négative. La population a un taux de croissance dmsren moins fort au fur et a mesure
gu’elle croit (les cellules ont de plus en plus de mal a seadpire) au point de devenir négatif (pour
une population trop abondante les cellules commencent airmadRlusieurs auteurs ont travaillé sur
se sujet, souvent avec des différentes hypothéses surctifop (x).

Historiguement ces modeéles ont été introduits par vertanst838.

Le modeéle Logistique (1838)

En 1838, Verhulst propose une équation différentielle, @éimodéliser la croissance d’'une popula-
tion animale se stabilisant au cours du temps. Cette équatsh connue sous le nom de loi Logistique.
Elle repose sur I'hypothése que I'accroissement relatifadeariable x modélisée décroit de fagon li-
néaire avec elle.

X

KX

la capacité limite du milieu (Carrying capacity) K étant partionnelle au nombre de proies. A ce jour,

X= l-lmax(l_

les applications de cette loi sont généralisées, et cotnvadn fois les descriptions de croissance de
cellules, d'organes ou d’organismes. En particulier, ddmas de la description d’une cinétique de
croissance de micro-organismes, elle prend la forme sté/grour laquelle x représente la population
microbienne el la vitesse spécifique de croissance :

X= H(X) X= Hnas(1— 20) X (1.1)
Le parameétreumax est la vitesse spécifique de croissance maximale suppdségeatés le début de la
culture. K est la capacité limite du milieu. Cette capacitdite correspond a la population maximale
qui est obtenue en fin de croissance, lors de la phase staii@Pour une condition initiale (0) = xo,
la solution est donnée par :

B Xg eHmaxt
)

X



1.3 Modéles sans modélisation explicite de la limitationlpaubstrat 13

Ce modéle simule la vitesse de croissance par des équatiorfery intervenir uniquement le temps
et la concentration en biomasse. Le modéle Logistique aaégérent utilisé pour modéliser la crois-
sance de micro-organismes tels que : Xantamonas campg@stisia-Ochoa et al., 1990 ; Chin-Hang
et Shang-Tian, 1990), Pseudomans aeruginosa (Venkata,et981), Stresptococcus lactis et Stre-
tococcus cremoris en co-culture (Ramon-Portugal, 1991)yé8Ra1992), Gluconobacter suboxydans

(Chandrashekar et al., 1999), Megasphaera elsdenii (Sotaz et al., 2002).

Modeéle logistique généralisé

Comme le montre le modéle logistique, le taux de croissapéeifique diminue linéairement avec
une augmentation de la concentration de la biomasse, quampbroche K, le taux de croissance spé-
cifique approche zéro. Un rapport linéaire entre le taux deissance spécifique et la concentration
de la biomasse pourrait étre considéré comme cas spécifigilipeut ne pas étre valide pour toutes
les contraintes. Une forme modifiée d’équation logistiquEtéaemployée pour décrire la cinétique de
croissance de cellules en présentant un index de I'effabitefr 'r' qui explique la déviation de la
croissance du rapport exponentiel

X

X=U(X)X= umax(l— (R)r) X, r>o 1.2)

donc si r= 0, on n'aura pas de croissance et sit'l, c'est le modéle logistique standard. Quand r
varie entre 0 et 1, le modéle décrit un degré plus élevé diitibh comparé a la croissance logistique.
Quand r> 1 la croissance se trouve entre les modéles exponentielgistitpues.

Pour une condition initiale 0) = Xo, la solution est donnée par :
K
X(t) =

(&) -]

Modeéle logistique avec délai de rupture

Kono, en 1968, a proposé un modeéle plus simple (repris pardResal. en 1995) : le modele
logistique avec délai de rupture. Il suppose I'absence agssance durant la phase de latence et de
transition entre cette phase et la phase de croissance exypiefe (rupture). Le modéle prend I'expres-
sion suivante :

Xo si t<A

1- % (1—e“max(tf/\)> si t>A
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avec x est la concentration bactérienne au tempsot,; I& densité bactérienne initialefimax le taux

spécifique de croissance maximum et K, la densité bactérigraximale.

Modéle de Gompertz (1825)

Les adaptations essentielles des modéles exponentiets giprendre en compte le ralentissement
de la croissance observé lors de la culture en réacteur bedti'importe quel micro-organisme. Les

modeles s’expriment donc comme des déclinaisons de lalfogénérale suivante :
X=UX

Différentes approches ont été proposées. Tout d’abordaniEmnagements de la loi logistique permettent
notamment de modifier la courbure de la phase de ralentisser@e sont les modéles pour lesquels

U = U(X). Le modéle de Gompertz est une de ces approches définit pelateon suivante :
: K
X = H(X) X= Hmaxl0g <;> X (1.3)
dont la solution est donnée par :
x(t) = K glloa(i)e =),

Modéle de Gompertz modifié

Gibson et al., 1987 ont proposé I'utilisation des modélgistiiques et de Gompertz. Les paramétres
du modéle de Gompertz ne sont pas directement interprétafig@etering et al. [1990] ont, pour cette
raison, proposé une simplification de ces deux modéles ssmrfiaapparaitre les paramétres classiques :
concentration initiale ¥, concentration maximale K, temps de lateAcet taux de croissance maximale
Unax L€ modéle de Gompertz modifié est un modéle purement en®igig ajuste en général les
données de croissance observées de maniére satisfaipaamoins, il présente un certain nombre
d’'inconvénients mentionnés par divers auteurs (Dalgaaf95 ; Membre et al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998 ; Whiting et Cygnarowicz-Provost, 1992) :

1. Son utilisation conduit a une surestimation systématidqu taux de croissance par rapport a
sa définition classique (pente de la phase exponentiellealesance en coordonnées logarith-

miques) ;

2. Savaleur au tempst 0 ne correspond pas au niveau initiad x
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3. Son ajustement ne peut pas étre réalisé si la cinétiquaaiesance n'est pas suivie jusqu’a la

phase stationnaire ;

4. Enfin, ce modéle n'est pas directement utilisable pouuksindes croissances en conditions en-

vironnementales variables dans le temps.

La formulation mathématique (forme analytique) de ce nmftiglre ci-dessous :

€ gmax(A —t)
"oy U

y(t) = Yo+ (Yo—Kp)e €

avec yit) = log(x(t)), K. = log(K) et yp = log(xo). X(t) la densité bactérienne au temps f; Xa den-
sité bactérienne initiale pmax le taux spécifiqgue de croissance maximum et K, la densité&tene

maximale.

Malgré sa forme, ce modéle suppose que la croissance estralaxilés la fin du temps de latence.
Ce qui ne correspond pas forcément a la réalité. On peut et sffpposer que, lors de la phase de
latence, le taux de croissance augmente progressivementatteindre a la fin de cette phase le taux
de croissance exponentiel. Une autre extension des mauiétesire a consisté ainsi en l'introduction
d’'une fonction d’accroissement au cours du temps du tauxalssanceo (t). Baranyi et al. [1993] ont
proposé un modéle combinant la fonction de freinage lagistiet une cinétique du passage des cellules

de la phase de latence a la phase de croissance exponentielle
eﬂmax/‘\( )—1
y(t) =Yo+ I—lmaXA(t) - |Og 1+ W

ou

A(t) =t4+ |Og (e—IJmaxt + e—IJmax)\ _ e—l—lmax(t+)\>> .

Umax

Ce modele reste trés complexe et est trés peu utilisé.

Modéle de Baranyi

Le modéle de Baranyi est un modéle un peu moins empirique et guésente pas les inconvénients
cités précédemment. Il est basé sur des hypothéses dyrmagjgiipeuvent certes étre discutées, mais vu
comme un modele descriptif, il convient mieux a I'ajustendercinétiques de croissance microbienne
que le modele de Gompertz modifié (Baranyi et Roberts, 1994ntkvieet al., 1999 ; Van Gerwen et

Zwietering, 1998). De plus, sa formulation dynamique pérsoe utilisation directe pour simuler des
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croissances en conditions environnementales variablas tatemps, utilisation qui a déja été validée
par plusieurs auteurs en conditions thermiques variabllayi et al., 1999 ; Baranyi et al., 1995;
Bovill et al., 2000 ; Bovill et al., 2001). La forme analytigjdu modéle de Baranyi est décrite ci-apres :

_l_i_e/\/lmax_i_ eﬂm(—,\xt
eﬂmaxt —1+ 1O(KL—YO)62\ Hmax
avec yt) =log(x(t)),KL =log(K) et yp = log(Xp).

y(t) = K +log (1.4)

1.4 Modeles avec limitation par le substrat

Soit Xt) la concentration de bactéries a l'instant t €t sla concentration disponible de nourriture
au méme instant. Les bactéries et les molécules de nowrriomt assimilées a des particules agitées
d’'un mouvement brownien et que tout k molécules de noweritencontrées par une bactérie sont
transformées en une bactérie. Dans ces conditions, la mitdin de masse, utilisée par les chimistes,

est validé. On a:

S:—%sx
X=USX

qui posséde clairement la propriété :
X(t) +kg(t) = x(0) + kg0)

et, si nous remplacons dans la deuxieme équation s par sane@tefonction de x, nous obtenons :

X=u (x(O) +ks(0)) (1— WXI@(O)) X,

c’est a dire une équation logistique. Toute fois ce modéleréguable. En effet il stipule que le taux de
transformation du substrat s en population de bactéries&sttement proportionnel a la croissance ce
qui estimpossible. Le taux de transformation en fonctios el certainement une fonctipis) bornée,
un organisme ayant forcément une limite dans sa capacitéarhbr du substrat. Plusieurs auteurs ont
travaillé sur se sujet, souvent avec des différentes hggethsur la fonctiop (s). Historiguement, les

premiers modeles ont été introduits par Monod en 1941.

1.4.1 Modéle de Monod

Le modéle de Monod est décrit par le systéme suivant

S:—&ks)x,

X= U(S)X.

(1.5)
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ou s le substrat, x la biomasseete taux de croissance spécifique de la biomasse x.

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance digres bactériennes en fonction de la concen-
tration du substrat limitant, Monod présente [71,72] desuléats expérimentaux relatifs a la croissance
de E. coli pour trois types différents de substrat limitagiucose, mannite et lactose. Pour ces résul-
tats, Monod propose une relation entre la vitesse spécifitpueroissance d’un microorganisme, et

la concentration en substrat limitant, s donnée par :

(9) = Hmax
H(S) = Hmax kets
Cette équation dépend de deux parameétres :

1. la vitesse spécifique de croissance maxinuaig.

2. ks, définie comme I'affinité que le micro-organisme a pour lessnal limitant. Sa valeur numé-

: R . . : 1
rigue correspond a la concentration en substrat nécesgag obtenlrE Urnaxe

Le modéle de Monod représente la base en matiére de modiisde la croissance microbienne.
Beaucoup d’adaptations ont été faites, sur ce modéle, dmm nitons quelques-unes ci dessous, ou le

taux de croissance dépend uniqguement du substrat.

Auteurs Taux de croissance
SII
Moser (1958) Urnax ksi-S”
Hanson et Tsao (1972 umaxn
.
Konak (1974) Urnax %
K bmax +s
Kargi (1977) Ilm;x ket
S
Sokol et Howell (1981) — =
( ko + g
Teissier Urmax (1 - eis_s)

FiG. 1.2 — Cas de croissance limité par le substrat

1.4.2 Limitation et inhibition par le substrat

En étudiant les données expérimentales sur la croissandéitdzbacter winogradski avec du ni-

trate comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (196®&)gérent que la fonction proposée par
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Monod ne pourrait pas étre valable pour certains substratsspnt limitant & concentrations modé-
rées mais qui a forte concentration s'averent inhibiteuosipla croissance des espéces. L'utilisation
des fonctions monotones devrait étre en conséquence umpéeisisd’une relation fonctionnelle entre
le substrat limitant et la fonction de croissance. Pour ls eaec inhibition, ils proposent une courbe

d’interpolation définie par la fonction suivante (plus consous le nom "modéle de Haldane”) :

S

S) = _ .
ll( ) “maxks_i_s_i_%

La constante kest la constante d’inhibition qui représente la concentnaten substrat a partir de la-
quelle, le substrat devient inhibiteur pour la croissaneela biomasse. Il faut noter que sidst assez

grand, le modéle est équivalente a celui de Monod.

Cidessous quelgues modeéles adaptés dont le but est deed@nohiibition par le substrat lui méme.

Auteurs Taux de croissance
Andrews (1968) Urmax ;S
(ks+ S)(E +1)
Edwards (1970) Urnax > (1+ 3)
& Kk
ks + S+ T

Umax

Ro| 0=

o+s+ o (1+ §)

ki k
Luongl (1987) S <1+ S>”
g Mmax stk < )
Han et Levenspiel (1988)  tmax S e <1— E)
S+Ks (1 — —) x
=
Aiba et al S eﬁ
. /-1max k5+s
> >
Teissier pmax (e K —e k)
Wayman et Tsen > si s<s
y g Mmax kts <
Urnax —k(s—s") si s>¢

ks +S*

FiG. 1.3 — Limitation et inhibition par le substrat
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1.4.3 Modéles densité-dépendants

En 1989, Arditi et Ginzburg [1], dans le contexte de I'étudeld relation «proie-prédateur» ont
proposé de remplacer la réponse fonctionnelle $i(s) par une fonction «densité-dépendante», c’est-
a-dire de la forme s— u(s/x). Cette approche a été trés fructueuse pour 'amélioratiediadcompré-
hension de la relation proie-prédateur et des chaines timqus, et elle a été explorée dans le cadre
de I'étude de la compétition en culture continue (chempstats elle ne semble pas avoir été explorée
dans le cadre des cultures batch (sans entrée-sortie).

La croissance de la biomasse et la consommation du subipendl non seulement du substrat dispo-

nible, mais aussi de I'état courant de la population.

=

X7

ou s désigne la concentration du substrat a I'instant t. Xgiésla biomasse au méme instant.

1.4.4 Modeles tenant compte du retard de consommation du satrat

Dans certains cas, le substrat capturé n’est pas immédaterssimilé par les bactéries. Ci aprés

plusieurs approches qui permettent d’expliquer ce phémenainsi que les comportements oscillants.

Modeles a mémoire

Pour définir la croissance spécifique et les modéles de tawwcodsommation capables de prévoir
les comportement oscillants, la croissance spécifique &ur de consommation sont supposés des
fonctions non-linéaires de l'instant t et des valeurs pass#es variables biologiques x et s. On considere
deux approches différentes pour I'incorporation de la fimt mémoire. Le premier suppose que la
fonction mémoire représentant les effets de mémoire (lesinsapassées des variables biologigues),

K (t), participe directement a la formation du taux de croissaspécifique :
t
u©) = [ ps(x(h).s() Ke(t—n

ou u(t) - est la valeur actuellement observée du taux de croissgpéafgjue ;us (x(h), s(h)) - le taux
de croissance spécifique qui aurait été compris si le sysexpleité a un état stable caractérisé par la

valeur correspondante x et s pendant une période prolongéerdps. La deuxieme approche suppose
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que la fonction mémoire Kt) participe au taux de croissance spécifique indirectemeribenant une

moyenne pondérée des concentrations de substrat préeadént:

H(®) = ps(x(0),20))

Z(t) :/tms(h) K (t—h)dh.

Dans le cas ou(t) = u(s(t)), les deux approches sont identiques.

Supposons que le taux de croissance spécifique incorpor ldmuation de biomassey (t) et ceux
fusionnés dans I'équation de substrap(t), peut étre calculé par I'une de ces deux approches. Les
fonctions mémoire d’ordre zéro exponentielles suivantes :

Krl(t) =a —a1t7

KP(t) = ape™',
ou & et @ sont des paramétres d'adaptabilité présentés pour la bgs@at le substrat, respectivement.

On considére deux cas différents correspondant aux appsode modélisation présentées ci-dessus.

Premier cas - Le taux de croissance spécifique et le taux deoommation spécifique sont définis par
la premiére approche avec deux fonctions mémoires difféseift et K? données ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modéle suivant :

.
§=—7°x,
X= H2 X,

p=aq(p(s)— ),

te = ag( U(s) — Lz).
Deuxiéme cas - Le taux de croissance spécifique et le tauxndemmnation spécifique sont définis par
la deuxiéme approche avec deux fonctions mémoires difééréfh et K? définies ci-dessus, respective-

ment. On obtient ainsi le modéle suivant :

X= U($2,X)X,
S =a1(s—9),

$=a(s—s1).
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Modeles a retard

Le modéle incorpore le retard de temps discret de la converde substrat consommeé a la biomasse
viable et inclut le retard simultanément dans le subst(gt st dans la biomasse a I'instant t. Etant
donné quer > 0 est le temps suffisant pour que le substrat soit converti em&gse. Ainsi(x— 1)
représente la biomasse des micro-organismes, parmi lecesp, qui consomment le substrat et le

modele est donc donné par :

X=U (s(tk— T)) X(t—1).

1.5 Croissance en présence de produits

1.5.1 Modéele de Luedeking et Piret

L'intervention d’un produit dans I'équation de descriptiale la croissance microbienne nécessite
I'expression de la dynamique propre de ces constituantssiAil est nécessaire d'écrire un systéme
différentiel dans lequel sont décrites les évolutions déct®les variables d'état qui interviennent dans

I'équation de la vitesse de croissance. On obtient alors syestémes dynamiques qui ont les formes

suivants :
s=f(sx,p)
X=9(s.x,p)
p=nh(s,x p)

Ou s représente la concentration de substrat, x représantercentration de biomasse et p la concen-

tration de produit formé au cours de la culture.

En 1959 Luedeking et Piret [67], ont proposé une expressiatihématique pour décrire la cinétique
de production de métabolites au cours de la croissance. tradayénérale de cette expression est la

suivante :
p=ax+pBx (1.6)

Si on se ramene a l'unité de biomasse et en notgnt ;p etu = ol I'équation [I.6) est donc :

Vp=au+p
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Les cinétiques de formation des produits microbiens pdiétem alors divisées en trois groupes (Schi-
gerl, 1985), qui correspondent chacun a un comportemenaboétue différent. Ainsi, I'apparition

d’un produit peut étre :

1. Liée a la croissance quand le produit est formé simultar@m la biomasse. Dans ce cas, les
vitesses spécifiques de formation du produit et de croigsaat proportionnelles.
p
—=Vp=0au.
x VP aH
Un exemple de ce type de cinétique est la production d'acideogique par Gluconobacter

oxydans (Schiugerl, 1990).

2. Dissaociée de la croissance quand un métabolite est préols de la phase stationnaire alors
gue la vitesse de croissance est nulle. Cette fois, la @tssécifigue de formation du produit est
constante.

g =Vp=[.

En particulier, les antibiotiques sont des exemples otpges de dissociation de ces deux activités

métaboliques. Par exemple, la production de pristinamysasStreptomyces pristinaespiralis.

(Maung, 1987).

3. Partiellement associée a la croissance quand la formatiio produit est présente lors de la phase
de croissance et lors de la phase stationnaire. Ainsi, lesgé spécifique de production peut étre

exprimée selon le formalisme mathématique complet propastuedeking et Piret (1959).

Vp=au+p.

La fermentation lactique par Lactobacillus lactis (Béalosil., 1994), la production de gomme
xanthane par Xanthomonas campestris (Chin-Han et Shamg-Ti990) la production d'acides
gras volatils par Megasphaera elsdenii (Soto-Cruz et c@lD02), sont représentatifs de I'asso-

ciation partielle croissance-production.

La cinétique d'utilisation de substrat donnée ci-dessdai gne forme modifiée du modeéle de Leudeking-
Piret. La consommation de substrat dépend de I'importareéals termes, le taux de croissance des
cellules, le taux instantané de formation de produit et @' tonction d’entretien de la masse de cellules.
La cinétigue d'utilisation de substrat est une combinaikoéaire de ces termes(Weis et Ollis, 1980) :

X P
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En combinant[{116) e[(1.7), on obtient

s:-(%%) x—(kﬁp+ke) X. (1.8)

1.5.2 Applications du modéle Luedeking et Piret
Modéle de Luedeking et Piret combiné avec le modéle logistig

Le modele de Luedeking et Piret combiné avec le modéleitpgs{Weis et Ollis, 1980) est déve-

loppé en combinant les deux systeriied (1.1 6t (1.6) on bbtien

Py —FP
X Umax<1_ %)
En intégrant cette équation on obtient
el—lmaxt K Xo ot
P=po+ a Xy 1% (1_ o) —1} + B — log {1—R(1—e“ )}.

Maintenant en réécrivanf{1l.8), on obtient

En intégrant on obtient

B
S=%— (%Jrkgp)x() [1_%?‘1%2%;) —1} —%Iog [1-%(1-@‘%4) .

Modéle de Luedeking et Piret combiné avec le modéle logistig modifié

Ce modéle est développé en combinant les deux sys{éniest ({LA) on obtient

d
L

X a1 ()
En intégrant cette équation, on obtient

X"Oerl»lmalxt
1— %(1— erl»lmaxt)

r I
p=pot+a —Xo +[3Xm—axlog[1—xri(1—er“maxt) .

I-lmax max

Réécrivant[(TI8), on obtient
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En intégrant, on obtient

mart Bt ke)x,
g 62 o)

Application du modéle Luedeking et Piret (2005)

Burhan et al. [15] ont proposé un modéle mathématique, baséles données expérimentales et
approprié a la description et a la prévision du processusalsyinthése microbienne de CGTase par les
cellules bactériennes immobilisées. Le modeéle prend esidiénation la croissance microbienne, I'in-
hibition du substrat, I'affaiblissement de la culture nubrenne en fonction du temps et la dégradation
de produit. Le modéle convient a I'évaluation des taux déssemce spécifiques et des coefficients de
rendement pour la croissance libre et 'immobilisation @edlules. Le modéle est employé pour éva-
luer des constantes cinétiques a partir des données expgtaies pour la production microbienne de

CGTase par des cellules du Bacille Circulans ATCC 21783 danisio-réacteur colonne a bulle.

X = u(s)—m) X, (1.9)

p = (aus+B)x

s représente le substrat, x la biomasse et p est la concentrdti produit présenté comme étant I'acti-
vité de la CGTase. m la mortalité, k est le coefficient de reraie.a est le taux constant de production
de CGTase dans la phase de croissang@ est le taux constant de production de CGTase dans la phase

stationnaire.u est le taux de croissance spécifique de la biomasse x.

S
umaX7k3+S—|- kS
7kes S
Hmax €

Modele de Andrews

S) =
Hes) Modele de Aiba

ks+s’

oU Umax €st le taux maximum de croissancgekt la constante de saturation de I'équation de Monod.

Modéles tenant compte des inhibitions

Nous donnons quelques modéles, du taux de croissance terrapte d'une inhibition par au

moins une des trois variables du modéle.
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Auteurs Taux de croissance
. >
Comtois (1959) Urnax @S
Aiba et al. (1968 —
ibaetal. ( ) Umaxks+skp+p
u ieﬁkp
max S+ ks i
S
Aborhey et Willi 1977 S
orhey et Williamson ( ) Umax ots 5+ kop
S T
Kishimoto et al. (1983 S
ishimo (1983) Himax ST
Tayeb et al. (1984 P
y ( ) Hmax kp T
Taniguchi et al. (1987) Umax € ~2PHD)
S
Luong (1987) Hmax ;ks(];_ kp) o~
Han et Levenspiel (1988 _— = (1-—
piel ( ) I«lmaxs_i_ks(l_%)m( X*)

n

S

Hmax m <l— £>

S+ kg <1— &) Pc

Leh et Charles (1989) Hinax ——————

St+ks(1+ 2
an

k=]

Ishizaki et al. (1989) Umax

ks+S+spk
Béal (1991) L >

—————
ks+s+%

FiG. 1.4 — Modéles tenant compte des inhibitions

1.6 Culture mixte

Les cultures mixtes de micro-organismes sont trés fré@setdns les procédés fermentaires. Para-
doxalement, les études sur ces fermentations mixtes seg eares ; alors que de nombreux travaux
analysent et mettent en équations les cinétiques de crmiesaicrobienne en culture pure, trés peu
s'intéressent aux interactions au sein de co-culturesimopht plusieurs micro-organismes. Ce retard
s'explique essentiellement par des difficultés d’ordrederpental, les plus importantes concernant le
dénombrement et surtout la caractérisation des difféeataiches partageant le méme milieu. Ainsi les
cultures mixtes ne font que trés rarement I'objet d’'une niisdion, contrairement aux cultures pures.
Ceci peut paraitre étonnant au vu de la place des systemedtiplersiagents de bio-transformation

rencontrés, dans le domaine agro-alimentaire en partaulie développement de modéles mathéma-
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tiques tenant compte de la diversité des micro-organism@tiqués et de leurs interactions devient de
grand intérét.

Pour prendre en compte les interactions en cultures mixtést exprimer le taux de croissance ins-
tantané de chaque population non seulement en fonctionrdpst¢ et de sa densité bactérienne mais
aussi en fonction de la densité bactérienne de I'autre patmn. Il s’agit donc d’'une modification au

niveau du modéle de dynamique. De fagon générale, ces égsigteuvent s’écrire :

X]_ = f(X]_, X2)
X2 = g(X1,%2).
On présente dans ce paragraphe quelgues-uns des rares leseti@omodeéles de croissance en culture

mixte. Ces modeéles sont, généralement, limités a des sst@#naires.

1.6.1 Les systemes de Lotka et Volterra pour les compétitien

Nous nous plagons dans la ligne des travaux d’écologie madkique initiée dans les années 1920
par les travaux de Lotka et Volterra, travaux dans lesqueséaintroduite la représentation des inter-
actions entre espéces par des systéemes d’équations wiifédies.

Lotka et Volterra ont proposé en 1920 le premier modéle dessamce décrivant une interaction entre
deux populations (Bailey et Ollis, 1986). Il est basé suyibthése que la croissance des deux popula-
tions dépend linéairement des effectifs des deux popokatimotés x et %. Il s’agit d’'un couplage de

deux modéles logistiques. Ceci se traduit formellementgsarelations suivantes :

: X1 + Q12X
1 1+ Q12X
X1 = Hmax 1—T X1,
: X2 + 021X
2 2+ Q21X
X2 = Unax 1—T X2.

Larelation d’ordre entre les deux coefficients de comp#tit,, et a1 permet a elle seule de connaitre

l'issue de la confrontation des deux populations :
1. Siaix = as,, les deux espéces sont équivalentes.
2. Siap > 1> a1 0uaip < 1< azy, on aura une exclusion par I'espéce dominante.
3. Siapp > letary; > 1, on aura une exclusion compétitive selon les conditiorimlas.

4. Siap < letayr < 1, on aura la coexistence des deux populations.
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On observe donc une coexistence des deux espéces seulelmerst coefficients de compétition sont
faibles (i.e. I'impact réciproque de I'une sur I'autre esibile), mais notons que la coexistence est tout
de méme possible. Cependant, ces coefficients de compégfendent forcément de I'utilisation que
fait chaque population des ressources qui leur sont comeiUB@mme ces ressources ne sont pas spé-
cifiées par le modéle, les valeurs des coefficients de cdiopéitre deux populations ne peuvent étre
estimées a priori. Elles ne peuvent étre connues que suitee premiére confrontation. Ce modéle a
donc peu de caractére prédictif. Seul un modeéle prenant erpt® explicitement la relation entre les

populations et leurs ressources peut pallier a ce défaut.

Volterra (1931) a étudié la "coexistence de deux espécesspaitdnt la méme nourriture”. Il sup-
pose que la quantité de nourriture disponible est une fonatiu nombre d’individus de chaque espéce

et que la vitesse de développement en dépend.

X1 = “r:’hax(l_ % f(X1>X2))Xl

%o = u,%ax(l— r f(xl,xz))xz

Avec x (resp. %) : nombre d'individus de I'espéce 1 (resp. 2)(xf,x.) : nourriture disponible ;u?..
(resp. 2,y : taux de croissance de I'espéce 1 (resp. 2)iefresp. ) : constante positive correspon-
dant au besoin de nourriture de I'espece 1 (resp. 2). Inddpemnment, Lotka a proposé un systeme
d’équations trés proches. Actuellement, les deux modetegassemblés sous I'expression "équations

de Lotka-Volterra”. Le modéle de Lotka-Volterra est aufdhui repris sous diverses formes.

Ce modele a par la suite donné lieu a diverses adaptations$ alopeut citer celle de Gomatam
en 1974, qui s’appuie sur un descriptif de croissance du m&mpe que Gomperz a la place d'une

description de type logistique (Lebreton et Millier, 1982)

. by log(xy) + ¢1 log(x
% ”lax<] 1 g( 1) - 1 g( 2)) X
. by log(xo) + ¢ log(x
Xo Hzax<] 2 g( 2) : 2 g( 1)) Xo

1.6.2 Applications du modele de Lotka Volterra

Effet killer chez les levures (Ravaz, 1992)

Une approche similaire a également été retenue lors desiprerttavaux de modélisation de I'effet

killer chez les levures (Ravaz, 1992). Le modéle proposépadiée comptait 3 variables d'état : la
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population en levures sensibles viablas la population en levures Killer viables et la population

en levures mortes totales.X_'évolution de ces variables d'état était basée sur le&ayst différentiel

suivant ;
1—X1+Xo+bx
. 1 1+ X2 3 .
X1 = Hmax K X1 —X3
" b
1—X1+X+bx
. 2 1 2 3
X2 = Hmax K X2
2
X3 = O Xp.

Modéle de Brown et Rothery (1993)

La formulation de Brown et Rothery permet la comparaison deystéme d’'équations avec un

modéle primaire a équation de freinage logistique.

X1+ A12X%2

v 2
X1 = Hmax | 1 Ky X1
. X2 + 21X
2 2 211
X2 = Mmax ( 1— Ko X2

Avec % (resp. %) : population de la souche 1 (resp. 2) 1 Kresp. K) : capacité maximale du milieu,
de I'espéce 1 (resp. 22, (resp. p2,,) : taux de croissance maximal de I'espéce 1 (resp. 2);etet
a1 : coefficients d'interaction. Dans les équations de Lotkétérra, la croissance de chaque souche
est freinée par son propre développement selon la fonctdrethage classique et par un effet de I'autre

population.

En 1934, Gause a utilisé ces équations pour modéliser la étitigm entre deux levures : Sac-
charomyces cerevisiae et Schizosaccharomyces kephivalesrs dep! ., et K ont été estimés par
ajustement a des données issues de cultures pures. Puadessvdea:» et as; ont été estimés a par-
tir de cultures mixtes. Depuis les travaux de Gause, lesté@nsmde Lotka-\Volterra ont été trés peu

appliquées a la modélisation des interactions bactérisnne

Modéle de Dens (1999)

Dens et al. (1999) ont proposé un nouveau modele en combimanodéle de Lotka Volterra et
le modéle de dynamique de croissance de Baranyi. L'évaolud&s populations ixet % suit dans ce

cas la dynamique suivante, pour laquellead o représentent I'état physiologique des souches 1 et 2
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respectivement :
.1 Q1 ( X1+0!12X2)
X1 = 1- X1,
1 Hmax:l__(;q:L ) _’_K&L ) 1
o2 2 < 2 21X1
Xo = 1- X
2 “maxl_’_q2 Ko ) 2 (1.10)
(= HmaxC
q2 = ur%aqu'

Les deux derniéres équations peuvent s’écrire :
1 2
=g emt et = qfetmet.

Le systemd(1.10) s'écrit alors comme un systéme de deuticgitpua

.1 Q1 ( X1+012X2)

X1 = 1- X1,
1 umaxl_aql . _|_KCC}. } 1
: 7) 2+ O21X1

Xe = Hnang % (1_ Kz )XZ

Un équilibre stable avec coexistence des deux populativmesugd stable) est possible. Dans ce cas, les
concentrations a I'équilibre des deux populations sont :

o K1 — 012Kq

= 1— a0
. Ko— 021Ky

X5 =
27 1— 002
Les concentrations a I'équilibre des deux populations ngedéent donc pas des concentrations ini-
tiales. Enfin, Dens et al. (1999) ont envisagé de nombreugesstons a ce modéle de base, en particu-

lier un effet de l'interaction sur le temps de latence et urisgpen compte de I'hétérogénéité spatiale.

Compétition entre deux souches de Listeria

Un autre exemple d'application du modéle de Lotka et Volesadonné par Cornu pour I'étude
de la compétition entre deux souches de Listeria : Listermoeytogenes et Listeria innocua (Cornu
et al., 2002). Le modele s’appuie sur une expression du tawassance de chacune des souches de
type logistique, pour lagquelle la fonction de freinage dégbee la population totale, K. La latence est
introduite par une translation temporelle de la forme ; pour i = 1,2. x; désigne la population de

Listeria monocytogenes, ef gelle de Listeria innocua. La dynamique en culture mixtedesinée par
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le systéme suivant :

0 si t<A

X1 = X1+ X :

! ut (1—%) X1 si t>A
0 Si tS)\z

Xp = X1+ X .

2 U2 o (1— 1JKF 2) X2 si t>A

1.6.3 Interaction en inhibitions et en limitations

Les modéles de type Lotka et Voltera considérent les irtterecentre micro-organismes d’'une
maniére globale, en faisant apparaitre la population quihngbite dans I'expression de la dynamique
d’évolution de chaque population. D'autres modéles entpdns dans les détails des mécanismes en
jeu et introduisent les variables d'état associées aux am@p intervenant dans ces mécanismes. Une

sélection d’exemples jugés significatifs fait I'objet duggaaphe suivant.

Croissance a transition diauxique de deux bactéries sur deusubstrats

En 1987, Kim décrit la croissance en co-culture discontideedeux bactéries évoluant sur deux
substrats (glucose ;5 et acide citrique : 8), chacun ayant la préférence de I'une des souches (Kim et
al., 1987). Le modéle propose une limitation de type Monad [@s deux souches (Klebsiella oxytoca :
X1 ; Pseudomonas aeruginosa j)xet les deux substrats. Le substrat secondaire (c’estaé+uin pré-
féré) de chaque souche est limité par le niveau d’expresiome enzyme clé 1gour la consommation
de $ par x et & pour la consommation dg par %. De plus, K. oxytoca produit un composé, ¢, qui
inhibe la croissance de P. aeruginosa. Le systéme est mepar le jeu d'équations différentielles

suivant ;
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X = (MA+H5) 1
X2 = (LA + H) % . N
L S Kz ulzul —
o=k (g amrs o) MRS
1,1
. S k}% Hg = HmaxB 17 | o €1
2=l <k§+51k|%+52_ez> avec 2_ 2 kszélksz
_ (1 a uﬁ IJA:“maxAkgz_i_SleZ
&Z—HA<W+7>X1—WX2 . S, Ke
S 5L He = HmaxB 7 o= w1 -
S = “BX2 uBX ket lete
I 7 e
S S
¢=a urxy — Bxq

Modéle des interactions non trophiques avec bactériocine

Dans le cas des interactions non trophiques avec bactérgdes dynamiques de la population
productrice et de la population sensible sont modélisé pasystéme a trois variables : x, la densité
cellulaires de la souche productrice, s, la densité cellalde la souche sensible gf,xa concentration

de la bactériocine, qui est considérée comme une molédilesitie

X:“max 1_(1%))(4_8_0})(
. 1-a)x+s

S = Hmax 1_%_[3)(] S
X4 = axX— pXg

avecLmax le taux de croissance maximal des deux souahese codt de la production de bactériocine,
K : la capacité maximale du milie\ : la vitesse individuelle de production de bactériocipe,le taux

de disparition de la bactériocine ét: le taux d'efficacité |étale de la bactériocine.

L'issue dépend des trois valeurs initiale$0x s(0) et x;(0) et de trois paramétreq : le colt de la

p o B

production de bactériocine, & etg=

max I-lmax I«lmax

Globalement, le systéme aurait tendance a évoluer vers ulhgre pure de productrices de bac-
tériocines (élimination des sensibles) si les cellules nt gutialement abondantes (et les S rares) et
inversement vers une culture pure de sensibles (élimimakis productrices de bactériocine) si les cel-
lules s sont initialement abondantes (et les x rares). Mai®a < g, il y a aussi un équilibre mixte

(point selle).
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Frank a aussi proposé un modéle sans molécule diffusibies dguel la mortalité d’'une cellule sensible

se fait suite a un contact physique direct avec une celllgte. Le systeme devient :

(1—a)x+s_a

X:Umax 1- K
gzumax 1— (1+)X—|_S_6X:| S.

Ce modéle présente peu d'intérét dans le cadre d'une étuslewures mixtes bactériennes puisque
les interactions directes bactérie-bactérie sont raramnk a également proposé un modéle en milieu
structuré hétérogéne (avec prise en compte de I'espaceprésente peu d'intérét dans le cadre d’'une

étude des cultures en batch.

Interaction killer entre deux levures (1997)

Ce type de cultures mixtes font intervenir deux souchesvdeds présentant une interaction de type
killer. Deux modeéles ont été proposés pour simuler la dygamie population dans de tels systémes.
lls ont été proposés d’'abord par Ravaz (1992) avec une approehtype Lotka et Voltera qui a été
présentée précédemment, puis par Ramon-Portugal et al. €h 19 ont développé un modéle faisant
intervenir la toxine a l'origine du phénomeéne létal obserilés’agit d'une approche descriptive du

mode d’'action de la protéine killer, basée sur la formatiommdcomplexe levure-toxine.

Soient x la population Killer viable, x la population sensible viablegXa population killer morte
et x la population sensible morte. z la concentration en toxiarsdle milieu et ¢ la concentration en

inhibiteur de croissance. Le modeéle est donné par :

Xp = “r%ax(l_ a]_C) - H&) X1,

%o = ( U2ax(1—aC) — 3 — mz> Xo,

X3 = Ugxa,

Yo = H§X2 +m2%,

z=apl (1—a10)x; —Wxz

¢ = a(Umax(1—a1C) X1 + HUfan(1— 820)X2) Xo.

U, est le taux spécifique de croissance maximal (souche kilip), est le taux spécifique de crois-
sance maximal (souche sensiblﬁj,est le taux spécifique de mortalité naturelle (souche B(illpj est
le taux spécifique de mortalité naturelle (souche sensibhlegst un paramétre de freinage de la crois-

sance de la souche Kkiller par inhibition intrinséque, est un parametre de freinage de la croissance
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de la souche sensible par inhibition intrinsequegst une constante de couplage entre production de
toxine et croissance de la souche killer, a est une cons@ateouplage entre production d’inhibiteur

intrinséque et croissance des souches killer et sensibEstmne constante cinétiqgue de mortalité des
cellules sensibles sous I'effet de la protéine killer. wuest constante cinétique de fixation de la toxine

sur les cellules sensibles.

Modéle de production de bactériocines (1998)

Il semble utile de présenter des travaux sur la modélisalioginétiques de production de bactério-
cines. Méme si ces travaux ont été effectuées en cultures,gumtérét de leur application ultérieure
a la modélisation de cultures mixtes est évident. Le modéleejeune et al. repose sur des hypo-
théses métaboliques et les parametres ont été ajustésiagmdonnées expérimentales. La croissance
de Lactobacillus amylovorus est modélisée par une crosaxponentielle, avec freinage logistique,
sans latence.

X= umax(l— %) X.

La consommation de glucose par Lactobacillus Amylovorudéxsite par le modéle avec maintenance

de Pirt.
$— —)—li —kex.

Avec s la concentration de lactose , k le rendemeng ket &oefficient de maintenance.
La production d'acide lactique est décrite par :
.S
p - kp'
La production de bactériocine est décrite par une doubleaéign. Tant qu'une certaine biomasse
critique n’est pas atteinte, la bactériocine est produitentne un métabolite primaire. Ensuite, la pro-
duction est stoppée, et I'activité décroit selon une cipetidu premiéere ordre.
C=kpx sSi x<X
p=-k si x>x ousi s=0.
Avec c le titre en bactériocine, ke taux de productionE le taux de dégradation et la biomasse

critique. Les valeurs numériques des coefficients ont éisiég d’'apres des cinétiques expérimentales.
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Modéle de croissance de Lactococcus lactis et Listeria mooytogenes

Breidt et Fleming ont proposé, en 1998, un modéle théorigned sur cing équations différentielles
autonomes et ont déterminé les valeurs des paramétres ysteajent sur des cinétiques expérimentales
de Lactococcus lactis et Listeria monocytogenes. Au civatdes modeéles présentés ci-dessus, celui-ci
repose sur une interaction indirecte sans bactériocinee modification physicochimique de I'environ-
nement. En effet Lactococcus lactis inhibe la croissanckisteria monocytogenes en produisant de
I'acide lactique et en abaissant le pH. Les variables d'&@it : % : la concentration de L. lactis,»x
la concentration de L. monocytogenes, c¢ : la concentratiora@de lactique, p : la concentration en
ion hydrogéne (qui correspondait au pH), et m : la conceimraen acide lactique (pris en compte car

sa fermentation par L. lactis augmenterait le pH).

X1 = H1 (07 P, ur:::\ax) X1
XZ = H2 (07 P, Ur%ax) X2

. c c
C=0, <l—— X1+ 02 (1——) Xo

P1 P2
p:y< P c—apfmx
P11
tel que
C, P, Hmax) = Hi 'V””<1_ orp L )
H1 ( p Umax) Hmax Hl(C’ P3, p4) HZ(pv Ps, p6)
) ) _ c p
C,p, = Min|1-— al_ '
Hz (€, P, Hmax) = Hmax ( Hs(c,p7.ps) " Ha(p, Po, |010)>

Avec p : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la crei@nce de 1, p: concentration mini-
male d’'acide inhibitrice pour le métabolisme de %,:jgoncentration minimale en ions hydrogéne libres
pour la croissance de 1,gp(concentration minimale en ions hydrogéne libres pour &aholisme de
1, pr : concentration minimale d’acide inhibitrice pour la cre@nce de 2, §: concentration minimale
d’acide inhibitrice pour le métabolisme de 2; pconcentration minimale en ions hydrogéne libres pour
la croissance de 2 et;p. concentration minimale en ions hydrogene libres pour léatmg@isme de 2.
Breidt et Fleming ont associé les cultures pures et les mgtmixtes pour pouvoir ajuster les para-

metres du modeéle.
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Modele de sécurité alimentaire

La culture mixte, de Lactobacillus curvantus not¢g et de Enterobacter cloacae notég.xa été
étudiée en tant que systeme modeéle pour la contaminatianpeékervation des aliments (Malakar et
al., 1999, Martens et al., 1999) . Le modéle proposé est baisére limitation par le substrat s de la
croissance de chaque souche et sur une inhibition de lagaare de Lactobacillus curvantus sous I'ac-
tion de I'acide lactique p produit par cette souche. Les periances relatives de croissance de chacune
des souches en culture mixte sont principalement déteawnipér I'influence du pH. Leur approche est
assez similaire a celle de Breidt et Fleming (1998) mais fiisgris en compte la compétition pour le
substrat limitant et ont clairement séparé d’'une part llesttion des paramétres a partir de cultures
pures (Martens et al., 1999) et d'autre part I'utilisatiom dnodéle en prédiction (Malakar et al., 1999).

La dynamique du systéme est modélisée de la maniere suivante

X1:H1X1 si t>Aq
Xo= U2 Xo SI t>As

S=— ﬂ+ml X1 — &4-”12 X2
k1 Ko

p= <ﬂ+m3>xl

kg

avec

S 4(pH — pHr}ﬁin) (pHr:rL1ax_ pH)

1
e umaxk% +s (pHr:rHax_ pHr%\in)2 °P
Uy = ”r%\ax S 4(pH _ panwin) (pHr%ax_ pH)
k§+s (pHr%ax_ pHr%in)2
H_ pHo+bp
l1+cp

ou ab et c sont les paramétres de régression. L'adéquation emggiques prédites d’apres les cultures
pures et cinétiques expérimentales obtenues en culturdesist satisfaisante. Cette approche présente
donc des potentialités intéressantes pour une utilisagioprédiction, ce que ne permettrait aucun des
modeles empiriques envisagés. D’apres les auteurs, lGagbgr mécaniste déployée ici conduirait a
un modele plus simple qu’'une approche empirique. Le dépelopnt de méthodes pour le suivi et la
modélisation des cultures mixtes est donc actuellemera@s dans de nombreuses équipes travaillant

sur la dynamigue des populations bactériennes.
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Production de CGTase en fixant des cellules

Le modéle mathématique proposé par Burhan et al. [16] esptdpour le cas des cellules atta-
chée a un support solide. Burhan et al. supposent que lagegiinmobiliséesypeuvent se développer,
mais avec un taux de croissange différent du celui des cellules libres et deux coefficiemtsethde-
ment différents. Elles peuvent aussi produire de GCTamst@ourquoi, I'équation cinétique pour les
cellules immobilisées ont la méme forme que celle des esllildres. La possibilité de fuite des cellules
immobilisées des membranes est prise en considératiomviaefficient j. On aura donc le modéle

mathématique suivant avec des conditions initiales aéssci

. () H2(9)
s = ke X1 K X2,

X1 = H1(S) — My ) X1 +kmXo,
X2 = (H2(S) — M) X2 — kmXz,
p =a (ul(s)xl + [12(5)X2> +p (xl + x2> —op.

X1(0) =%10>0, X2(0) =x%0>0, s(0)=5>0, p(0)=0.

1.6.4 Ecologie microbienne : Chaine trophique

Un autre probléme qui peut se poser, dans la culture en battHe devenir d’'une chaine trophique.
On sait, par exemple, qu’un systéme prédateur-proie sittdans le cas d’une ressource non renouve-
Iée (la disparition de la proie entrainant celle du prédatelLe renouvellement du substrat permet-elle
la survie d’'une chaine alimentaire ? C’est a ce type de qaegjue répondent les auteurs travaillant

sur ce sujet. Une chaine-trophique en culture batch esti@ggar le systéme suivant :

. X

$ =—m©f,

. L X2

X1 szMQ—m)—wuﬂ%,

X :K(HKKAJ—WO‘—W+KN)ﬁEﬂ i=2.n,
Yi+1

%:#(WWAFmJ

La variable x désigne I'espéce du i-eme niveau trophique. Le coefficienteprésente le taux de
mortalité de la i-eme espéce. Les fonctions N, — R, (avec i= 2,...,n) décrivent la croissance du
prédateur x.; sur la proie x. L'espéce xest dans le i-eme niveau trophique. Il est en méme temps le
prédateur de I'espece dii — 1)-eme niveau trophique et la proie pour I'espéce(dy 1)-eme niveau

trophique. En ce qui concerne la modélisation des fonctitmgrédation K, dans le cadre de I'écologie
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théorique, il y a une classification fournie par C. S. Hollighgns une série de travaux [21,49-51] relatifs
a la modélisation des systémes du type proie-prédateus l@guels on propose une classification des
différents types de prédation. On considére le mouvement pFédateur comme la trajectoire d’'un
disque dans le plan. Ce disque a un rayon r dépendant du nomiles proies existantes (i.e=r(p))
et est centré au prédateur. De plus, le prédateur a une @tessstante v. L'aire parcourue par le
disque dans un temps &st donnée pa2rr (p)vT,. On suppose que le prédateur n'est pas capable de
repérer toutes les proies de la région parcourue : il existecoefficient de détectabilité &[0, 1] qui
correspond au quotient (Especes repérées/Total d’espéBep le nombre de proies existantes dans
I'aire parcourue par le prédateur alors le nombre des prorescontrées pest donné par : p=
a(p)Typ avec &p) = 2nkr(p)v. Le prédateur essaie de capturer toutes les proies déec#e plus,
il existe un coefficient de capturabilite¢ € [0,1]. Alors, le nombre des proies capturées est donné par
I'équation :

Pc=V pa="Va(p)Typ.

Le temps Jparcouru par le prédateur est décomposé de la fagon suivante

= Tt —TcPa  —VTmPa
Consommation Chasse Manipulation
Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i®.-aa) et & = Ty, = 0, c’est-a-dire, le temps de
chasse et manipulation de la proie est négligeable par rapgpta consommation, on en déduit d’aprés

les équations que le nombre des proies capturées est domtet foaction du type | :

H(p) = atkp.

Néanmoins, Holling suggére que cette fonction ne fourninodéle valable que dans un intervalle des
proies pe [0, p*] qui détermine la phase de croissance de la population dedapeérs. En s’appuyant
sur des données expérimentales, il suggere une fonctioypeu généralisée :

aktp  si  pe(0,p

H(p) = { . _ ;

atkp S p=p.
Si on suppose que le rayon du cercle est constant (i@.a a), mais T > 0 et T, > 0, on en déduit
d’aprés les équations que le nombre des proies est donn@pganttion du type Il :

alp

T
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Si on suppose que le rayon du cercle est une fonction du fype=rrp" avec n> 0 (i.e. a(p) = ap"),
mais E > 0 et T, > 0, on en déduit que le nombre des proies est donné par la fandtidype III :

atp"

H(p):apn+[Tc+va]'

1.7 Conclusion

Nous avons vu au cours de cette étude bibliographique, guauleures mixtes de micro-organismes
sont extrémement fréquentes et sont au coeur de la majast@rdcédés agro-industriels fermentaires.
Paradoxalement les avancées concernant la compréhenslam@itrise des interactions qui entrent

en jeu dans de tels systemes complexes sont assez réceasterdtiimitées.
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